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Resumo

Analisamos através de um estudo teérico, uma caminhada quéantica unidimensional
discreta no tempo. A dindmica dos caminhantes é analisada para estados quanticos de uma
Unica particula e de duas particulas. Para duas particulas, podemos combinar caminhadas
quanticas com estados emaranhados no mesmo sistema. A simetria de estados quanticos
bosonicos ou fermidnicos, por exemplo, afeta drasticamente a dindmica das particulas. Ao
longo da caminhada, é introduzida uma desordem nas fases dos divisores de feixe que com-
poem a rede na qual o caminhante se propaga. Alterando parametros dessa desordem,
podemos verificar que diferentes regimes de propagacao se estabelecem. Os regimes de pro-
pagacao mais encontrados na natureza sao os balisticos, correspondentes a sistema quanticos
e os difusivos, associados a estados classicos. Nesse cenario, mostramos que através da mani-
pulacao de um tnico parametro de controle da desordem, é possivel mapear toda a regiao em
que o regime de superdifusao esta presente, indo do comportamento balistico quantico até
a difusao cléssica. Além disso, para os estados fermionicos, existe uma indicagao do regime
de hiper transporte, no qual os caminhantes se dispersam mais rapidamente que no caso
quantico. Nosso modelo de simulacao leva em consideragao uma possivel implementacao em

um chip de fotonica integrada através de uma aplicacao da teoria desenvolvida.

Palavras-chave: Caminhada Quéntica, Estados Emaranhados, Regimes de Transporte,

Fotonica Integrada.
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Abstract

We investigated theoretically a discrete time one dimensional quantum walk. Particle
dynamics are analyzed for single particle and two particles quantum states. For two particles
states, it is possible to combinate entangled states and quantum walk in the same system.
Quantum states symmetry for fermionic as well as for bosonic systems, drastically influence
its particle dynamics in the lattice. These two particles have symmetric or antisymmetric
wave functions, respectively. A disorder is introduced in the beam splitters and in the phase
shifters, where the walker spreads in this lattice. Also, this disorder evolves over time. By
changing the disorder parameter, we can checked the different kinds of transport regimes
settles in. The more usual propagation regimes in the nature are ballistic or quantum
and diffusive or classic. In this scene, we scan all superdiffusive region through a single
disorder control parameter, in our simulation, between ballistic behavior and classic diffusion.
Besides, for fermionic states, there is a hiperdiffusive regime indication, where the walkers
spreads faster than ballistic case. Our integrated arrangement takes into account a possible

implementation in an integrated photonic chip through a developed theorical application.

Keywords: Quantum walk, Entangled states, Transport Regimes, Integrated Photonic.
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Capitulo 1

Introducao

Os primeiros computadores eletronicos foram utilizados para fins militares, pois havia
uma intensa corrida armamentista por conta da Segunda Guerra Mundial que ocorreu entre
1939 e 1945. O primeiro computador totalmente eletronico foi o ENIAC, desenvolvido por
dois pesquisadores da Universidade da Pensilvania, John Mauchly (1907-1980) e J. Presper
Eckert (1919-1995), no periodo de 1942 a 1945. Mais tarde, nos anos de 1944 a 1951, foi
construido outro projeto, o EDVAC, dessa vez com a colaboracao de John Von Neumann
(1903-1957). Neumann deixou um grande legado ao mundo da computagao, principalmente
na area de redes neurais, uma das principais linhas de pesquisa estudadas em Inteligéncia
Artificial, e na analise numérica moderna [5-7].

Os dois projetos de arquitetura computacional citados no texto, em sua execugao, ocupa-
vam salas enormes, pesavam toneladas, eram programados através de aglomerados de cartoes
perfurados, cabos de conexao e consumiam milhares de vélvulas termidnicas. Como equi-
pamentos tao grandes e robustos se tornaram tao portateis? A resposta é dada através da
invengao de um dispositivo chamado “transistor” , que é um pequeno semicondutor eletro-
nico capaz de realizar as mesmas tarefas de uma vélvula, porém de modo bem mais eficiente.
Este aparelho fez uma verdadeira revolugao na eletrénica e na computacao. A sua descoberta
trouxe o Prémio Nobel de Fisica em 1956 para William B. Shockley (1910-1984), Walter H.
Brattain (1902-1987) e John Bardeen (1908-1991) [5, 8]. O seu desenvolvimento levou a cria-

¢ao dos circuitos integrados, permitindo a sua atuagao em conjunto com outros transistores,



1. Introducdo 3

o que levou no final dos anos 60, o engenheiro e co-fundador da Intel Corporation Gordon
E. Moore a elaborar uma “lei” com seu proprio nome, Lei de Moore, que diz que o niimero
de transistores dobra a cada 18 meses. Esse principio vem sendo utilizado nos dias atuais,
mas o mesmo esta chegando em um limiar porque o tamanho dos transistores esta cada vez
mais se aproximando de escalas atdomicas [9]. Entdo, qual seria uma possivel solu¢ao para
esse problema? Uma delas é a aplicagao de tecnologias baseadas em Principios da Mecanica
Quéantica (MQ), como é o caso do ramo da Informacao Quéantica (IQ), por exemplo. A 1Q
unifica a MQ com a Teoria da Informacao ou Teoria Matemaética da Comunicacao, um ramo
da ciéncia que estuda maneiras de codificar uma informagao transmitida por um emissor

utilizando fundamentos da teoria da probabilidade [10-12].

A Teoria da Informagao foi criada por Claude Shannon (1916-2001) em 1948, comegando
)

a tratar a informacao como algo mensuravel e quantificivel, assim como Newton fez com que
o movimento nao tivesse apenas um olhar qualitativo introduzindo variaveis para massa e
forca, por exemplo. Dessa maneira, a informacao passa a ter uma nova unidade denominada
[44 NGB 3) = 2 : : : «ny? =
bit” . Na computagao classica, um transistor registra o valor “0” quando nao passa corrente
elétrica por ele em um circuito integrado e o valor “1” é registrado quando hé passagem de

corrente, esse procedimento é chamado de “binario” [11].

O anélogo quantico do bit é o “qubit” ou “quantum bit”, sendo representado pelos estados
quanticos “|0)” e “|1)” por meio do Principio da Superposi¢ao Quantica. Os qubits também
podem ser caracterizados através do estado da polarizagao de um féton gerando fétons com
orientagoes horizontal (|H)) e vertical (|[V)), cada um com sua amplitude de probabilidade
[11-13]. Na aplicagao do exemplo dos qubits, percebe-se quando um dos graus de liberdade
do féton é polarizado na direcao horizontal, o outro esta verticalmente polarizado. Aplicando
estas e outras propriedades quénticas na parte pratica da pequisa cientifica, iniciou-se uma
nova revolugao chamada “Computagao Quéantica” [13].

Dois dos principais idealizadores da Computacao Quéantica foram Richard P. Feynman
(1918-1988) e David Deutsch (1953-). Feynman propos as ideias de um computador quéan-
tico simulando sistemas quanticos e de algoritmos que simulem sistemas fisicos, pois sistemas
classicos nao conseguem simular os de natureza quantica e a natureza nao se comporta de

maneira classica, conforme ele postulava [14]. Esse argumento deu origem a simula¢ao quan-



1. Introducio 4

tica, no caso dessa dissertacao foi feita analise de simulagoes computacionais que estudam
o funcionamento de alguns circuitos integrados para a implementacao futura em um chip
de fotonica integrada. Posteriormente, Deutsch implementou um conceito de computagao
quéntica universal unificando a teoria da Maquina de Turing e fundamentos da Mecanica
Quéntica [15].

O uso de tecnologias baseadas no contetdo tedrico da Mecanica Quantica na atualidade
encontra dificuldades devido a uma série de limitacoes praticas, uma delas é a implementa-
¢ao experimental com equipamentos de precisao de controle de fase Optica necessaria para
alcancar valores permitidos pela MQ. Um exemplo dessa implementacao é a fotdnica in-
tegrada, em que uma de suas caracteristicas é trabalhar com equipamentos e dispositivos
montados em circuitos integrados, como transistores [8], chips e guias de ondas [1|. Antes
de chegar a esta experimentacao, sao realizadas simula¢oes computacionais. No caso desta
dissertacao, como ja foi citado, realizamos tais simulagoes baseadas em funcionamento de

circuitos integrados com o intuito de fazer a aplicagao em chips de fotonica.

Os arranjos de circuitos integrados simulados nesta dissertacao, sao representagoes de
versoes quanticas de caminhadas aleatorias classica. O primeiro modelo foi fornecido por
Y. Aharonov, L. Davidovich e N. Zagury, proposto no artigo “Quantum Random Walks”
publicado no inicio da década de 1990 [16]. No artigo, os autores analisaram a superposi¢ao
de estados quanticos de uma particula com spins down (D) e up (U) no famoso modelo de
Stern-Gerlach, havendo uma probabilidade para cada dire¢ao do spin da particula. Entao,
iniciou-se uma analise de uma caminhada aleatéria com propriedades quanticas. A cami-
nhada quantica se tornou uma importante linha de pesquisa dentro do ramo da informagao
quantica, sendo bem estudada atualmente, com certas aplicacoes em outras areas da ciéncia
e no nosso cotidiano. Assim, alguns detalhes relacionados a sua esquematizacao e aos seus

aspectos qualitativos e quantitativos, foram abordados ao longo do texto desta dissertacao.

1.1 Problema Proposto

Nosso problema ¢é analisar o comportamento das caminhadas quanticas em diferentes

distribui¢oes de probabilidades e verificar os regimes de propagacao quando variamos o pa-
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rametro de desordem destas caminhadas.

1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivos Gerais

O objetivo do nosso estudo é analisar os possiveis regimes de transporte em que um cami-
nhante quantico esté sujeito, de acordo com uma desordem presente dentro da caminhada e a

simetria da funcao de onda no estado quantico inicial das particulas integrantes do sistemas.

1.2.2 Objetivos Especificos

e Analisar os regimes de propagacao, balisticos e difusivos, em funcao da desordem;
e Verificar as distribuigoes de probabilidade analisadas nas simulagoes;

e Simular o funcionamento de um circuito integrado, servindo como potencial ferramenta

para possiveis hardwares.

1.3 Estrutura do Trabalho

Essa dissertacao esta estruturada em 5 capitulos. Comecamos a abordagem no primeiro
capitulo de Introducao através de um breve texto e das sessoes de Problemas Propostos, Ob-
jetivos Gerais e Especificos, e Estrutura do Trabalho. No segundo capitulo, apresentamos um
estudo tedrico sobre caminhada aleatéria classica. No terceiro capitulo, o contetido tedrico
abordado é o da caminhada quéantica. No quarto capitulo, foram apresentados os resultados
das simulagoes realizadas. E finalmente, apresentamos as conclusoes e as perspectivas no

quinto capitulo.



Capitulo 2

Caminhada Aleaté6ria Classica

2.1 Conceito

Nesse capitulo, apresentaremos o contetdo teoérico relacionado & caminhada aleatoria
classica. Abordaremos a sua definicao, bem como a formulagao matematica e distribuicao

de probabilidade aplicada.

A representacgao de uma caminhada classica abordada nesse trabalho é uma caminhada
unidimensional com passos de tamanho fixo e discreto no tempo, onde o movimento de
uma particula classica pode ser realizado em um eixo horizontal partindo de um ponto e
prosseguindo de maneira aleatoria ao longo deste eixo [17, 18]. Esse tipo de sistema esta
presente nao s6 na Fisica e na Matematica, mas em varias areas da ciéncia com diferentes
aplicabilidades. No nosso cotidiano, este movimento pode ser visto através de um caminho
tracado por um bébado tentando voltar para casa depois de uma festa, por um animal
predador em busca da presa, na difusao de uma molécula de gias. A Caminhada Aleatéria
Classica (CAC) também pode ser vista na forma do Movimento Browniano, em movimento
de particulas suspensas em um fluido, e no chamado Voo de Levy, em trajetorias de voos de
aves marinhas. Outras aplicagoes da CAC podem ser vistas nos campos da Robotica [19],
Economia |20, 21| e Biologia [22, 23|.

Para simular uma caminhada aleatoria classica, utilizamos o modelo da Tabua de Galton,

onde podemos ver a trajetoria de um dos possiveis caminhos realizados pelo caminhante. Este
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também parte de um ponto zero até chegar uma das posigoes finais do arranjo. Através da
ilustragao da Tébua de Galton, percebemos que através do comportamento da particula da
caminhada h& uma distribuicao binomial de probabilidade atuando. Logo, percebemos que
a distribuicao de probabilidade que dé a posicao do caminhante de estar em um determinado

instante de tempo é uma distribuicao do tipo binomial.

2.2 Representacao

Representaremos uma caminhada aleatoria unidimensional através do movimento retili-

neo de uma particula em um eixo j e um comprimento fixo [ de cada passo, onde
j=ml, (2.1)
indica a posicao do caminhante aleatorio classico e m é um ntmero inteiro que esta dentro
do intervalo — N < m < N, em que N é o niimero total de passos que a particula percorre e
N =ny + no, (2.2)

entao, n; é o deslocamento que a particula faz para a direita e ny é o deslocamento executado
para a esquerda, isto €, a quantidade de vezes que esta se movimenta para um lado ou para
o outro.

Assim, o nimero de combinagoes que uma particula pode executar para a direita e a

esquerda com N passos, é dado pelo arranjo:

N!

n1!n2!'

(2.3)

Podemos escrever a probabilidade do caminhante chegar em uma posicao associada ny

passos para a direita e ny passos para a esquerda, através de uma tunica trajetoria, como

(p---p)(g---q) =p"q"™ (2.4)

Essas probabilidades sao independentes e a soma delas, assim como todas as somas totais
de probabilidades, ¢ igual a 1:
pt+tqg=1 (2.5)
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Existem dois tipos de caminhada aleatoria classica: a simples e simétrica. No primeiro
caso, o caminhante salta de um lado para outro (por exemplo: esquerda para a direita ou
vice-versa) com probabilidades p e ¢ diferentes. No segundo caso, a particula executa o
mesmo movimento com probabilidades p e ¢ iguais. Para a nossa caminhada utilizaremos
o segundo caso, onde a trajetéria do caminhante inicia-se em zero e o seu movimento é
executado para a posigdo +1 ou —1 com as probabilidades p e ¢ iguais a 1/2 de irem para
uma das posigoes. FEsse valor aplicado para as tais probabilidades é visto no cotidiano
através do famoso exemplo denominado "cara ou coroa". Ainda abordando a Figura (2.1),
um marcador é colocado no ponto zero e uma moeda justa com p = ¢ = 1/2 é langada, entao
o caminhante percorre uma unidade para a direita quando surge o lado “cara” e vai para a

esquerda quando aparece o lado “coroa” da moeda.

2.3 Distribuicao Binomial de Probabilidade

A distribuicao de probabilidade da caminhada cléassica aleatéria é do tipo binomial.
Para obter esse resultado, considere que o passo do caminhante pode ter n;(ns) sucessos e
N —ni(N —ny) falhas de para a direita (esquerda) de ser executado apés N langamentos
da particula na caminhada. Entao, podemos calcular essa distribuicao binomial de duas
maneiras. Primeiro, obtemos a sua expressao em funcao do deslocamento do caminhante
executado para a direita e da probabilidade do mesmo de ir para essa mesma direcao.
De maneira anéloga, calculamos a expressao em fun¢ao do deslocamento realizado pela
particula para o lado esquerdo e da probabilidade da tal de ir também para a esquerda.
Portanto, a expressao densidade de probabilidade discreta em funcao do niimero total de

passos N, da probabilidade p e do deslocamento n; é:

N!
— " (1 —p)¥ ™ 2.6
PATEETL (1-p) (2.6)

A expressao acima ja se encontra normalizada, pois [24]:

P(N7n1ap) =

N N N
> P =) L ) X pra-p) T =+t =1
n1=0 n1=0 (N —mn)! ni=0 \ "1

(2.7)
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Na equagao (2.7), vimos que através de um binémio de Newton obtemos a normalizacao
da equagao (2.6).
Agora, para a expressao densidade de probabilidade discreta em fun¢ao do ntimero total

de passos N, da probabilidade ¢ e do deslocamento n, , temos:

N!
— (1 — )" 2.8
) (2.8)

Q (N7 na, q) =

De modo anélogo a execugao do deslocamento do caminhante para a direita, a normali-
zagao para a equacao (2.8) é realizada.

Uma das representacoes mais conhecidas para a caminhada aleatoria classica é a tabua
de Galton, apresentado na Figura (2.1). Nesse arranjo, o caminhante parte do ponto zero
podendo saltar para a direita ou para a esquerda ao longo de uma caminhada aleatoria clas-
sica simétrica com probabilidades p e g iguais a 1/2, o eixo horizontal corresponde a posi¢ao
j e o vertical corresponde ao tempo T. Nessa mesma figura, vemos que esta representacao
possui 8 passos e posigoes variando nos pontos —8 e 8 no eixo horizontal e é possivel ver que
uma das possiveis trajetorias da particula esté destacada em verde. No final deste caminho,
é formada uma imagem que equivale ao diagrama da distribui¢ao binomial de probabilidade,
a medida que os caminhantes vao chegando as posicoes finais da caminhada. Conforme o
numero de repeti¢coes do experimento vai aumentando cada vez mais, o comportamento da
figura formada vai se aproximando de uma distribui¢cao normal ou gaussiana. Esta esquema-
tizacao explica o motivo dos caminhantes chegarem as posi¢oes finais associadas ao centro

da caminhada.

A partir da Figura (2.1) podemos ver e entender a tabela representada pela Figura (2.2),
em que esta mostra os valores da probabilidade do caminhante estar em uma determinada

posigao j num determinado instante de tempo 7', obtidos pelas expressoes (2.6) e (2.8).

O namero de passos de uma caminhada aleatéria pode ser utilizado para discretizar o
tempo em que o processo ocorre. Cada passo do caminhante serd associado a um instante
de tempo, o primeiro passo é o instante 7' = 1, o segundo passo é o instante 7' = 2 e
assim sucessivamente, até o ultimo passo da caminhada em que a dindmica se encerra.

Este tipo de caminhada aleatoria, em que é possivel associar os passos do caminhante a
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Figura 2.1: Tabua de Galton: Representacao para caminhada aleatoria classica unidimensional de 8
passos e posigoes variando de —8 a +8. A figura também mostra, destacada em verde, uma possivel

trajetoria do caminhante. [1]

PG, T) 4 3 2 1 0 1 2 3 4

=0 1

_ 1 1
_ T-1 L L
k>
7 _ 1 1 1
N T—2 4 2 4
p—
S 1 3 3 1
3 B & &
4 L 4 3 4 1
T 4 16 16 16 16 16

Figura 2.2: Distribui¢ao de probabilidade classica P(j,T) para uma caminhada aleatoria classica

de 4 passos e posicoes j variando de —4 a +4.
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um instante de tempo bem definido é chamado de caminhada aleatéria discreta no tempo.

Retomando a Figura 2.1, vemos que o deslocamento realizado para a direita ou para esquerda

¢ a quantidade de setas por onde o caminhante se move até chegar em uma determinada

posicao. Entao, para obter o valor de cada uma das probabilidades da particula de estar

em uma posicao em um determinado instante de tempo apods percorrer uma quantidade de

deslocamentos realizados para a direita ou para a esquerda, temos:

Para o instante T' = 1, posi¢ao 7 = 1 e deslocamento n; = 1:

P(N =1 =1) :%('))l (%)1 (%)OZ (%)

Para o instante T = 1, posi¢ao j = —1 e deslocamento ny = 1:

QN =1my=1) = %' (%) (%) _ G)

Para o instante T' = 2. posi¢ao j = 2 e deslocamento n, = 2:

P(N=2m=2)= %(')). (%)2 G)OZ G)

Para o instante T' = 2, posi¢ao 7 = —2 e deslocamento ny = 2:

Q(N=2,m=2) = %&)' (%)2 (%)02 G)

Para o instante 7' = 2, posicao 7 = 0 e deslocamento n; = 1:

PN =2m=1) =1 (%)1 (é)l B @

Para o instante 7' = 3, posicao 7 = 3 e deslocamento n; = 3:

PN =3m =3 - (%)3 (é)oz @

Para o instante 7' = 3, posicao 7 = 1 e deslocamento n; = 2:

PN =3m =2 = (%)2 (é)l B @

Para o instante 7' = 3, posicao 7 = —1 e deslocamento n; = 1:

PN =3m =20 (%)2 G)l B @

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)
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Para o instante T' = 3, posicao j = —3 e deslocamento ny = 3:

s m@ Q) en

Para o instante T' = 4, posi¢ao 7 = 4 e deslocamento n, = 4:

Pt () () () -

Para o instante T' = 4, posicao j = 2 e deslocamento n; = 3:

P(N =40 =3) :1“1—;‘ G)l (%)3: (%) (2.19)

Para o instante 7' = 4, posicao 7 = 0 e deslocamento n; = 2:

pov s () () - (1) o

Para o instante T' = 4, posicao j = —2 e deslocamento n; = 1:
4 1\ /1! 4
P(N=4n=1)=— 1= - == 2.21
( =1 = <2> (2) (16) (221)
Para o instante T' = 4, posi¢ao 7 = —4 e deslocamento ny = 4:

Pt () () - () o

Por meio das equagoes (2.9) a (2.22), obtemos os valores para a probabilidade do cami-
nhante de estar em uma determinada posi¢ao em um determinado instante de tempo para
uma distribuic¢ao de probabilidade binomial, ao executar uma caminhada classica aleatoéria.
Estes valores estao registrados na tabela representada pela Figura (2.2).

Neste capitulo, também foi possivel iniciar a abordagem de outra quantidade de grande
importancia em probabilidade e estatistica é a varidncia. A varidncia ou desvio padrao é
uma medida de dispersao dos valores de uma variavel aleatéria X em relacao a uma média

p desta variavel e a fungao de sua distribui¢ao de probabilidade P(X) [24, 25|, entdo:

Var(X) =Y (X — p)*P(X) (2.23)
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__ pequena varidncia

_— grande varifincia

Figura 2.3: A figura mostra dois graficos de duas distribui¢oes de probabilidade com varidncias de

dispersoes diferentes.

Em que, através desta dispersao podemos perceber quando os valores de uma variavel
aleatoria possuem uma tendéncia de se aproximarem da média p, a varidncia é pequena e
quando estes valores se afastarem da média, a varidncia é grande. Esta situacao é apresentada

na Figura (2.3), para duas distribui¢oes continuas com a mesma média u, logo:

A equagao (2.24) representa uma variancia de uma distribui¢ao continua de probabilidade
[24, 25]|. Entao,
Var(X) = / (X — p)*P(X)dX (2.24)

o0

uma consequéncia do fenémeno da variancia é a Lei dos Grandes Numeros, a qual diz que para
uma repeticao muito grande de um determinado experimento ocorre uma maior frequéncia
bem maior de um resultado [24]. Aplicando no caso de uma distribui¢do de probabilidade
binomial, podemos perceber que, na maioria das vezes, os caminhantes chegarao as posicoes
finais associadas ao centro da rede da caminhada aleatéria. Outra consequéncia deste efeito
é o uma manifestagao particular do Teorema do Limite Central, onde a forma do grafico de
uma distribuicao binomial tende a se aproximar de uma Gaussiana, para um nimero muito

grande de realizagoes de um experimento [18].



Capitulo 3

Caminhada Quantica

3.1 Definicao

Numa caminhada classica, um caminhante pode ir para um lado ou para o outro, a cada
etapa da caminhada, com probabilidades bem definidas até chegar nas posi¢oes finais do
arranjo. A CAC possui um analogo quantico, a caminhada quéntica, no qual propriedades
da mecanica quantica, tais como superposicao de estados e emaranhamento, possuem papel
fundamental na anélise da dinAmica do caminhante [16, 26-28|. Estas propriedades alteram
a trajetoria da particula dentro do arranjo da caminhada gerando distribui¢oes de probabi-
lidade sem anélogo classico. A superposicao de estados quénticos, por exemplo, permite que
o caminhante possua uma probabilidade de ir tanto para um lado quanto, simultaneamente,

em cada posi¢ao da caminhada.

Assim como o caso classico, a caminhada quéantica (CQ) também possui as mais variadas
aplicagoes. As CQ’s podem contribuir para a implementagao da computacao quantica [29|
e para a criagdo de um algoritmo de buscas mais eficientes [30], por exemplo. Na biologia,
existem estudos que utilizam a CQ para estudar a transferéncia de energia no processo da
fotossintese [31]. H& também, trabalhos que abordam mais uma das importantes proprie-
dades da Mecanica Quéntica, a decoeréncia [32-37|, que é a descrigao do mundo classico
através do mundo quéantico sendo a principal obstéculo para a realizagao do processamento

de informagao quantica [38, 39].
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Nesse capitulo serao abordadas as seguintes secoes, primeiro a implementacao 6ptica de
uma rede de CQ, onde a sua estrutura é representada na forma de um circuito integrado
que se assemelha a miniaturas de “Interferometros de Mach-Zehnder”. Nesta mesma secao
podemos perceber que estes interferometros atuam como modelos de arranjo para a anélise
inicial da CQ. Posteriormente, abordamos a formulacao matematica de uma CQ, que tem
como principais objetivos, a deducao e a apresentacao de importantes resultados analiticos.
Estas equagoes descrevem a trajetoria dos caminhantes quéanticos dentro do arranjo. A rede
possui duas entradas e as particulas incidem por uma delas. Assim, se inicia a descri¢ao dos
caminhantes no sistema, logo comecaremos abordando a trajetéria de uma particula simples
na caminhada, na segdo (3.2). Nesta segao, obtemos a probabilidade de uma particula estar
em uma posicao e em mais posicoes a cada passo da caminhada, para a particula que entra
pela porta A e também para a particula que é inserida pela porta B. A explicacao de uma
particula poder estar em mais de uma posi¢ao a cada passo, estd no chamado principio
da superposicao quantica, o qual é visto nas principais equacoes obtidas na subsecao de
representacao matemaética de uma CQ. Encontrados os valores para as probabilidades do
caminhante quantico de estarem em cada sitio da rede, comparamos estes resultados com
os valores das probabilidades relacionadas ao caso classico, para poder analisar melhor a
trajetoria da particula na rede da caminhada. Na pentltima secao, é possivel ter também
a entrada simultanea de dois caminhantes quanticos por ambas as entradas, em especial a
analise de bosons e férmions dentro da caminhada. Através da analise destas duas particulas,
podemos investigar a simetria do estado inicial destes caminhantes .A anéalise da simetria do
estado inicial dos caminhantes é fundamental, pois esta propriedade tem bastante influéncia
no comportamento da distribui¢ao de probabilidade da caminhada e, consequentemente, na
trajetoria de cada um destes caminhantes no arranjo. Entao, realizamos alguns célculos com
o objetivo de obter um estado geral para cada passo da caminhada para bosons e férmions.
Logo, podemos investigar o comportamento das particulas ao passarem por um divisor de
feixe localizado em cada sitio da rede.

Por tltimo, esta secao descreve as desordens de uma caminhada quantica quando imple-
mentamos fase em cada sitio da rede utilizando os seus moduladores de fase. O acréscimo de

fase também altera a distribuicao de probabilidade do caminhante quantico. As caminhadas
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desordenadas sao divididas de acordo com alteragoes de fases relacionadas a tempo e/ou es-
paco. Logo, as desordens podem ser realizadas apenas no espago ou no tempo e também ha
possibilidade de ocorrer tanto no espaco quanto no tempo. Cada tipo de desordem leva a um

regime de propagagao caracteristico. Na Secao 3.5 iremos detalhar esses tipos de desordem.

O estudo das distribui¢oes de probabilidade dentro de uma caminhada é essencial para
a investigacao do comportamento do caminhante, onde podemos analisar com mais detalhes
em simulacoes computacionais realizadas durante o periodo da construgao deste trabalho,

este registro foi colocado no Capitulo 4.

3.1.1 Implementaciao Optica de uma Caminhada Quantica

Uma simulagao de uma caminhada quantica pode ser realizada através de um conjunto de
divisores de feixe e moduladores de fase. Este aparato experimental pode ser implementado
em Optica convencional [40-42| e em circuitos de Optica integrada [1, 43]. Neste tipo de
implementacao experimental, a célula unitaria de rede em que o caminhante ira se propagar,
descreve um interferometro de Mach-Zehnder. Este interferémetro foi proposto em 1891 pelo
médico e quimico austriaco Ludwig Mach (1868-1949) e pelo fisico suigo Ludwig Zehnder
(1854-1949). O esquema experimental ¢ formado por um espelho semi refletor ou divisor
de feixe By, que divide o feixe de luz de acordo com as regras da reflexao, transmitindo
ou refletindo esse feixe; dois espelhos refletores By e B3, onde o feixe de luz é refletido e
dirigido para o tltimo espelho; e mais um espelho semi refletor By, o ultimo espelho do
esquema representado, de mesma funcao que By e depois disso o féton passa pelo detector
Dy ou pelo Dy. Na anélise ondulatoéria, esses detectores sao substituidos por anteparos e
para o tratamento de particulas, estes atuam como contadores de fotons [2]. O esquema
experimental esta representado na Figura (3.1). Na figura (3.2), retirada da referéncia [3],
temos a representagao do esquema experimental, em 6ptica convencional, de uma caminhada
quantica. Os divisores de feixe e os moduladores de fase estao dispostos em cascata, sendo
possivel observar o interferometro de Mach-Zehnder como célula unitaria da rede em que o

caminhante desenvolve sua dinamica.

Uma caminhada quéntica possui duas classificagdes quanto & sua evolucao temporal:
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12].

Figura 3.2: Esquema de um circuito de caminhada quéntica em “bulk optics” com divisores de feixe

e moduladores de fase em cascata. [3]

Discreta ou Continua. No nosso estudo, trabalhamos apenas com o primeiro caso. Na
representacao da caminhada quantica discreta unidimensional abordada neste trabalho, ¢é
estabelecido um eixo j que representa a posi¢ao do caminhante. A particula pode se movi-
mentar para cima (U) ou para baixo (D), a cada instante de tempo T'. Isto é, uma particula
pode estar localizada em uma posicao j em um tempo 7' e depois transita para as posigcoes
j+1ej—1em um tempo T + 1 até chegar as posigoes finais J, no tltimo passo da cami-

nhada. Nesta caminhada quantica de 4 passos, uma particula parte da posicao j = 0 e no
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instante 7' = 0 de cima para baixo (D) ou de baixo para cima (U) e apds o instante T' = 4,
esta pode chegar em uma das 8 possiveis posicoes finais, entre J =1 e J = 8, e em relacao
ao eixo das posigoes j, este varia entre as posi¢oes j = 4 e j = —4 [2], [1]. A ilustragdo do

arranjo descrito nesse paragrafo é vista na Figura 3.2:

| T=0. T=1 _ T=2 T=3 _ T=4 J=8 j=+4 —
j=+3 —
| g QW
_6 =
} | |SITES
g 0 =
=1 —
3 j=2 —

s — STEPS

Figura 3.3: Representacao de uma Caminhada Quantica Discreta Unidimensional com tempo vari-

ando entre T'=0e T =4 e posigdo j =4 a j = —4. 2]

3.1.2 Representacao Matematica

A trajetoria de um caminhante que incide de baixo para cima (U) ou de cima para
baixo (D) é descrita através dos estados de superposicao quantica |j, U), e |4, D), [1]. Estes

estados sao expressos de seguinte forma:

. 1 .. )

|]= D>T - ﬁ(l] -1, D>T+1 - |J +1, U>T+1) (3-1)
. 1. .

15, U)p — E(‘] +1L,U)p 17— 1,D)py) (3.2)

Como ja foi discutido no capitulo anterior, uma particula pode incidir de cima para

baixo (|D)) ou de baixo para cima (|U)) em um arranjo de uma caminhada quantica. Essa



3. Caminhada Quantica 19

incidéncia é representada pelos estados |7, U), e |j, D)., que transitam de um tempo 7' para
T+ 1. A dedugao matematica é realizada através do surgimento do operador moeda C e do
operador passo E. Logo, o objetivo dessa subsec@o é calcular e obter as expressoes (3.1) e
(3.2).

Primeiramente, o operador moeda Cé expresso da seguinte forma:
C =a|U)({U|+b|U) (D] +¢c|D) (U] +d|D) (D (3.3)

Onde, o operador |U) (U] é o estado quantico que representa o feixe transmitido de baixo
para cima, ao passar por cada divisor. O operador |U) (D| também atua de baixo para cima,
mas ao passar por um divisor de feixe, indica reflexao nesta mesma direcao. Além disso,
o operador |D) (D| corresponde ao feixe transmitido de cima para baixo, passando por um
divisor e a reflexdo realizada nessa mesma direcao é representada pelo operador |D) (U].
Os coeficientes a, b, c e d possuem a denominacao de amplitudes de probabilidades, o que
significa dizer que cada coeficiente indica parcelas dos feixes refletidos ou transmitidos ao
chegar em cada divisor de feixe. Com isso, a Equagao (3.4) representa o operador associado
ao lancamento da particula em cada um deste componente 6ptico.

Em seguida, temos o operador passo condicional E que é expresso da seguinte forma:

E=Y ((G-1{le|D)(D|+]i+1) (jl|U) (U]) (3.4)
j

Esse operador representa uma translagao condicional que permite o caminhante que estéa
localizado na posi¢ao j — 1, vindo cima para baixo (|D) (D|), seguir nessa mesma dire¢ao e
na posicao j + 1, ele segue de baixo para cima (|U) (U|) e segue condicionado a percorrer
nessa diregao.

O estado quéantico para as diregoes |D) e (U] em um instante de tempo T na caminhada

é representado pelos produtos tensoriais:
17, D)T = |]>T ® ’D>T (3.5)

|7, U>T = |]>T ® |U>T (3.6)
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A evolugao temporal destes estados é expressa da seguinte forma:

3. D)y = U™ |3, D) (3.7)

15, U)oy = U™ 5. U) (3.8)

Onde, Uméo operador de evolucao temporal e n é o nimero de vezes que esse operador
é aplicado.

Primeiro, iremos aplicar o estado incidente de baixo para cima (|U)). Entao, aplicando
valores para as amplitudes de probabilidades da equagao (3.4), a =b=c= \/iﬁ ed= _\/LE’

a expressao passa a ser um caso particular do operador moeda C' denominado "Operador

Moeda de Hadamard" (H), como mostra a equacao (3.9).

1

N

CZﬁZE(IW (Ul +|U) (D] + |D) (U] = |D) (D) (3.9)
1
Analisando a equagao (3.9), podemos considerar |U) = e |D) =
0

A expressao (3.9) pode se tornar a forma mais conhecida para o operador moeda de

Hadamard C, dada pela equacio (3.11):

1 | P R S B R CRD I DY N CRDI ¥

(3.10)

Segue que:
o 1 ro) (o) [oo 00 1 (11 a.11)
V2l oo 00 10 01 V2l 1 4 '

Agora, aplicamos o operador moeda de Hadamard C , dado pela equagao (3.9), na ex-

pressao (3.6):
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Cl5,U)p = (7(|U> {Ul+U) (D +|D) {U| - |D) <DD) (I3} ® [U)z) (3.12)
Clj, Uy = %(IJ’H NU)p + 15)r @[D)p) = (15, U + 13: D)) (3.13)

Aplicando a equagdo (3.13) no operador passo E, dado pela equacio (3.4), obtemos
E(Cj,U))r. Este resultado indica a evolucio do estado quantico da particula incidente de

baixo para cima, entao:

ECU)r =Y (' = UG DD+ 15"+ 1) (7@ [U) (U]) == (Ii)r © [U)g + i)y © D))

7 7
(3.14)
AL 1 g1 Sl )
E(C,U)r = 7 YU =n D)+ G 15+ 1) @ |U) (3.15)
7 7
Utilizando a fungao delta de Kronecker:
o 1 sej’ =j
o5 = (J'l7) = (3.16)
0 sej #j
Temos
E(é 15, U Z = D ® D)y + Z J+ Dy @ [D)pyy) (3.17)
J
(C 1, U \/— Z J+ LUy 17— 1L D)ryy) (3.18)

Logo, obtemos a equacao (3.2) através da expressao (3.18). Esta equagao representa o
estado quéantico que evolui de um tempo 7" para um tempo 7' + 1, isto para a diregao |U),

como é mostrado logo abaixo:

15, U)p = Z5(17 + L. U) gy + 17 = L, D)pyy)

Agora de maneira analoga, faremos o calculo para o estado quantico evoluido de um

caminhante, no tempo, que incide de cima para baixo (|D)). Entao, aplicando os valores
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a=c=d=1/v2eb= —1/y/2nas amplitudes de probabilidades da equacdo (3.3), obtemos

a Equagao (3.19) para o operador moeda de Hadamard:

1

C=H
V2

(U) U = U) (D] + D) {U| + | D) (D) (3.19)

1 0
Considerando |U) = e |D) = para a Equagao (3.19), podemos também
0 1

chegar na forma mais conhecida para o operador moeda de Hadamard C , que também pode

ser expressa pela equagao (3.21).

(3.20)
Segue que:
ol 10 00 (o1 00 1 11 1)
V2 |\ o o 10 00 0 1 V2 | 211 '

Agora aplicamos o operador moeda de Hadamard C representado pela Equagao (3.19),

na expressao (3.5). Logo:

6'1j. D)y = (%uw (U]~ [U) (D] + |D) (U] + |D) <Dr>) (e D)) (322)
C1j. D)y = % (907 @Dy — 1i)g @ |U)g) = (13, Dby — 15, 0)g)  (3:23)

Aplicando o operador passo E na equacao (3.23), obtemos E(C'|5, D);). Este resultado

indica a evolucao do estado quantico da particula incidente de cima para baixo, entao:

E=3 (7' =1 F1®ID) (Dl +1j +1) (7| [U) (U]) % (I7)2 @ D)y = 17}z © |U)r)
J (3.24)
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E= % Z Gl (7 =D @[D) =D Gl (i + 1) @|U)) (3.25)

J

5/

J

Aplicando novamente a fungao delta, representada pela equacdo (3.16), na expressao

(3.25), obtemos:

E(CN.D)) = <5 3l =Nrn © D)y = Db+ D © ) (626
B(Cj.D)y) =~ 5203 =1 D)py =i+ 1.0 (3.27)

Logo, obtemos a equacao (3.1) através da expressao (3.27). Esta equagao representa o
estado quantico que evolui de um tempo 7" para T'+1 para a dire¢do (| D)), como é mostrado

logo abaixo:

5. Dy = L1 = 1. D)y — i + 1, Ulpy)

Desta forma, vemos que a dindmica das equagoes (3.1) e (3.2) é completamente equiva-
lente quando aplicamos os operadores passo condicional e moeda. Logo, iremos utilizar estes

dois operadores para simular uma caminhada quantica de N passos.

3.2 Caminhada Quantica para Particula Simples

Nessa sessao, iremos ver como se obtém a distribuicao de probabilidade de uma cami-
nhada quéntica, ou seja, veremos a probabilidade de um caminhante estar em uma posic¢ao
7 e em um determinado instante de tempo 7' na rede. Iniciamos essa anélise por meio da
inser¢ao de uma particula, que denominamos "particula simples", na rede de divisores de
feixe, ela pode entrar pelo lado A ou B do mesmo. Como mostra a Figura (3.4).

Obteremos agora, os estados quanticos gerais para cada passo da caminhada. A expressao
deste estado geral quantico relaciona os estados de superposi¢ao quantica, Equacao (3.28) e

Equagao (3.29), e as amplitudes de probabilidades o iy € B; p, estes termos sao associados as
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(@ [(b) T=0 T=1 T=2 T=3 T=4 _ j=ss

Figura 3.4: (a) Caminhada quantica unidimensional, onde a particula pode se mover para cima (U)
ou para baixo (D) em um eixo j. (b) Caminhada quéntica para quatro passos (T = 4) feita por
uma rede de divisores de feixe. A particula pode entrar pelo lado A ou B e termina em uma das

posigoes finais j.

posicoes j e as diregoes do feixe das particulas quanticas que chegam nessas posi¢oes. Logo,
a descrigao realizada nesse paragrafo é representada matematicamente pela expressao (3.28)

[16, 44].

’qj>T = Z QU \j, U)T + Z BJ,D |j, D)T (3-28)
J J

A probabilidade de cada particula de estar em uma posi¢ao em um determinado instante
T é calculada através da soma do quadrado das amplitudes de probabilidades, ou seja, por
meio dela iremos medir o quanto de incidéncia de particulas vindas de cima para baixo
(|D)) e/ou de baixo para cima (|U)) chegara nessa mesma posigao [44, 45]. A expressao que

descreve esse processo é a (3.28),

P(5,T) = |eul* + 18501 (3.29)
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onde a amplitude de probabilidade «; indica a parcela de feixe vinda de baixo para cima e
a amplitude ; p indica a parcela que chega no divisor de feixe oriunda de cima para baixo.
As amplitudes de probabilidades indicam ainda mais a atuagao do principio da superposicao
na caminhada, onde uma particula pode estar em varias posi¢oes diferentes a cada passo.
Através das equagoes (3.27) e (3.28), foi possivel obter os valores para a probabilidade de uma
particula estar em uma ou mais posicoes a cada instante. E possivel também obter diferentes
distribuicoes de probabilidade ao final da caminhada através dos resultados encontrados nas
tabelas que iremos calcular nas proximas subsec¢oes. O comportamento destas distribuicoes
na caminhada é estudado com mais detalhes no capitulo 4, o qual aborda as simulacoes que
foram realizadas neste trabalho. Estas anélises sao feitas para a particula simples entrando
pela porta A e posteriormente para a porta B. Assim, podemos iniciar pela investigacao de

uma particula simples entrando pelo lado A.

3.2.1 Caminhada Quantica para Particula Simples entrando pela

porta A da rede

Iniciando a abordagem sobre o comportamento de uma particula simples dentro da rede
da caminhada, analisamos a descricao da trajetéria de um caminhante que entra na rede
pela porta A. Para essa representacgao, utilizamos uma caminhada de 4 passos apresentada
na Figura (3.3). Nesta se¢ao, apresentamos os calculos realizados para a obtengao da proba-
bilidade do caminhante estar em cada sitio da rede. Estes calculos representam o andamento
da particula a cada passo da caminhada. Comecamos pela utilizacao das Equagoes (3.1) e
(3.2), em que estas indicam a evolug¢ao temporal do caminhante no arranjo e a superposi¢ao
deste nas possiveis posicoes a cada instante na caminhada. Ainda analisando as equagoes
citadas, ¢ possivel identificar a cada passo as direcoes em que os feixes poderao chegar nos
divisores posteriores no préximo passo. Depois obtemos os estados quanticos gerais perten-
centes a cada passo da caminhada, em que é possivel juntar todos os estados quanticos de
superposicao correspondentes estes instantes. Por tltimo, obtemos valores para a probabili-
dade do caminhante de estar em cada um dos sitios. Estes sao obtidos através da obtencao

do moédulo quadrado dos fatores que multiplicam os estados quanticos também representados
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pelas Equagdes (3.1) e (3.2). O modulo destes fatores podem ser tnicos ou serem somados,
dependendo de quantos estados quanticos existirem referentes a um sitio. Ainda sobre es-
tes valores, registramos em uma tabela e através dela podemos saber quais as parcelas dos
feixes que chegam nos divisores e identificar possiveis trajetérias do caminhante. Ao final,
comparamos esse resultado com o resultado encontrado para o caso cléssico registrado pela
Figura (2.2).

Na entrada A, a particula incide de cima para baixo ao chegar no primeiro divisor de feixe
do arranjo da caminhada. Entao, a representacao do seu estado parte de um determinado
instante 7' e em uma posi¢ao j para um estado evoluido com tempo T+ 1 a partir de um
estado (|D)) descrito pela Equagao (3.2). Primeiro, obteremos a evolugao temporal dos
estados quanticos para cada posicao da caminhada. Entao:

No instante 7" = 0 e posigao j = 0 utilizamos a Equacdo (3.1), pois a particula simples
entra na rede pela porta A, de acordo com a Figura (3.4). Entao:

0, D)y — %u—wn Sy, (3.30)

Para o instante 7' = 1 e a posi¢do j = —1, utilizamos o termo da equagao (3.30) rela-
cionado & parcela de feixe que incide nesta posicao, vinda da direcao de cima para baixo.
Logo:

1 1
E |_1>D>1 - 5(’_2’D>2 - |0’ U>2) (331)

Para o instante 7' = 1 e a posigao j = 1, novamente utilizando a equagao (3.30), aplicamos
o termo relacionado a parcela de feixe que incide nesta posicao, vinda da direcao de baixo

para cima. Logo:

1 1
_%Ha(])l - _§(|27U>2+|07D>2) (332)
Para o instante T' = 2 e a posigao j = —2, utilizamos o termo da equagao (3.31) rela-

cionado a parcela de feixe que incide nesta posicao, vinda da direcao de cima para baixo.

Entao:
1 1

No instante T = 2 e posigao j = 2, novamente utilizando a equagao (3.32), aplicamos

o termo relacionado a parcela de feixe que incide nesta posicao, vinda da direcao de baixo
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para cima. Logo:
1

22

Para o instante T'= 2 e a posicao 7 = 0, duas parcelas de feixe sao inseridas neste sitio.

—%|2,U>2—> <|37U>3+|17D>3)‘ (334>

Uma delas chega no divisor de feixe da posi¢ao j = 0, vinda da diregao (|U)) e representada
pelo termo % |0,U), da equacdo (3.31). A outra parcela que chega nesta mesma posicao, vem
da dire¢do (|D)) e & representada pelo termo 1 |0, D), da equagdo (3.32). Logo:

1

1
—=10,U), — — 1,U —1,D).); 3.35
2| ’ >2 2\/§(| ’ >3+| ) >3)7 ( )
110, D), 5 ——(|-1.D), - [L,U),) (3.36)
9 IV 2 2\/5 ) 3 ) 3/ .
Para o instante 7" = 3 e a posi¢ao j = —3, utilizamos o termo da equagao (3.33) relacio-

nado a parcela do feixe que incide nesta posicao através da dire¢ao (|D)). Logo:

1

1
— |-3,D), —» —(|—-4,D), —|2,U),). 3.37
2\/5\ )= )a—12,U)y) (3.37)
Para o instante T' = 3 e a posicao j = —1, trés parcelas de feixe sao inseridas neste sitio.

Uma delas chega no divisor de feixe desta posi¢ao, vinda da diregao (|U)) e é representada
por um dos termos da equacao (3.33). As outras duas parcelas que chegam nesta mesma
posigao na dire¢ao (]D)) e sao representadas por um dos termos da equagdo (3.35) e o outro

termo referente a equagao (3.36). Logo:

1 1
Ly, L2 by, - 0.0, (3.39)
IV 1 o LA .

1 1
575 =1, D)y = =7(1=2, D), — 0,U),). (3.40)

Para o instante T' = 3 e a posi¢ao 7 = 1, trés parcelas de feixe sao inseridas neste sitio.

Uma delas chega no divisor de feixe desta posigao, vinda da diregao (|D)) e é representada
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por um dos termos da equacao (3.34). As outras duas parcelas que chegam nesta mesma
posigao na dire¢ao (|U)) e sao representadas por um dos termos da equagao (3.35) e o outro

termo referente a equagao (3.36). Logo:

— 5 1Dl = = (10.D), = R.0),) (3.41)

— 55 L0 = —3(2.0),+ [0.D),) (342)
1 1

Q—ﬂ\l,U)3—> Z(\Q,U>4+|O,D>4). (3.43)

Para o instante T' = 3 e a posigao j = 3, utilizamos um dos termos da equacao (3.34)

que ¢ associado a parcela do feixe que incide nesta posi¢ao na dire¢ao (|U)). Entao:

1 1
37 13:U)y = —7(14,U)y + 12, D)) (3.44)

Agora, vamos juntar os estados quanticos de todas as posi¢oes j associados a um instante
T utilizando a equagdo (3.28):

Para o instante T = 1:

V), = — (|—1 D), —11,U),). (3.45)

&l

Para o instante T = 2:

o), — % (-2, D), — [0, D), — 0,0, — [2,1),) . (3.46)

Para o instante T = 3:
W), — 2\; (-3.D), —2|-1,D), — [1,D), — |-L,U), — 3,U),).  (3.47)

Para o instante T = 4:
W), = i (|-4,D), — |-2,U), — 3|-2,D), — |0,U), — [0,D), + |2, U), — |2, D), — |4,U),) -

(3.48)
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Nao calculamos o resultado para o instante 7' = 0 e posicao j = 0, pois nesse sitio a
probabilidade se iguala a 1. Outro detalhe percebido é que na equagao (3.47) e para os estados
quanticos relacionados & posicao j = —1 para o instante 7" = 3, ocorre uma interferéncia
construtiva neste trecho devido a uma soma de intensidade de parcelas de feixes vindos da
dire¢@o (| D)) mais uma parcela vinda da diregao (|U)). Para a posigdo j = 1 neste mesmo
instante e utilizando também a expressao (3.47), ocorre uma interferéncia destrutiva neste
trecho devido a uma anulagao de intensidade de parcelas de feixes, restando apenas os feixes
vindos da direcao (|D)).

Por ultimo, obteremos as probabilidades da particula de estar em uma posicao j num

instante 7" utilizando a equagao (3.29). Entao:

Para o instante T'= 1 e posi¢ao j = 1, utilizamos o termo da equagao (3.45) relacionado

a parcela do feixe que incide da direcao de baixo para cima nesta posicao. Logo:

T (%) | (3.49)

Para o instante 7" = 1 e posi¢do j = —1, utilizamos também a equacdo (3.45), onde

1
P(j=1T=1)= o = 'E

aplicamos o termo relacionado a parcela do feixe que incide da dire¢ao de cima para baixo

T (%) | (3.50)

Para o instante 7' = 2 e posi¢ao j = 2, utilizamos o termo da equagao (3.46) relacionado

nesta posicao. Logo:

PG=-LT=1)=|8000f = |

a parcela do feixe que incide da dire¢ao de baixo para cima nesta posig¢ao. Logo:

T G) | (3.51)

Para o instante 7' = 2 e posigdo j = —2, utilizamos também a equagao (3.46), onde

1
P(j =2,T= 2) = ’042,U(2)|2 = ’5

aplicamos o termo relacionado a parcela do feixe que incide da dire¢ao de cima para baixo

T G) | (3.52)

Para o instante T' = 2 e posigao j = 0, através da equagao (3.46) utilizamos duas parcelas

nesta posicao. Logo:

P(j =—-2,T= 2) = ’ﬂ—2,D(2)‘2

de feixe vindas, respectivamente, das diregoes (|U)) e (| D)), sdo inseridas neste sitio. Logo,
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ocorre uma soma destas parcelas:

12

P(j=0T=2)= |040,U(2)}2 + {50,D(2)|2 = '5

T (%) | (3.53)

Para o instante T'= 3 e posi¢ao j = 3, utilizamos o termo da equagao (3.47) relacionado

1
2

.

a parcela do feixe que incide da diregao de baixo para cima nesta posigao. Logo:
1

NG T (é) | (3.54)

Para o instante 7' = 3 e posigdo j = —3, utilizamos também a equagao (3.47), onde

P(j=3,T=3)=|asup| = ‘

aplicamos o termo relacionado a parcela do feixe que incide da dire¢ao de cima para baixo
nesta posicao. Logo:
1

NG T @) . (3.55)

Para o instante 7' = 3 e posicao j = 1, através da equagao (3.47) utilizamos apenas uma
2

N T (%) | (3.56)

Para o instante T = 3 e posi¢ao j = —1, através da equagao (3.47) utilizamos duas

P(j=-3T=3)= ‘5—3,1)(3)‘2 = ‘

parcela do feixe vinda da dire¢ao (|D)). Logo:

P(j=1,T =3) = a1 p@|" = |

parcelas de feixe vindas da diregao (|D)) e uma parcela da dire¢ao (|U)), que s@o inseridas

no divisor de feixe desse sitio. Logo, ocorre uma soma destas parcelas:
2
2

‘2\1/5 22 - <§> - B

Para o instante T' = 4 e posi¢ao j = 4, utilizamos o termo da equagao (3.48) relacionado

P(j=-1T =3) = |arue| +[B-1os|

i

a parcela do feixe que incide da direcao de baixo para cima nesta posicao. Logo:

T (%) | (3.58)

Para o instante T' = 4 e posigao j = 2, através da equagao (3.48) utilizamos uma parcela

1
P(j=4,T =4) = |ayp| = ‘;1

de feixe vinda da diregao (|D)) e outra vinda da diregao (|U)), que sao inseridas no divisor

T (%) | (3.59)

de feixe desse sitio. Logo, ocorre uma soma destas parcelas:

1
P(j=2T=4)= |042,U<4)\2 + |52,D<4>\2 = ‘1
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Para o instante 7' = 4 e posi¢ao j = 0, através da equagao (3.48) também utilizamos uma
parcela de feixe vinda da dire¢@o (|D)) e outra vinda da diregao (|U)), que sao inseridas no

divisor de feixe desse sitio. Logo, ocorre uma soma destas parcelas:

2

) 2 2 1 17 2
P(1=0,T=4)= = |- - =1=. 3.60
(j ; ) |O~/0,U(4)‘ + |BO,D(4)‘ ‘4 + ’4 (16) (3.60)
Para o instante T' = 4 e posigao j = —2, através da equagao (3.48) utilizamos uma parcela

de feixe vinda da diregao (|U)) e outras trés vindas da diregao (|D)), que sao inseridas no
divisor de feixe desse sitio. Logo, ocorre uma soma destas parcelas:

2 + ' T (%) . (3.61)

Para o instante T' = 4 e posigdo j = —4, utilizamos a equacao (3.48), onde aplicamos o

3
4

1
P(j=-2T=4)= |CLz,U(4)|2 + \572,1)(4)\2 = ‘Z

termo relacionado a parcela do feixe que incide da dire¢ao de cima para baixo nesta posicao.

_ (1—16> | (3.62)

Com os calculos realizados obtemos uma tabela com estes valores encontrados, onde

Logo:

. 1
P(] =4,T = —4) = |5—4,U(4)\2 = ’4

representamos pela Figura (3.5). Esta figura foi retirada da referéncia [2].

P(;,T) 3 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
T =0 1
1 1
g 7 2
E 1.9 1 1 1
‘5' 4 2 4
1 5 1 1
r=3 H 5 5 5
T-4 5 16 5 1 18

Figura 3.5: A tabela acima mostra os valores para a distribuigdo de probabilidade quantica P(j,T)

da caminhada para a particula simples incidindo pela entrada A.
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Comparando as distribuigoes de probabilidades P(j,T'), classica e quantica, para a parti-
cula simples incindindo pela entrada A, os valores nao se alteram até o segundo passo e nas
posicoes dos divisores de feixe localizadas nas extremidades de cada passo da caminhada,

ou seja, vemos que as mudancas ocorrem a partir do terceiro passo da caminhada quéantica.

A diferencga ocorre nas posicoes j = 1 e j = —1 do instante T" = 3, e nas posigoes j = 2 e
j = —2 do instante T" = 4. Esta esquematizagao indica uma descrigao de uma representacao
de uma caminhada quéantica de 4 passos variando da posicao j = —4 a j = 4, conforme a

tabela representada pela Figura (3.5). No instante 7' = 3, o valor para a probabilidade do
caminhante ser encontrado na posigao j = —1 é de 5/8 e 1/8 para a posi¢ao j = 1, sendo
estes 0os mesmos valores para as posi¢oes 7 = —2 e j = 2 associadas ao instante T = 4,
respectivamente. Para o caso classico, a distribuicao de probabilidade é do tipo binomial,
em que a utilizagao de sua expressao pode ser feita pela equagao (2.6) ou pela equagao (2.8).
A caminhada aleatoéria cléssica utilizada foi a simétrica, onde a moeda classica possui pro-
babilidade igual de ir para a direita ou para a esquerda, o que significa dizer que em um
modelo de interferémetro de Mach Zehnder, por exemplo, a intensidade do feixe é igualmente
dividida assim que sai de cada divisor. Ainda para o caso classico, é interessante comentar
que os valores para as posi¢oes j = 1 e j = —1, referentes ao instante 7" = 3, possuem
o mesmo valor relacionado ao valor da probabilidade de um caminhante estar na posicao
j = 0 do instante T" = 4. No caso quantico, a distribuicao de probabilidade se d& pela
soma do moédulo do quadrado dos fatores multiplicadores dos estados quanticos associados
a cada sitio da rede. Uma consequéncia pratica deste calculo realizado é o surgimento de
efeitos de interferéncia, construtivos e destrutivos, que alteram drasticamente a distribuicao
de probabilidade nas posicoes j em cada passo da caminhada e a trajetéria do caminhante
ao longo do arranjo. A moeda quantica, nesse caso, possui refletividade R = 0,5 para o
divisor de feixe, sendo este chamado de moeda de Hadamard. Com este valor, iniciamos as
simulagoes para a C(Q) e os detalhes para esta moeda quéntica foram abordados na secao
anterior, que aborda a representacao matematica de uma CQ). Mais adiante, atribuimos fase
para a cada divisor de feixe, assim como a refletividade pode ser também alterada. Todavia,
o foco das nossas simulacoes foi estabelecido para simulagoes com refletividade R = 0, 5 para

o divisor. O acréscimo de fase faz com que haja analises de diferentes tipos de caminhada no
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nosso estudo. Estas caminhadas possuem diferentes distribuicoes de probabilidade que serao
abordadas com mais detalhes na tltima secao desse capitulo e nas simulagoes realizadas
registradas no capitulo 4. Para concluir este paragrafo, é importante destacar que os valores
obtidos utilizados para a realizacao da comparacao das distribuicoes probabilidade, classica

e quantica, sao representados pela Figura (3.6). Esta também foi retirada da referéncia [2].

PGT) § -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
T =0 1
1 1
s =1 > 5
=
7] 1 1 1
g T=2 1 5 1
O 1 3 3 1
r=3 5 5 5 5
T-4 5 6 5 i 15
T =0 1
1 1
:E 1 1 1
‘ T =2 L L L
g 4 2 4
1 2 1 1
Ir=3 5 5 5 5
T4 g 16 5 i 15

Figura 3.6: Comparagao das distribui¢oes de probabilidades P(j,t) para as caminhadas classica e

quantica
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3.2.2 Caminhada Quéantica para Particula Simples entrando pela

porta B da rede

Analisando o comportamento de uma particula simples entrando pelo lado B da rede,
realizamos o mesmo procedimento quando esta particula entra pela porta A para uma ca-
minhada de 4 passos. Com isso, utilizamos também a figura (3.3) como representacao e
os célculos para a obtencao dos estados quanticos de superposicao e gerais, foram feitos de
maneira equivalente ao caso anterior. As mudancas ocorrem na obtencao da probabilidade
do caminhante estar em cada sitio da rede e consequentemente na trajetéria do mesmo.
Também obtemos uma tabelas onde registramos os valores para essas probabilidades e com-
paramos com o caso da para a particula simples incidindo pela entrada A e também com o
caso classico.

Na entrada B, a particula incide de baixo para cima ao chegar no primeiro divisor de
feixe do arranjo da caminhada, de modo anélogo a entrada A. Entao, a representacao do seu
estado em um determinado instante 7" e em uma posicao j parte de um estado evoluido no
tempo 7'+ 1 a partir de um estado |U), descrito pela equagao (3.3). Inicialmente, obteremos
a evolucgao temporal dos estados quanticos para cada posi¢ao da caminhada. Entao:

No instante 7" = 0 e posigao j = 0, utilizamos a equagao (3.2), pois a particula simples
entra na rede pela porta B, como mostra a Figura (3.4). Entao:

1

V2

No instante T' = 1 e posi¢ao j = —1, utilizamos o termo da equagao (3.63) relacionado a

0,U), — (11,U), +|-1,D),). (3.63)

parcela de feixe que incide nesta posi¢ao, vinda da dire¢ao de cima para baixo. Logo:
1 1
7 =L D)y = 5(1=2,D), = 10,U),). (3.64)

No instante T = 1 e posigao j = 1, novamente utilizando a equagao (3.63), aplicamos
o termo relacionado a parcela de feixe que incide nesta posi¢ao, vinda da dire¢ao de baixo

para cima. Logo:

1 1
ﬁ|17U>1 - §(|27U>2+|07D>2> (365>

No instante T' = 2 e posi¢ao j = —2, utilizamos o termo da equagao (3.64) relacionado a



3. Caminhada Quantica 35

parcela de feixe que incide nesta posicao, vinda da dire¢ao de cima para baixo. Entao:
1

1
5 |_2>D>2 - ﬁ(‘_gv D>3 - |_1> U>3)' (3'66)

Para o instante 7' = 2 e a posigao j = 2, utilizamos a equagao (3.65) aplicando o termo

relacionado a parcela de feixe que incide nesta posicao, vinda da diregao de baixo para cima.

Logo:
1
2v/2

No instante T = 2 e posicao j = 0, duas parcelas de feixe sao inseridas neste sitio. Uma

%|2,U>2 L (I3,U), + |1, DY,). (3.67)

delas chega no divisor de feixe desta posigao, vinda da diregao (|U)) e é representada por
um dos termos da equagao (3.64). A outra parcela que chega nesta mesma posi¢ao vem da

diregao (|D)) e ¢é representada por um dos termos da equagao (3.65). Logo:

1 1
——0,U), - ——=(|1,U —-1,D),); 3.68
2 | ) >2 2\/§(| ) >3+| ) >3); ( )
Yo.0y, = L (-1, D), - L,UY,) (3.69)
9 IV 2 2\/5 ) 3 ) 3/ .
No instante T' = 3 e posi¢ao j = —3, utilizamos o termo da equagao (3.66) relacionado a

parcela do feixe que incide nesta posigao através da dire¢ao (|D)). Logo:

1

1

— |-3,D), — —(|—4,D), —|2,U),). 3.70

2\/§|7>3 2U=4 D)y = 12,0)y) (3.70)
No instante 7' = 3 e posicao j = —1, trés parcelas de feixe sao inseridas neste sitio. Uma

delas chega no divisor de feixe desta posigao, vinda da diregao (|U)) e é representada por
um dos termos da equagao (3.66). As outras duas parcelas que chegam nesta mesma posi¢ao
na diregao (|D)) e s@o representadas por um dos termos da equagdo (3.69) e o outro termo

referente a equagao (3.68). Logo:

1 1
NG [=1.0)5 = =510, U)y + =2, D),); (3.71)
L sy, o =2 py, - 0.0 (3.72)
53 1D~ (2.0 = 0.0}, '
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1 1
705171 D)y = (=2 D), = 0.0),) (373)

Para o instante T = 3 e a posigao j = 1, trés parcelas de feixe sao inseridas neste sitio.
Uma delas chega no divisor de feixe desta posigao, vinda da diregao (|D)) e é representada
por um dos termos da equagao (3.67). As outras duas parcelas que chegam nesta mesma
posi¢ao na dire¢ao (|U)) e sao representadas por um dos termos da equagao (3.68) e o outro

termo referente a equacao (3.69). Logo:

1 1
575 [0 Pls = 100, D)y = 12.0),); (3.74)
vy, 2,00+ 0.D)) (3.75)
2v2 P AT T :
L 1,U ! 2.U 0,D 3.76
2_\/§|7 >3_>ZL(‘7 >4+|7 >4) ( )

No instante T' = 3 e posi¢ao j = 3, utilizamos um dos termos da equagao (3.67) que é

associado a parcela do feixe que incide nesta posigao na dire¢ao (|U)). Entao:
1

2v2

Mais uma vez, iremos utilizar a equagao (3.28):

3,0} = (14,00, +[2,D),). (3.77)

Para o instante T = 1:

W), = 2 (-1, D), + [LU),). (3.78)

&

Para o instante T' = 2:

1
W), = 3 (|=2,D), + 10, D), — [0, U)y + |2,U),) - (3.79)
Para o instante 7" = 3:
1
), = ——=(]-3,D), —2|-1,U), + |1, D), — |-1,D), + |3,U),) . (3.80)

2v2
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Para o instante T = 4:

|\I/>4 = (|_47D>4 - |_2a U>4 -3 |2»U>4 + |0, U>4 - |07D>4 + ’27D>4 - |_2=D>4 + |4a U>4) :

(3.81)

A

Novamente, nao calculamos o resultado para o instante T = 0 e posicao j = 0, pois
nesse sitio a probabilidade se iguala a 1. Outro detalhe percebido é que na equagao (3.80) e
para os estados quanticos relacionados a posicao 7 = —1 para o instante 7' = 3, ocorre uma
interferéncia construtiva neste trecho devido a uma soma de intensidade de parcelas de feixes
vindos da diregao (|U)) mais uma parcela vinda da direcao (|D)). Para a posi¢ao j = 1 neste
mesmo instante e utilizando também a expressao (3.80), ocorre uma interferéncia destrutiva
neste trecho devido a uma anulacao de intensidade de parcelas de feixes, restando apenas os

feixes vindos da diregao (|D)).

Utilizando a equagao (3.29) novamente, podemos perceber que para o instante T'=1 e

posi¢ao j = 1, utilizamos o termo da equagao (3.78) relacionado a parcela do feixe que incide

T (%) | (3.82)

Para o instante 7" = 1 e posi¢do j = —1, utilizamos também a equacao (3.78), onde

da direcao de baixo para cima nesta posicao. Logo:

1
P(j=1T=1)= o = 'E

aplicamos o termo relacionado a parcela do feixe que incide da dire¢ao de cima para baixo

T (%) | (3.83)

Para o instante 7' = 2 e posigao j = 2, utilizamos o termo da equagao (3.79) relacionado

nesta posicao. Logo:

P(j=-1LT=1)= ‘5—1,1)(1)}2 = '%

a parcela do feixe que incide da direcao de baixo para cima nesta posi¢ao. Logo :

2
. 2 1 1

P(j=2,T=2)=|aup| = ‘5 = (Z) : (3.84)

Para o instante 7' = 2 e posigdo j = —2, utilizamos também a equagao (3.79), onde

aplicamos o termo relacionado a parcela do feixe que incide da dire¢ao de cima para baixo

T G) | (3.85)

nesta posicao. Logo :

-2 = (|
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Para o instante 7' = 2 e posigao j = 0, através da equagao (3.79) utilizamos duas parcelas

de feixe vindas, respectivamente, das dire¢oes (|U)) e (|D)), s@o inseridas neste sitio. Logo,

2 +' T (%) | (3.86)

Para o instante T' = 3 e posigao j = 3, utilizamos um dos termos da equagao (3.80) que

ocorre uma soma destas parcelas:

1

P(j=0T=2)= {QO,U(Q)}Q + |50,D(2)|2 = '5

1
2

¢ associado a parcela do feixe que incide nesta posigao na diregao (|U)). Entao :
1

NG _ (%) | (3.87)

Para o instante 7' = 3 e posigao j = —1, através da equagao (3.80) utilizamos apenas
1

N T (é) | (3.88)

Para o instante T' = 3 e posigao j = 1, através da equagao (3.46) utilizamos duas parcelas

P(j=3.T=3) = |aue| = ‘

uma parcela do feixe vinda da diregao (|D)). Logo:

P(j=-1,T=3) = |frpw| = ‘

de feixe vindas da diregao (|U)) e uma parcela da diregao (|D)), que sao inseridas no divisor

de feixe desse sitio. Logo, ocorre uma soma destas parcelas:
2

2 2 2 1|7 5
P i=1,T=3)= |« + =|l—=| +|=—=| =13z 3.89
(U ) = oo | + |Pros)] ‘2\/5 '2\/5 <8> (3.89)
Para o instante 7" = 3 e posi¢do j = —3, utilizamos também a equacdo (3.79), onde

aplicamos o termo relacionado a parcela do feixe que incide da dire¢ao de cima para baixo
nesta posicao. Logo:
1

e T (%) | (3.90)

Para o instante 7' = 4 e posigao j = 4, utilizamos o termo da equagao (3.81) relacionado

P(j =-3,T = 3) = ‘B—S,D(Z’,)‘Z = ‘

a parcela do feixe que incide da dire¢ao de baixo para cima nesta posigao. Logo:

L (%) | (3.91)

. 2
P(j=4,T =4) = |oupw| = ‘—
Para o instante 7' = 4 e posi¢ao j = 2, através da equagao (3.80) utilizamos uma parcela

4

de feixe vinda da diregao (|D)) e outras trés vindas da dire¢do (|U)), que sao inseridas no
divisor de feixe desse sitio. Logo, ocorre uma soma destas parcelas::

2 > 317 1P (10
P(j=2,T =4) = |auw| +|Bepw| = ‘— ‘Z = (E) : (3.92)

4
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Para o instante 7' = 4 e posi¢ao j = 0, através da equagao (3.80) também utilizamos uma
parcela de feixe vinda da dire¢@o (|D)) e outra vinda da diregao (|U)), que sao inseridas no

divisor de feixe desse sitio. Logo, ocorre uma soma destas parcelas:

2

) 2 2 1 17 2
P(1=0,T=4)= = |- - =1=. 3.93
(J ) ) |040,U(4)‘ + |ﬁo,D(4)‘ ‘4 + ’4 (16) ( )
Para o instante 7" = 4 e posigdo j = —2, através da equagao (3.80) utilizamos uma

parcela de feixe vinda da dire¢ao (|D)) e outra vinda da diregao (|U)), que sao inseridas no
divisor de feixe desse sitio. Logo, ocorre uma soma destas parcelas:

2' 2:(%). (3.94)

Para o instante T' = 4 e posigdo j = —4, utilizamos a equacao (3.80), onde aplicamos o

+

1
4

1
P(j=-2T=4)= |CLz,U(4)|2 + \572,1)(4)\2 = ‘Z

termo relacionado a parcela do feixe que incide da dire¢ao de cima para baixo nesta posicao.

2—(%). (3.95)

Os efeitos, resultados e o contetido tedrico ocorrem de maneira equivalente ao caso da

Logo:
1

P(j =4,T = _4) = ‘5—4,U(4)|2 = ‘Z

particula simples que é inserida na caminhada pela porta A da rede. As tinicas mudancas
acontecem nas posicoes que se localizam entre as mais centrais e as extremas da caminhada.
Na Figura (3.6) podemos ver estas diferengas, onde obtemos os valores para a probabilidade
do caminhante estar em cada sitio para uma rede de 4 passos, para uma particula que é
inserida pela entrada B. Nesta mesma figura podemos perceber uma troca de valores quanto
a probabilidade nas posicoes j = 1 e j = —1 do instante 7" = 3, e j =2 e j = —2 do
instante 1" = 4. Nestas posicoes relacionadas ao instante 7" = 3, o caminhante possui uma
probabilidade de 1/8 de estar na posigao j = —1 e 5/8 na posigdo j = 1. No instante T' = 4,
o caminhante possui uma probabilidade de 1/8 ou 2/16 de estar na posigao j = —2 e 5/8
ou 10/16 na posi¢ao j = 2. Por fim, os valores obtidos para a particula simples com acesso

pela entrada B sao apresentados na Figura (3.6).

De modo analogo a sessao anterior, obtemos os valores apresentados na tabela represen-

tada pela Figura (3.7). Esta figura também foi extraida da referéncia |[2].
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PGT) j -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

=0 1
L
I T
I N

Figura 3.7: A tabela acima mostra os valores para a distribuigdo de probabilidade quantica P(j,T)

da caminhada para a particula simples incidindo pela entrada B.
3.3 Caminhada Quantica para Duas Particulas com Si-

metrias Bosonicas e Fermionicas

A simetria de um estado inicial de duas particulas emaranhadas que incidem pela entrada

A e B, a insergao destas particulas ¢ representada pela Figura (3.3), é dada pela Equagao
(3.96) [1]:

1
V2

onde a simetria bosoénica associa-se ao sinal positivo (+) e a fermionica ao sinal negativo

UF) = —= ([¢a; H) [¥5; V) £ |43 V) [0 H)) (3.96)
(—). A diferenga nos sinais, apresentada na equagao (3.96) se deve as simetrias das fungoes
de onda da estatistica de Fermi-Dirac e Bose-Einstein. Os boésons tém fung¢des de ondas
simétricas e os férmions possuem as antissimétricas. Isso significa que quando ha troca de
posigoes de coordenadas héa possibilidade de ocorrer troca de sinais ou nao. O argumento
representado pela Equagao (3.98) é utilizado para os bosons e para os férmions aplicamos o

argumento representado pela expressao (3.99) [17, 18]. Logo:

U(k,j, ..., N) = +U(j k..., N); (3.97)

quS(k7]7>N) :+\D35(j,k,,N), (398)
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Up(k,j, ., N) = —Up(j, k, ..., N), (3.99)

onde o argumento representado pela equagao (3.97) é utilizado para os bosons e para os
férmions aplicamos a (3.98). A expressao (3.96) representa um estado geral inicial de super-
posi¢ao para duas particulas emaranhadas com quatro graus de liberdade de polarizagao. O
que quer dizer que uma particula que incide por uma entrada pode estar localizada em um
eixo horizontal (vertical) e a que incide por outra se situa possivelmente num eixo vertical
(horizontal). As duas particulas depois de passarem por um divisor de feixe podem sair dele
pela dire¢ao |U) e/ou |D).

Utilizando novamente a expressao (3.96), faremos uma evolugao temporal de 7' = 0 até
o T =1 e iniciando a obtenc¢ao do calculo para os bosons, temos:

O estado geral para T'= 0 é:

1
"I’>T:0 = E

Utilizando os termos da equacao (3.100) podemos fazer a evolugao desse estado para o

(|O, D; H)p o |0,U;V)p_g +10,D; V)50, Us H>T:O) : (3.100)

tempo 17" = 1, entao:

0,D; H)y = —= (-1, D; H), — [1,U; H),) . (3.101)

Sl

1

0, D; V), — 7 (|-1,D; V), = |1,U;V),). (3.102)
1

0,U;H)y — — (1,U; H), + |-1,D; H),) . (3.103)

V2

1
V2

Substituindo as quatro expressoes anteriores, (3.101); (3.102); (3.103) e (3.104), na equa-

0,U;V)y = —= (LU V), = |-1,D:V),). (3.104)

¢ao (3.100), obtemos o estado geral para o tempo T = 1:

1
’\IJ>T:1 = 3 (’_17D;H>T:1 ’_17D;V>T:1 + ’_17D;V>T:1 "LD?H)T:l)

1
) (|1v Ui H) oy LU Vg + LU V) LU H>T:1) - (3.105)
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Por ultimo, encontraremos os estados gerais emaranhados para os instantes 7' = 0 e
T = 1 para férmions. Entao:

Para T = 0, temos:

1

V2

Substituindo as quatro expressoes, (3.101); (3.102); (3.103) e (3.104), na equagao (3.105),

|\II>T:O (’O’ D; H>T:O 0,U; V)T:O — 0, D; V):r:o 0,U; H>T:0) . (3.106)

obtemos o estado geral para os férmions no tempo T = 1:

(|_1»D§ H)p oy [L,U; Ve + =1, D5 V) |1, U; H>T:1)

N | —

|\IJ>T:1 =

1
) (‘L Ui H)poy |=1, D3 V)gey + LU V) [ =1, D; H>T:1) (3.107)

Nos estados gerais emaranhados para os instantes 7" = 1, também podemos ver a com-
portamento das simetrias bosonica e fermionica de duas particulas. Os boésons, ao passar
por um divisor de feixe irdo sair juntos, seja na dire¢ao (|U)) ou (|D)). Os férmions sairao
separados, cada um por uma diregao. Esta é uma manifestacao do principio da exclusao
de Pauli, onde dois férmions nao podem ocupar o mesmo estado quantico simultaneamente,
pois possuem spin semi-inteiro e fung¢oes de onda antissimétricas e para dois bosons hé essa
permissao porque estes tém spin inteiro e fungoes de onda simétricas, como foi mostrado nos
argumentos (3.97), (3.98) e (3.99). A representacao do comportamento dessa simetria em
uma caminhada quantica de 4 passos e posicoes variando de j = —4 e 7 = 4 se encontra na
Figura (3.8) [4].

Para a aplicacao do conceito de variancia, obtido no capitulo 2, envolvendo duas par-
ticulas na rede de uma caminhada quéntica representada pela Figura (3.4), utilizamos a
definigao extraida de [1, 3]. Primeiro, aplicamos a variancia para uma unica particula. Para

este caso, esta quantidade é dada pela equagao (3.108),

2

AL =Y (- o) |oe(s)

, (3.108)

em que j representa as possiveis saidas da particula na rede, jg é a posicao média da saida

da particula e ¢(j) ¢ a amplitude de probabilidade dada pelas seguintes equagoes,

Pq(i) = {Jloq) (3.109)
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Figura 3.8: (a) Caminhada Quéantica Unidimensional: O caminhante pode se mover para cima (U)
ou para baixo (D) até chegar uma posigao final J. (b) Esquema de uma rede de divisores de feixe
para uma caminhada quéntica de quatro passos, T' = 4. As linhas tracejadas indicam os passos T’
da mesma e as faixas horizontais representam a posi¢ao j.(c) Comportamentos de bosons e férmions

ao atravessar um divisor de feixe. Figura retirada do artigo [4]

P (60(5)) = |60()|’ (3.110)

. . NP
jo=>_ileali) (3.111)
onde, Q=A, B. Entao, podemos aplicar a variancia para duas particulas através da equacao

(3.112),
A% = |joa* (Des()| (3.112)

onde A e B, representam as entradas por onde as particulas sao lancadas de cima para baixo
e de baixo para cima, respectivamente. Logo, podemos demonstrar a chamada variancia da

posicao média entre duas particulas, entao obtemos:

A2 4+ A2 £+ A2
Vargu)® = At QB AB (3.113)
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3.4 Caminhada Quantica com Desordem

Na secao anterior, abordamos a caminhada quantica ordenada, ou seja, analisamos o
caso onde nao ha alteragao de fase nos divisores de feixe no arranjo da caminhada. Nesta
secao, apresentamos uma abordagem inicial relacionada a desordem na rede que compoe a
caminhada, ou seja, acrescentamos fase em cada modulador de fase localizado em cada divisor
de feixe, conforme foi mostrado na Figura (3.2). Quando colocamos desordem no sistema,
ocorre uma mudanga das possiveis trajetorias do caminhante, o que leva a alteracoes na

distribui¢ao de probabilidade da particula. [46, 47].

Matematicamente, a manipulacao de fases pode ser feita através da utilizacao do chamado
operador moeda, obtido nas se¢oes anteriores, onde o mesmo se refere ao lancamento ou
salto das particulas em cada divisor de feixe & medida que vai evoluindo a cada passo da
caminhada, este movimento associa-se ao que chamamos de “moeda quantica”. Ja, uma
moeda classica faz com que um caminhante se movimente para a direita ou para a esquerda
e numa moeda quantica, o caminhante esta em superposicao entre os lados direito e esquerdo,
um conceito que foi explicado com mais detalhes nas se¢oes anteriores. As propriedades da
moeda quantica também é vista utilizando divisores de feixe totalmente refletores, onde o
caminhante vindo do lado direito tem a sua direcao alterada para se mover para o lado
esquerdo, em um certo instante, e vice-versa [48]. No caso ordenado, temos o operador
moeda de Hadamard, representado pela equagao (3.11), onde a fase nos moduladores da
rede é nula. Junto com o operador passo condicional, o operador moeda pode alterar a
trajetoria das particulas na rede, pois nas segdes anteriores a utilizagao das expressoes (3.4)
e (3.9) realizam a deducdo e a obtengao das expressoes que descrevem toda a trajetoria
do caminhante no sistema, equagoes estas que encontram todos os estados quanticos dos
sitios da rede a cada passo da caminhada, dadas pela expressoes (3.1) e (3.2). Quando
a desordem é acrescentada na rede, podemos analisa-la através de variaveis associadas ao
espago, ao tempo ou, entao, com estas duas grandezas somadas. Analisar a desordem com
estes parametros significa investigar diferentes efeitos na dindmica de particulas simples e
pares emaranhados e nao emaranhados. Logo, a desordem relacionada a estes efeitos é

classificada, respectivamente em: Estatica, Dinadmica e Espaco-Temporal. Cada uma destas
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desordens utiliza uma forma matricial para o operador moeda.

Uma das principais e mais importantes propriedades da mecéanica quantica é o emaranha-
mento entre particulas, em que na evolugao de uma caminhada quantica, ocorrem mudancas
no padrao de interferéncia devido a sua atuacao no sistema. Além do mais, o emaranhamento
na rede da caminhada é altamente dependente das condi¢oes do caminhante. A relacao entre
desordem e emaranhamento se d&4 por meio da introducao de tipos diferentes de desordem
que afetam a geragao desta propriedade entres os graus de liberdade internos (exemplo:
spin) e externos (exemplo: posigao) em caminhadas quanticas unidimensionais. Em relagao
as classificagcoes de desordem, o emaranhamento atua em menores niveis no caso esta-

tico e para os casos, temporal e espago-temporal, ocorre a atuagao em maiores niveis [49-51].

Desordem Estatica

Ao iniciar a abordagem sobre os tipos de desordem, estudados nesta Dissertacdo, ana-
lisamos a desordem estatica ou espacial, em que esta atua no espago e nao no tempo. O
caminhante, quando estd se movimentando nesta desordem pode exibir a chamada “locali-
zacao de Anderson”. Este fendmeno se tornou uma das mais notaveis previsoes da mecénica
quéantica, mais especificamente, um dos conceitos mais importantes da fisica da matéria con-
densada [47, 52]. A descoberta deste fendémeno foi obtida um pouco mais de 50 anos atrés,
mais precisamente em 1958 por P.W. Anderson, por meio de elétrons que realizavam trans-
porte em cristais desordenados [45, 53-55|. A localizagao de Anderson se origina da quebra
de periodicidade na dinamica do sistema, induzida por uma média desordenada, provocando
uma interferéncia destrutiva resultando na auséncia de difusao das particulas envolvidas no
processo [47|. Estas particulas ao chegarem no final da caminhada com desordem estatica,

exibem uma distribui¢ao de probabilidade caracterizada pelo decaimento exponencial.

Como ja foi colocado no inicio, a evolucao de uma moeda quéantica consiste em opera-
¢oes que evoluam o estado inicial aplicando fases. Assim, a modelagem da desordem em
uma caminhada quéntica se baseia no fato de uma moeda quantica que conduz a evolugao
do sistema for escolhida aleatoriamente em cada posi¢ao e/ou tempo [51, 54]. No caso da

desordem estatica, trabalhamos com variaveis aleatérias independentes do tempo, onde as
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mudancas ao longo do arranjo da caminhada sdo realizadas nas fases associadas aos eixos
espaciais, ou seja, este tipo de desordem faz com que as fases sejam distribuidas aleatoria-
mente ao longo dos sitios da rede. Como a evolugao da caminhada nao depende do tempo,
a moeda quéantica acaba se tornando fixa no tempo [46, 49]. Como mostra a relagao (3.114),

expressa pelo seguinte operador moeda,

C’ 1 etu (Gm) 0 1 1 (3.114)
V) 0 ei¢D(im) 1 -1 )’ '

onde ¢y (jm) € ép(jm), s@o fases que dependem da posigao, representadas pela variavel m, e
independem do tempo. [45].

Assim como o ocorreu a propagacao de elétrons na presenca de desordem, que levou a
descoberta da localizacao de Anderson, uma particula quéntica simples lancada em uma
rede com desordem, pode exibir localizagao espacial [56]. Nao somente as particulas simples
podem exibir a localizacao, pares emaranhados e nao emaranhados também pode apresentar

tal efeito no final da caminhada [56].

Desordem DinAmica

Agora, abordaremos o caso para a desordem dindmica ou temporal em uma caminhada
quantica. Um caminhante se movimenta em uma caminhada quantica com desordem dina-
mica quando as variaveis aleatorias associadas as fases sao dependentes do tempo. Logo, o
operador moeda é fixo no espaco, ocorrendo alteragoes nas fases associadas aos eixos tem-
porais [46, 49, 51].

Conforme foi posto nesta se¢ao, a desordem altera a evolucao de uma particula em uma
CQ. Entao, o operador moeda que explicita a fase adquirida em cada divisor de feixe é dado

pela expressao (3.115) [57, 58|, em que esta fase é alterada apenas no tempo,

(3.115)
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e a fase ¢y/p(jn) € atribuida ao divisor de feixe como fase relacionada ao eixo temporal
e independe da posicao. Entao, a variavel temporal é representada pela letra n. A fase
¢u/p(jn) = 0, surge quando nao ha fases no divisor, temos a caminhada quantica ordenada

(CQO) e este passa a ser o operador moeda de Hadamard dado pela equagao (3.11).

Uma caracteristica de uma desordem dinamica é fazer com que uma caminhada quantica
possa fornecer efeitos de decoeréncia. A medida que o caminhante passa a adquirir decoe-
réncia, o regime de propagacao do mesmo deixa de apresentar o comportamento quantico e
se aproxima do classico [50, 59]. O impacto da decoeréncia foi analisado em investiga¢oes
numéricas e experimentais, mais especificamente em sistemas unidimensionais [3, 50, 60| e
bidimensionais [61]. Em particular, na referéncia [45], foi analisado o caso de uma cami-
nhada quantica envolvendo duas particulas com desordem dinadmica. Os autores investiga-
ram, numericamente, a transi¢ao entre os regimes de propagacao quantico e classico através
da presenca da desordem dinamica. Também foi demonstrado que a propagacao das duas
particulas depende, fortemente, da simetria do estado inicial do sistema, bosénico ou fermi-
onico. Em [62], ocorre a aplicagao de introducao de decoeréncia na simulagao de fend6menos
biologicos.

A dependéncia temporal da desordem pode ser visualizada através da equagao (3.114),
na qual as fases variam apenas no tempo e nao nos sitios da rede que os caminhantes
percorrem. Logo, o surgimento de decoeréncia é uma consequéncia da variacao de fases
dindmicas sofrida pela particula durante a sua evolugao na caminhada. Novamente em
[45], é possivel perceber que o foton, quando passa a se movimentar em uma caminhada
classica exibe uma distribuicao de probabilidade binomial, onde o comportamento para um

caminhante cléssico foi abordado no Capitulo 2.

Desordem Espaco-Temporal

Vimos que uma particula se movimentando em uma caminhada quéantica com desordem
espacial pode exibir o fenémeno da localizacao de Anderson. Todavia, uma particula pode
se movimentar em uma caminhada quantica com desordens associadas & espago e tempo.

Este efeito faz com que a particula na caminhada possa exibir flutua¢oes no tempo, por isso
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uma desordem espacgo-temporal também é chamada de desordem com flutuagoes temporais.
Logo, um novo fendémeno se estabelece, com a denominacao de “transicao de Anderson”. A
quebra da localizacao de Anderson ocorre por causa das flutuagoes temporais no sistema.
Entao, a localizacdo ¢ perdida e o transporte é restaurado [1, 45, 46, 49]. As fases para
a desordem espaco-temporal sao alteradas tanto no eixo espacial quanto no eixo temporal.
Assim, o operador moeda, nesse caso, muda aleatoriamente em cada sitio da rede e a cada

passo da caminhada. Esta descrigao é representada pela equagao (3.116),

1 eibu (m,n) 0 1 1

G = E 0 10D (Jm.n) 1 -1 |’ (3.116)
onde a operagao ¢ realizada com fases aleatérias ¢y/p(jm,n) a0 longo de toda a rede da
caminhada. A expressao (3.110) representa o operador espago-temporal para n passos e
a fase ngU/D(jm,n) é escolhida aleatoriamente para todo passo n e cada sitio m. Assim
como a desordem dinadmica, o caso espago-temporal possui forte dependéncia da simetria
do estado inicial, principalmente quando abordamos representacoes envolvendo duas
particulas. Voltando a abordagem do fenémeno da transicao de Anderson, podemos analisar
alguns modelos experimentais como o efeito em propagagao em ondas eletromagnéticas
em estruturas dielétricas fortemente ordenadas [55, 63]. Podemos também analisar alguns
mecanismos propostos para a quebra de localizagao e flutuagoes no tempo como o descrito
por N. F. Mott que aborda o efeito de fonons em baixas temperaturas, originando um novo

movimento difusivo chamado variable-range hopping conductivity [43, 64].

Representagcao de uma caminhada quantica com desordem

Iremos abordar agora uma representagao para uma caminhada quantica com desordem,
onde esta possui uma fase aleatéria para todos os divisores de feixe do arranjo da cami-
nhada, ou seja, sdo acrescentadas fases na caminhada quantica (CQ). Um exemplo desta
representacgao esta na Figura (3.9), que mostra uma CQ com 6 passos e 12 posi¢oes de saida.

Os esquemas destacados nesta ilustracao, mostram a representacao do circuito, onde ha
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trés classificacoes quanto & mudanca de fase ou desordem na caminhada: desordem estética
quando ocorre alteracao no espago e nao no tempo; desordem dinamica, quando ha altera-
¢oes apenas no tempo; e desordem dindmica espago-temporal ou com flutuagoes no tempo,
em que esta ultima ocorre quando ha alteracoes de fase tanto no tempo quanto no espaco

[1, 45, 53]. Nestas mesmas figuras, podemos perceber que a fase é representada pelas cores
no final de cada célula da rede.
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Figura 3.9: Arranjos de uma caminhada quantica com 6 passos, 12 posi¢bes possiveis de saida e
duas entradas, A e B. O eixo horizontal (n) indica os instantes de tempo ou passos da caminhada e

o eixo vertical (m) representa as posi¢oes do caminhante. A representacao (a) apresenta a desordem

estética, (b) a dinAmica e (¢) a dinAmica espago-temporal. Figura retirada da Tese [1].



Capitulo 4

Simulacoes

Nesse capitulo, iremos apresentar os resultados das simulagoes computacionais realiza-
das neste trabalho, para obter a distribuicao de probabilidade ao final de uma caminhada
quéntica com 100 passos e o comportamento do expoente da sua variancia em func¢ao da sua

largura da distribuigao de fase.

As distribuigoes de probabilidade analisadas nas simulagoes estao limitadas a um inter-
valo de fases entre —7 a 7, para permitir uma melhor comparacao em relagao as analises

experimentais.

A classificacao das caminhadas quanticas quanto & alteracao ou desordem na fase dos
divisores de feixe, se divide em ordenada e desordenada. No primeiro caso, nao ha alteracao
de fase nos divisores de feixe e no segundo, ja ocorre estas alteragoes. Nesse capitulo, iremos
estudar as caminhadas ordenadas e as caminhadas com desordem dinamica, assim como as
distribui¢oes de probabilidade associadas ao segundo caso, como distribui¢ao uniforme, de
Cauchy ou Lorentz e de Laplace, pois a distribuigao de probabilidade do tipo Gaussiana para
a caminhada quantica é analisada, em detalhes, na referéncia [2]. Ao final, comparamos o
resultado entre as distribuigoes citadas, com excegao da gaussiana.

Associando ao contexto da Teoria de Probabilidades, a Lei dos Grandes Numeros e o
Teorema do Limite Central nos garantem que um passeio aleatorio constituido pela soma
de um grande nimero de variaveis aleatorias independentes, identicamente distribuidas e

que possuam os dois primeiros momentos de sua distribuicao finitos, média e variancia, res-
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pectivamente, produzem uma distribuigao Gaussiana e portanto um regime difusivo [65-67].
Extensoes dessa abordagem contemplando a possibilidade de distribuicao de passos distintos,
nao gaussianos e com introducao de correlagao tem sido desenvolvidas com intensivas apli-
cagbes em diversas areas como a quimica e biologia por exemplo [68-70]. Nessas situagoes
os referidos resultados sao naturalmente violados ao considerarmos por exemplo uma distri-
buicao de Lévy, cujo limite assintético possui um decaimento em forma de lei de Poténcia,
semelhante a distribui¢do de Cauchy [71-73|. Inspirados por esses indicios, propomos inves-
tigar qual o efeito da cauda da distribuicao de fases sobre o comportamento do caminhante
quantico.

Analisamos a densidade de probabilidade para o ultimo passo da caminhada e a varian-
cia da distribuicao de probabilidade associada para a particula simples, bésons e férmions.
Também investigamos o comportamento do expoente da variancia em fungao da largura de

fase da distribuicao associada a desordem.

4.1 Caminhada Quantica Ordenada

Para iniciar a expor os nossos resultados obtidos das simulagoes que realizamos, come-
camos a abordar a caminhada quantica ordenada (CQO). Uma CQO ocorre quando nao ha
diferenca de fase nos divisores de feixe e nos moduladores de fase do arranjo da caminhada,

isto é, quando nao ha desordem na rede.

Analisamos, uma caminhada quéntica ordenada de 100 passos, refletividade R = 0,5 e
uma média de 10 interagoes. Nessa analise, foi obtida uma distribuigao de probabilidade nas
saida entre as posicoes J = 0 e J = 200 e o comportamento da varidncia em funcao do niimero
de passos, para a particula simples, bosons e férmions. As figuras (4.1) e (4.2(c)) mostram
as concentracoes de probabilidade dos caminhantes no ultimo passo da rede, em funcao das
posigoes de saida para a particula simples. Na Figura (4.2(c)) podemos perceber que ha uma
maior concentracao proxima das posicoes Jig e Ji79. Para boésons, ha maiores concentragoes
proximas as posicoes J30 170, /30,30, J170,30 € Ji70,170, formando uma figura que se assemelha a
um quadrado, onde cada ponto corresponde a um vértice da figura geométrica de acordo com

a Figura (4.2(a)). Os bosons tém o aspecto de estarem nas mesmas posigoes e em posi¢oes
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contrarias na rede do arranjo da caminhada, isso acontece porque possuem funcoes de onda
simétricas, indicando a coalescéncia bosonica, conforme foi apresentado na Secao 3.3 do
capitulo anterior. O fato dos bésons estarem nas mesmas posicoes, faz com que os elementos
da diagonal principal do mapa da distribuicao de probabilidade possuam valores maiores.
Esta é uma caracteristica marcante que veremos de maneira mais evidente nas proximas
secoes desse capitulo. Para os férmions, ha maiores concentragoes proximas as posigoes
J30,170 € J170,30, gerando apenas uma figura com pontos anti-diagonais do quadrilatero, esta
ilustragao é registrada na Figura (4.2(b)). A anti-diagonalidade é forte caracteristica das
particulas fermidnicas, pois férmions possuem fungoes de onda antissimétricas, indicando a
repulsao fermidnica e a manifestacao do “principio da exclusao de Pauli” no sistema, como
também foi analisado no Capitulo 3. A Figura (4.2) mostra as concentragoes no ultimo passo
da caminhada para os trés casos. Nessas representacoes, os eixos possuem uma numeracao de
1 a 200, de acordo com as posicoes finais da caminhada. Por essa razao, as probabilidades
nas figuras sao indicadas por meio da intensidade das cores. Logo, ha uma variacao da
probabilidade 0, representada pela cor branca, até a probabilidade 1, indicada pela cor

preta.

Probabilid

Figura 4.1: Caminhada Quéantica Ordenada com 100 passos e saidas (0 < J < 200) com fase nula
para todos os divisores de feixe, refletividade R = 0,5 e 10 realizagoes da caminhada, para a particula

simples.

Ao analisar o comportamento de uma CQ, foi obtida uma nova expressao através da

relacao da variancia, apresentada na Secao 3.3, com o niimero de passos desta caminhada.
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Figura 4.2: Distribuicao de probabilidade da saida de uma caminhada quéntica ordenada de 100
passos com refletividade R=0,5 e 10 realiza¢oes da caminhada com fase nula para todos os divisores
de feixe, para uma unica particula e duas particulas cujo estado inicial tem simetria bosbnica e

fermiodnica.

Esta equacao representa uma equacao polinomial, obtida por meio da anélise observacional
do grafico gerado, foi possivel realizar curvas com formatos proximos de retas e parébolas,
por exemplo. Entao,

Var(N) = aN", (4.1)

esta representa a variancia de uma distribuicao de probabilidade em relagao ao ntimero de
passos (V) de uma CQ. Entao, realizamos um grafico para a variancia em fungao do na-
mero de passos da caminhada, para a particula simples, bosons e férmions, como mostra
a Figura (4.3). Com este grafico, foi possivel realizar a regressao apresentada na equagao
(4.1). A caracterizagdo do comportamento das particulas na caminhada ordenada se baseia
no valores dos expoentes da variancia (n) [2, 44, 45|. Estes expoentes tiveram seus valores,
respectivamente e aproximadamente, encontrados para a particula simples, bosons e férmi-
ons: 1,98; 1,96; 1,98. Estes valores indicam a localizagao do caminhante na regiao do regime
superdifusivo, onde o expoente da varidncia possui valores entre 1 < 1 < 2, e se aproxima

do regime hiperdifusivo, quando o expoente passa a ser maior do que 2 (n 2 2). Os valores
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do expoente da variancia muito préoximos de 2, mostram que a dispersao do caminhante se
déa de forma balistica, se afastando do centro e se aproximando dos pontos de encontro dos
eixos. Esta é uma propriedade intrinseca da natureza quantica atribuida a um caminhante

que se propaga dentro da rede.
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Figura 4.3: Variancia da distribui¢ao de probabilidade em uma CQO de 100 passos com refletividade
R = 0,5 e fase nula para todos os divisores de feixe e média sobre 10 realizagbes, para a particula

simples, bosons e férmions.

4.2 Caminhada Quantica Dinamica

Iremos abordar agora a denominada caminhada quéantica dinamica (CQD). A CQD possui
uma fase aleatoria que varia apenas no tempo e nao no espago, como o proprio nome sugere.
Uma representagao esquemaética da CQD foi dada na Figura (3.9(b)), cujas configuracgoes
foram analisadas no capitulo anterior. Como vimos, neste mesmo capitulo passado, existem
trés classificacoes quanto a mudanca de fase ou desordem na caminhada, sao estas: desordem
estatica quando ocorre alteracao no espaco e nao no tempo; desordem dindmica, quando
acontece o contréario do primeiro caso; e desordem dindmica nao-correlacionada, em que esta

ultima ocorre quando hé alteragdes de fase tanto no tempo quanto no espacgo [1, 45, 53].
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Nestas mesmas figuras, podemos perceber que a fase é representada pelas cores no final de

cada célula da rede.

A desordem altera a evolucao de uma particula em uma CQ, porém, ao longo desse
trabalho enfatizaremos o caso dinAmico. Entao, o operador moeda que explicita a fase
adquirida em cada divisor de feixe ¢ dado pela expressao (4.2) [57], [58|. Esta fase ¢ alterada

apenas no tempo. Logo:

1 etdu (dn) 0 1 1
C,=— 4.2
V2 0 ¢i¢D (in) 1 —1 (4.2)
A fase ¢y/p(jn) € atribuida ao divisor de feixe e para ¢y/p(j,) = 0, quando nao ha

fases no divisor, temos a caminhada quantica ordenada (CQO) e este passa a ser o operador

moeda de Hadamard dado pela equagao (3.11).

4.2.1 Distribuicao de Fase Uniforme

Na distribuicao de probabilidade uniforme, a fase, em cada divisor de feixe, é aleato-
riamente distribuida dentro do intervalo entre —m e w. Logo, selecionamos trés valores,
relacionados & fase uniforme, apresentados no final deste paragrafo, para analisar o com-
portamento da propagagao do caminhante. A simulagao desta caminhada quéntica de 100
passos foi realizada com 10 interacoes, mantendo a refletividade de cada divisor de feixe com

o valor de R = 0.5.

A desordem para a distribuigdo uniforme funciona de acordo com a equagao (4.3), em

que esta distribuigao envolve duas variaveis, a fase ¢y p(j,) que atua no intervalo entre —g e

g e a largura de fase §. A largura da distribuicao de fase varia entre os valores de 0,01 rad a
3,03 rad. Este registro também vale para as demais distribuigoes de probabilidade abordadas
nas simulacoes que foram realizadas neste trabalho. Logo, a distribui¢ao uniforme para esse

caso se expressa da seguinte forma,

s 5
P(¢) = SRR , (4.3)

0 caso contrario

SO
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com estas informacoes, iremos mostrar nas proximas sub-sessoes, veremos o comportamento
das particulas simples, dos bosons e dos férmions, para as larguras de fase 6 = 0,02 rad,
0 = 1,40 rad e 6 = 2,65 rad, relacionadas & desordem associada & distribuicao de fase

uniforme.

Largura da Distribuigao de Fase 6 = 0,02 rad

Podemos mostrar que em relagao a densidade de probabilidade de saida do caminhante
quantico na distribuicao de fase uniforme em uma simulacao de 100 passos e refletividade
R = 0,5 para uma largura de fase 6 = 0,02 rad, ocorre uma equivaléncia relacionada ao caso
nao desordenado, pois as probabilidades das particulas atingem as posigoes finais localizadas

nas extremidades, ocorrendo uma maior difusao destas, dentro da caminhada.

Analisando a particula simples, vemos que ha uma maior concentracao de probabilidade
proxima das posigoes J3g e Ji79, conforme a Figura (4.4(c)). Para bosons, ha maiores con-
centragoes proximas as posigoes Jso170, J30.30, J170,30 € J170170, formando uma figura que
se assemelha a um quadrado, onde cada ponto corresponde a um vértice desta figura ge-
ométrica, de acordo com a Figura (4.4(a)). Para os férmions, h4a maiores concentragoes
proximas as posicoes Jso 170 € Ji70,30, gerando apenas uma figura com densidades nos pontos
anti-diagonais do quadrilatero, onde esta ilustragao é registrada na Figura (4.4(b)). Anali-
sando a variancia em relacao aos casos desordenados, realizamos um procedimento analogo
ao caso ordenado, em que utilizamos a equacdo (4.1) e a partir desse calculo esbogamos
a Figura (4.3). Entao, obtemos os valores dos expoentes para o caso dos caminhantes na
largura 6 = 0,02 rad, a partir deste esquema e estes foram, aproximadamente, obtidos para
a particula simples, bosons e férmions: 1,98; 1,96; 1,98, respectivamente. Como ja dito no
caso ordenado, estes valores para os expoentes da variancia fazem com que o caminhante

tenha uma difusao balistica, associada a um sistema quéantico.

Largura da Distribuigao de Fase 6 = 1,40 rad

Para dar continuidade ao nosso estudo, realizamos uma simulac¢ao utilizando uma largura

0 = 1,40 rad para uma distribuicao uniforme de fases, que utilizamos como desordem em
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Figura 4.4: Distribuicao de probabilidade da saida de uma caminhada quantica com desordem
dindmica de 100 passos com refletividade R, = 0,5 para a distribui¢ao de fase uniforme para uma
largura de fase § = 0,02 rad e média sobre 10 realizagdes da caminhada, para uma tnica particula

e duas particulas cujo estado inicial tem simetria bosénica e fermidnica.

nosso sistema. As maiores densidades de probabilidade sao localizadas nas posi¢oes centrais,
havendo concentracoes significativas entre as posigoes extremas e as do centro. Assim, o
caminhante cada vez mais, sai das posicoes das extremidades para ocupar regidoes mais
centrais, proximas do ponto onde comecou a caminhada. O que significa que ao aumentar a
largura de fase ou a desordem na rede, ocorre perda da coeréncia quantica, em um processo
conhecido como decoeréncia. Na decoeréncia, as propriedades quanticas de um sistema
comecam a deixar de existir e as classicas se estabelecem. Outra consequéncia desse efeito
no final da caminhada, é a ocorréncia das particulas comecarem a se espalhar menos na rede,

construindo uma regiao limitada de densidades de probabilidades.

As particulas simples, nesse arranjo, possuem maior densidade de probabilidade em torno
da posicao mais central, concentracao um pouco maior nas posicoes J = 110 e J = 90 e pro-
babilidades podendo atingir proximidades as posi¢oes J = 130 e J = 70. Conforme a Figura
(4.5(c)) vemos que um caminhante tende a retornar a sua posi¢ao inicial, pois existe um

grande agrupamento destes caminhantes no centro da regiao de saida. Os bésons também
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possuem maior concentracao em volta da posicao mais central, mas possuem concentragoes
um pouco maiores proximas aos pontos Ji10.100, 100,110, J90,100 € J100,00, € concentracoes
podendo atingir as proximidades dos pontos Ji30,100, J100,130, J70,100 € J70,100, gerando uma
imagem com formato de cruz. A coalescéncia bosbnica é percebida nessa configuragao, pois
os boésons também tem maior probabilidade de serem encontrados nas posigoes diagonais da
regiao que delimita o limite de densidades de probabilidade. Coalescéncia bosonica é o feno-
meno conhecido por obter o agrupamento de bésons em um mesmo sitio. Estes resultados
relacionados ao comportamento bosénico, mostram que para a largura da distribuicao fase
uniforme § = 1,40 rad, ocorre maior agrupamento de particulas, principalmente nos pontos
centrais. Nesta regiao também ocorre uma difusao significativa na regiao limitada apresen-
tada de acordo com a Figura (4.5(a)). Quantos aos férmions, estes além de possuir maior
concentragao em volta da posicao mais central e concentragoes podendo atingir proximida-
des aos pOIltOS J130’100, J100’130, J707100 e J707100, obtendo também uma imagem semelhante
a cruz. Percebe-se na figura, a anti diagonalidade e a repulsao fermiénica, pois os férmions
também tem maior probabilidade de serem encontrados nas posi¢oes anti diagonais da regiao
que limita as concentracoes de probabilidade. Na repulsao fermiénica, o comportamento das
particulas é marcado pelo anti agrupamento de suas particulas, ou seja, os férmions nao se
juntam no mesmo sitio, como aborda o principio da exclusao de Pauli. Na Figura (4.5(b)), é
possivel perceber uma imagem com uma distribuicao de particulas menos concentradas, nas
posicoes mais centrais, e a auséncia de coincidéncias na diagonal principal, o que fica evi-
denciado por uma reta branca nessa diagonal. Todas essas caracteristicas sao consequéncias
da repulsao fermionica. O comportamento da particula simples, dos bosons e dos férmions,
para a largura de 0 = 1,40 rad para a distribuicao uniforme, é obtido por meio dos valores
dos expoentes da variancia desta distribuicao de probabilidade. Estes expoentes foram en-
contrados, respectivamente, para os trés casos com com os valores: 1,11; 1,07; 1,18. Estes
valores indicam a localizacao do caminhante na regiao do regime superdifusivo, onde o expo-
ente da variancia possui valores entre 1 <n< 2. Dessa vez, o comportamento do caminhante,
ao invés de se aproximar do balistico, é indicado como intermediario entre o quantico e o

classico.

Largura da Distribuicao de Fase § = 2,65 rad
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Figura 4.5: Distribui¢ao de probabilidade da saida de uma caminhada quantica com desordem
dindmica de 100 passos com refletividade R, = 0,5 para a distribui¢ao de fase uniforme para uma
largura de fase § = 1,40 rad e média sobre 10 realizagdes da caminhada, para uma tnica particula

e duas particulas cujo estado inicial tem simetria bosénica e fermidnica.

Para finalizar, abordamos o caso para a distribuigao uniforme de probabilidade, o da
largura de fase 6 = 2,65 rad. Para esta largura, os caminhantes se concentram predomi-
nadamente nas posicoes centrais, com tendéncia a ir para o regime de propagacao classica.
Logo, ha uma maior decoeréncia quantica em relacao as outras larguras de fase. Com a
diminui¢ao do espalhamento, a dispersao da caminhada quéantica cada vez menor, mas ainda
assim ha registros das caracteristicas principais das simetrias bosonicas e fermionicas no
sistema.

Investigamos o comportamento do caminhante para o caso da largura de fase uniforme
0 = 2.65 rad para a particula simples, bosons e férmions. Analisando o primeiro caso,
temos maiores densidades de probabilidades nas regidoes mais centrais e em torno delas,
aproximadamente nas posigoes J = 105 e J = 95, de acordo com a Figura (4.6(c)), em
que a difusao tem a possibilidade de atingir regidoes mais proximas das posi¢oes J = 110

e J = 90. Para o caso dos boésons, além das maiores densidades de probabilidade nas
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posi¢oes mais centrais ocorre grandes concentragoes nas arestas do quadrado formado na
figura, regiao que delimita as concentragoes de probabilidade. Apesar da regiao de dispersao
ser pequena, ainda é nitido ver como os boésons se distribuem no final do arranjo, como
mostra a Figura (4.6(a)). Quanto aos férmions, ocorre maior concentragdo na regido mais
central e nas posicoes antidiagonais, Jig5 95 € Jos 105, acarretando também em uma boa nitidez
quanto as essas caracteristicas. A figura nitida, de menor tamanho e um pouco apagada em
relacao ao caso bosonico, também ¢ a de um quadrado que delimita as densidades fermionicas
de probabilidade, como mostra a Figura (4.6(b)). Para a largura § = 2.65 rad para a
distribui¢ao uniforme de desordem nas fases, temos os seguintes valores para o expoente da
variancia: 1,00; 0,97; 1,07, para a particula simples, bosons e férmions, respectivamente. Um
aspecto que vale ressaltar nesse paragrafo é uma tendéncia do caminhante de chegar em um
novo regime de propagagao, o subdifusivo, que possui o expoente da variancia com valores
abaixo de 1 (n < 1). De acordo com os valores obtidos para estes expoentes, talvez seja
possivel obter uma tendéncia dos caminhantes exercerem esse comportamento, onde esta

descricao precisa analisada com mais detalhe.

Para resumir a nossa analise, nas menores larguras de fase ou nas primeiras larguras a
serem apresentadas na simulacao realizada neste capitulo, o caminhante tende a exercer o
comportamento quantico ou balistico, representado pelo valor 2 para o expoente da vari-
ancia expresso pela equagao (4.1). A partir desse valor, indica-se a obten¢do de um novo
regime de propagacao, o hiperdifusivo, em que este tende a ser mais verificado para o estudo
de fenémenos de transporte por ter uma boa investigacao recentemente, tanto nesta area
quanto em caminhadas quénticas. Quanto as densidades de probabilidade das particulas no
final da caminhada para estas larguras de fase, estas se encontram nas posicoes finais das
extremidades do arranjo, ocasionando em uma maior dispersao dos caminhantes. Depois,
abordamos um comportamento intermediario do caminhante devido & apresentacao de carac-
teristicas classicas e quanticas do mesmo. Isso ocorre quando o mesmo expoente da variancia
comecga a ter um valor abaixo de 2, entrando no regime de propagagao superdifusivo. As
densidades de probabilidade de um caminhante no final da caminhada para larguras de fase
intermediarias comegam a deixar de se instalar nas posig¢oes das extremidades para chegar as

posi¢oes centrais. Além do mais, as intensidades destas distribui¢oes de probabilidade pas-
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sam a ser mais intensas no centro, ocorrendo o inicio da propagacao classica do caminhante.
Por dltimo, analisando a caminhada para as maiores larguras de fase, podemos ver que ha
uma tendéncia do caminhante exercer o comportamento cléssico ou difusivo, representado
pelo valor 1 do mesmo expoente da varidncia citado neste paragrafo. Abaixo desse valor,
indica-se a obtencao de um mais novo regime de propagacao, o subdifusivo. Este é um novo
regime a ser encontrado, pois ha poucos trabalhos sobre o mesmo. As densidades de pro-
babilidade do final da caminhada para as larguras de fase maiores nesta mesma simulagao
apresentada neste capitulo, sao encontradas nas posigoes localizadas em torno do centro.
Logo, as particulas acabam tendo as suas intensidades localizadas em torno de uma certa
“area de restricao”. Entao, podemos mostrar que no final de uma caminhada quantica para
menores larguras, ocorre um maior espalhamento dos caminhantes e para maiores larguras,

ocorre maior intensidade nas posi¢oes centrais.
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Figura 4.6: Distribuigdo de probabilidade da saida de uma caminhada quéntica com desordem
dinamica de 100 passos para a distribuicao de fase uniforme para uma largura de fase d = 2,65 rad
e uma média de 10 realizacoes da caminhada, para uma tnica particula e duas particulas cujo estado

inicial tem simetria bosonica e fermidnica.
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4.2.2 Distribuicao de Laplace

Abordando ainda mais diferentes distribuicoes de probabilidade na desordem na fase,
podemos trabalhar com a Distribuicao de Laplace nas caminhadas quéanticas. O estudo da
distribuicao de probabilidade de Laplace teve inicio através de duas publicagoes, “First and
Second Laws of Error” [74] e “The Use of Median in Determining Seasonal Variation” |75].
A distribuicao de Laplace é conhecida como lei da diferenga entre duas varidveis aleatorias
exponenciais. Assim como também é conhecida pelos nomes de “Distribui¢ao da Exponencial

Dupla”, “Distribui¢ao da Dupla Cauda” e “Lei Exponencial Bilateral” |76], [77].

A desordem da distribui¢ao de Laplace é representada pela Equagao (4.4), em que esta
expressao possui duas variaveis que sao envolvidas em um decaimento duplo exponencial e

é expressa da seguinte forma,

Plo) = gyean (-12540), (4.4)

onde, ¢ é a fase laplaciana que evolui a cada nimero de passos N, em um tempo t, d é a
largura de fase que varia entre 0,01 rad a 3,03 rad e esta distribuicao é colocada no centro
na posicao zero, isto é, possui média p = 0. Um detalhe importante para a distribuicao de
probabilidade de Laplace é o aumento da largura de fase provoca a diminui¢cao do pico da
curva que compoe esta distribuicao. Com estas informagoes, podemos apresentar o nosso
estudo sobre a distribui¢ao de probabilidade de Laplace na caminhada quantica para as

larguras de fase § = 0,02 rad, 6 = 1,40 rad e 6 = 2,65 rad.
Largura da Distribuigcao de Fase § = 0.02 rad

Para iniciar esta abordagem, investigamos a densidade de probabilidade na saida da ca-
minhada quéntica, simulada neste trabalho. Assim, obtemos o comportamento da particula
simples, bosons e férmions, analisando um pouco de suas peculiaridades e as posigoes que
estas possam estar localizadas no final do arranjo. Nesta sec¢ao, investigamos também como
desempenha a variancia para a distribuicao de fase Laplaciana, esbocando o diagrama que

expressa o expoente desta variancia em relacao ao niimero de passos da particula dentro da
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particula. Logo, realizamos um procedimento analogo ao calculo realizado utilizando a equa-
¢ao (4.1), esbogando a Figura (4.3). Com os resultados encontrados através da forma como
os caminhantes se distribuem no final desta caminhada quéntica e dos valores associados ao
expoente da varidncia da equacao (4.3), podemos verificar em qual regime de propagacao o
caminhante esteja exercendo. Todas estas analises realizamos para todas as distribuicoes de

probabilidade e seus respectivos casos.

A densidade de probabilidade de saida do caminhante quéntico na distribuicao de fase
Laplaciana em uma simulacao de 100 passos e refletividade R = 0,5 para uma largura de
fase 6 = 0,02 rad, fornece um resultado semelhante ao caso da distribui¢ao uniforme. Para
a particula simples, hd uma maior concentracao proxima das posicoes J3p e Ji79, conforme a
Figura (4.7(c)). Para bésons, ha maiores concentragdes proximas as posigoes Js0.170, /30,30,
J170,.30 € Ji70,170, formando uma figura que se assemelha a um quadrado, onde cada ponto
corresponde a um vértice do solido geométrico, de acordo com a Figura (4.7(a)). Para os
férmions, h& maiores concentragoes proximas as posigoes Jsp170 € Ji70,30, gerando apenas
uma figura com pontos anti-diagonais do quadrilatero, esta ilustragao é registrada na Figura
(4.7(b)). O comportamento dos caminhantes na largura 6 = 0,02 rad associado aos expo-
entes da variancia foram encontrados com os respectivos valores para a particula simples,
bosons e férmions: 1,98; 1,96; 1,98. Estes resultados geram uma tendéncia do caminhante a
ir para o regime balistico de propagacao.

Largura da Distribuicao de Fase 6 = 1,40 rad

Continuando a nossa abordagem sobre simulagoes realizadas relacionadas a distribuicao
de probabilidade de Laplace investigando o comportamento da densidade de probabilidade

no final da caminhada para a largura de fase § = 1.40 rad desta caminhada.

Entao, analisamos os casos da particula simples, dos bosons e dos férmions para esta
largura. Para a particula simples, h4 uma maior concentragao em torno da posi¢cao mais
central e concentracoes um poucos maiores proximas as posicoes J = 120 e J = 80, podendo
atingir pontos proximos as posi¢oes J = 125 e J = 75, de acordo com a Figura (4.8(c)).
Nesse caso, o caminhante volta a sua posicao inicial, porém o agrupamento das particulas

simples em torno dessa posicao é menor, comparado as outras distribuicoes de probabili-
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Figura 4.7: Distribuicao de probabilidade da saida de uma caminhada quantica com desordem
dindmica de 100 passos com refletividade R=0,5 para a distribui¢ao de fase Laplaciana para uma
largura de fase § = 0,02 rad e 10 realizagoes da caminhada, para uma tunica particula e duas

particulas cujo estado inicial tem simetria bosénica e fermidnica.

dade. Para boésons, hé grande concentracao de probabilidade nas posi¢oes mais centrais
e nas correspondentes as diagonais da regiao que delimita as densidades de probabilidade.
A imagem fornecida também se assemelha a uma cruz, pois o limite das concentragoes de
probabilidade se aproxima das posigoes J120,100, J100,120, J80,100 € J100,80, conservando a carac-
teristica intermediéria entre os casos quéntico e classico. A Figura (4.8(a)) apresenta uma
imagem um pouco mais apagada para o comportamento bosonico em relacao a largura de
distribuicao de fase laplaciana § = 1,40 rad, pois nestas densidades de probabilidade ocorre
menos concentracao entre as particulas. Para férmions, ocorre uma concentragdo maior no
ponto mais central e nas posi¢oes antidiagonais. As densidades de probabilidade fermidnicas
podem chegar as mesmas posigoes referentes aos bosons, para esta largura, gerando também
uma imagem semelhante a uma cruz, apesar da visualizagao mais apagada. Nesse caso, a
imagem se torna ainda mais apagada por se tratar de um resultado de uma simulagao do
comportamento fermionico para a largura de distribuigao de fase de Laplace § = 1,40 rad.

Entao, a dificuldade de ver estas caracteristicas e a difusao menor da imagem, se devem
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aos valores dos expoentes da varidncia. Nesse caso, os expoentes foram respectivamente
encontrados para os trés caminhantes associados: 1,13; 1,11; 1,20. Estes valores obtidos
correspondem ao regime superdifusivo de propagacao e um comportamento intermediario

entre os casos classico e quantico.
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Figura 4.8: Distribuigao de probabilidade da saida de uma caminhada quéntica com desordem
dinamica de 100 passos com refletividade R=0,5 para a distribuicao de fase laplaciana para uma
largura de fase 6 = 1,40 rad e média de 10 realizagoes da caminhada, para uma tnica particula e

duas particulas cujo estado inicial tem simetria bosonica e fermiénica.

Largura da Distribuicao de Fase 6 = 2,65 rad

Para finalizar, abordamos o caso da largura de fase 6 = 2,65rad para a distribuicao
de probabilidade de Laplace. Simulamos o comportamento da particula simples, bosons e
férmions, no final da caminhada de 100 passos, para esta largura. Em todos os casos, os
caminhantes ficam muito proximos, um dos outros, no ultimo passo da caminhada. Logo, ha
densidades de probabilidade bem acentuadas na imagem gerada, nas posicoes mais centrais
da figura.

Analisamos este caso para a particula simples, bosons e férmions. Para as particulas

simples, ocorrem enormes concentragoes nas posicoes centrais e em torno delas, de acordo
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com a Figura (4.9(c)). Para bosons, ha concentra¢ao na posigao mais central e nas posi¢oes
diagonais da regiao que limita a distribuicao de probabilidade. A figura que abriga esta
regiao ao invés de se assemelhar a um quadrado, se assemelha a uma “mancha” com boa
visibilidade, apesar do tamanho, fazendo com que as caracteristicas bosonicas ainda sejam
percebiveis, como mostra a Figura (4.9(a)). Para férmions, ocorre grandes concentragoes
nas posigoes centrais e nas anti diagonais da mesma regiao que delimita a concentracao dos
bosons. Na Figura (4.9(b)), é possivel uma certa “mancha” com um risco branco cortado
nesta mesma antidiagonal, registrando as caracteristicas fermionicas no sistema. Na largura
de fase 0 = 2,65 rad da distribuicao de Laplace temos os seguintes valores para o expoente
da variancia: 0,98; 0,94; 1,06, para a particula simples, bésons e férmions, respectivamente.
Analisando estes valores para os expoentes da varidncia, em que estes estao proximos do
valor 1, temos uma possibilidade destes caminhantes exercerem o regime de propagacao

subdifusivo, principalmente para bosons.

Através dos nossos resultados obtidos para a distribuicao de probabilidade Laplaciana,
podemos comparar com os resultados encontrados para a distribui¢ao uniforme. Iniciando
pelas menores larguras de fase analisadas na simulacao, percebemos que os resultados ob-
tidos de ambas as distribuicoes de probabilidade sao muito parecidos. Logo, de maneira
qualitativa podemos dizer que os resultados sao praticamente os mesmos. Nas larguras de
fase intermediarias, obtivemos maiores valores para o expoente da variancia, representado
pela equagao (4.1), indicando uma intensidade um pouco menor das particulas no centro e
maior afastamento do regime classico de propagagao, em relagao a distribui¢ao uniforme. Por
ultimo, analisamos as maiores larguras de fase para a distribui¢ao de Laplace e comparando
os resultados obtidos desta distribuicao com os da uniforme, podemos perceber que ha uma
tendéncia maior do caminhante a exercer o regime, ocasionando em um ajuntamento ainda
maior destas particulas na “area de restricao”. Estes efeitos acontecem devido aos valores en-
contrados para o expoente da variancia, também retirado da expressao (4.1), serem menores

comparados ao da distribui¢cao uniforme.
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Figura 4.9: Distribuicao de probabilidade da saida de uma caminhada quantica com desordem
dindmica de 100 passos com refletividade R = 0,5 para a distribui¢ao de fase laplaciana para uma
largura de fase 6 = 2,65 rad e média de 10 realizagoes da caminhada, para duas particulas cujo

estado inicial tem simetria bosonica (a) e fermionica (b) e para uma particula simples (c).

4.2.3 Distribuicao de Cauchy

A distribuicao de Cauchy é uma distribuicao de probabilidade que se caracteriza por ter
caudas muito pesadas em sua configuragao [78|. Esta foi alvo de pesquisa nas ciéncias exatas
por mais de trés séculos. Provavelmente, os primeiros estudos tenham sido realizados pelo
brilhante mateméatico Pierre de Fermat (1607-1665) na metade do século XVII. Os estudos
seguintes foram realizados, respectivamente, por Newton, Leibniz, Huygens, Guido Grandi
e Maria Agnesi. A curva que caracteriza o comportamento da distribuicao foi nomeada com
o sobrenome da tultima estudiosa citada, assim o grafico passou a ser chamado de “A Bruxa
de Agnesi”, em meados do século XVIII. Quem analisou primeiramente a configuracao desta
curva como distribui¢ao de probabilidade foi o também renomado matemético Simeon Denis
Poisson (1781-1840) em 1824, descobrindo-a antes do cientista Augustin-Louis Cauchy (1789-
1857), que tem o seu nome colocado em uma das principais distribui¢oes de probabilidade.
Esta adogao se deve a uma disputa académica envolvendo Cauchy e o estatistico Irénée-Jules

Bienaymé em 1853 [79, 80].
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A desordem da distribuigao de Cauchy é representada pela equagdo (4.5), que é expressa

da seguinte forma,

)

P =+ | k (45
™ [(0)* 4 (¢ — p)?

onde, ¢ é a fase da distribuicao de Cauchy que evolui a cada nimero de passos N, em um

tempo t, 0 é a largura de fase que varia entre 0,01 rad a 3,03 rad e esta distribuicao é

colocada no centro na posigao zero, isto €, possui média g = 0. Assim como ocorre para a

distribuicao de Laplace, na distribuicao de probabilidade de Cauchy é provocado o aumento

da largura de fase quando é diminuido o pico da curva que compoe esta distribuicao.

Apresentamos os nossos resultados obtidos sobre a distribuicao de probabilidade de Cau-
chy na caminhada quéntica discreta com 100 passos para as larguras de fase 6 = 0,02 rad,

0=1,40 rad e 6 = 2,65 rad.
Largura da Distribuigao de Fase 6 = 0,02 rad

Para iniciar a abordagem, podemos mostrar que as densidades de probabilidade de saida
do caminhante quantico na distribuic¢ao de fase de Cauchy, em uma simulagao de 100 passos e
refletividade R = 0, 5 para uma largura de fase 6 = 0, 02 rad, ocorrem de maneira equivalente
ao caso uniforme. Logo, para a particula simples, ha uma maior concentracao proxima das
posigoes Jio e Ji79, conforme a Figura (4.10(c)). Para bosons, ha maiores concentragdes
proximas as posicoes J3o 170, J30,30, J170,30 € J170,170, formando uma figura que se assemelha
a um quadrado, onde cada ponto corresponde a um vértice da figura geométrica, de acordo
com a Figura (4.10(a)). Para os férmions, ha maiores concentragoes proximas as posi¢oes
J30,170 € Ji70,30, gerando apenas uma figura com pontos antidiagonais do quadrilétero, esta
ilustracgao ¢ registrada na Figura (4.10(b)). O comportamento dos caminhantes na largura
0 = 0,02 rad acontece, pois os expoentes da varidncia foram encontrados com os respectivos
valores para a particula simples, bosons e férmions: 1,98; 1,96; 1,98. Estes valores para o
expoente da variancia desta distribuicao de probabilidade fazem que o caminhante, imerso

na rede, se aproxime do comportamento balistico.

Largura da Distribuicao de Fase 6 = 1,40 rad
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Figura 4.10: Distribuicao de probabilidade da saida de uma caminhada quéantica com desordem
dindmica de 100 passos com refletividade R = 0,5 para a distribui¢ao de fase de Cauchy para uma
largura de fase 6 = 0,02 rad e média de 10 realizagoes da caminhada, para uma tunica particula e

duas particulas cujo estado inicial tem simetria bosonica e fermio6nica.

Agora, iremos abordar o caso intermediério para a distribui¢ao de probabilidade de Cau-
chy, o da largura de fase 6 = 1,40rad. Para esta largura, analisamos a densidade de proba-
bilidade na saida de caminhada para a particula simples, bosons e férmions.

Em todos os casos, ocorre um maior espalhamento da particulas em relacao as outras
distribuicoes de probabilidade, acarretando em um limite maior quanto as concentracoes de
probabilidade. No caso da particula simples, ocorre uma maior difusao, pois além de possuir
maior concentracao na posicao central, ocorre concentragoes um pouco maiores proximas das
posicoes J7g e Ji30 € as outras menores podendo atingir os pontos Jsg € Ji59, conforme a Figura
(4.11(c)). No caso dos bosons, ha maior concentragao de probabilidade na posigao mais
central e nas diagonais, e também ha maior espalhamento porque ocorrem concentra¢oes um
pouco maiores proximas das posicoes J130,100, J100,130, J70,100 € J100,70 € outras concentragoes
menores possiveis de atingir posi¢oes Jis0100, J100,1505 J50,100 € J100,50. Logo, ha uma grande
nitidez em relagao a diagonalidade e outros efeitos bosénicos como a coalescéncia, devido ao

aumento de fronteira de densidades de probabilidade, deixando a imagem no formato de cruz,
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bem mais evidente. O que significa que as concentracoes de probabilidade do caso bosoénico
de uma largura de fase § = 1,40 rad para uma distribuigao de fase do tipo Cauchy sao as mais
acentuadas e o agrupamento dos bosons fica mais claro de perceber. Logo, estes detalhes
descritos relacionados aos bosons sdo representados pela Figura (4.11(a)). Para férmions,
ha também maior concentragdo na posi¢ao mais central e nas posi¢oes anti diagonais. O
limite para a densidade de probabilidade pode chegar as mesmas posicoes relacionadas ao
caminhante anterior, fazendo com que a anti diagonalidade e fenémenos associados como
repulsao fermidnica possam ser percebidos com mais evidéncia, pois o anti agrupamento dos
férmions fica mais facil de perceber devido ao aumento da regiao que limita a densidades
de probabilidade, conforme a Figura (4.11(b)). O caso intermediario para a distribuicao
de Cauchy tem os seguintes valores para o expoente da varidncia para a particula simples,
bosons e férmions, respectivamente: 1,10; 1,06; 1,19. Novamente, estes valores obtidos fazem

com que o caminhante esteja no regime superdifusivo de propagacao.
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Figura 4.11: Distribuicao de probabilidade da saida de uma caminhada quéantica com desordem
dindmica de 100 passos com refletividade R=0,5 para a distribuigdo de fase de Cauchy para uma
largura de fase 6 = 1,40 rad e média de 10 realizagoes da caminhada, para uma tunica particula e

duas particulas cujo estado inicial tem simetria bosonica e fermionica.

Largura da Distribuicao de Fase § = 2,65 rad
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Por ultimo, abordamos a densidade de probabilidade no tltimo passo da caminhada quén-
tica no caso da distribuicao de probabilidade de Cauchy para a largura de fase 6 = 2,65 rad
para a particula simples, bosons e férmions. Em todos os casos, ha uma imagem asse-
melhada a um ponto nas figuras obtidas porque ocorre as menores acentuagoes quanto as
concentragoes em relagao as outras distribuicoes de probabilidade analisadas. Para comecar,
as densidades de probabilidade para a particula simples possuem maiores valores nas posi-
¢oOes centrais e as demais concentragoes nao chegar a expandir muito além destas posigoes,
conforme a Figura (4.12(c)). As concentragoes para bosons e férmions também ocorrem de
maneira semelhante em relacao ao primeiro caso, a tnica diferenca é a grande probabilidade
de encontrar os caminhantes nas posigoes diagonais para o caso bosodnico e nas anti diago-
nais para o caso fermiodnico, dentro da pequena regiao de concentragoes, conforme as figuras
(4.12(a)) e (4.12(b)). Nas diagonais e antidiagonais, podemos perceber uma distribuicao
mais espalhada das particulas, sem ocorrer um forte agrupamento das mesmas regiao de
maior densidade. O comportamento dos caminhantes para a largura de fase 6 = 2,65 rad
se deve aos menores valores atribuidos para os expoentes da variancia que sao dados por:
1,01; 0,98; 1,09, para a particula simples, bésons e férmions, respectivamente. Novamente
de acordo com os valores do expoente da variancia obtidos, todos os caminhantes estuda-
dos nesta simulagao se propagam com um comportamento aproximadamente classico, ao

passarem em torno da largura de fase 6 = 2,65 rad.

Mais uma vez foi mostrado que ao aumentarmos ao largura da distribuicao de uma de-
sordem, ocorre uma transicao do comportamento quantico para o classico, em relacao a
propagacao do caminhante. Apesar de ter algumas particularidades, foi possivel também
investigar os resultados analisando cada um deles de acordo com o regime de propagacgao
indicado. Na proxima subsec¢ao, iremos analisar a caminhada quéantica desordem com deta-
lhes, a regiao que indica cada regime de propagacao em graficos sao construidos através da
obtencao do expoente da variancia da posi¢ao média das particulas em fungao da largura de

distribuicao de fase.
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Figura 4.12: Distribuicao de probabilidade da saida de uma caminhada quéantica com desordem
dindmica de 100 passos com refletividade R = 0,5 para a distribui¢ao de fase de Cauchy para uma
largura de fase § = 2,65rad e média sobre 10 realizacGes da caminhada, para uma tnica particula

e duas particulas cujo estado inicial tem simetria bosénica e fermidnica.

4.2.4 Transicao entre Comportamentos Balisticos e Difusivos para

uma Caminhada Quéantica

Analisamos o comportamento dos caminhantes abordados no nosso estudo (particula
simples, bosons e férmions), cuja caminhada quantica possui 100 passos com refletividade
R = 0.5 e 10 realizagoes, através da obtengao de graficos que esbogam a relagao do expoente
da variancia com a largura de distribuicao de fase, em que ambas as varidveis sao associadas

a uma distribuicao de probabilidade.

Os graficos abordados, nesta sessao, passam a indicar qual o regime de propagagao do
caminhante. Estes regimes de propagacao ou transporte, fazem com que os caminhantes
apresentem comportamentos quanticos ou balisticos, difusivos ou classicos e intermediarios
ou superdifusivos. Os caminhantes podem trafegar pelos regimes hiperdifusivos, superdi-
fusivos e subdifusivos. Cada um destes, possuem os seguintes valores para o expoente da
variancia: 7 > 2, 1 < n < 2 en < 1, respectivamente. Logo, analisamos os diagramas de

cada uma das distribuigdes de probabilidade que vimos nos capitulos anteriores (Uniforme,
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Laplace e Cauchy). Dentro da analise destas distribuic¢oes, escolhemos fazer a verifica¢ao
para algumas larguras nas fases proximas as balisticas, intermediarias e perto das difusivas,
onde o primeiro caso tem o valor 2 e o ultimo caso o valor 1, para o expoente da variancia
(n). E possivel perceber, através dos graficos do expoente da varidncia em funcio da largura
da distribuigdo da desordem, que para um valor especifico da largura da distribuicao da
desordem, os férmions sempre possuem um expoente maior. Para todas as distribui¢oes da
desordem. Isto esté de acordo com o esperado, devido & repulsao fermionica. Existem alguns
trabalhos que possuem realizagbes experimentais e numéricas [81, 82|. Numa explora¢do um
pouco mais aprofundada em relacao ao comportamento subdifusivo dos caminhantes, foi feita
uma realizacao experimental que obteve um modelo de caminhada quantica capaz de obter
fendmenos transitorios de subdifusao [81]. A partir de uma regido intermediaria, os férmions
comecam a se aproximar dos outros caminhantes, onde todos passam a exercer o regime de
supertransporte em quase todo trecho da caminhada entre os demais regimes de propagacao.
Este regime de transporte ¢ um regime intermediario entre os regimes, classico ou difusivo
e quantico ou balistico. Varios sistemas desordenados apresentam dindmicas superdifusivas,
exemplos podem ser encontrados nas referéncias |43, 83, 84]. Apenas os férmions podem che-
gar ao regime hiperdifusivo, pois o afastamento das outras particulas se deve ao fato das suas
funcoes de onda possuirem caracteristicas antissimétricas, como postulado pelo principio da
exclusao de Pauli. Os bésons tém como um dos seus principais aspectos a coalescéncia, pois
suas fungoes de onda s@o simétricas. A coalescéncia, nesse caso, é percebida nao apenas pelas
particulas bosbnicas, mas em outras como particulas simples. A hiperdifusao é explorada
por uma gama de pesquisadores, onde um trabalho passou a ter pioneirismo na investigagao
experimental. Este artigo obteve resultados sobre tal regime, analisando a evolu¢ao da pro-
pagacao de um laser através de um meio fotonico com evolugao na desordem dindmica, em
que este modelo faz analogia a um sistema de 6ptica paraxial [85]. Quanto & investigacao
numérica, podemos citar um trabalho que através da obtencao de uma solucao exata para a
equagao da difusao nao-linear, que consegue indicar regime de hipertransporte [71]. Outros
conseguem indicar hiperdifusdo, indicando valores para o expoente da varincia (1) de uma
distribuigao de probabilidade proximos de 3 (n = 3) [86, 87|. Além disso, as simulagoes rea-

lizadas apresentadas na sessao anterior, sao consequéncias dos resultados obtidos mostrados
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nesta sessao.

Novamente, o contetdo desta sessao se divide nas abordagens realizadas para cada dis-
tribuicao de probabilidade que estudamos na sessao anterior. Comegando pela distribuicao

uniforme, depois pela Laplaciana e, finalmente, pela de Cauchy.

Distribuicao Uniforme

Para a distribuicao uniforme, comecamos a abordar as regioes proximas do regime de
hipertransporte, depois analisamos regioes intermediarias entre as regioes de propagacgao

balistica e difusiva, e finalmente, estudamos regioes proximas ao regime de subtransporte.

Comecamos a abordar as regioes localizadas em torno do valor 2 para o expoente da
variancia da distribuicao uniforme, o qual ¢ indicado como propagacao balistica para o
caminhante. Como vimos na sessao anterior, temos uma tendéncia em ir para ao caso
balistico por causa dos valores dos expoentes serem muito préoximos de 2 para todos os
caminhantes, em torno da largura 6 = 0,02 rad. Ao aumentarmos o valor largura de fase no
inicio da caminhada, podemos perceber a entrada dos férmions no regime hiperdifusivo para
as larguras 0 = 0,14 rad e 6 = 0,26 rad, aproximadamente. No primeiro caso, a particula
férmionica comecam a entrar no hipertransporte e no segundo ocorre o pico maximo em
tal regime. Para a particula simples e bdsons, nao ha entrada destes no hipertransporte
em torno destas larguras 0 = 0,14 rad e 6 = 0,26 rad, ocorrendo a manuntencao destas
particulas no regime superdifusivo. Em torno da largura 6 = 0, 38 rad, verificamos o retorno
dos férmions para a superdifusao e todos os casos retornaram a estar no mesmo regime de
propagacao. Estes comportamentos sao caracterizados através dos valores dos expoentes
obtidos no diagrama que relaciona os expoentes da variancia com os valores da largura de
fase, conforme o grafico da Figura (4.13). Os valores do expoente da variancia para cada
largura de fase no inicio da caminhada, analisando particula simples, bosons e férmions, sao
representados na Tabela (4.1).

Agora, abordamos as larguras de fase intermediérias para a distribuicao de probabilidade
uniforme nesta mesma caminhada quantica de 100 passos, onde os valores do expoente da

variancia ficam entre 1 e 2 (1 < 7 < 2). Iniciamos a analise pela largura § = 0,64 rad,
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Larguras de Fase () | Exp.Var.(n) (P. S.) | Exp.Var.(n) (Bosons) | Exp.Var.(n) (Férmions)
0,02 1,98 1,96 1,98
0,14 1,94 1,91 2,04
0,26 1,83 1,80 2.06
0,38 1,71 1,68 1,94

Tabela 4.1: Valores dos expoentes da variancia da distribui¢ao de probabilidade uniforme para cada
largura de fase, dada em radianos, localizada em torno da propagacao balistica, de acordo com a

Figura (4.13). Tais valores foram obtidos para a particula simples, bosons e férmions.

onde os férmions passar a indicar o comeco de sua aproximacao em relacao a bodsons e a
particula simples. Nas larguras 6 = 1,26 rad e 6 = 1,40 rad, os férmions podem ficar
mais proximos das outras particulas e o segundo caso foi escolhido como o principal a ser
analisado nos resultados da sessao passada. Na tltima largura a ser investigada para o caso
intermediario da distribuicao de Laplace, a 6 = 1,52 rad, é possivel iniciar uma tendéncia
dos bosons de realizar propagagao difusiva, pois o expoente da varidncia se aproxima muito
proximo de 1. Nessa mesma largura de fase, a particula simples também pode tender a
exercer tal propagacao, de maneira menos intensa, devido ao valor do expoente da variancia
associado. Os demais valores para o expoente da variancia da distribui¢ao uniforme para o
caso intermedidrio estao registrados na tabela (4.2). A descri¢cao das informagoes contidas

neste paragrafo, esta representada na Figura (4.14).

Larguras de Fase () | Exp.Var.(n) (P. S.) | Exp.Var.(n) (Bosons) | Exp.Var.(n) (Férmions)
0,64 1,41 1,38 1,61
1,26 1,09 1,06 1,17
1,40 1,11 1,07 1,18
1,52 1,05 1,01 1,12

Tabela 4.2: Valores dos expoentes da varidncia da distribuicao de probabilidade uniforme para
algumas larguras de fase intermediarias, dadas em radianos, como mostra a Figura (4.14). Tais

valores foram obtidos para a particula simples, bosons e férmions.

Por tltimo, investigamos o comportamento dos caminhantes para valores mais elevados
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da largura da distribui¢ao da desordem. Nesse caso, os caminhantes trafegam aos arredores
da regiao que delimita a propagacao difusiva e subdifusiva. Nessa regiao, podemos perceber
que os bosons tem menos pico de subdifusao e podem estar, quase a todo momento, préoximos
do limiar difusivo. Essa caracteristica pode ser percebida pelos valores do expoente para
cada uma largura de fase. Nas larguras 0 = 2,40 rad e § = 2,77 rad, os bosons e a particula
simples se encontram juntos no regime subdifusivo. Para § = 2,53 rad e § = 2,65 rad,
apenas os bosons podem se encontrar em tal regime, particula simples e férmions estao
exercendo o regime superdifusivo, onde o expoente da varidncia possui um valor maior que
1. Estes comportamentos sao representados pelos valores do expoente da variancia obtidos
na Tabela (4.3). A descrigao das informagoes contidas neste tltimo paragrafo relacionado a

distribuigao uniforme, esté representada na Figura (4.13).

Larguras de Fase () | Exp.Var.(n) (P. S.) | Exp.Var.(n) (Bosons) | Exp.Var.(n) (Férmions)
2.40 0,97 0,95 1,05
2.53 1,01 0,99 1,07
2.65 1,00 0,97 1,07
2.77 0,98 0,96 1,05

Tabela 4.3: Valores dos expoentes da varidncia da distribuigdo de probabilidade uniforme para
algumas larguras de fase, dadas em radiano, localizadas em torno da propagagao difusiva (classica),

como mostra a Figura (4.14). Tais valores foram obtidos para a particula simples, bosons e férmions.

Distribuicao de Laplace

Para a distribuicao Laplaciana, fizemos a mesma abordagem em relacao ao primeiro caso.
Analisando regioes delimitadas em relacao ao regime de hipertransporte, depois analisamos
regioes intermediarias entre as regides de propagagao quantica e classica, e finalmente, estu-
damos regioes que estao associadas a subdifusao. Uma peculiaridade desta distribuicao de
probabilidade é a que resultados obtidos das simulagoes, sao parecidos com a distribuicao
uniforme, conforme a Figura (4.14). Esta figura representa um grafico que apresenta o expo-

ente da variancia da posicao média das particulas ao final da caminhada sob a influéncia da
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Figura 4.13: Grafico do expoente da variancia da posi¢ao das particulas (1) em funcao da largura
(0) para uma distribui¢do de probabilidade uniforme da desordem, em uma caminhada quantica de
100 passos, refletividade R=0.5 e 10 interagoes. Esta simulag@o foi realizada com larguras desta
distribuicao de fase uniforme expressas em radiano, variando em torno de 0.01 rad a 3,03 rad.
Estes resultados foram obtidos para uma tinica particula e duas particulas com simetrias bos6nicas

e fermionicas.

desordem que tem uma distribuicao cuja largura de fase varia. Com estes detalhes, podemos
ver os regimes de propagacao abordados nesse trabalho.

Comecamos a analisar a distribuicao de Laplace, come¢camos também pela largura o =
0,02 rad, onde é possivel observar uma tendéncia da particula simples, bosons e férmions,
irem para o regime balistico, mas estas podem continuar no superdifusivo. Um pouco acima
desta largura de fase, os férmions podem entrar no regime hiperdifusivo e os outros podem
permanecer no supertransporte. Proximo a largura de fase 6 = 0, 14 rad, o hipertransporte
pode comegar a atuar na caminhada. A méaxima intensidade deste regime de propagagao no

sistema pode ocorrer proximo da largura 0 = 0,26 rad. Por volta da largura § = 0, 38 rad,
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indica-se a saida dos férmions em relagao ao hipertransporte e o seu retorno ao regime
superdifusivo. Os resultados obtidos para o regime hiperdifusivo e a regiao que delimita
a propagacao balistica para a distribuicao Laplaciana, sao bastante parecidos com estes
resultados encontrados para a distribui¢ao uniforme, como mostra a Figura (4.14). Os valores
dos expoentes da variancia, proximos de 2, para o caso balistico da distribuicao de Laplace

sao apresentados na Tabela (4.4).

Larguras de Fase (0) | Exp.Var.(n) (P. S.) | Exp.Var.(n) (Bosons) | Exp.Var.(n) (Férmions)
0,02 1,98 1,96 1,98
0,14 1,94 1,92 2.05
0,26 1,83 1,82 2,07
0,38 1,70 1,68 1,95

Tabela 4.4: Valores dos expoentes da varidncia da distribuicao de probabilidade Laplaciana com
desordem, para larguras de fases diferentes dadas em radianos, localizada em torno da propagagao
balistica, de acordo com a Figura (4.14). Tais valores foram obtidos para a particula simples, bosons

e férmions.

No caso intermediario para a distribuicao de Laplace, iniciamos a abordagem por meio do
comportamento dos caminhantes em torno da largura 6 = 0,76 rad. Nesta largura de fase,
os férmions podem comecar a se aproximar da particula simples e dos bésons. Avancando
um pouco mais, podemos perceber que a largura 6 = 1,40 rad pode passar a ser uma das
ultimas a possuirem caracteristicas atribuidas ao regime superdifusivo, acarretando em uma
tendéncia das particulas, com excecao dos férmions, a se propagarem de maneira classica
ou difusiva. Logo, esta tendéncia também pode ser vista nas larguras 6 = 1,52 rad e
0 = 1,64 rad. No ultimo caso, o expoente da variancia para os bosons se aproxima muito do
limiar difusivo, ou seja, este valor quase se equivale a 1. Estes comportamentos acontecem
devido aos valores do expoente da variancia descritos na Tabela (4.5). Assim também, a
descrigao de todas essas informagoes colocadas neste paragrafo é representada na Figura
(4.14).

Para terminar a abordagem para a distribuicao de Laplace, investigamos o comporta-

mento da particula simples, bosons e férmions, ao passarem pelas larguras de fase difusivas
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Larguras de Fase () | Exp.Var.(n) (P. S.) | Exp.Var.(n) (Bosons) | Exp.Var.(n) (Férmions)
0,76 1,31 1,35 1,50
1,40 1,13 1,11 1,20
1,52 1,08 1,05 1,16
1,64 1,06 1,02 1,13

Tabela 4.5: Valores dos expoentes da varidncia da distribuicdo de probabilidade laplaciana com
desordem, para algumas larguras de fases intermediarias dadas em radianos, como mostra a Figura

(4.14). Tais valores foram obtidos para a particula simples, bosons e férmions.

que compoem a caminhada quantica que estamos analisando. Algumas das caracteristicas
desse caso poder ser relacionado & ocorréncia de maiores picos de subtransporte em relagao
aos bosons e das particulas simples estarem no limiar da propagacao difusiva. Para a lar-
gura 0 = 2.02 rad, os bosons e a particula simples, podem entrar no regime subdifusivo e os
férmions estao no regime de propagacao cléassica. Na largura 0 = 2,53 rad, os bésons podem
permanecer no subtransporte e a particula simples pode ser encontrada, praticamente, no
limiar da propagagao difusiva. O ponto em que se encontra a largura 0 = 2,65 rad é onde
pode ocorrer o maior intensidade relacionado a boésons e particula simples. Por tltimo, no
ponto da largura § = 2,77 rad, a particula simples pode retornar a acompanhar os férmions
no regime superdifusivo e os bésons passam a estar bem mais proximos do limite da propa-
gacao classica. Estas informacoes relacionadas a estas particulas e as larguras de fase sao
obtidas através dos valores dos expoentes da variancia dessa distribuigao de probabilidade

apresentados na Tabela (4.6), e estes valores sao retirados da Figura (4.14).

Distribuicao de Cauchy

Iniciando a abordagem da distribui¢cao de Cauchy para uma caminhada quantica de 100
passos com refletividade R = 0.5 e 10 interagoes, podemos apresentar o comportamento
dos caminhantes ao passar pelas regioes dos mesmos regimes de propagacao abordados nas
subsecoes anteriores, como os de hipertransporte, superdifusao e subtransporte. Um cami-
nhante que desempenha o regime hipertransporte se encontra acima da propagacgao balistica

e quando este desempenha um regime subdifusivo, se encontra abaixo da propagacao difusiva.
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Larguras de Fase () | Exp.Var.(n) (P. S.) | Exp.Var.(n) (Bosons) | Exp.Var.(n) (Férmions)
2,02 0,98 0,95 1,05
2,53 1,02 1,00 1,10
2,65 0,98 0,94 1,06
2,77 1,03 0,99 1,10

Tabela 4.6: Valores especificos da largura da distribui¢ao de probabilidade Laplaciana para a de-

sordem, dados em radianos.

Estas larguras estdo localizadas em torno da propagagao difusiva

(classica), como mostra a Figura (4.14). Tais valores foram obtidos para a particula simples, bosons

e férmions.

Expoente da Variancia (n)
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Largura da Distribuicdo de Fase Laplaciana [d (rad)]

Figura 4.14: Grafico do expoente da varidncia da posigao das particulas (n) em fungao da largura

(0) para uma distribui¢do de probabilidade Laplaciana da desordem, em uma caminhada quéantica

de 100 passos, refletividade R = 0.5 e 10 interagoes. Esta simulagao foi realizada com larguras desta

distribuicao de fase laplaciana expressas em radiano, variando em torno de 0,01 rad a 3,03 rad.

Estes resultados foram obtidos para uma tnica particula e duas particulas com simetrias bosénicas

e fermionicas.
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Estas informagoes sao descritas através do grafico representado pela Figura (4.15).

Analisando a regiao de propagacao balistica para a distribuicao de probabilidade de
Cauchy, podemos iniciar pela largura 6 = 0,02 rad, onde novamente é possivel haver uma
tendéncia da particula simples, dos bosons e férmions, irem ao local que delimita a regiao
balistica. O pico do hipertransporte para os férmions, dessa vez, pode ocorrer por volta
da largura 6 = 0,14 rad e por volta da largura 6 = 0,26 rad, os férmions podem ser en-
contrados por volta do limiar da propagacao quantica. Ao sair do regime hiperdifusivo e
da propagacao balistica, os férmions passam a estar no regime superdifusivo junto com os
outros caminhantes a partir da largura § = 0, 38 rad. Para uma regiao de expoente da vari-
ancia proxima de 2 de uma distribuicao de Cauchy, pode haver uma maior concentragao dos
férmions em torno desse local, ocorrendo uma quantidade menor de picos para o regime hi-
perdifusivo. O expoente da variancia indica o comportamento destas descrigoes, assim como
a Figura (4.15) apresenta também. Os valores para o expoente da varidncia da distribuigao

de Cauchy proximos ao hipertransporte, foram obtidos e apresentados na Tabela (4.7).

Larguras de Fase () | Exp.Var.(n) (P. S.) | Exp.Var.(n) (Bosons) | Exp.Var.(n) (Férmions)
0,02 1,98 1,96 1,98
0,14 1,94 1,91 2,05
0,26 1,86 184 2,01
0,38 1,74 1,72 1,98

Tabela 4.7: Valores dos expoentes da varidncia da distribuicao de probabilidade laplaciana para
cada largura de fase, dada em radiano, localizada em torno da propagacao balistica, de acordo com

a Figura (4.15). Tais valores foram obtidos para a particula simples, bosons e férmions.

Iniciamos a abordar o caso intermediério para a distribuicao de Cauchy, analisando em
torno da largura 6 = 1, 26 rad, onde os férmions pode se aproximar dos bosons e da particula
simples. E possivel também ocorrer uma aproximacdo dos férmions em relacio a essas
particulas em torno da largura 0 = 0,88 rad, mas entre estas duas larguras citadas, os
férmions podem se afastar dos outros caminhantes. Depois disso, partindo da largura 6 =
1,40 rad, o caminhante tende a exercer uma propagagao difusiva e na largura 6 = 1,64 rad,

o expoente da variancia para boésons se aproxima bem do valor 1 para boésons e particula
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simples. Logo, o caminhante pode ser direcionado, cada vez mais, a se propagar de maneira
classica. Nao apenas para a largura de fase 0 = 1,64 rad, mas para outras larguras e
particulas que se localizam proximas a regiao difusiva, obtemos e apresentamos os expoentes
da variancia na Tabela (4.8). Assim como, descrevemos o comportamento dos caminhantes

nesse paragrafo e representamos na Figura (4.15).

Larguras de Fase (0) | Exp.Var.(n) (P. S.) | Exp.Var.(n) (Bosons) | Exp.Var.(n) (Férmions)
0,88 1,22 1,25 1,43
1,26 1,17 1,14 1,28
1,40 1,10 1,06 1,19
1,64 1,08 1,05 1,16

Tabela 4.8: Valores dos expoentes da varidncia da distribuicao de probabilidade de Cauchy para
algumas larguras de fase intermediarias, dadas em radianos, como mostra a Figura (4.15). Tais

valores foram obtidos para a particula simples, bosons e férmions.

Ao finalizar a abordagem para distribuigao de Cauchy, investigamos o comportamento
da particula simples, bosons e férmions, ao passarem pelas larguras de fase proximas que
sao localizadas em torno da regiao de propagacao difusiva, onde o expoente da variancia
é equivalente a 1. Ao passar em torno da largura de fase 6 = 2,15 rad, os bosons e a
particula simples podem comecar a desempenhar um comportamento subdifusivo, onde os
dois caminhantes também passam a estar juntos em tal regime, em torno da largura § =
2,53 rad, onde os férmions passam a exercem comportamentos, aproximadamente classicos,
devido ao valor do seu expoente da variancia nesse ponto. Logo mais adiante, sao os bésons
e as particula simples que passam a se aproximar do limiar da propagacao classica, por
volta da largura 0 = 2,65 rad. Além disso, em torno da largura 6 = 2,77 rad, podemos
perceber comportamentos parecidos dos bosons e da particula simples relacionado ao caso
da largura 6 = 2,53 rad, devido aos valores de seus expoentes da varidncia se aproximarem
bastante. E interessante notar que uma possivel visualizar de casos difusivos para esta
distribui¢ao de probabilidade é o aumento de picos de comportamentos subdifusivos abaixo
da regiao difusiva. De acordo com o grafico que representa a Figura (4.15), é possivel obter

a descricao do comportamento destas particulas, esbocando o expoente da variancia em
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funcao da largura de fase. Logo, a partir deste grafico encontramos os valores apresentados

na Tabela (4.9) para este caso final da distribuigao de Cauchy.

Larguras de Fase (0) | Exp.Var.(n) (P. S.) | Exp.Var.(n) (Bosons) | Exp.Var.(n) (Férmions)
2,15 0,99 0,95 1,07
2,953 0,97 0,94 1,04
2,65 1,01 0,98 1,09
2,77 0,97 0,94 1,04

Tabela 4.9: Valores dos expoentes da variancia da distribuicao de probabilidade de Cauchy para
algumas larguras de fase, expressas em radiano, localizadas em torno da propagacao difusiva (clas-
sica), como mostra a Figura (4.15). Tais valores foram obtidos para a particula simples, bosons e

férmions.
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Figura 4.15: Diagrama que expressa o expoente da variancia (1) de uma distribuigao de probabili-

dade de Cauchy em funcao da largura de fase (§) em uma caminhada quantica de 100 passos, com

refletividade R = 0.5 e 10 interagoes. Esta simulacao foi realizada com larguras desta distribuicao

de fase laplaciana expressas em radiano, variando em torno de 0,01rad a 3,03rad. Estes resultados

foram obtidos para uma tunica particula e duas particulas com simetrias bosodnicas e fermidnicas.



Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho analisamos a simulacao de um modelo de circuito de fotonica integrada.
Este tipo de circuito é composto por um conjunto de divisores de feixe e moduladores da fase,
que compoem uma rede na qual pode-se realizar uma caminhada quéantica. Outro detalhe
quanto a nossa analise é que realizamos a simulacao da caminhada com 100 passos e uma
média de 10 interagoes. Analisamos teoricamente modelos de caminhada quéntica discreta
para uma particula e para duas particulas. Para sistemas com duas particulas, foi possivel
implementar estados emaranhados na caminhada, analisando as simetrias de estado iniciais
bosonicos e fermionicos.

Partindo de uma analise inicial sobre a caminhada quéntica, foi possivel acrescentar
uma desordem ao sistema alterando as fases dos moduladores da rede e com isto podemos
analisar as distribui¢oes de probabilidade da posicao do caminhante ao chegar no final da
caminhada. Para a desordem, as distribui¢oes de probabilidade utilizadas neste trabalho, a
uniforme, a Laplaciana e a de Cauchy. O parametro principal que utilizamos para analisar
estas distribuigoes foi a largura da distribui¢ao de desordem ou largura de fase. Para cada
regiao contendo algumas destas larguras, foi possivel indicar um regime de propagacao para
o caminhante.

Verificamos que é possivel “sintonizar” o regime de propagagao do caminhante, indo da
difusao até o regime balistico, através da largura da distribuicao de probabilidade da desor-

dem. Além disso, verificamos indicios que apontam para a possivel existéncia da hiperdifusao
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e da subdifusao. O fenémendo da hiperdifusao ocorre quando a propagagao do caminhante

passa a estar acima do limite quantico 71, 85-87].

Neste trabalho, também percebemos que hé uma indicacgao do processo de hiperdifusao
na caminhada quéntica para a simetria fermionica. O regime superdifusivo ocorre entre os
limites quéntico e classico [43] [83] [84]. J& a subdifusao ocorre quando o caminhante passa
a ter uma propagagao abaixo do limite classico [81] [82]. No processo subdifusivo, podemos
percerber que ocorre uma indicagao para a simetria bosonica. Com estes dados, foi possivel
analisar uma transicao do comportamento quantico ou balistico, para o comportamento

classico ou difusivo, para as larguras de fase de 0,01rad a 3,03rad.

Com os resultados desta dissertacao, alguns trabalhos foram produzidos, apresentados e
publicados em encontros cientificos de abrangéncia internacional. Com isto, foram utilizados
resultados parciais deste estudo no artigo “Anomalous diffusion on a two-particle quantum
walk” publicados e apresentados na 2022 SBFoton International Optics and Photonics Confe-
rence (88| e para a apresentagao de um poster no Encontro de Outono da Sociedade Brasileira

de Fisica de 2021, intitulado "Anomalous diffusion regimes on a two-particle quantum walk".

Como perspectiva, pretendemos aumentar o nimero de interagoes das simulacoes, para
fazer uma anélise mais precisa do erro associado ao expoente da varidncia. Quanto ao nimero
de interagoes, este deve ser aumentado para 100 ou 1000. Um outro desafio esta associado
a implementacao futura ligada a experimentacao dos nossos estudos, que consiste em uma
investigagao experimental do processo de superdifusao através de desordem sintonizavel em
uma caminhada quantica discreta no tempo e a construcao de um aparato experimental
estavel que pode ser utilizado em outros estudos relacionados a esta caminhada, com a

possibilidade de explorar outros regimes de propagacao como o hiperdifusivo e o subdifusivo.
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