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Resumo

Neste trabalho investigamos a criticalidade do modelo de Ising tridimensional com
interacoes entre primeiros vizinhos. Em nossas simulacoes computacionais consideramos
que os spins estao distribuidos numa rede ciibica simples de lado L e parametro de rede
a, de maneira que o ntimero de spins na rede é N = (L/a)3. Empregamos condi¢oes de
contorno periddicas para descrever o limite volumétrico, na qual os efeitos de fronteira e de
tamanho finito sao eliminados. Investigamos o comportamento critico do sistema através
da técnica de relaxagao dinamica em tempos curtos onde o sistema evolui segundo a
dinamica de Metropolis. Além disso, as propriedades do sistema sao calculadas antes
que o mesmo atinja um estado de equilibrio. Aqui, consideramos apenas a evolucao
a partir de um estado completamente ordenado, ou seja, a densidade de magnetizacao
do sistema no instante inicial é unitaria. Calculamos a magnetizacao (M), o fator de
estrutura (Sy), o comprimento de correlagao dependente do tempo (£), a flutuacao do
parametro de ordem (Am) e o segundo cumulante de Binder (Us). O valor do inverso da
temperatura critica, K., foi estimado utilizando um método que explora o comportamento
de escala da derivada do logaritmo do parametro de ordem com respeito ao logaritmo do
tempo (¢, ), onde € mede a distancia ao ponto critico. A grandeza (¢, ) fornece, além
do valor de K., estimativas para os expoentes criticos v, v e . A técnica de colapso
de dados é utilizada com o propoésito de se obter uma maior precisao nos valores dos
parametros criticos obtidos. Os resultados encontrados neste trabalho para o paramerto
critico K. = 0,22166(3) e para os expoentes criticos v = 0,6495(3), v = 1,2884(5)
e = 0,3222(3), foram comparados com outros disponiveis na literatura especializada
recente, para sistemas que estao na mesma classe de universalidade que o modelo de Ising
tridimensional, no qual encontramos concordancia até a quinta casa decimal através de
uma técnica que possui baixa exigéncia computacional.

Palavra-Chave: modelo de Ising, dinamica de Metropolis, magnetizacao.



vii

Abstract

In this work we investigate the criticality of the three-dimensional Ising model
with interactions between first neighbors. In our computational simulations we consider
that the spins are distributed in a simple cubic lattice of side L, and lattice parameter
a, so the number of spins in the lattice is N = (L/a)®. We employ periodical conditions
of contour to describe the volumetric limit, in which the border and finite-size effects
are eliminated. We investigate the critical behavior of the system through the dynamic
relaxation technique in short terms where the system evolves according to the Metropolis
dynamic. Futhermore, the system properties are calculated before it reaches a state of
equilibrium. Here, we consider only evolution from a completely ordered state, that is,
the magnetization density of the system at the initial time is unitary. We calculate the
magnetization (M), the structure factor (S), the time-dependent correlation length (&),
the fluctuation of the order parameter (Am) and the second cumulante of Binder (Us).
The value of the inverse of the critical temperature, K., was estimated using a method
that explores the scale behavior of the derivative logarithm of the order parameter with
respect to the logarithm of time ¢ (¢; €), where € measures the distance to the critical point.
The quantity 1 (t;e) gives, besides the value of K., estimates for the critical exponents
v, v and 8. The technique of data collapse is used for the purpose of obtaining greater
accuracy in the values of the critical parameters obtained. The results found in this work
for the critical parameter K. = 0,22166(3) and for the critical exponents v = 0, 6495(3),
v = 1,2884(5) and § = 0,3222(3), were compared with others available in the recent
specialized literature, for systems that are in the same class as the universality of the
three-dimensional Ising model, in which we find concordance until the fifth decimal place
through a technique that has a low computational requirement.

Key words: Ising model, Metropolis dynamics, magnetization.
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Capitulo 1

Introducao

As transicoes de fases e os fenomenos criticos tém sido objeto de grande interes-
se entre os fisicos tedricos, experimentais e computacionais no estudo de fendémenos em
diversas areas da ciéncia [1-3]. Para isso, eles utilizam o poder da Mecanica Estatis-
tica, que possibilita o estudo de sistemas com elevado ntimero de graus de liberdade, os
chamados sistemas complexos [4]. O interesse adquirido pelos pesquisadores teoricos se
da pelo grande progresso que o uso dos computadores tem proporcionado as simulacoes
numéricas, possibilitando uma investigagdo mais cuidadosa de modelos e teorias [5,6].

Em uma ampla variedade de transi¢coes de fases os sistemas sao submetidos a
uma quebra de simetria, fato que marca as transicoes de fases como um dos fenomenos
mais fascinantes ja observado. Um dos fatos mais curiosos, em transicoes de fases, é que
diferentes tipos de sistemas, quando analisados em seu estado critico, exibem o mesmo
conjunto de informacoes em comum. A exemplo dos sistemas magnéticos que apresentam
transicoes de fases de segunda ordem e mostram propriedades criticas que sao equivalentes
a uma transi¢ao liquido-gés [7-9|.

Neste trabalho é realizado um estudo de alta precisao da criticalidade do modelo de
Ising tridimensional, no qual ocorre uma transicao de fases continua. A escolha do modelo
foi motivada pelo fato do mesmo ter sido amplamente investigado através de diferentes
técnicas e, apesar de nao existir uma solucao exata para o mesmo, seus parametros sao
conhecidos com boa precisao [10,11].

Um dos objetivos deste trabalho é analisar a criticalidade do modelo de Ising tridi-
mensional utilizando um método, recentemente proposto [12]|, para obtencao do valor

critico do parametro que induz a transicao de fases. O método explora o comportamento
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dindmico do sistema em tempos curtos [13] e, também, fornece estimativas para os ex-
poentes criticos. Por outro lado, testaremos a eficiéncia do método ao mesmo tempo em
que verificamos se ele atinge a mesma precisao dos resultados das simulagoes Monte Carlo
de equilibrio.

No capitulo 2, fazemos uma breve introducao sobre o magnetismo em materi-
ais e logo apos classificamos os materias em termos de suas propriedades magnéticas.
Aproveitamos para digressar um pouco sobre transicoes de fases e fenomenos criticos,
onde introduzimos os principais expoentes criticos.

O capitulo 3 faz referéncia aos métodos utilizados nesta investigacao, onde apresenta-
se o Hamiltonianao do modelo de Ising, o método de derivagao numérica que da suporte
a analise proposta, a técnica de colapso de dados utilizada na obtencao dos expoentes a
partir de leis de escala e o método de analise aplicado em dinamica de tempos curtos,
onde é apresentada uma lei de escala generalizada obtida por Janssen e colaboradores |14]
para descrever o comportamento da magnetizacao.

O capitulo 4 é destinado a apresentacao do método computacional para a realizacao
da simulagao bem como & investigacao e analise dos resultados e discussoes do modelo
na rede tridimensional, partindo de um estado inicial completamente ordenado, no qual
é investigada, em diagramas, as séries temporais dos observaveis de interesse, que sao
obtidas tirando-se as médias, sobre as diferentes realizagoes da dinamica.

No capitulo 5 sao feitas as consideragoes finais.



Capitulo 2

Fundamentos

2.1 Magnetizacao em materiais

As propriedades magnéticas dos materiais tém sua origem na estrutura eletronica
dos atomos. Do ponto de vista classico, um campo magnético interno é gerado pela
translagao dos elétrons em torno do ntcleo positivo ou pelo momento angular intrinseco
dos elétrons. Assim, a origem dos momentos magnéticos estd associada ao momento
angular orbital do elétron e ao momento angular do spin do elétron [15]. Enfatizamos, no
entanto, que o magnetismo é uma propriedade cuja natureza é de origem quéantica, e esti
relacionada com o comportamento dos elétrons no material. Em particular, nao existe
um andalogo classico ao momento angular de spin do elétron.

Alguns materiais apresentam a capacidade de atracao e repulsao entre eles, isto
pode estar relacionado as propriedades magnéticas. As propriedades basicas observadas
em materiais magnéticos podem ser explicadas pela existéncia de dipolos magnéticos [16].

Os campos magnéticos internos gerados pelos movimentos eletronicos sao similares
aos campos produzidos por espiras de corrente [17], que possui momento magnético m.
Se um material é submetido a um campo magnético externo B, seus momentos magnéti-
cos dipolares tendem a se alinhar com o campo externo, de tal forma que o momento
magnético liquido nao seja nulo. Os momentos magnéticos atomicos individuais do ma-
terial contribuem para a sua resposta ao campo magnético. Descreve-se um material
magnetizado por sua magnetizacao M, que é definida como a soma de todos os momentos

magnéticos elementares, por unidade de volume. Se ha N atomos em um dado volume
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Av e 0 k — ésimo atomo tem um momento de dipolo my, temos que:
M = lim — (2.1)

onde N = v/Av. Um meio para o qual M nao é zero é dito magnetizado.

2.2 Classificacao dos materiais magnéticos

Em geral, podemos usar dois parametros importantes para classificar os materi-
ais em termos de suas propriedades magnéticas ou de seu comportamento magnético, a
susceptibilidade magnética X, e a permeabilidade magnética .. A susceptibilidade mag-
nética do meio pode ser vista como a medida de quéao suscetivel (ou sensivel) o material
é na presenca de um campo magnético. A permeabilidade magnética mensura o campo
magnético no interior de um material devido ao campo magnetizante H pré-existente na
regiao onde o material é colocado, bem como a magnetizacao por este induzida no mate-
rial em relagao ao proprio campo magnetizante H em questao. Ao colocar o material no
local considerado, no interior deste material verifica-se a presenca de um campo magnético
E, cujo valor deve-se tanto ao campo magnetizante quanto a magnetizacao induzida no
material em resposta a este ultimo. A permeabilidade do meio é a razao entre a perme-
abilidade de um determinado material e a permeabilidade do espaco livre, sendo chamada
de permeabilidade relativa do material [18].

Dizemos que um material é nao magnético se x,, = 0 ou u, = 1. Caso contrario,
o material é dito magnético. Espaco livre, ar e materiais com x,, = 0 ou p, = 1 sao
considerados nao magnéticos. Ha4 uma grande variedade de materiais magnéticos e, por-
tanto, ordenamentos magnéticos. O comportamento magnético de um material formado
por uma dada substancia depende da origem microscopica de sua magnetizacao e das
interacoes entre seus constituintes microscopicos. A tabela 2.1 ilustra 3 tipos possiveis de
ordenamentos magnéticos.

Os materiais paramagnéticos sao aqueles cujos atomos possuem momentos de
dipolo magnético permanentes. Na auséncia de um campo magnético externo, os momen-
tos de dipolo possuem orientagao espacial aleatéria e, portanto, a magnetizacao resultante
é nula. Quando um campo magnético externo é aplicado ao material, os dipolos tendem

a alinhar-se com o campo externo, caracterizando uma magnetizacao resultante diferente
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Tabela 2.1: Classificacao de trés tipos de materiais em termos de suas propriedades mag-

néticas, susceptibilidade magnética e permeabilidade magnética.

Material Xm e
Paramagnético || xm >0 | p. 21

Diamagnético || xm <0 | p, S1

Ferromagnético || x;m >0 | p. >1

de zero, cuja orientacao média é ao longo do campo aplicado. Neste momento, o campo
magnético resultante dentro do material possui duas componentes: o campo externo apli-
cado e o campo induzido proveniente da orientacao ordenada dos dipolos. A agitacao
térmica dos atomos tende a perturbar a orientacao dos dipolos, com isso, podemos dizer
que a magnetizagao do sistema diminui quando ocorre aumento da entropia (desordem). A
magnetizacdo alcanga o estado completamente ordenado (magnetiza¢do méxima), quando
todos os dipolos ficam alinhados com o campo magnético externo. Quando o campo ex-
terno é removido da amostra paramagnética, a agitagao térmica faz com que os momentos
de dipolo magnético tenham novamente direcoes aleatorias. As forcas magnéticas entre os
atomos sao tao fracas que nao conseguem manter o alinhamento dos dipolos. Os materiais
paramagnéticos apresentam valores reduzidos e positivos de susceptibilidade magnética,

observe a tabela 2.2.

Tabela 2.2: Classificagao de alguns materiais paramagnéticos em termos da susceptibili-

dade magnética

Material Xm

Oxigénio || 1,9.107°
Sodio 8,5.1076
Titanio 1,8.107

Aluminio || 2,1.107°

Platina 2,4.107*

Niobio 2,37.1074

Os materiais diamagnéticos sao caracterizados pelo fato dos &tomos nao pro-

duzirem um momento magnético resultante. Os momentos magnéticos dos elétrons no
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interior de cada um dos atomos se anulam, de modo que o momento magnético resul-
tante do sistema é zero. Nessas circunstancias, quando aplicamos um campo magnético
externo, de acordo com a lei de Lenz [19], as correntes induzidas sdo tais que se opoem
ao crescimento do fluxo aplicado. Assim, os momentos magnéticos induzidos nos dtomos
terao sentido oposto ao campo externo aplicado, apresentando valores reduzidos e nega-
tivos de susceptibilidade magnética, observe a tabela 2.3. Sao substancias diamagnéticas:

o bismuto, o cobre, a prata, o chumbo, etc.

Tabela 2.3: Classificacao de alguns materiais diamagnéticos em termos da susceptibilidade

magnética.

Material Xm

Bismuto | —16,6.107°

Merciirio —2,9.7%
Cobre —1.107°
Prata —2,6.107°

Chumbo —1,8.107°
Agua —0,91.107°

Os efeitos ferromagnéticos assim como os paramagnéticos ocorrem em materiais
cujos atomos possuam momentos de dipolo magnéticos resultantes. A diferenga entre
tais efeitos estd associada ao fato de que nos materiais ferromagnéticos existe uma forte
interacao entre os momentos magnéticos atomicos de atomos vizinhos. Esta interacao,
cuja origem é quantica, ¢ capaz de manter os momentos magnéticos alinhados mesmo
com a remocao do campo magnético externo.

Quando a temperatura aumenta, o movimento térmico compete com a tendéncia
ferromagnética de alinhamento dos dipolos. Quando a temperatura sobe além de certo
valor, chamado de temperatura de Curie, h4 uma transicao de fases de segunda ordem e
o sistema nao pode mais manter uma magnetizacao espontanea, embora ainda responda
paramagneticamente a um campo externo. Na tabela 2.4, encontram-se alguns materiais
ferromagnéticos e suas respectivas temperaturas de Curie. Abaixo da temperatura de
Curie e na auséncia de um campo externo, ha uma quebra espontanea de simetria e

com isso formam-se dominios aleatorios. Em materiais magnéticos, como o ferro e o
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Tabela 2.4: Alguns materiais ferromagnéticos e suas respectivas temperaturas de Curie .

Material | Temperatura de Curie(K)
Cromel 436
Niquel 627
Ferro 1043
Gadolineo 289

aco, os dipolos magnéticos associados aos dtomos se alinham formando regides que a-
presentam magnetismo espontaneo. Essas regioes sao chamadas de dominios. O campo
magnético resultante devido ao campo aplicado e ao campo induzido, devido a reorintacao
dos dominios, pode chegar a 10 ou 10* vezes o valor do campo aplicado. Tanto a permea-
bilidade magnética quanto a susceptibilidade magnética de um material ferromagnético

apresentam valores altos e positivos de susceptibilidade magnética.

2.3 'Transicoes de fases e fend6menos criticos

Na condicao de equilibrio, sistemas constituidos por um ntimero grande de particu-
las apresentam-se na natureza em diversas fases termodinamicas. Exemplos familiares sao
as fases solida, liquida e gasosa das diversas substancias. Mas, sabemos que existem outros

exemplos e vamos citar alguns:

e Varios metais apresentam uma fase supercondutora a baixas temperaturas, em que

o composto conduz corrente elétrica sem dissipagao de energia;

e Compostos podem assumir a fase magnética de vidros de spin, em que os spins se

congelam em direcoes aleatorias.
Vamos relembrar brevemente alguns fatos genéricos sobre as transi¢oes de fases:

1. Transicoes de fases podem ser induzidas por varios parametros - temperatura,
pressao, composicao quimica, etc. Se o parametro de inducao é a temperatura,
por exemplo, a fase de altas temperaturas é mais desordenada que a fase de baixas

temperaturas.
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2. A desordem do sistema esta associada a entropia, portanto, transicoes de fases impli-

cam numa mudanca na entropia do sistema, que pode ser descontinua ou continua.

e Descontinua — Neste caso, a transi¢ao de fases é acompanhada por um salto
descontinuo da entropia, que é o calor latente (Q = TAS), e de uma varia¢ao
descontinua da magnetizacao, no caso de sistemas magnéticos. Todas as ou-
tras grandezas termodinamicas envolvidas (energia interna, entropia, entalpia,

volume, etc.) também sido descontinuas na transigao.

e Continua — A energia livre e suas primeiras derivadas sao continuas, enquanto

que suas segundas derivadas apresentam algum tipo de singularidade.

Para a nossa discussao sobre transicoes de fases, uma definicao adequada e nada
formal seria: uma transicao de fases é uma mudanca abrupta e singular das propriedades
macroscopicas de um sistema de muitas particulas, como funcao dos parametros de con-
trole. As transicoes de fases podem ser de primeira ou de segunda ordem. Quando o
parametro de ordem do sistema vai a zero descontinuamente, se diz que a transi¢ao é de
primeira ordem. Caso contrario, quando o parametro de ordem vai a zero continuamente,
a transicao é de segunda ordem ou de ordem superior. Proximo a uma transicao de fases
de segunda ordem, sistemas microscopicamente distintos apresentam comportamentos
similares, em contraste com as transicoes de fases de primeira ordem. Tal comportamento
é chamado de universal e é caracteristico de sistemas na criticalidade. Comportamento
universal aqui quer dizer que sistemas muito diferentes se comportam da mesma maneira
na regiao proxima a uma transi¢ao de fases continua (desde que algumas caracteristicas
fundamentais como a dimensionalidade e o ntimero de componentes do parametro de
ordem sejam as mesmas).

Para se ter uma idéia qualitativa do que é um fenomeno critico, vamos considerar
um ferromagneto simples, uma barra de ferro, na temperatura 7'. Definimos a temperatura
critica T, tal que, para T" < T, o sistema encontra-se na fase ordenada e, caso contrario, na
fase desordenada. Inicialmente o sistema encontra-se na fase ordenada e a barra de ferro
esta submetida a um forte campo magnético externo B, paralelo ao seu eixo. A barra sera
quase totalmente magnetizada e, em unidades apropriadas, podemos dizer que o modulo
da sua magnetizacao M, também conhecida como parametro de ordem, serd +1. O campo

magnético é entao desligado subitamente, fazendo com que o sistema relaxe em dire¢ao
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ao estado estacionario. A magnetizacdo diminui e atinge um valor diferente de zero,
conhecido como magnetizagao espontanea M,. Invertendo o sentido do campo magnético
e mantendo a orientacao da barra de ferro, a magnetizacao sofrera uma inversao, de modo
que M deve ser uma func¢ao impar de B. Segue-se que M (B) deve possuir um grafico do

tipo mostrado na figura 2.1.

]. 1 ] T

0.5

0

_1 1 | 1 1 | 1
-1 -0,5 0 0.5 1
B

Figura 2.1: Grafico da magnetizagao em funcao do campo magnético para um material
ferromagnético. O sistema encontra-se na fase ordenada (1" < T.). O grafico indica uma
mudanca abrupta e descontinua da magnetizacao em B = 0, e o sistema atinge um estado

estacionario com uma magnetizacao espontanea =M.

Podemos considerar que a barra de ferro passou por uma transicao de fases em
B = 0, mudando subitamente de uma magnetizacao negativa para uma positiva. Em
um experimento real esta descontinuidade desaparece e o fenomeno de histerese ocorre
[9]. Ainda considerando a barra de ferro na temperatura 7" < 7., vamos supor que a
temperatura 7' seja aumentada ligeiramente. Verifica-se que o grafico da magnetizacao em
funcao do campo magnético é semelhante ao grafico anterior, porém, com a magnetizagao
espontanea M, assumindo um valor menor que o anterior, Mj.

Finalmente, se 7' é aumentado para a temperatura critica 7. (o ponto Curie), a
magnetizacao espontanea cai para zero e o grafico da magnetizacao em funcao do campo

magnético torna-se uma fungao continua com inclinacao infinita em B = 0, como mostra
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a figura 2.2.

Figura 2.2: Comportamento da magnetizacao em funcao do campo magnético. O sistema
encontra-se na temperatura critica 7' = 7.. O grafico indica uma mudanga continua
da magnetizacdo em B = 0. Neste ponto, a derivada da funcao M (B) tende a co. A

magnetizagao espontanea do sistema cai para zero.

Exatamente na temperatura critica (7.), o parametro de ordem assim como outras
fungoes termodinamicas do sistema apresentam alguma singularidade. A natureza destas
singularidades ¢ um dos problemas fundamentais no estudo das transicoes de fases. Con-
siderando ainda o exemplo da barra, se a temperatura 1" voltar a subir M (B) continuara
sendo uma funcao continua e se tornara analitica em B = 0, como indica a figura 2.3.
Essas observacoes podem ser convenientemente resumidas em um grafico da magnetizacao
em funcao da temperatura, como mostra a figura 2.4. A magnetizacao espontanea é uma
funcao de 71" e pode ser definida como

Mo(T) = lim M(B,T), (2.2)

B—0+t

o limite deve ser tomado através de valores positivos de B.
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Figura 2.3: Comportamento da magnetizacio em funcio do campo magnético. E possivel
perceber que para valores de temperatura superiores a critica (T" > T,), M(B) sempre

serd continua em B = 0.

M(T)

T C

Figura 2.4: Magnetizacao espontanea como funcao da temperatura. Iniciando na fase
ordenada T" < T,., a magnetizacao espontanea possui valor My # 0. Para T > T, a

magnetizagao é identicamente nula.
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Enquanto que a temperatura vai se aproximando de 7., com 7" assumindo valores
estritamente menores que T, (ver figura 2.4), a magnetizagao espontanea vai diminuindo
até que se anula exatamente em 7T,. E possivel notar que o parametro de ordem M possui
uma singularidade no ponto (7, 0), fato que caracteriza um fenémeno critico. Fenomenos
criticos nao sao de modo algum limitados ao parametro de ordem. Por exemplo, as funcoes
resposta calor especifico a campo constante e a suceptibilidade isotérmica divergem no
ponto critico. O comportamento dessas fung¢oes no entorno do ponto critico assume uma
dependéncia caracteristica que constitui uma assinatura do comportamento critico do
sistema. De fato, a forma funcional sao leis de poténcias da distancia ao ponto critico
nas quais os expoentes sao chamados de expoentes criticos, que serao apresentados a

seguir [20].

2.4 Expoentes criticos

O comportamento singular das fungoes termodinamicas de um sistema, nas proxi-
midades do ponto critico, é caracterizado por um conjunto de expoentes criticos. Estes
expoentes sao leis de poténcia simples com expoentes nao-inteiros, que descrevem a nao-
analiticidade de fungoes termodinamicas [21]. A medida que o sistema se aproxima do
ponto critico, varias fungoes termodinamicas podem divergir, ir a zero ou até mesmo
permanecer finitas. Vamos considerar o exemplo da secao 2.3, ferromagneto na presenca
de um campo magnético, no qual uma transicao de fases de segunda ordem ocorre em

B = 0. O comportamento critico das fung¢oes mais conhecidas ¢ dado por:
1. Magnetizacao:

M ~ (T.—T)" para B—0 e T <T. (2.3)

M ~ BY° para B—0 e T=T.. (2.4)

onde o sinal (~) deve ser lido como “vai com a temperatura ou com o campo da

seguinte forma”.

2. Suceptibilidade:

X ~ (I.—T)", para B—0 e T <T.. (2.5)

X ~ (IT'-T.), para B—0e TZ2T. (2.6)
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3. Comprimento de correlagao:

T.-T\"
& ~ ( T ) , para B—0 e T<T,. (2.7)
T—-T.\ "
§ ~ < T ) , para B—0 e T2T. (2.8)
4. Calor especifico:
C ~ (I.-T7)*, para T ST, (2.9)
¢ ~ (I'-T,)%, para T 2T. (2.10)

Podemos dizer que um parametro ¢ associado a uma fun¢ao termodinamica f(e),
onde ¢ = (T — T.)/T., € uma medida da distancia entre um ponto de temperatura 7'
e o ponto critico. Quando a temperatura 7' estd na vizinhanca da temperatura critica,
geralmente, utiliza-se a expressao |¢| — 0, que significa que estamos nas proximidades do
ponto critico.

Os indices «, 3,7, v e §, que aparecem nas leis de poténcia, descritas anteriormente,

sao conhecidos como expoentes criticos. Esses expoentes sao:
1. independentes do campo magnético B e da temperatura 7.
2. positivos por defini¢ao.

3. responsaveis pela caracterizagao do sistema quando o mesmo se aproxima do ponto

critico.

Um fato interessante é que vérios sistemas apresentam uma grande similaridade
de comportamento quando se aproximam de seus pontos criticos. Dizemos, portanto, que
tais sistemas apresentam o mesmo comportamento critico e pertencem a mesma classe de
universalidade. Em geral, uma classe de universalidade é definidade pela dimensionalidade
espacial em que o sistema é tratado, das simetrias do seu parametro de ordem e do alcance

das interacoes microscopicas do sistema.
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2.5 Leis de escala

Distribui¢oes gaussianas sao, supostamente, a norma da natureza, cuja larga apli-
cabilidade resulta do teorema do limite central: em qualquer caso onde um grande ntmero
de eventos aleatorios independentes contribuem para um determinado resultado, este
seguird a distribui¢cao normal. Quando um dado fendémeno é analisado, é possivel obter
informacoes sobre o mesmo resolvendo algum tipo de equacao diferencial, onde as fungoes
possuam escala caracteristica. Em geral, podemos expressar essas fungoes em termos de
exponenciais, em que aparece um parametro que determina a escala do problema. Porém,
nem tudo na natureza segue uma curva normal. Eventos nao-gaussianos podem ainda a-
presentar um tipo de regularidade na forma de leis de poténcia. E estas sao imcompativeis
com a nogao de que a média representa a escala caracteristica [22].

Os sistemas com escala representam quase tudo na natureza, porém, existem os
sistemas que nao possuem escala caracteristica. Os sistemas com escala sao descritos por

leis de poténcia, que sao solucoes de equacoes funcionais da forma

fx) = X f(x) (2.11)

Na fisica dos fendmenos criticos, a expressao 2.11 é conhecida como hipdtese de
escala ou de homogeneidade. Esta forma a base da teoria de grupo de renormalizagao [23].
A hipoétese de escala para fungoes termodinamicas é feita sob a forma de uma declaracao
sobre um determinado potencial termodinamico, geralmente escolhido para ser o potencial
de Gibbs por spin ¢g(B, ), que é escrito como a soma de uma parte regular go(B,e) com
uma parte singular g,(B,¢), uma funcio homogénea generalizada. E na parte singular
que as peculiaridades da criticalidade ocorrem [8].

Uma das formas da hipotese é a afirmacao de que a funcao termodinamica é assin-
totica proximo ao ponto critico, existindo dois numeros ap e ar (escalas de poténcia de
campo e temperatura) tal que para todo A positivo, o potencial de Gigbs por spin gs(B, ¢)

obedece a equacgao funcional [22]:
gs( A B \Te) = Ags(B, ) (2.12)

A hipotese de escala foi desenvolvida de forma independente por varios pesquisadores,
incluindo Widom, Domb, Hunter, Kadanoff, Patashinskii, Pokrovskii e Fisher. A hipotese

de escala possui duas categorias de previsoes [24], sendo que ambas foram muito bem veri-



CAPITULO 2. FUNDAMENTOS 15

ficadas por uma riqueza de dados experimentais em diversos sistemas. A primeira cate-
goria é um conjunto de relagoes, chamadas de leis de escala, que servem para relacionar
os véarios expoentes do ponto critico.

A segunda categoria é uma espécie de colapso de dados, que talvez seja melhor
explicado em termos do nosso simples exemplo de um ferromagneto uniaxial. Podemos

escrever a equacao de estado como uma relacao funcional da forma:
M = M(B,e), (2.13)

onde lembramos ao leitor que a magnetizacao M é o parametro de ordem e B o campo
magnético externo. Como M (B,¢) é uma func¢ao de duas variaveis, ela pode ser repre-
sentada graficamente em funcao de €, para uma sequéncia de valores de B. A hipotese
de escalonamento prevé que todas as curvas desta familia devem colapsar em uma tnica
curva fornecida por um grafico de M escalonado versus ¢ escalonado.

As previsoes da hipotese de escala sao suportadas por uma ampla gama de trabal-
hos experimentais e também por varios calculos em sistemas modelo, tal como modelos

de spins na rede [25].



Capitulo 3

Modelo e ferramentas numéricas

3.1 Modelo de Ising

O modelo conhecido como modelo de Ising foi proposto por Wilhelm Lenz, em 1920,
com o objetivo de estudar fendomenos magnéticos em materiais. Este modelo foi resolvido
por seu estudante de doutorado, Ernst Ising, em 1925, para o caso unidimensional, o qual
chegou & conclusao que o modelo nao exibe transicao de fases em temperatura finita.
No entanto, resultados de campo médio sugeriam a possibilidade de existir pelo menos
uma transicao de fases em dimensoes superiores. Posteriormente, em 1944, o quimico
noruegués Lars Onsager |26 encontrou uma solugao analitica para o modelo bidimensional
sem campo magnético, provando que o mesmo apresentava transicao de fases de segunda
ordem. Vérias técnicas aproximadas fornecem resultados que permitem obter o diagrama
de fases do modelo.

E bem conhecido que certos materiais magnéticos, como o ferro, possuem uma
magnetizacao permanente que desaparece quando o material é aquecido a temperaturas
maiores do que a temperatura de Curie. Dizemos que, em baixas temperaturas, o sistema
estd numa fase termodinamica ordenada e, em altas temperaturas, numa fase desordenada
[27]. A descricdo mais simples de tal fenomeno ¢ dada pelo modelo de Ising. Como
sabemos, o estado de um dtomo magnético é caracterizado pela direcao do momento de
dipolo magnético. No modelo de Ising, o momento de dipolo magnético se encontra na

direcao positiva do eixo z. Assim, o momento de dipolo u; do i-ésimo atomo é dado por

onde 7y é uma constante e a variavel o; toma os valores +1 caso o momento de dipolo
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aponte na direcao positiva do eixo z e —1 caso contrario. Considerando dois &tomos ¢ e j
vizinhos, os dipolos podem estar em quatro possiveis estados (++), (——), (+—) e (—+).
A energia desses dois atomos é dada por —Jo;o;, onde J > 0 é uma constante
que representa a interacao entre os dipolos magnéticos. A configuracao do sistema fica
completamente especificada por 0 = {01, 09, 03, ..., on}, ou seja, pela especificagao
do estado de cada um dos dipolos do sistema. A energia total correspondente a esta
configuragao é dada por:
H(o)=—-J) o0y, (3.2)
(i.4)
onde a soma se estende sobre os pares de &tomos vizinhos.

Se o sistema estiver sujeito a um campo externo na direcao z, a energia terd um

termo adicional devido & interacao dos dipolos com o campo, como mostra a equacao 3.3:
N

H(o) = —JZO'iO'j—i—KZO'Z', (3.3)
(i.7) i=1

onde k é uma constante proporcional ao campo e N é o nimero de 4tomos na presenca
do campo magnético.

Em equilibrio termodinamico a uma temperatura absoluta 7', a probabilidade P(o)
de encontrar o sistema na configuracao o é dada por:

P(o) = S exp (~5H(0)) (3.4

onde 5 = 1/kgT, sendo kg a constante de Boltzmann e
7= exp{~6H()) 5)
{o}
¢ a fungao de particao do sistema. O simbolo {o} indica que a soma se estende sobre

todas as 2V configuracoes.
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3.2 Diferenciacao numérica dos dados

E muito comum em investigacoes cientificas a medi¢ao de observaveis que exigem
o calculo de derivadas a partir de dados experimentais. A diferenciacao numérica direta
é, em geral, nao aconcelhavel, pois, o ruido dos dados é amplificado, gerando resultados
nao confiaveis. A base do método de andlise dos observaveis, para este trabalho, exige o
calculo de derivadas. Para evitar a amplificacao dos ruidos, em vez de aplicar uma técnica
classica de diferenciagao numeérica, empregamos um método que se baseia na resolucao de
uma equagao integral de primeiro tipo [28]. As equagoes funcionais, em que as fungoes
desconhecidas aparecem sob o sinal de integral, denominam-se equagcoes integrais. Se a
equacao integral possui apenas uma funcao desconhecida e a mesma é do 19grau, a equacao
integral é chamada de linear. Uma equacao integral linear denomina-se de primeiro tipo,

se possui a forma: .
o) = [ wlaEute)ds (36)

onde p(z) e k(x,§) sao fungdes continuas dadas e u(§) é a fun¢ao desconhecida.

A grande vantagem apresentada pelo método utilizado neste trabalho [29], é que
0 mesmo nao impoe suposicoes sobre a forma funcional dos dados e que existem varios
métodos confidveis para resolver numericamente este tipo de equacao integral.

Um método numérico estavel para resolver uma equacao integral de primeiro tipo é
através do processo de reqularizacao de Tikhonov. Este procedimento evita a amplificacao
dos ruidos presentes nos dados. Por outro lado, o método de regularizacao Tikhonov con-
tém um parametro de regulacao interno, responsavel pelo equilibrio entre a manutencao
das caracteristicas essenciais dos dados e o controle da amplificacao do ruido. Em resumo,
um pequeno valor do parametro de regularizagao favorece a precisao do ajuste enquanto
que um grande impoe a suavizacao da funcao de ajuste.

Neste trabalho utilizamos o chamado critério de Morozov para selecionar o valor
apropriado do parametro de regularizacao [30]. O critério de Morozov consiste em escolher
o parametro de regularizacao de tal maneira, que a média das diferencas entre os valores
medidos e os dados estimados sao da mesma ordem de grandeza, em comparagao com
o desvio padriao dos dados brutos. As vezes, usamos a validacdo cruzada generalizada
[31,32], uma técnica para avaliar a capacidade de generalizagao de um modelo, a partir
de um conjunto de dados. Esta técnica é amplamente empregada em problemas onde

o objetivo da modelagem é a predi¢do. Veja a referéncia [28| para uma introdugao as
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técnicas de suavizacao de dados, via regularizacao de Tikhonov.

3.3 Colapso de dados

O colapso de dados [33] é uma técnica utilizada para estabelecer uma escala a
partir da observacao de curvas em determinadas regioes e também para extrair expoentes
associados em diversos problemas que possuam caracteristicas auto-similares [4]. Para
muitos sistemas simples, as diversas curvas podem convergir em uma tnica curva |24].

No campo das simulacoes numéricas, este método tem sido utilizado para analisar e
extrair expoentes em diversos problemas [13]. Desta maneira, é essencial ter uma medida
adequada para que se possa ter uma confiabilidade no colapso. Em alguns problemas, sao
esperadas leis de poténcias puras, em outros os expoentes sao conhecidos aproximada-
mente, porém, o colapso de dados é passivel de correcoes em termos do escalonamento.
Nessas situagoes, existem métodos conhecidos para extrair os expoentes ou para adicionar
os termos de correcoes [33].

A técnica de colapso de dados consiste em analisar a quantidade m(¢, L) em

fungao de uma variavel de escala w(t, L). A escala considerada pode ser do tipo:
m(t,L) = Lf(t/L°), (3.7)

com w = t/L°. A grandeza m(t, L) obedece uma relagio de escala que depende da
natureza do problema a ser considerado, podendo assumir valores de observaveis como:
magnetizacao, calor especifico, tamanho do sistema ou pode inclusive assumir formas
gerais. De acordo com a descricao do problema os parametros L e ¢t podem representar
qualquer variavel de controle ou evolucao do sistema, respectivamente. Para sistemas de
tamanho muito grande, ou seja, niimero de componentes do sistema indo para o infinito,
L e t representariam parametros termodinamicos. Sendo L um observavel da escala de
comprimento, o expoente d seria um tipo de dimensao da grandeza m(t, L) e o expoente
c a dimensao da variavel ¢, observe a equacao 3.7.

Em geral, é regra para sistemas dominados por flutuacoes que os expoentes d e ¢
assumam valores dificeis de ser obtidos, ao contrario de uma analise dimensional. Tando
os expoentes quanto a fungao f(t/L¢) definem o comportamento do sistema. Dessa forma,

duas variaveis que sao independentes uma da outra combinam em uma escala para dar



CAPITULO 3. MODELO E FERRAMENTAS NUMERICAS 20

origem a uma nova variavel e isso leva a uma simplificacao na descricao do fenémeno.
Esse fato reforca ainda mais a importancia da hipotese de escala.

Na referéncia [33|, é proposta uma medida que pode ser utilizada para qualificar
o colapso dos dados. Essa medida utiliza um principio de minimizagao, para uma busca
dos expoentes exatos ou mais precisos.

Se a fungao f(t/L°) em (3.7) é conhecida, a soma dos residuos é dada por

B= 30 L m = (/1) | (38)

neste caso a soma é superior a todos os pontos dados e ¢ minima para a escolha correta
dos expoentes (d,c). Na auséncia de qualquer erro, estatistico ou sistematico, o valor
minimo é igual a zero.

Na maioria dos casos, a fungao f(t/L°) ndao é conhecida, mas ¢, em geral, uma
funcao analitica. O método sugere que se faga uma interpolagio de f(t/L¢) . Colocando
em ordem os valores dos dados, de modo que m;; e t;; representem o i-ésimo valor de ¢
para o j-ésimo valor da variavel L. O erro residual é definido como:

1/q

E, - % SOSTST | Lyt — e (Li7ty) |9 (3.9)

p ]#p 7;7NP

onde €,(L;t;;) é a interpolacdo da fungao f(t/L¢) para os valores do conjunto de dados
p e n é o numero de pares. Na expressao do erro residual, ¢ tem carater geral, embora

neste trabalho tenha sido utilizado o valor ¢ = 1.

3.4 Dinamica critica em tempos curtos

Em geral, nos sistemas hamiltonianos que exibem transicoes de fases, muitos
parametros sao envolvidos no processo. Porém, o conceito de universalidade, introduzido
por Kadanoff em 1966, sugere que o comportamento critico de sistemas hamiltonianos nao
dependa necessariamente de todos os parametros do hamiltoniano. Kadanoff mostrou em
seus trabalhos que o comportamento de escala do sistema, nas proximidades do ponto
critico, pode ser explicado através da seguinte consideracao: as interagoes resultantes que
exibem o comportamento do sistema nao serao alteradas se os graus de liberdade forem

agrupados e tomados como uma so entidade, do ponto de vista matematico. Desta forma,
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os detalhes das interacoes microscopicas seriam desprezados, em fungao das grandes flu-
tuacoes observadas no ponto critico. A descricao qualitativa do sistema nao sofreria
alteracao enquanto fosse reduzido o nimero de graus de liberdade. Mais tarde, as ideias
de Kadanoff tornaram-se a base para a construgao do grupo de renormalizag¢ao [23]. O
grupo de renormalizacao, consiste em um conjunto de operagoes matemaéticas que per-
mitem a investigacao sistematica de sistemas fisicos, observados a partir de diferentes
escalas. O grupo de renormalizacao esta intimamente relacionado com a invariincia de
escala, simetrias na qual um sistema parece o mesmo em todas as escalas, a chamada
auto-similaridade. A maneira com que a escala varia pode ser imaginada como se o sis-
tema fosse investigado a partir de varias lentes de aumento. A medida que mudamos
as lentes o sistema preserva suas caracteristicas/propriedades, a exemplo das estruturas
fractais que preservam as suas caracteristicas geométricas [34].

Até pouco tempo, o comportamento universal s6 era observado em sistemas que
j& tinham atingido o estado estacionario, ou seja, que ja obedeciam a distribuicao de
Boltzmann no equilibrio [7,8,35]. Por esse fato, os expoentes criticos eram obtidos,
numericamente, a partir de configuracoes de equilibrio. Uma das grandes dificuldades
encontradas é o fato de que os sistemas em estudo, nas proximidades do ponto critico, sao
fortemente correlacionados. Este fato implica grandes esforcos para obter configuragoes
descorrelacionadas, afim de medir os observaveis termodinamicos desejados. Esses fatos
motivaram o interesse nos trabalhos de Huse |36] e Jansem [14]. Esses trabalhos revelaram
um comportamento universal bem antes do sistema atingir o equilibrio.

Além de aumentar o conhecimento fundamental dos fenémenos criticos, a investi-
gacao do comportamento universal da dinamica de tempos curtos também tornou possivel
novos modos de determinar todos os expoentes estéticos e dinamicos [13]. Os expoentes
criticos podem ser determinados através do comportamento de lei de poténcia dos ob-
servaveis no inicio da evolugao temporal ou por analise de escala de tamanho finito. Por
exemplo, a simulagao de Monte Carlo de dinamicas criticas em tempo curtos é a andlise
das séries temporais de um pequeno conjunto de observaveis quando os parametros de
controle sao definidos pelos seus valores no ponto de transi¢ao. Os observaveis sao tipica-
mente o parametro de ordem e alguns dos seus momentos ou cumulantes [13]. A anélise
requer que a configuracao inicial seja cuidadosamente controlada. Caracterizando as con-

figuracoes iniciais podemos ter, no caso de sistemas magnéticos, o caso ordenado e o
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desordenado.

Em uma grande variedade de Hamiltonianos e sistemas dinamicos, verifica-se que
a evolucao no tempo dos observaveis no ponto critico segue uma lei de poténcia logo apés
um tempo inicial “microscépico”. Este fato importante sugere que a abordagem de curta
duracao pode ser utilizada para identificar os valores dos parametros criticos de controle.
Mais importante ainda, os expoentes universais da transicao podem ser diretamente rela-
cionados com os expoentes da lei de poténcia observadas durante a evolucao dinamica. A
obtencao dos expoentes universais junto com os parametros criticos de controle é um dos
principais objetivos da técnica de anélise de tempos curtos.

E possivel descrever uma experiéncia de dinamica critica em tempos curtos a partir
de uma configuracao completamente ordenada. Inicialmente um estado inicial é escolhido,
de tal modo que o sistema apresente uma magnetizacao inicial unitaria. Suponhamos que
uma simulacao de Monte Carlo é iniciada muito perto do ponto critico. Em seguida,
o sistema evolui durante um tempo que é curto em relacao ao tempo necessario para
o mesmo atingir o estado estacionario. Gracas a criticidade que domina o problema,
podemos prever a forma de M (t) neste experimento através de um método muito ttil
no estudo das transicoes de fases e mensurar expoentes criticos estaticos e dinamicos. A
teoria formal que apoia estas consideracoes foi originalmente desenvolvido pela Janssen
e colaboradores [14, 36|, utilizando técnicas de teoria de campo. Em resumo, a teoria
fornece uma maneira de analisar o comportamento universal do sistema bem antes do
mesmo atingir o estado estacionario. Para descrever o comportamento da magnetizacao

proximo ao ponto critico, assumimos a seguinte relacao de escala:
(M(t)) ~ t= P2 F(t/v3e), (3.10)

onde (...) indica médias sobre as diferentes realizagoes da dinamica; 5, v e z sdo os
expoentes criticos usuais [37,38|; ¢ é o tempo, € é a distancia ao ponto critico e ]:(tl/”ze)
é uma funcao de escala.

O comportamento da magnetizacao média mostra-se mais evidente quando os da-
dos sao tracados em uma escala logaritmica dupla, no qual In(M (¢)) é tracado em fungao
de 7 = In(t). Lembramos que aplicando o logaritmo natural na Lei de Escala 3.10, obte-

mos o compotamento da magnetizagao média na escala logaritmica:

In(M(t)) = —gln(t) + In F(t"/"%¢) (3.11)
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No ponto critico, a derivada da magnetizacao média na escala logaritmica é nula.
Esta tltima caracteristica sugere que seja introduzida a seguinte grandeza

@u@)ngnmﬂw% (3.12)

T

que é a derivada do logaritmo da magnetizacao média em funcao do logaritimo do tempo
(7 = In(¢)). Derivando a equagdo 3.11 em relagdo ao logaritmo do tempo, obtemos o
comportamento de W(r, ), como podemos observar abaixo:

x

U(r,e) = %{—gln(t)}—i—(% In F(t'/72e) | ,
B 1 0F(x)
e = = T ) e
U(re) = Ly L Flde (3.13)

vz  Flz) dx dr

O termo /7% pode ser reescrito em termos do logaritmo do tempo (7):

A = tl/z/z7

In(A L 1 Tt

n( ) - ; 1’1( )7

67'/1/z _ A,

v = vz, (3.14)

Desta forma, temos:

dx d 1
e T/vz _ 1
dr dT(e ) vz (3.15)

Assim, a equacao 3.15 pode ser adicionada a equacao 3.13:

3 1 dF(z) 1
V(re) = 7R []—‘(w) dx ;]
U(r,e) = —% + 20 (z). (3.16)

onde z = t'/"?¢ = e7/"*c ¢ uma variavel de escala e \if(tl/”zs) ¢ uma funcao de escala
universal.

No ponto critico, outras quantidades também apresentam um comportamento de
escala [13|. Em particular, tanto o fator de estrutura como a flutua¢do do parametro de

ordem escalam como segue:

Si(t) ~ AM(t) ~ 772, (3.17)
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onde 7 é o expoente critico da suceptibilidade.

O expoente critico dinamico z é avaliado a partir da relagao abaixo:
E(t) ~ 3%, (3.18)

ou

Uy(t) ~ %%, (3.19)

Além disso, o comportamento da derivada da magnetizacao em funcao do tempo

numa escala dupla logaritmica é dado por:

0
ZInM(t ~ vz 2
Os . ( 76) e=0 (3 0)



Capitulo 4

Resultados

4.1 A Simulacao

As simulacoes tiveram o objetivo de analisar o carater critico de uma rede de
spins com interagao entre primeiros vizinhos, que interagem segundo o modelo de Ising
tridimensional. As simulagoes foram realizadas em uma rede cibica simples de lado
L = 1024 e parametro de rede a = 1, totalizando N = L3 spins. Em nossas simulacoes
utilizamos as unidades de processamento grafico (GPUs). Estes dispositivos permitem
a realizacao de simulacoes de modo paralelo em grande escala. Nossa implementacao é
baseada na plataforma de computacdo paralela CUDA [39] desenvolvido pela NVIDIA
Corporation. A maioria de nossas simulagoes foram realizadas em uma GPU com cerca
de 1,3 gigabytes de memoria de acesso aleatorio. Isto significa que poderiamos simular
até 8 redes, cada uma com 1024 x 1024 x 1024 spins, simultaneamente com o mesmo valor
de temperatura levando cerca de 5 minutos de computacao para gerar uma série temporal
com 1000 passos de Monte Carlo (Monte Carlo Steps, MCS). Um passo de Monte Carlo
no nosso modelo é definido como N tentativas de inversao de spin.

Inicializamos o sistema numa configuracao totalmente ordenada, onde todos os
spins apontam na mesma direcao. Portanto, em t = 0, fizemos o; = 1 para todo 7. Assim
a densidade de magnetizacao do sistema em ¢ = 0 é unitaria. O modelo estudado possui
apenas um parametro de controle, a temperatura. Para cada valor de temperatura o
sistema evolui a partir de um estado completamente ordenado de acordo com o Algoritmo
de Metropolis e em uma janela de tempo entre 100 e 1100 MCS. Utilizamos um ntmero de

passos inferior ao necessario para que o sistema atingisse o estado estacionario. O ntimero
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de passos necessario para que o sistema atinja o estado estacionario é chamado de tempo
de relaracao.

Para cada valor de temperatura repetimos o processo a partir da criacao de uma
nova rede, de maneira a simular o procedimento de realizar as mesmas medicoes em
novas amostras. Foram realizadas simulagoes com 32 amostras e tomadas as médias dos
observaveis desejados, afim de se obter as séries temporais das quantidades de interesse.

As grandezas fisicas calculadas diretamente das simulacoes estao indicadas a seguir:

1. Magnetizacao
(M(t)) = % (Z cn) . (4.1)

2. Segundo Momento da Magnetizagao

- (5]

(SK(1)) = % <Zaiai+xcos(kx)> (4.3)

1,X

3. Fator de Estrutura

onde k = 27/ L.

4. Comprimento de Correlacao Dependente do Tempo

=/ (- 1): (14)

5. Flutuacao do Parametro de Ordem

(5] ) o) e

6. Cumulante de Segunda Ordem

(4.6)

Como a maioria de nossas andlises foram feitas em uma escala logaritmica, optamos

por fazer medicoes uniformemente espacados nesta escala.
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4.2 Algoritmo de Metropolis

O algoritmo de Metropolis é o mais utilizado para simulagao de sistemas fisicos
dentre os algoritmos do método Monte Carlo. Seu principio de funcionamento é simples:
observar como uma possivel mudanca na configuracao do sistema implicaria na sua energia
e, através de certa aleatoriedade, definir se essa mudanca serd feita ou nao. Lembramos
que o objetivo é realizar uma caminhada aleatéria no espago de configuracoes, de tal
forma que a probabilidade de uma dada configuragio, o' = (01, 03, 03, ..., o), ser visitada
seja proporcional ao peso estatistico da mesma. Desta forma apenas configuragoes que
contribuam significamente para as médias termodinamicas serao geradas [40].

A partir da escolha do parametro de controle que no nosso caso é a temperatura,
e do tamanho do sistema (N), o procedimento se inicia com a geragao da rede no com-
putador. Os elementos da nossa rede sao as variaveis de spin. Como citado anteriomente,
fizemos com que inicialmente o; = 1 para todo elemento da rede. Aguardamos o nimero
de passos de Monte Carlo atingir a marca de 100 MCS, e ap6s esse tempo, registramos
os valores dos observaveis de interesse em intervalos de tempo uniformemente espagados
numa escala logaritmica até ser atingida a marca de 1100 MCS, estando o sistema fora
do estado estacionario.

Em termos do sistema de spins que estamos considerando, podemos sistematizar

a dinamica da seguinte maneira:

1. Geramos uma rede cuibica de tamanho N de forma que todos os elementos sejam

unitarios.

2. Escolhemos um spin ao acaso através de um sorteio e promovemos uma inversao em

sua orientagao.
3. Calculamos a diferenga de energia (AFE) associada & inversao da orientagao do spin.

4. Se a diferenca de energia entre as configuragoes antes e apds a troca for menor ou
igual a zero, aceitamos a mudanga. Caso contrario, sorteamos um nimero aleatorio

r igualmente distribuido no intervalo [0, 1] e calculamos p = exp {—SAFE}.

5. Se r < p, entao a mudanca de orientacao é aceita. Caso contrario, a configuragao

permanecera a mesma e seguimos para o proximo passo.
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6. Repetimos N vezes os passos 2, 3, 4 e 5.

7. Registramos o valor das médias das grandezas fisicas relevantes na janela de tempo
de 100 & 1100 MCS em intervalos de tempo uniformemente espagados numa escala

logaritmica.
8. Repetimos os passos 2 a 7 até obtermos 32 amostras.

9. Calculamos as médias das grandezas fisicas desejadas em cada amostra.
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4.3 Comportamento das grandezas calculadas

4.3.1 Magnetizagao média

Analisamos o comportamento da magnetizacao da rede para um conjunto de
valores de inverso de temperatura (K) em fungao do tempo. Por uma questao de con-
veniéncia, trabalhamos com valores de inverso de temperatura. O procedimento adotado
seguiu os critérios da Dinamica de Tempos Curtos. Mantivemos fixo o tamanho da rede,
o parametro de rede e o numero de spins, e variamos linearmente o valor de K no in-
tervalo de interesse [0,2211;0,2220]. Os nossos resultados para uma rede de tamanho

1024 x 1024 x 1024 e diversos valores de K sao mostrados na figura 4.1.

— K=02211
K =0,2212

0.3 — K=02213| _]
» K =0,2214
K =02215
— K=02216

K =02217
K = 02218
—_— K=0221%
K=0222

0,25

M(®)

0,15

Figura 4.1: Magnetizacao média em funcao do tempo para varios valores de K. As
curvas indicam o comportamento do parametro de ordem do modelo de Ising para tempos
curtos e mostram que a magnetizacao média decai para uma constante aproximadamente
independente do tamanho do sistema caso a temperatura seja menor ou maior do que a

temperatura critica.

As curvas indicam que a magnetizacao média decai para uma constante aproxi-
madamente independente do tamanho do sistema caso a temperatura seja menor que a
temperatura critica (K > K.). Caso contrario, (K < K.), a magnetizacado média decai

para um valor da ordem de 1/N. A magnetizagao é pega chave na anélise proposta neste
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trabalho, uma vez que fornece as condigoes necessarias para que possamos sintonizar o
sistema no parametro critico de controle. Lembramos que a relaxacao é exponencial para
uma temperatura nao muito proximo da critica, e ela se transforma em uma lei de poténcia

quando a temperatura aproxima-se da critica de acordo com o seguinte Lei de Escala:

(M(t)) = tP=F( =)

4.3.2 Magnetizacao média na escala logaritimica

O comportamento da magnetizagao média mostra-se mais evidente quando os da-
dos sao tracados em uma escala logaritmica dupla, no qual In(M (¢)) é tracado em fungao

de 7 = In(t). Na figura 4.2, construimos um gréfico para ilustrar tal comportamento.

-1,2

——
—
Z -1.6 i
2 K=02211
L) K=02212
= — K=02213
- i K =02214 ]
K=02215
— K=02216
K=02217
K=02218
2 | — K=02219 s
— K=0222
| ] | ]
5 6 7

T

Figura 4.2: Logaritmo da magnetizacao média em funcao do logaritmo do tempo para
varios valores de K. A partir das curvas indicadas pode-se inferir que 0,2215 < K, <

0,2218. Os dados foram suavizados através da técnica de regularizacao de Tikhonov.

Observando a figura 4.2, percebemos que o logaritmo da magnetizacao média possui

trés possiveis comportamentos caracteristicos:

1. In(M (t)) parece tender a uma constante, para K > 0,2218, ja que nessa regiao as

curvas possuem concavidades voltadas para cima.
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2. In(M(t)) parece tender a —oo, para K < 0,2215, jA que nessa regiao as curvas

possuem concavidade voltada para baixo.

3. In(M(t)) é praticamente linear entre 0,2215 < K < 0, 2218.

Na figura 4.2 nao é possivel perceber qual curva representa a melhor lei de poténcia,
mas, é evidente que a transicao ordem-desordem ocorre em algum ponto entre K = 0, 2215
e K =0,2218, ja que neste intervalo as curvas se aproximam de retas.

Lembramos que o compotamento da magnetizacao média na escala logaritmica

pode ser representado por:

(M (8) = — 2 In(t) + In F(1/7%) (4.7)

vz

4.3.3 Derivada da magnetizacao média na escala logaritimica

Observamos na figura 4.2 que In(M(t)) possui concavidade voltada para cima
quando K > 0,2218, e concavidade voltada para baixo quando K < 0,2215. Esta tltima

caracteristica sugere que seja introduzida a seguinte grandeza

U(r,e) = agln(M(t)), (4.8)

-
que é a derivada do logaritmo da magnetizacao média em funcao do logaritimo do tempo
(1 =In(t)).

Lembramos também que ao derivar o logaritmo da magnetizacao média em func¢ao

do logaritimo do tempo, obtemos:

B 1 dF(z) 1
Ure) = 7R {.F(x) dx 1/_2]
U(r,e) = —% + 2¥(x). (4.9)

onde = t'/"?¢ = e7/Y*c ¢ uma variavel de escala e ‘if(tl/”"’s) ¢ uma funcao de escala
universal.

As derivadas foram obtidas numericamente a partir da técnica de regularizacao
de Tikhonov. A técnica além de permitir o calculo de derivadas de maneira eficiente,
também minimiza os possiveis ruidos dos dados, tornando possivel a construcao de curvas
com comportamentos suaves.

Na figura 4.3 é possivel observar o comportamento das derivadas das curvas indi-

cadas na figura 4.2.
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Figura 4.3: Grafico da derivada do logaritmo da magnetizacao em relacao ao logaritmo
do tempo para diferentes valores de K. As curvas indicam que para K = 0,2216 e

K =0,2217, ¥(r,¢) possui comportamento aproximadamente linear.

A figura 4.3 ilustra o comportamento de U (7, €) a medida que 7 cresce. Para valores
de K > 10,2217, ¥(r,¢) tende a zero. Enquanto que para valores de K < 0,2216, ¥(r,¢)
tende a —oo. Por outro lado, é possivel perceber que o ponto critico estd associado a um
valor de K critico, no qual W(7, ) é independente do tempo, ou seja, V(7,6 = 0) = —f/vz,
de acordo com a equacao 4.9. Com o objetivo de obter uma estimativa mais precisa da
localizacao do ponto critico, tracamos a derivada do logaritmo da magnetizacao média em
fungao de K para um conjunto selecionado de valores de In(t). Na figura 4.4 é possivel
observar o comportamento de WU(7,¢) a medida que K cresce.

Através da figura 4.4 é possivel perceber que todas as curvas possuem aparente-
mente um ponto de interse¢do comum (K., —(3/vz), no qual ¥(7,¢) é independente do
tempo. Embora nao seja aparente na escala da figura, diferentes pares de curvas cruzam-
se em pontos ligeiramente distintos, com isso foi possivel perceber uma tendéncia pequena
e bastante sistematica na distribuicao dos pontos de cruzamento. Destacamos o aparente
ponto de intersecao com um retangulo tracejado, ver figura 4.4, e em seguida, construimos
um novo grafico indicando a ampliacao da regiao destacada pelo retangulo, ver figura 4.5.

A partir da figura 4.5 é possivel notar rapidamente que cada cruzamento fornece
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Figura 4.4: Grafico da derivada do logaritmo da magnetizacao em relacao ao logaritmo
do tempo como uma funcao de K. Cada curva resulta de um corte vertical na figura 4.3

no valor correspondente a In(¢). O retangulo tracejado indica a regiao critica.

uma estimativa para K, e consequentemente uma estimativa para $/vz, de acordo com
a equagao 4.9.

Note, ainda, a tendéncia para o cruzamento entre as curvas se deslocar para a
direita & medida que 7 = In(¢) diminui. Como existem vérios cruzamentos e consequente-
mente varias estimativas para K. e 3/vz, mostramos como as estimativas para K. e §/vz
dependem da relagao entre os tempos w = t;/t;, com j =1,2,...,i—1 e t; o tempo corre-
spondente a i-ésima curva. Desta forma, estimamos K. = 0,22166(3) e §/vz = 0,243(4)
a partir da extrapolagao linear dos dados referentes as curvas das figuras 4.6 e 4.7. Os
erros foram calculados a partir do espalhamento dos pontos de intersecao em torno dos

valores médios.
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Figura 4.5: Ampliagao do grafico da derivada do logaritmo da magnetizagao em relacao
ao logaritmo do tempo como uma funcao de K. Cada cruzamento é uma estimativa para
K. e para 3/vz.
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Figura 4.6: Estimativa para o valor de . em fungao da relacao dos tempos w = t;/t;, com
g =12,...,i—1et; otempo correspondente a i-ésima curva. Para cada conjunto de

dados aplicamos uma regressao linear, assim determinamos varias estimativas para K..
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Figura 4.7: Estimativa para o valor de . em funcao da relagao dos tempos w = t;/t;, com
j=12,...,i—1et; o tempo correspondente a i-ésima curva. Para cada conjunto de

dados aplicamos uma regressao linear, assim determinamos varias estimativas para [/vz.

4.3.4 Colapso dos dados

A equacao 4.9 pode ser reescrita da seguinte forma:

2W(z) = % + U(r,e). (4.10)

De acordo com a equacao acima, os dados representados pelas curvas da figura
4.4 devem formar uma tnica curva universal se U(r,¢) for tracado contra a variavel de
escala x. Isto ocorre apenas quando as melhores estimativas dos parametros criticos
1/vz e K, sao utilizadas na escala. Lembramos que o processo utilizado para obter as
melhores estimativas baseia-se numa técnica que analisa a estatistica dos residuos dos
dados colapsados (£). Esta estatistica mede a qualidade do colapso dos dados, e pode ser
escrita como segue:
B s K) == 350 3 [W(me5) — L)), (4.11)
T p jisobre
que é uma fungao de valores arbitrados para 1/vz e K..

No plano escalado, as abscissas sao dadas por:

1/vz
Ti; = tz g,
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Ty = ti/”Z(KC—Kj)/Kj,

1/vz

Ti; =t ey,

x;; = e/’ (observe a equagdo 3.14)

que constitui uma funcao z;; = z(t;,&;) = z(7;, ;).

Para encontrar os valores dos parametros criticos realizamos uma pesquisa na rede
em um conjunto de pontos (discretos) dentro do retangulo definido por 0.22165 < K. <
0.22168 € 0,70 < 1/vz < 0.76. O comportamento da qualidade do colapso para os nossos
dados esta ilustrado na figura 4.8, na qual marcamos E em fungao de 1/vz, para K fixo.

O minimo de E ¢é atingido para valores de K. = 0,22167 ¢ 1/vz = 0,751. Com esta

0,005

0.004
Mﬂu
N
<
Z 0.003
M

0,002

0,65 0,7 0,75 0,8
1/vz

Figura 4.8: O erro médio (EF) é mostrado como uma func¢ao do valor arbitrado a 1/vz

para diferentes valores de K. O minimo global, representado pela curva vermelha, indica

a melhor estimativa para 1/vz e K.

informacao tracamos ¥(r,¢) em funcio de z = e7/?c. A figura 4.9 mostra como os dados
da figura 4.4 devem formar uma tnica curva universal. Podemos perceber que os dados
colapsam em uma tnica curva para valores de K. = 0,22167 ¢ 1/vz = 0,751. Tendo uma

estimativa para K. tornamos a realizar simulacoes para assim obter os expoentes criticos.
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Figura 4.9: Nova representagao da figura 4.4 com reescalonamento. A figura indica o
colapso completo em uma tnica curva para valores de K. = 0,2216702 e 1/vz = 0,751,

obtidos anteriormente pela minimizacao da figura de mérito 4.8.
4.4 Determinacao dos expoentes criticos

O comportamento do logaritmo da magnetizacao média em funcao do logaritmo
do tempo na temperatura critica é representado na figura 4.10. A partir da inclinacao
da reta determinamos /vz = 0,243, observe a equagao 4.7. Lembramos que o fator de
estrutura e a flutuacao do parametro de ordem escalam da mesma forma, de acordo com a
equacao 3.17. O comportamento destas grandezas é representado na figura 4.11. A partir
da inclinacao das retas da figura 4.11 determinamos v/vz = 0,9676(5), onde (5) significa
o erro estimado. O comportamento do comprimento de correlacao dependente do tempo,
em uma escala logaritmica dupla, é representado na figura 4.12. A partir desta figura
determinamos 3/2z = 0,7316(2), observe a equagao 3.19. Para finalizar, exibimos na
figura 4.13 o comportamento do segundo cumulante de Binder numa escala logaritmica
dupla e determinamos o expoente 3/z = 1,465(3). Nossa estimativa para o expoente
critico dinamico foi z = 2,04778. Para os expoentes estaticos as estimativas foram v =
0,6495(3), v = 1,2884(5) e 5 = 0,3222(3). Observe também que os nossos resultados para

os expoentes criticos sao compativeis com a rela¢ao de hiper escala 23/vz + v/vz = 3/z.
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l
5.5 6 6,5 7 7.5
In(t)

Figura 4.10: Magnetizacao em fungao do tempo em uma escala logaritmica dupla para
K. =0,2216702. A curva indica um comportamento linear, desta forma determinamos o

expoente [3/vz através da inclinacao da reta. A linha é um ajuste linear dos dados.

7 | T | T T T

5.6 6.3 7 7,7
In(t)

Figura 4.11: Fator de estrutura (Sy) e flutuacao do parametro de ordem (Am) em uma

escala logaritmica dupla para K, = 0,2216702. A partir da inclinacao da curva determi-

namos o expoente v/vz. A linha é um ajuste linear dos dados.
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Figura 4.12: Comprimento de correlagao dependente do tempo numa escala logaritmica
dupla em k. = 0,221667. A partir da inclinagao da curva determinamos o expoente 3/2z.

A linha é um ajuste linear dos dados.
o L e e e e A R —

5.5 6 6.5 7 7.5
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Figura 4.13: Cumulante de segunda ordem numa escala logaritmica dupla para k. =
0,221667. A partir da inclina¢ao da curva determinamos o expoente 3/z. A linha é um

ajuste linear dos dados.
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E interessante comparar nossas estimativas com outras disponiveis na literatura. A
Tabela 4.1 mostra a estimativa do parametro critico (K.) e as estimativas dos expoentes
criticos v, v e B obtidas neste trabalho juntamente com as estimativas obtidas em outras

referéncias.

Tabela 4.1: Comparacao dos resultados dos expoentes criticos do modelo de Ising tridi-
mensional obtidos no presente trabalho com aqueles obtidos em outras referéncias. As

numeracoes entre parénteses sao os erros estimados.

Ref. Ano v ¥ 15} K,
[41] 1999 0,6294(5) 1,2353(11) | 0,3265(3) | 0.22165456(15)
[42] 1999 0,6298(2) 1,2365(11) | 0,32645 —
[43] 1999 | 0,6296(3) [44] | 1,2367(15) | 0,32605 -
[45] 1999 | 0,63032(56) | 1,2372(13) | 0,32688 | 0.22165459(10)
[46] 2003 | 0,63020(12) 1,2372(4) 0,3267 —
[47] 2010 | 0,63002(10) | 1,23718(10) | 0,32644 —
Nosso trabalho || 2015 0,6495(3) 1,2884(5) | 0,3222(3) 0,22166(3)

Todas as referéncias tratam de estudos de modelos com a mesma classe de univer-
salidade do modelo de Ising tridimensional ou do proprio modelo de Ising tridimensional.

Na referéncia [41|, foram utilizadas técnicas de escalonamento com tamanho finito
com o objetivo de obter resultados precisos de propriedades criticas do modelo de Ising e
do modelo de percolagao de sitios em trés dimensoes.

Na referéncia [42|, foi proposto um método para obter um hamiltoniano melhorado
para a classe de universalidade de Ising em trés dimensoes. O hamiltoniano melhorado
suprimiu as principais correcoes de escala e foi obtido por modelos de ajuste com duas
constantes de acoplamento. Foram estudados trés modelos diferentes: o modelo de Ising
com interacao entre primeiros vizinhos e interacao entre segundos vizinhos, o modelo
spin-1 com estados 0, + 1 e interacdo entre primeiros vizinhos e a teoria ¢* na rede
(hamiltoniano de Landau-Ginzburg).

Na referéncia [43], foi apresentado um estudo via simulagao Monte Carlo do modelo
¢* de uma componente numa rede ctibica simples. As correcdes de escala mais importantes
foram estudadas utilizando o método de escala com tamanho finito. As correcoes para o

expoente de escala com alta precisao foram calculadas e o valor do acoplamento no qual
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as correcoes mais relevantes de escala desaparecem foram determinadas. Utilizando estes
resultados, foram obtidas estimativas para os expoentes criticos que sao mais precisos do
que aqueles obtidos com métodos de campo teorico.

Na referéncia [46], investigou-se varios modelos de rede tridimensional que se acredi-
tava estar na classe de universalidade de Ising via simulacao Monte Carlo e escalonamento
com tamanho finito. Estes modelos incluem o modelo de Spin-1/2 com interagdo entre
primeiros vizinhos numa rede ctibica e numa rede com estrutura de diamante. Para a rede
cubica simples, foram incluimos modelos com interagoes de terceiros vizinhos de forca
variavel. Anaélises separadas dos dados numeéricos confirmam o comportamento critico
semelhante a Ising desses sistemas.

Na referéncia [47], foi realizado um estudo do modelo de Spin-1/2 e do modelo
Blume-Capel numa rede ctibica simples.

De acordo com a tabela anterior, notamos que os expoentes criticos obtidos neste
trabalho possuem alta precisao e diferem dos valores obtidos nas referéncias citadas na
segunda e na terceira casa decimal. Para o valor do parametro critco, a precisao esta na

quinta casa decimal e de acordo com os valores obtidos em outras referéncias.
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Conclusoes

Neste trabalho estudamos o comportamento critico do modelo de Ising em uma
rede ctibica simples, através de simulagoes Monte Carlo de tempos curtos. Empregamos
uma nova técnica, recentemente proposta [12], que explora o comportamento de escala da
derivada do logaritmo do parametro de ordem em relagao ao logaritmo do tempo (¥(7, €)).
Esta técnica permite obter os parametros criticos do sistema de forma sistemética e pre-
cisa. Além disso, os observaveis fisicos sao calculados durante a relaxacao para o equilibrio,
tempos curtos. Assim, nao temos que lidar com o “amortecimento critico”, ou seja, os lon-
gos tempos de relaxacao para o equilibrio induzidos pela divergéncia do comprimento de
correlagdo na criticalidade. Noés mostramos que (V(7,¢)) fornece uma localizagdo pre-
cisa do ponto critico. Verificamos que com o escalonamento dos dados podemos extrair
os expoentes criticos associados. Para tal escalonamento, utilizamos uma medida para
quantificar a qualidade do colapso dos dados. Ao minimizar esta medida, fomos capazes
de obter outras estimativas para um subconjunto de expoentes criticos que caracterizam
a criticalidade do sistema.

Nesta dissertacao, nos propusemos a obter uma estimativa para o parametro critico,
K., com alta precisao. E o valor critico do inverso da temperatura resultou em K, =
0,22166(3). Consideramos que este objetivo foi alcangado com sucesso. O valor obtido
para K. possui precisao na quinta casa decimal e concorda com resultados recentes pub-
licado na literatura especializada. Embora K. nao seja uma grandeza universal, seu
conhecimento preciso constitui-se no primeiro passo para se obter os expoentes criticos,
estes sim universais.

Nossos resultados para os expoentes criticos estéaticos v = 0,6495(3), v = 1, 2884(5)
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e f = 0,3222(3) e o expoente dinamico z = 2,047(2) possuem precisao comparavel as
mais sofisticadas técnicas empregadas no estudo de fenomenos criticos [47].

O procedimento de anélise de dados, a partir da dinamica critica de tempos curtos,
empregado neste trabalho ¢ muito geral e pode ser utilizado para investigar o comporta-

mento critico de sistemas estatisticos mais complexos.
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