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Resumo

Este trabalho apresenta uma proposta de andlise da geometria fractal associada aos conceitos de
progressoes e representacdo da nocdo de funcio, especificamente na aplicacdo de saberes obtidos
em aprendizagens em sala de aula. A proposta foi construida a partir de uma sequéncia de trés
atividades, que foi aplicada em uma turma de 2° ano do Ensino Médio de uma escola publica
estadual. Buscamos investigar se os estudantes trabalhando atividades baseadas em geometria
fractal, especificamente, o Tridngulo de Sierpinski, procuram por investigacdo de padrdes e
de escrita matemadtica baseada em saberes de progressdes aritméticas e geométricas e sobre o

conceito de funcoes.

Palavras-chave: Ensino de Matematica, Modelagem Matematica, Fractal, Progressdes.






Abstract

This work presents a proposal of analysis of the fractal geometry associated to the concepts
of progressions and representation of the notion of function, specifically in the application of
knowledge obtained in learning in the classroom. The proposal was constructed from a sequence
of three activities, which was applied in a second year high school class of a state public
school. We seek to investigate whether students working in activities based on fractal geometry,
specifically the Sierpinski Triangle, seek to investigate patterns and mathematical writing based

on arithmetic and geometric progression knowledge and on the concept of functions.

Keywords: Mathematics teaching, Mathematics Modelling, Fractal, Progressions.
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Introducao

O desenvolvimento da matemadtica ocorre por necessidade humana de conhecer o mundo
ao seu redor e pelas necessidades de sobrevivéncia. A matemadtica faz parte da vida de nossas
experiéncias mais cotidianas, desde o ato de contar, até em processo de investigacdo e desen-
volvimento de projetos. O conhecimento adquirido pelo ser humano a partir da apropriagdo da

matematica permite uma melhor compreensao dos fendmenos sociais, econdmicos e culturais.

Nesse processo apresenta-se a dificuldade de conhecer saberes mateméticos, observando-
se principalmente no processo de ensino da propria matemadtica, que estd atrelado a diversos
fatores. Um deles € a préopria natureza da ciéncia, pois um resultado matematico utiliza outros
resultados anteriores, e assim por diante, caracterizando-a como uma linguagem. Outro fator € o
distanciamento dos contetidos tratados com o mundo real. Ainda € comum a pratica engessada
da metodologia da aula expositiva, cdpia e exercicios, que sdo repetitivos a partir da aplicacdo de

um modelo, sem nenhum sentido real para o aluno.

No campo de ensino da geometria, constata-se que muitos professores nao detém parte
dos conhecimentos geométricos necessdrios para realizacdo de suas praticas pedagdgicas. Esta
discussao foi colocada ha bastante tempo no trabalho “Os por qués matematicos dos alunos e
as respostas dos professores” (LORENZATO, 1995). Sobre uma pesquisa realizada com 255
professores de 1* a 4 séries, cada um com cerca de 10 anos de experiéncia no magistério,
estudo em que foram submetidos a trabalhar 8 (oito) questdes referentes a Geometria plana
euclidiana (conceitos de angulos, paralelismo, perpendicularismo, circulo, perimetro, area e
volume), observou-se 2.040 respostas erradas, isto €, 0 méximo possivel de erros. E mais, somente
8% dos professores admitiram que tentavam ensinar Geometria aos alunos (LORENZATO, 1995,
pag. 3).

Na verdade, o dilema dos professores € o discurso de que tentam ensinar geometria sem
conhecer as bases e os fundamentos dessa drea da matematica. H4 uma clara evidéncia de que os
curriculos dos cursos de licenciatura das universidades necessitam incorporar propostas mais
eficientes para que se tenha uma formacao de professores em geometria com mais qualidade.
Outro fato sdo as modalidades de formacdo continuada, postas em ac¢do nos ultimos anos,
basicamente na forma de cursos de capacitacdo, que ndo tém atingido um objetivo significativo

para mudar esses dados relativos a dificuldade da pratica na sala de aula em relagdo ao ensino de
Geometria (ALMOULOUD, 2004).

Apesar dos saberes da geometria se situarem no €ixo em que mais se permite uma
aproximagdo com o mundo real, tais saberes ainda sdo tratados, frequentemente, como um
conjunto de conceitos e defini¢cdes sem qualquer relacio com objetos reais, ndo permitindo,

por exemplo, contemplar o espago como referéncia, de modo que o aluno consiga analisa-lo,
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percebendo seus objetos e assim representd-los.

A geometria tem sido importante em seus diversos aspectos para a formagao dos estudan-
tes. Apesar de dificuldades, a Geometria Euclidiana, durante séculos, foi considerada suficiente
para descrever todos os olhares do mundo em que vivemos. Pois, através do seu estudo, se
consegue explicar casos de visualizacao e compreensao de objetos planos com perfeicao, mesmo,
no século XIX, quando algumas contestacdes desse paradigma aparecem e, mesmo assim, ele se
sustenta. Apesar de percebermos hoje, que muitas formas da natureza, como nuvem, arquitetura
de arvores, muitos contornos de montanhas e até a superficie dos pulmdes, por exemplo, nio
poderiam ser descritos pela geometria Euclidiana, requisitando-se outros saberes de uma nova

visdo da geometria que sdo caracteristicos de um novo paradigma.

Esse novo paradigma geométrico vem questionar aplicacdes da geometria plana em
campos ndo usuais ao que ela se sustentava, pois ndo se tinha ainda observado alguns aspectos.
Em 1967, Mandelbrot, matematico polonés, utilizou pela primeira vez, o termo fractal para
definir objetos e fendmenos da natureza com formas irregulares e que se observados em diferentes
escalas, tem essencialmente a mesma estrutura. Mandelbrot ndo aceitava a descri¢dao de objetos
naturais comparando-os a elementos da geometria tradicional. Esta insatisfacio e inquietude
levam-no a descrever uma nova forma de geometria com estruturas geometricamente complexas

e infinitamente variadas, a Geometria Fractal.

Muito se tem discutido sobre estratégias de abordagens de conteidos da geometria plana
em sala de aula, como um recurso para propor habilidades e conhecimentos nos estudantes a esses
novos saberes. A propria pratica pedagdgica nos faz perceber que apresentar novas abordagens
dos saberes geométricos torna a aula mais prazerosa, permitindo ao estudante associar um
conteido aparentemente apenas intrinseco a disciplina a algo real, valorizando o processo de
ensino aprendizagem. Nesse sentido, discutir propostas para trabalhar o estudo dos fractais como
forma de apresentar aos estudantes uma compreensao desse novo saber a partir de suas aplicacdes
torna-se importante, pois permite a investigacao de conteidos matematicos de diversas areas,

como cdlculo, geometria plana e espacial e dlgebra, por um novo caminho.

Segundo Nunes (2006), a explora¢ao da geometria fractal, no contexto de sala de aula,
proporciona o desenvolvimento das atitudes, dos valores e das competéncias dos alunos, que
ocorre na medida em que se promove a curiosidade e o gosto de aprender, de pesquisar e de
investigar, de impulsionar a utilizacdo da matematica na interpretacao do real, de reconhecer for-
mas e processos que envolvem conceitos matemaéticos e na ajuda da compreensao dos conceitos
de perimetro, drea e volume, como também ao promover a pesquisa de padrdes e regularidades
formulando em seguida generalizagdes em situacdes diversas, nomeadamente em contextos

numéricos e geométricos.

Nesse sentido, experimentar uma abordagem de ensino de matemadtica através do uso
de fractais, no ensino médio, para valorizar o aprendizado dos estudantes em contetidos que

exploram essa visdo geométrica € uma proposta que pode enaltecer o trabalho do professor, pois
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comeca a se discutir nesse nivel de ensino o que as ciéncias vém apresentando.

A Geometria Fractal nos favorece com uma ligacdo mais préxima da representagcdo de
elementos naturais, além de ter uma aplicabilidade em diversas dreas, como Biologia, Medicina,
Topografia, Engenharias, Arte, design grafico em jogos, entre outras, que desperta o interesse
do aluno no processo de identificacdo de formas, provocando a curiosidade do entendimento de

alguma delas.

Atualmente se verifica na prética de sala de aula a possibilidade do uso de materiais
simples, como papel, 14pis, régua e compasso, para construir a representacdo de fractais, prin-
cipalmente quando a estrutura escolar ndo dispde de recursos computacionais para o uso de

software que permite a visualizag¢do e sua construcao pelo estudante.

No Ensino Médio, quando o estudante estd em fase decisiva de formagao de opinido e
escolhas referentes ao seu futuro académico e profissional, a identificacio com os contetidos
apresentados nas diversas disciplinas pode gerar contentamento quando o mesmo consegue

associar a importancia desses conteidos com a sua aplicacdo na vida real.

De acordo com os PCN+ (Brasil, 2002), os temas devem, ainda, permitir uma articulacao
16gica entre diferentes ideias e conceitos para garantir maior significagdo para a aprendizagem,
possibilitar ao aluno o estabelecimento de relacdes de forma consciente no sentido de caminhar
em direcao as competéncias da drea e, até mesmo, tornar mais eficaz a utilizagdo do tempo

disponivel. (Pag. 116).

Embora os PCN para o Ensino Médio (Brasil, 1998) ndo explicitem este tema como
conteuddo curricular, a Geometria Fractal, ultimamente, vem sendo objeto de investigacdo no
cendrio da Educacdo Matematica a partir dos estudos de diversos pesquisadores (BARBOSA,
2002; BRANDAO, 2002; ROMAN, 2004; SALLUM, 2005; GOUVEA, 2005; PIMENTEL,
2005; ALMEIDA, 2006; GONCALVES, 2007; PALLESI, 2007; FARIA, 2012), que através
de discussdes em dreas diversas detalharemos nesse estudo em um tépico especifico para cada

campo matemadtico trabalhado.

A forma de apresentar um contetdo da matemadtica utilizando fractais permite ao aluno a
oportunidade de estudar topicos do curriculo da matemética com um novo olhar, no qual, ele
poderad articular temas da matemaética formal com a natureza. Portanto, a proposta deste trabalho
¢ discutir os resultados da aplicacdo de uma atividade em que se fez o uso da geometria fractal
para desenvolver habilidades em estudantes do ensino médio relativo a identificacao de saberes

do campo das sequéncias numéricas, quando visualizadas através da geometria fractal.

Os saberes da geometria fractal a partir dos estudos que vem sendo construidos tornaram-
se bastante diversos e atualmente ja exploram diversos saberes e campos de aplicacdo. Portanto,
nosso foco de estudo restringe-se apenas ao campo das sucessdes numéricas, especificamente
progressdo aritmética e geométrica. Dessa forma, apresentamos como questao de pesquisa a

seguinte indagac¢do: Serd que os estudantes do ensino médio trabalhando atividades baseadas em
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geometria fractal aplicam corretamente saberes obtidos de suas aprendizagens matemaéticas de
sala de aula, especificamente Progressdao Aritmética, Progressao Geométrica e a Representagado

da noc¢do de fungdes (termo geral de uma sequéncia)?

Para o desenvolvimento dessa proposta de estudo apresentamos a seguir os objetivos que
pretendemos seguir como forma de contemplar os aspectos e tépicos importantes que vem sendo

tratados nas discussOes da literatura.
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1 Objetivos

1.1 Objetivo geral

Através de uma sequéncia de atividades buscamos explorar a geometria fractal como
recurso para o entendimento de contetidos curriculares de matemadtica relativos a Progressao

Aritmética e Geométrica, com estudantes do ensino médio.

1.2 Objetivos especificos

1. Explorar com estudantes do Ensino Médio atividades com foco na geometria fractal;

2. Analisar como os estudantes do Ensino Médio compreendem a geometria fractal associada

aos conteudos trabalhados na sala de aula em seus diversos aspectos;

3. Discutir a associacdo dos padrdes de regularidades visualizados nos fractais que tem
ligacdo com o conceito de P.A. e P.G.
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2 Fundamentacao tedrica

O conjunto de anotagdes contidas no material histérico, os Elementos de Euclides, é
considerado a mais completa obra antiga que trata de geometria. Constituida de 13 livros, expoe
resultados de matematica elementar em ordem logica, desde a época de Tales (600 a. C) até
Euclides (300 a. C). A grandeza de sua estrutura axiomadtica € o que a diferencia de todas as

outras que a precederam.

O livro I desse material cientifico € destinado a apresentacdo da geometria plana, com 48

proposicdes deduzidas a partir de 5 axiomas, 5 postulados e 23 termos definidos.

Por mais de dois mil anos, Os Elementos foram aceitos como verdade evidente, com
excec¢ao do quinto postulado, conhecido como o postulado das paralelas, que por ndo ser tao
evidente, como os outros, mesmo na antiguidade, despertou o interesse de alguns matemaéticos
que acreditavam que se tratava de um teorema, passivel de ser demonstrado a partir dos demais.

Mas todas as tentativas neste sentido falharam.

Apesar de sua aceitag@o universal por tanto tempo, Os Elementos tem recebido criticas
por ter provas e defini¢des insuficientes pelo padrao da matemética moderna. O movimento critico
iniciou-se, provavelmente, no século XVII, sobretudo com John Wallis (1616—1703), matematico
britanico com trabalho sobre calculo percursor aos de Newton (1643-1727), prosseguindo com
Lambert (1728-1777) e Gauss (1777-1855). Mas € no século XIX que a critica chega as ultimas
consequéncias, ocorrendo a proposicao de geometrias alternativas por Bolyai (1802-1860),
Lobachewski (1793-1853) e Riemann (1826-1866), e ademais emerge, em nova fundamentacao
da geometria euclidiana proposta por Pachs (1843-1930), Dedekind (1831- 1916) e Hilbert
(1862-1943), que tentaram reformular os axiomas dos Elementos, inclusive adicionando um

axioma de continuidade e um axioma de congruéncia.

Gauss foi o primeiro a aceitar a independéncia do quinto postulado. Mas a primeira
negacdo publica foi de Lobachewski, em 1826 que, de acordo com Boyer (2003, p. 360) é
chamado de “Copérnico da Geometria”, 0 homem que revolucionou o assunto pela criagao
de todo um ramo novo, a geometria de Lobachewski, mostrando com isso que a geometria
euclidiana ndo era a verdade absoluta que se supunha ser. Atualmente temos a clareza de que
muitos dos problemas do cotidiano e do mundo cientifico, ndo sdo resolvidos pela geometria
euclidiana, e sim pelas chamadas geometrias ndo euclidianas, como por exemplo, as geometrias

hiperbdlica, eliptica, projetiva, da topologia e a dos fractais (VEJAN, 2011).

Ainda segundo Vejan (2011), alguns comportamentos na natureza que apresentam formas
muito irregulares, como as nuvens, as montanhas, os batimentos do coragao, as arvores, 0s
formatos visuais da couve-flor e dos brécolis, dentre outros, a geometria euclidiana por nés

conhecida se torna inadequada para analisar tais situacdes, sendo necessdrio recorrer a Geometria
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dos Fractais. Talvez seja este um dos maiores méritos da Geometria Fractal: o de melhor
representar as formas da natureza. Ideia formalizada em uma famosa frase, pelo criador do termo
fractal e percursor da Geometria Fractal, o polonés Benoit Mandelbrot (1924-2010), no seu
livro intitulado: “The Fractal Geometry of Nature”, no qual coloca o fato de que nuvens ndo sao
esferas, montanhas nao sao cones, os litorais nio sao circulos, a casca das arvores nao € lisa e

tampouco a luz viaja em linha reta.

A histdria da Geometria Fractal confunde-se com a do seu criador. Mandelbrot percebia-
se descontente com a crescente algebrizacdo da matematica proposta pelo Bourbaki, grupo de
jovens matematicos que visavam uma Matemadtica formal e pura a qual predominava a abstragao
e que tinha como um dos membros, seu tio Szolem Mandelbrot, na primeira metade do século
XX, na Franca, onde residia. Em 1948, Mandelbrot mudou-se para os Estados Unidos para
trabalhar no Instituto de Pesquisa James Watson da IBM (Internacional Business Machines

Corporation), segundo estudos de Barbosa, (2002).

Mandelbrot trabalhou em vdrios problemas aparentemente independentes. Um deles
estava relacionado a medicao do litoral da Gra-Bretanha. Barbosa (2002) apresenta a resposta

encontrada por Mandelbrot:

A resposta possivel variard conforme a escala de medi¢do. Bafas e Peninsulas
aparecerdo ou nao, dependendo da escala adotada. Sabe-se, por exemplo, que
em documentos dos dois paises vizinhos, a fronteira da Espanha com Portugal
difere em cerca de 20%, o mesmo acontecendo por exemplo, com a fronteira
da Holanda e da Bélgica. Claro que ao efetuar as medidas cada pais empregou
instrumentos com unidades de escalas diferentes.(BARBOSA, 2002, p.12).

Em outras palavras, reentrancias ou sali€éncias menores que um metro € medidas com
a base de medi¢do sendo usado o metro, ndo apareceria. O que indica que a base de medi¢ao

deveria tender a zero. Mas isto ndo faria sentido pois a medi¢ao tenderia para o infinito.

Segundo Titoneli (2017, p. 92), outro problema estudado por Mandelbrot, agora ja na
IBM, estava relacionado com ruidos na transmissido de dados entre computadores. Problema
este que nem os experientes engenheiros conseguiam resolver. Mas, Mandelbrot seguiu o
caminho inverso. Ao invés de tentar elimina-los, considerou-os inevitdveis, percebendo que os
erros vinham em blocos, que se ampliados, revelavam outros blocos menores em sua estrutura
intercalados pelos dados da transmissdo. Tratando os erros como de maneira semelhante a Poeira
de Cantor (Figura 1). Gongalves (2007, p. 42) discute que o conjunto ou poeira de Cantor,
talvez o primeiro objeto a ser reconhecido como fractal, foi publicado em 1883. A partir de um
segmento de reta, divida-o em trés partes iguais e elimine a parte central. Depois, repita este
procedimento a cada parte do segmento que permanece. Programando os computadores para
trabalhar assim, diferenciando a informacdo transmitida e o ruido indesejdvel, elimina-se a maior

parte da interferéncia, tornando a comunicagao viavel.
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Figura 1 — Representagdo Fractal conhecida como Conjunto de Cantor.
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Fonte:<http://www.principo.org/universidade-de-coimbra.html>.
(Acesso em 11/02/2018)

Ap6s diversos resultados, Mandelbrot reuniu todos os seus trabalhos e os direcionou
para o que se conhece hoje como Geometria Fractal. Sendo fractal, que significa quebrado, o

termo utilizado para identificar as formas que fazem parte desta geometria.

Segundo Albuquerque (2008, p.1), tecnicamente, um fractal € um objeto que apresenta
invariancia na sua forma a medida em que a escala, sob a qual o mesmo € analisado, € alterada,
mantendo-se a sua estrutura idéntica ao original. Isto ndo é o que ocorre, por exemplo, com uma
circunferéncia, que parece reduzir a sua curvatura a2 medida em que ampliamos uma das suas

partes.

As principais caracteristicas de um fractal sdo autossimilaridade, quando uma porg¢do, de
uma figura ou de um contorno, pode ser vista como uma réplica do todo, numa escala menor;
complexidade infinita, quando se executa um determinado procedimento, no decorrer do mesmo
encontra-se como subprocedimento o préprio procedimento anteriormente executado; dimensao,
que ao contrario da geometria euclidiana, ndo é necessariamente um nimero inteiro, pode ser
uma quantidade fraciondria, representando o grau de ocupacdo da estrutura no espago que a
contém; e iteracdo, caracteristica que permite que o fractal seja expresso por um procedimento

recursivo ou iterativo.

2.1 A Geometria Fractal, Interdisciplinaridade e Ensino

Segundo Barbosa (2002), a Geometria Fractal estd intimamente ligada a ciéncia do Caos,

pois as estruturas fragmentadas dos fractais fornecem uma certa ordem, buscando padrdes dentro

e um sistema que é aparentemente aleatorio. eoria dos fractais apresenta uma maneira
d t t te aleat At dos fract t

simples e coerente de entender um fendmeno complexo.

Ainda segundo Barbosa (2002), as justificativas para se inserir Geometria Fractal em sala

de aula se d4 pelas conexdes com vdrias ciéncias e até por deficiéncias da Geometria Euclidiana
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no estudo de formas da natureza, desde que €, em geral, apenas apropriada para formas do mundo
oriundas do humano, como constru¢des de casas, prédios, pontes, estradas, maquinas, etc.; 0s
objetos naturais sdo com frequéncia mais complicados e exigem uma geometria mais rica, que 0s
modela com fractais, possibilitando desenvolver projetos educacionais sobre temas transversais
voltados para a compreensdo de fendmenos que se observa nos diversos ambientes; difusdo
e acesso aos computadores e a tecnologias da informética nos varios niveis de escolarizacio;
existéncia do belo nos fractais e possibilidade do despertar e desenvolver o senso estético com o
estudo e arte aplicada a construgdo de fractais, entendendo-se arte como toda acdo que envolve
simultaneamente emogao, habilidade e criatividade e a sensagdo de surpresa diante da ordem na

desordem.

2.2 A geometria fractal e sua aplicacao na medicina

Nas ciéncias médicas e bioldgicas encontramos situacdes e dados importantes que
estdo associados a geometria Fractal, por exemplo, que podem ser modelados por fractais. As
ramificacdes pulmonares, veias e artérias seguem padrdes de ramificacdes que sio perfeitamente
representados por fractais. Um ritmo cardiaco, apesar de aparentar constancia, tem variagdes
aleatdrias, porém, identificam-se padrdes fractais nessas variacoes em diferentes escalas. A
andlise de imagem no diagndstico precoce de cancer pode ser feita através de modelagem
utilizando-se a dimensdo fractal (RABAY, 2013).

Para aplicacao da andlise da dimensao fractal em imagens radiogréaficas foram desenvolvi-
dos algoritmos para quantificar as propriedades texturais de uma imagem. O osso trabecular, tipo
de osso responsavel por 20% do esqueleto humano e que tem entre outras fungdes, a manutencao
da forga e elasticidade do esqueleto, além de alojar a medula dssea, tem um padrao de ramificagdo
que apresenta propriedades fractais como autossimilaridade e falta de escala bem definida. Este
fendmeno, a aplicagdo da geometria fractal e a medi¢ao da dimensao fractal pode ser usada
para determinar a complexidade estrutural do osso trabecular (KANIS,1994; MARSHALL et
al.,1996; SCHUIT et al., 2004 apud SINDEAUX, 2013).

2.3 A geometria fractal e sua aplicacao na geografia de ma-

pas

Desde sua criacdo, a Geometria Fractal vem sendo utilizada em diversas areas, mas
no inicio dos anos 70 e com o desenvolvimento dos sistemas de informacdo geografico e
do sensoriamento remoto € que a Geometria Fractal passou a ser incorporada em estudos
cartograficos, topogréficos e ecologicos (LAWFORD e MASTER, 2002).

A ecologia e a geometria espacial t€m ressaltado a importancia da métrica utilizada

para quantificar o nivel de detalhes de mapeamento. A variagdo da resolucao, ou do nivel de
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detalhe das representacdes espaciais contidas em um mapa, pode ser responsavel por distor¢des
de valores de area, perimetro, nimero e forma dos objetos. Desta maneira, muita aten¢ao tem
sido dada a resolucgdo espacial dos arranjos espaciais das paisagens, pois quando a resolu¢ao ou
o nivel de detalhe € alterado, diferentes estruturas e fei¢des espaciais podem aparecer (BENSON
e MACKENZIE, 1995).

Segundo Turner (2001), as alteracdes influenciam diretamente nos valores das métricas
utilizadas na quantificagdo dos padrdes espaciais da paisagem, provocando distor¢cdes que sao
responsdveis por variagdes na estimativa da dimensao fractal de elementos lineares, como € o

caso das linhas de costa.

Mandelbrot (1967) ja havia concluido que a medida que o tamanho padrdo aumenta, os
comprimentos aproximados das linhas da costa e das fronteiras diminuem. Este padrido negativo
dos graficos € dependente de duas constantes que podem ser interpretadas como uma dimensao,

no caso a dimensao fractal.

2.4 O desenvolvimento da representacao fractal a partir do

uso de software

Barbosa (2002) propde a exploragdo de temas como contagem, sequéncias, perimetro,
area, volume e algoritmo de programacao, buscando o despertar de padrdes através da estética
dos fractais. Uma abordagem para contagem e sequéncia da-se pela construcao de fractais pela
fronteira, permitindo determinar a sucessdo de comprimentos dos niveis, descobrindo o seu
termo geral por inferéncia sobre os casos iniciais; na exploracdo de descobrir a sucessdo das
quantidades das formas de paralelepipedos construidos por dobraduras e cortes em uma folha
de papel, permitindo a conclusdo dada por uma recorréncia, dd-se a abordagem de volume;
perimetro e drea sdo explorados, por exemplo, em atividades com fractais planos por remog¢ao; e
algoritmo de programacdo, trabalhado de forma interessante como a drvore fractal construida no

Cabri-géometre, software desenvolvido por Laborde e Bellemain (1988).

Roman (2004) utilizou os recursos computacionais para relacionar progressdes com
fractais. A utilizacdo da Geometria dindmica permite a simulacdo no computador de cons-
trucoes usualmente feitas com régua e compasso, possibilitando com apenas uma constru¢ao
realizar varios testes. Outros estudos (GONCALVES, 2007; PALLESI, 2007; FARIA, 2012),
também fizeram uso da Geometria Dinamica, hoje bastante requisitada no movimento dos efeitos

computacionais.

O uso de software para o desenvolvimento de fractais oferece condi¢des de manipulagao
de diferentes componentes das figuras construidas permitindo a construcdo de conjecturas de
forma a fundamentar conceitos geométricos e algébricos. Os programas graficos sdo capazes

de resolver e até ajudam a solucionar problemas de bons projetos, permitindo a visualiza¢ao
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imediata do erro e criando no ambiente onde o produto estd sendo desenvolvido a antecipacdo de
etapas. No caso das iteracdes na construcao de fractais, permite a generalizacio de resultados de
forma mais répida e segura. Como exemplo, os softwares Geogebra e o iGeom (figura 2) sao
alguns dos programas de Geometria Dindmica que possuem recursos inerentes a constru¢do de

fractais geométricos.

Como exemplo, os softwares Geogebra e o iGeom (figura 2) sdo alguns dos programas

de Geometria Dindmica que possuem recursos inerentes a construcado de fractais geométricos.

Figura 2 — Imagem estética do iGeom com um fractal nele construida (usando sua recorréncia)

File | Edit | Tab : Scrigl | Sciplbullons : Exerize ! Help

(0] /X /[ [S[RWZ1E
' @IF 3]SI

Um exemplo de construcao no 1Geom

Constiugdes elaboradas wlilizanda um "script” recomente, em 3 aplicagdes: nivel 0, 1 & £ de recorméncia

Insert bext: mosr chick, in the poaition thal wou want [o appesr the bext

Fonte:<http://www.matematica.br/igeom>.
(Acesso em 11/02/2018)

2.5 Geometria fractal e conceito de progressao aritmética e

geométrica

Antes de abordar a geometria fractal em relagdo aos conceitos de PA e PG, indicamos
um estudo de Albuquerque e Nascimento (2016) enfatizando que existem propostas de ensino
da Matematica que geram contextos importantes para compreensao do conceito de sucessao
aritmética e geométrica que ainda sao pouco exploradas e valorizam a discussdao de que a
geometria sempre foi um campo do conhecimento matematico utilizado como ferramenta auxiliar
para a compreensao de outros conceitos da propria Matemadtica. Tal fato € refor¢cado por Almeida
(2013) quando levanta a questdao de que normalmente, os livros didaticos ddo pouca énfase

ao uso de representacdes geométricas para compreensao do conceito de sucessao aritmética e
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geométrica, aparecendo, geralmente, na pratica de exercicios, como forma de colocar o estudante

diante da situagdo.

Albuquerque e Nascimento (2016, p. 48) na justificativa do estudo destacam que:

O conceito de sucessdo é geralmente ensinado com base no contexto da compre-
ensdo das fungdes, apresentando modelos prontos. Portanto, por percebermos o
vazio que pode deixar muitos estudantes sem o dominio desse conceito, quando
associado a algumas formas geométricas, fomos levados a tratar tal questdo
como um problema para investigacdo. Decidimos buscar entendimento do con-
ceito de progressao vivenciado na sala de aula utilizando formas da Geometria
[...] o objetivo do trabalho foi entender como os estudantes visualizavam o
conceito de progressao por meio das regularidades geométricas possibilitadas
no SuperLogo.

Os resultados do estudo de Albuquerque e Nascimento (2016) afirmam que o conceito de progres-
sdo, mesmo trabalhado na escola por diversas formas de representacdo (numérica, algébrica, entre
outras), nao foi visualizado de forma espontanea pelos estudantes ao manipular esse conceito a
partir do recurso geométrico. Parece ndo ser comum no modo de pensar de alguns estudantes que
a geometria também estd associada ao desenvolvimento do conceito de progressdo em algumas
situagdes de ensino. Esse fato indica a necessidade de estudos para a proposta, a fim de reforcar

o conhecimento desse saber com os estudantes.

Partindo deste fato, nosso estudo é uma proposta de andlise da geometria fractal associada
aos conceitos de Progressao aritmética e geométrica, especificamente em saberes proprios que
sdo trabalhados no ensino médio. Portanto, recorremos a vérias pesquisas que colaboram nesse

sentido.

Gongalves (2007) investigou a utilizacdo de fractais com o objetivo de estimular a
percepcdo da autossemelhanca e o processo de generalizagdo de formulas numa progressao
geométrica no Ensino Médio. A pesquisa revela que a constru¢ao, manipulagcdo e observagao
levaram a percepc¢do da autossemelhanga, facilitando a generalizagdo dos elementos matematicos

que compdem uma progressao geométrica.

Pallesi (2007) defende o uso de fractais em progressdes aritméticas e geométricas no
Ensino Médio como fator para tornar as aulas de progressdes mais atrativas e dinamicas. A
preocupagdo em apresentar conteidos de forma mais atrativa e dindmica nao € apenas de
estudiosos em educa¢cdo matemadtica, os proprios docentes, através de suas experiéncias em sala

de aula estdo buscando propostas de sequéncias didéticas utilizando Geometria Fractal.

Faria (2012) estudou as contribui¢des dos padrdes dos fractais para generalizacdo de
padrdes, por permitir trabalhar algumas propriedades como autossemelhanca e complexidade
infinita. Os resultados obtidos indicaram que o trabalho com tais padrdes contribuiu para o
processo de generalizacdo de contetidos matemadticos, dentre os quais PG, por permitir trabalhar

com propriedades, como autossemelhanc¢a e complexidade infinita.

Pimentel (2005) traz o debate da matemética como a ciéncia dos padrdes, apontando que
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a lei de correspondéncia entre cada elemento de uma sequéncia tem o objetivo de investigar o
desenvolvimento de um pensamento algébrico. A autora argumenta que o trabalho com padrdes
possibilita descobrir uma lei de formagao para continuar determinada sequéncia e conseguir a

generalizag¢do de todos os termos.

Nicola (2013) destaca que a motivagao em trabalhar com fractais deve-se a riqueza e
atualidade do tema, objetivando que os alunos verifiquem uma das propriedades fundamentais
da geometria, a semelhanca, e sejam motivados a estudar conceitos matematicos de uma forma

simples.

Reis (2014) faz referéncia as indagacgdes sobre as concepcdes do ensino da matematica
que remetem as competéncias para ser um bom professor. Segundo o autor, a matemaética formal
estd desassociada da realidade e a motivagdo do seu trabalho deu-se pelas indaga¢des de alunos
e professores do porqué da necessidade de estudar conteddos como sequéncias e progressoes,
por exemplo. O autor escolheu a geometria fractal como meio de apresentacdo de conteudos de

forma mais dindmica e significativa.
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3 Metodologia

3.1 Tipo de Pesquisa

Nosso trabalho estd baseado em modelo de pesquisa qualitativa, especificamente num
estudo de caso, envolvendo alunos de uma turma do 2° ano do Ensino Médio de uma escola

publica estadual.

3.2 Sujeitos

O publico alvo foram 38 alunos da turma do 2° ano do ensino médio técnico, na faixa
etdria entre 14 e 15 anos. O grupo de trabalho foi selecionado de uma turma de estudantes em

que a pesquisadora era professora responsavel pela disciplina de matematica.

3.3 Local da Pesquisa

A pesquisa ocorreu na Escola Técnica Estadual Almirante Soares Dutra, localizada
na cidade do Recife (PE). A Escola funciona em trés modalidades: Integral Integrada; EaD
(Educacdo a Distancia) e Subsequente. Todas as modalidades ocorrem por meio de processo

seletivo (prova de portugués e matematica).

Na modalidade Integral Integrada, os alunos ingressam apds concluirem o ensino funda-
mental e fazem op¢do, no momento do processo seletivo, por um dos dois cursos disponibilizados
(Técnico em Nutricdo e Dietética ou Técnico em Meio Ambiente). Apos trés anos, concluem o
Ensino Médio e uma modalidade técnica. A modalidade Subsequente € para os que ja concluiram
o Ensino Médio e desejam a formagdo técnica em um dos seguintes cursos: Enfermagem, Satude
Bucal, Anélise Clinicas, Intérprete em Libras, Prétese Dentdria e Seguranga no Trabalho. E na

modalidade EaD, os cursos oferecidos também sdo para quem ja concluiu o Ensino Médio.

3.4 Atividades da Pesquisa

Foram aplicadas trés atividades. As atividades 1 e 2 ocorreram sem prejuizo do andamento
da pesquisa, no programa que tinhamos definido. No entanto, a atividade 3, no dia em que
marcamos o trabalho, ocorreu uma festividade comemorativa préxima ao bairro onde esta situada
a escola. Esse fato, provocou a auséncia de alguns alunos, pois, do total de 38 que estavam
participando, sé compareceram, nesse dia, 21 estudantes. Portanto, a atividade 3, que ao nosso

ver tem dados significativos de andlise, teve esse precedente. Mesmo assim, consideramos nao
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refazer a coleta por analisarmos que o fato ndo chegava a prejudicar o estudo por ainda se ter um

numero considerado de sujeitos que trabalhariam com o material.

A primeira atividade € diagndstica e é composta de trés questdes. Na primeira questao,
pede-se que o aluno desenhe formas geométricas conhecidas por ele e que as identifique, com os
seus respectivos nomes. Como as formas poderao ser feitas a mao livre, ndo se espera rigor na
figura, apenas um resgate da demonstracao dos saberes de associacdo do nome, caracteristica,
forma e de alguma propriedade quando for feito o desenho. Por exemplo, no tridngulo equilétero,

identificar que todos os lados sdo iguais.

Na segunda questdo, € apresentada uma tabela onde o aluno deve preencher a segunda
coluna identificando a forma geométrica que estd associada ao elemento na primeira coluna e
na terceira questao, pergunta-se se o aluno teve dificuldade de associac@o e que justifique a sua

resposta.

A segunda atividade € da constru¢@o de quatro itera¢des do fractal Tridngulo de Sierpinski.
Este fractal foi escolhido devido a facilidade de sua construcdo utilizando apenas recursos simples,
como papel, lapis, régua e esquadro. A terceira atividade € investigativa. Composta de uma
tabela explorando perimetro e drea de cada iteracdo do Tridngulo de Sierpinski e de trés questodes

discursivas sobre a analise da tabela.

3.5 Procedimento de aplicacao das atividades

A primeira atividade teve como objetivo apresentar o conceito de fractal aos estudantes
a partir da manipulagdo de uma situacdo que o levasse a esse entendimento. Portanto, era para
ser realizada em uma hora/aula. Para a sua realizacdo foi entregue uma folha com a atividade
impressa, na qual foi solicitado a resolu¢do de forma individual. Tal atividade estava composta

de 3 (trés) perguntas, conforme a figura 3.



3.5. Procedimento de aplicagcdo das atividades 37

Figura 3 — Questiondrio da primeira atividade, exploracdao de formas geométricas.

FRACTAIS: UMA ABORDAGEM LUDICA MO ENSINO MEDIO
Professora: Delba Ales

ATIVIDADE DIAGNOSTICA 1: Explorando uma nova geometria

1. Desenheformasgeométricas e identifigue-as.

2. Queformageométricavocé associaria a cada elemento a seguir;
Elemento da nafureza Faorma geameétrica

Huverm

Montanha

Couve-flor

Arvore

Relampago

Cascadocaracal

Fepalho

Flaco de neve

Estalactites

Wasos sanguineos

3. wocetevedificuldade de associagio em algum elemento? Em qual ? Por que?

Fonte: Material elaborado pela autora.

Nessa atividade buscamos resgatar os saberes do aluno sobre o conhecimento das formas
poligonais e superficies s6lidas trabalhadas no ensino fundamental.

Os resultados dessa atividade estdo comentados no tépico 5.1 logo adiante.

A segunda atividade teve como referéncia a constru¢do, com régua e esquadro, de quatro

iteracdes do fractal denominado Triangulo de Sierpinski.

Essa construcao € iniciada com um desenho de um tridngulo equildtero com medida
de lado de 16 cm. Os alunos foram orientados a utilizarem apenas régua, esquadro 30° e 60°,
lapis, borracha e uma folha de papel A4. Devendo cada estudante elaborar a partir do triangulo
construido (itera¢do 0), a marcacdo do ponto médio de cada lado do tridangulo e unir estes pontos
formando quatro novos triangulos equilateros de lado de 8 cm e descartar o tridngulo central
(iteracdo 1). O procedimento € repetido até os tridngulos formados ficarem com lados de medida

1 cm (iteracdo 4).

Buscamos nesta atividade o desenvolvimento da habilidade de construg¢do de figura
geométrica utilizando régua e esquadro, a partir da propriedade da figura, no caso, tridngulo
equilatero (lados com mesma medida e angulos de 60°) e a percepcao de padrdes (semelhanca

de triangulos).
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Figura 4 — Atividade de constru¢@o do Triangulo de Sierpinski.

FRACTAIS: UMA ABORDAGEM LUDICA NO ENSINO MEDIO

Professora: Delba Alves

ATIVIDADE 2: Construgao do Triangulo de Sierpinski

Objetivos: construgio de um tridngulo equilatero utilizando régua e esquadro e realizar 4 iteragbes
na construgao do Triagngulo de Sierpinski.

Fonte: Material elaborado pela autora.

Esta atividade de cunho pratico, realizada pelos estudantes, tem os resultados comentados

no tépico 5.2 logo adiante.

A terceira atividade (Figura 5) € de investigacdo, baseada no tridngulo de Sierpinski

construido anteriormente pelos estudantes.

Nessa atividade o aluno deverd preencher uma tabela em que cada coluna refere-se a uma
iteracdo do tridngulo de Sierpinski. Nas linhas da tabela, o aluno deve responder sobre: nimero
de tridngulos formados, nimero de tridngulos retirados, o perimetro de cada triangulo formado,
o perimetro total da figura e 4rea total da figura gerada apds cada iteragdo. Na dltima coluna da
tabela € solicitado um modelo geral da sequéncia informada pelo aluno, ou seja, a representagao
matematica do modelo da sequéncia apds n iteragdes, que deverd ser elaborado pelo aluno apés
indicar o modelo da situacdo sequencial (sucessao numérica informada). Apds o preenchimento,
sdo apresentadas trés perguntas: o que acontece com o perimetro da figura apds cada iteracao?; o
que acontece com a drea da figura apds cada iteracdo? E o que acontece com o perimetro e com

a drea apOs n iteragdes?

Espera-se que o aluno perceba que a sequéncia formada pelos lados do triangulo que vai
sendo alterado, pelos nimeros de tridngulos formados (quantidade), pelo perimetro e pela drea
estdo em modelo de progressao e assim, consigam escrever na Ultima coluna (iteracdo n) uma
férmula geral (modelo) a partir da observacao dos padrdes que aparecem sendo gerados de uma

coluna para outra em cada iteracéo.

Nesta terceira atividade, procuramos identificar qual a compreensao e a ideia de pro-

gressao geométrica que o aluno possui, a partir da observacdo de padrdes e generalizacao.
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Figura 5 — Atividade de investigacdo do Triangulo de Sierpinski.

FRACTAIS: UMA ABORDAGEM LUDICA NO ENSINO MEDIO
Professora: Delba Alves
ATIVIDADE 3: Investigando o Triangulo de Sierpinski.

Objetivo: preencher a tabela a partir das observagdes feitas na construgéo da atividade 2 e fazer generalizagdes.

A L 85 0

Considerando o primeiro tridngulo da sequéncia equilatero de lado medindo 16 unidades e drea A.

Passo 1] & 2 3 4 n

N? de tridngulos
formados

N2 de tridngulos
retirados

Perimetro de cada |
triangulo 5

Perimetro total do
tridngulo

Area do tridngulo

1. 0 que acontege com o perimetro da figura de um passo para outro?
2. Dque acontege com a drea da figura de um passo para outro?
3. 0O queacontece com o perimetro e com a area apos n iteragdes?

Fonte: Elaborado pela autora a partir do estudo de Pallesi (2007, p. 23)

Como prévia de resolucio, apresentamos a seguir, a figura que indica os possiveis

resultados das respostas dos estudantes.
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Figura 6 — Prévia da resolucdo da atividade 3.

FRACTAIS: UMA ABORDAGEM LUDICA NO ENSINO MEDIO
Professora: Delba Alves
ATIVIDADE 3: Investigando o Tridngulo de Sierpinski

Objetivo: preencher a tabela a partir das observagdes feitas na construgéo da atividade 2 e fazer generalizagdes.

A L G50

Considerando o primeiro tridngulo da sequéncia equildtero de lado medindo 16 unidades e area A.

Passo 0 1 2 3 4 n

r =
N¢ de triangulos 1 3 9 27 81 3n
formados

S -
N _de tridngulos o 1 3 9 27 gt
retirados
Perimetro de cada

. 3.L=48 3.L/2=24 3.L/4=12 3.L/8=6 3.L/16=3 3.L/2n=48/2"
tridngulo
Perimetro total do i - ] 27.3.1/8 | 81.3.1/16= | 3n.(3.L/2")=
tridngulo 3.L=48 3.3.L/2=72 9.3,L/4=108 —162 243 30,4827
Area do tridngulo A 3.A/4 32A/47 3A[83 3+A/41 3n.A/40

1. O que acontege com o perimetro da figura de um passo para outro?
Aumenta
2. O que acontege com a érea da figura de um passo para outro?
Diminui
3. 0O que acontece com o perimetro e com a drea ap6s n iteragfes?
Para n muito grande, o perimetro vai aumentando infinitamente e a drea vai se tornando
infinitamente pequena, até zerar.

Fonte: Material elaborado pela autora.
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4 Analise dos dados

Nesta se¢do apresentamos uma descricdo geral das anélises obtidas a partir das respostas
dos estudantes nas atividades (1, 2 e 3), que foram propostas aos estudantes da turma do 2° ano

do ensino médio técnico.

4.1 Resultados da atividade 1

Na questdo 1, a maioria das figuras geométricas desenhadas foram na forma plana:
triangulos, retangulos e circulos. Identificados por nomenclaturas, como por exemplo, tridngulo

equildtero, ou por sua propriedade, como por exemplo, possuir os trés lados de mesma medida.

Os solidos geométricos: cubo, cilindro e esfera foram os mais lembrados, embora,
na maioria das vezes, ndo foram representados corretamente. Os alunos demonstraram ter

dificuldade em construcao geométrica.

Na questdo 2, os elementos montanha e estalactites foram associados ao sélido piramide;
couve-flor e repolho a esfera; drvore ao cilindro (tronco); casca do caracol ao circulo; relampago
ao tridngulo (raio); floco de neve e vasos sanguineos nao foram associados a qualquer sélido, na

maioria das vezes.

Na quest@o 3, a maioria respondeu que teve dificuldade na associa¢do, principalmente no
relampago (raio), arvore, vaso sanguineo e floco de neve porque ndo acreditavam que os sélidos

conhecidos por eles conseguissem representar fielmente estes elementos.
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Figura 7 — Respostas apresentadas pelo do aluno A10 para a atividade 1.

FRACTAIS: UMA ABORDAGEM LUDICA NO ENSINO MEDIO
Professora: Delba Alves

ATIVIDADE DIAGNOSTICA 1: Explorando uma nova gecmetria

1 Desenhe formas geométricas e identifique-as

[y T

éw

2, Que forma geomelrica vocé associaria a cada elemento a saguir

Elements da natureza Farma geométrica
Muvem - ”
Montanha
L. 1
Couve-flor
) LhalEno-
Kr\mre ' - ( e H
Reldmpago 15
Casca do caracol | L:Md; e
_Repo!ho
Floco da neve 2 e g
Estalactites —
___ ot —
Wasos sanguineos 1z

3. Vocb teve dificuldade de associagdo em algum elemenio? Em qual? Por que?

Q= Dwe P
[\ ey s

_coven mambuaenoy, Sghured, gk gl Jomog

_nvm - Oa MMLWWWW&M

Fonte: Material de pesquisa da autora.
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4.2 Resultados da atividade 2

Durante a construcdo do tridngulo de Sierpinski (4 iteracdes), os alunos demonstraram
dificuldade em utilizar os instrumentos régua e esquadro. A principal dificuldade com o uso da
régua foi na identificacdo da medida de um nimero ndo inteiro para marca¢ao do ponto médio.
Em relacdo ao esquadro, foi observado um total desconhecimento de sua funcao, ocorrendo uma

rejeicao para utiliz-lo para tracar segmentos.
Ap6s a construgdo das 4 iteracdes, observou-se muitas medigdes incorretas, necessitando

a reconstrucao.

Figura 8 — Respostas apresentadas pelo do aluno A10 para a atividade 2.

BORDAGEM LUDICA NG ENSINDG MEDIO

Objetivos. canstrugdo de urm trangule equildtero utitizando régua e esquadro o realizar 4 iteragdes na construgdo do
riangulo de S ah

PN

Fonte: Material de pesquisa da autora.

4.3 Resultados da atividade 3

Na terceira atividade (tridngulo de Sierpinski), buscamos verificar o desenvolvimento
do aluno na ideia de progressao (aritmética e geométrica), através da observacao de padrdes e

generalizacdo presentes nos dados do experimento.

Para essa andlise da atividade 3, nomeamos os alunos por (A1, A2, A3,..., A21), como
forma de identifica-los nos resultados que serdo apresentados a seguir respectivamente a partir

da ordenacdo de suas resolugdes.
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Capitulo 4. Andlise dos dados

4.3.1

A analise das respostas do estudante A1

Figura 9 — Respostas do estudante A1l para as questoes.

ATIVIDADE 3 = Trigngulo De Sierpinski (Investigacio)

Fractals: wma abordagem lidiea no ensine médio - Professora: Delba Alves

ALHs

Canslderando o peimeiro tidngulo da sequéncia equildters de lada maedinds 16 unidades e drea A.

| Passa ]
e de

tridngulos £ ; ar] 1 2 3 ngj L’! ﬂI'\
,037[307]q 37 1587410 2

™
trigngulos 5 | 2 l:,_.‘l |
ratirados 0 J' | J )
Perimetro de - q 3 =
| cadatritngue | 3.4 6 | 3-% | 3.4 A0 2,

Perimetro total - P =, i g { - |
do trigngulo 5 s XN 3 -‘_f (- o) Z}"-{ ;J

it
3.1 MG
: H/iSﬁ u"\‘n

=
»
> 42
L

-

e | D >0 Rliglz> Ry

1. O que acontege com o perimetro da figura de um passo para outra?

£ it o gl

2. O que acontege com a drea da figura de um passo para outro?

QA Ex

PRV

3. O gueacontege com o perlmetra @ com a drea apds n iteragies?

CL{.{W A \“f‘l

Fonte: Material de pesquisa da autora.

O estudante A1 escreve a sequéncia do ndmero de tridngulos corretamente descrevendo
uma sucessao de razao 3, representada por (1, 3,9, 27, 81), e corretamente indica a repre-

sentacdo geral 3";

Al descreve a sequéncia (0, 1, 3,9,27) para o nimero de tridngulos retirados, informando

ter compreensido do modelo geral ao escrever o termo geral 3" ;

Quanto ao valor do perimetro de cada triangulo, A1 chega a um modelo geral incorreto

para descrever a sequéncia apresentada por ele (3.16, 3.8, 3.4,3.2,3.1, 3.2");

Al informa a sucessdo (3.16, 3.3.8,9.3.4,27.3.21,81.3.1, n.3.n) para o perimetro total do
tridangulo. Nota-se que ele tem certa compreensao da representacdo, mas erra na escrita

matematica e chega ao modelo geral incoerente como gerador da sequéncia;

Al representa a sequéncia | A 34 94 274 814 34 ara a 4rea do tridngulo mos
p qu ) 4 Y 16 Y 64 Y 2567 47’1, p gu
trando ter compreensao do modelo geral que apresenta como gerador da sequéncia.




4.3. Resultados da atividade 3 45

4.3.2 A anadlise das respostas do estudante A2

Figura 10 — Respostas do estudante A2 para as questoes.

ATIVIDADE 3 — Tridngulo De Sierpinsk {Investigac8o)

Fractais: urna abordagem lidica no ensino médio - Professora: Delba Alves

Congiderando o primeiro tridngulo da sequéncia equilitero de lade medinda 15 unidades & drea A

[ Passo B U 1 i F] [3" 4 [u !
NE de g ( ) |
wee | B 1B | Y (22N )S

E::ulus 10 ) th xg E{O !Qg\ﬂ'iim

| retirados

s | W3 | 24 [ J2 | £ 5 P52 |

Perimetro total . s . . ! La.*
do trisingulo t’l ) L [O‘i 4/ L'_:'.;J )? U3 ICenitiy
etege ENL Y N,

1., O que acontece com o perimetro da figura de um passo pard cutre®
PN ) S YRty
P A
R ; O que aconfece com & drea da figura de um passo para outra?
3. Oque acontege com o perimetro e com 3 dres apds n iteragdes?
- o K - .
O PO £ Amfini
- -
e o atmaan £ O.

Fonte: Material de pesquisa da autora.

e O estudante A2 escreve a sequéncia do numero de tridngulos corretamente descrevendo
uma sucessdo de razdo 3, representada por (1,3, 9,27, 81), e corretamente indica a repre-

sentacdo geral 3";

e A2 descreve a sequéncia (0, 1, 4, 13, 40) para o nimero de tridngulos retirados, informando

ndo ter compreensdo do modelo geral;

e Quanto ao valor do perimetro de cada tridngulo, A2 chega a um modelo geral incorreto

para descrever a sequéncia apresentada por ele (48,24, 12,6, 3);

e A2 informa a sucessdo (48, 72,108,162, 243) para o perimetro total do tridngulo. Nota-se
que ele tem certa compreensdo da representacao, mas ndo chega ao modelo geral coerente
com o gerador da sequéncia;

3A 32A 33A

47 427 43
compreensdo da sua construcio, mas nao consegue escrever a representacdo do gerador da

e Al representa a sequéncia (A, ) para a area do triangulo mostrando ter

sequéncia.
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4.3.3

A analise das respostas do estudante A3

Figura 11 — Respostas do estudante A3 para as questoes.

ATIVIDADE 3~ Trigngulo De sléml nskl {Investigagio)

Fractals: uma abordagem lidica no ensino médlo - Professora: Delba Alves

Fasso ; B z 3 : n

Ne de | B

triangulos | 9| Y

formados —1" J?\fl A j"b ij QQ‘}B

NE de

trifingulo — v —
| athados_ Y 4 Y e ] SO Sy
Perimetro de v ) 5 8
cadatrifngulo | J ®Ap - | A X8 37%4 | a3x2 |2xL [
Perimetro tatal | y

dotrisngulo | 3% 3G | B2 |3 43 | Typ 12X R

Areada . 9 n i L

trigngule ) |‘§ —P’ fﬁ T % =R ﬁ%'r% |

1. Ogue acontece conrmp perimetro da figura de um passo para outro?

G wend dielolols PSLA

2. Ogue acontege com a drea da figura de um pas.so para outro?

AL To- = @ wacda, poee®

3. O que acontege com o perimetro e com 3 drea apds n lteragies?
A0

Fonte: Material de pesquisa da autora.

O estudante A3 escreve a sequéncia do numero de tridngulos corretamente descrevendo
uma sucessdo de razdo 3, representada por (1, 3.1,3.3,9.3,27.3), e corretamente indica a

representacdo geral 3";

A3 descreve a sequéncia (0, 1,4, 13, 40) para o nimero de tridngulos retirados, informando

ndo ter compreensio do modelo geral;

Quanto ao valor do perimetro de cada tridngulo, A3 ndo chega a um modelo geral para

descrever a sequéncia apresentada por ele (3.16, 3.8, 3.4,3.2,3.1);

A3 informa a sucessdo (3.16,3.12, 3.12, 3.6, 3.3) para o perimetro total do tridngulo. Nota-
se que ele tem certa compreensdo da representagdo, mas nao chega ao modelo geral

coerente como gerador da sequéncia;

3 A . q 3‘1 g‘l 2;‘1 81‘1 7z LN
a 9 3 9 3 pa a a area a gll Stra
~ 1 f ~ 1 A . ~ ] 1

sequéncia.
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4.3.4 A analise das respostas do estudante A4

Figura 12 — Respostas do estudante A4 para as questoes.

ATVIDADE 3 — Tridngulo De Sierpinskl {Investigacio)

Fractais: uma abordagem lidica no ensine médio - Professora; Delba Alves

LA £

Considerando o primeiro triZngulo da sequéncia equildtero de lado medinda 16 unidades e drea A

Passg 0 11 3 4 n ]

i | A |2 | A It |9 |3 (0D
Y

:n"::m [T SR eI
o | O A \L Yo | bpee
e | U8 |04 (13 [ lo [ [3%e
i | M8 |22 [ 10§ | A2 |273 |

foe. | & [3.0¢ [sa Wteoy. gl tosn-a 3

1, Ogue acontege com o perimetro da figura de um passc para autro?

O Doglueteo foi avmentando.

2. Oque acontege com a érea da figura de um passo para cutro?

Q 3pea VA Tewde Vna decadéncia:

3, O gue acontege com o perimetro e com 3 drea apds n iteragdes?

O Deafretho aomenTd ¢ & degd dinjuvi NO
Ry ~0 RiTtne .

Fonte: Material de pesquisa da autora.

e O estudante A4 escreve a sequéncia do nimero de tridngulos corretamente descrevendo
uma sucessao de razdo 3, representada por (1, 3, 9, 27, 81), mas escreve de forma incorreta

a representacao geral;

e A4 descreve a sequéncia (0,1, 4, 12, 40) para o nimero de tridngulos retirados, informando

ndo ter compreensdao do modelo geral;

e Quanto ao valor do perimetro de cada triangulo, A4 ndo chega a um modelo geral incorreto

para descrever a sequéncia apresentada por ele (48, 24, 12, 6, 3);

e A4 informa a sucessdo (48, 72, 108, 162, 273) para o perimetro total do tridngulo. Nota-se
que em parte ele tem certa compreensdo da representagdo, mas nao chega ao modelo geral

coerente como gerador da sequéncia;

3A 9A 27A 81A
4716 64 256
ter certa compreensao da formacdo da sequéncia, mas ndo apresenta o termo gerador da

e A4 representa a sequéncia <A, > para a area do tridngulo mostrando

coerente com a sequéncia.
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4.3.5

A analise das respostas do estudante A5

Figura 13 — Respostas do estudante AS para as questoes.
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ATIVIDADE 3 — Tridngulo De Slerpinskl (investigagial
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Fonte: Material de pesquisa da autora.

O estudante A5 escreve a sequéncia do ndmero de tridngulos corretamente descrevendo
uma sucessio de razio 3, representada por (1,3, 32, 3%, 3%), fazendo a sua representagio

geral 3";

AS descreve a sequéncia (0, 1,3, 9,27) para o nimero de tridngulos retirados, informando
ter uma certa compreensao do modelo geral, mas ndo escreve corretamente a representacio

geral;

O aluno A5 escreve a sequéncia (16.3,42.3,2%.3,2.3, 1.3) para representar o perimetro de

cada triangulo. Erra na iteracdo 1 e na generalizacgao.

Quanto ao valor do perimetro total do tridAngulo, A5 escreve a sequéncia (2.3, 23.3,22.3, 2.3,
3), informando ter nog@o de sua formagdo. Mas, erra na escrita matematica no modelo

geral como gerador da sequéncia;

3A 9A 27A 81A
47167 64 256
ter certa compreensdo da sua constru¢do, e mesmo a sequéncia ndo estando correta,

AS representa a sequéncia <A, ) para a drea do triangulo mostrando

consegue escrever a representacdo do modelo gerador da sequéncia.
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4.3.6 A analise das respostas do estudante A6

Figura 14 — Respostas do estudante A6 para as questoes.

ATIVIDADE 3 - Trifingula De Sierpinski {Investigagio}
Fractais: Fadica miédio - Prof Delba Alves

Considerando o primeiro trigngulo da sequéncla equiliters de lado medindo 16 unidades e drea A
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Fonte: Material de pesquisa da autora.

e O estudante A6 escreve a sequéncia do numero de tridngulos corretamente descrevendo
uma sucessdo de razdo 3, nominada representada por (1, 3,9, 27, 81), mas ndo faz a sua

representacio geral;;

e A6 descreve a sequéncia (0, 1, 3, 13, 40) para o nimero de tridngulos retirados, informando

ndo ter compreensao do modelo geral;

e Quanto ao valor do perimetro de cada tridngulo, A6 escreve a sequéncia (16,8,4,2, 1)

informando ndo ter compreensdo de perimetro;

e A6 apresenta a sucessdo (48, 72, 108, 162, 243) para o perimetro do tridngulo. Nota-se que
em parte ele tem certa compreensdo da representacao, mas ndo chega ao modelo geral

gerador da sequéncia;

A 3A 9A 27A 81A , i .
e A6 representa a sequéncia | A, —, —, ——, —— | para a area do tridngulo, ndo tendo
4 713" 13 ° 40
compreensdo do modelo gerador da sequéncia.
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4.3.7

A analise das respostas do estudante A7

Figura 15 — Respostas do estudante A7 para as questdes.

ATIVIDADE 3~ Tridngulo De Sierpinski (Investigagio)
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Fonte: Material de pesquisa da autora.

O estudante A7 escreve a sequéncia do nimero de tridngulos corretamente descrevendo
uma sucessdo de razdo 3 representada por (1, 3,9, 27, 81), mas ndo faz a sua representagio

geral correta;

A7 descreve a sequéncia (0, 1, 4, 13, 40) para o nimero de tridngulos retirados, informando
ndo ter compreensdo do modelo geral;

Quanto ao valor do perimetro de cada tridngulo, A7 chega a um modelo geral incorreto

para descrever a sequéncia apresentada por ele (48,24, 12,6, 3);

A7 informa a sucessdo (48, 72,108, 162, 243) para o perimetro de cada tridngulo. Nota-se
que em parte ele tem certa compreensao da representagdo, mas erra na escrita matematica

e chega ao modelo geral (3n) incoerente como gerador da sequéncia;

3A 9A 27A 81A
47167 64 256
ter certa compreensao da sua constru¢cdo, mas nao consegue escrever a representacao do

A7 representa a sequéncia <A, ) para a drea do tridangulo mostrando

gerador da sequéncia.
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4.3.8 A analise das respostas do estudante A8
Figura 16 — Respostas do estudante A8 para as questoes.

ATIVIDADE 3 — Trifngulo De Sherpinskl {Investigac3o)

Fractals: uma gem lidiea édio - Delba Alves
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1. Oque acontege com o perimetro da figura de um passo para cutro?

(l_.‘f alua e volo ;;Ju& perile da

2. Oqueacontese com a drea da figura de um passo para cutro?

\J\ A,,wm‘\ia‘ o, N '.L-L‘j\; .

3. 0 que acontece com o perimetro e com a drea apds n iteraghes?
fii._ CRAA YL GAL

Fonte: Material de pesquisa da autora.

e O estudante A8 escreve a sequéncia do nimero de tridngulos corretamente descrevendo
uma sucessdo de razdo 3, representada por (1,3, 9,27, 81), e corretamente indica a repre-

sentacdo geral 3";

e A8 descreve a sequéncia (0, 1, 3,9, 27) para o nimero de tridngulos retirados, mostrando

ter certa compreensdo do modelo geral, mas escreve incorretamente o modelo gerador;

e Quanto ao valor do perimetro de cada tridngulo, A8 chega a um modelo geral incorreto

para descrever a sequéncia apresentada por ele (3.16,3.8,3.4,3.2,3.1,3.2");

e A8 informa a sucessio (3.16, 3.3.8,9.3.4,27.3.2'81.3.1,n.3.n) para o perimetro total do
triangulo. Nota-se que em parte ele tem certa compreensao da representacdo, mas erra na

escrita matemadtica e chega ao modelo geral incoerente como gerador da sequéncia;

. 3A 9A 27A 81A 3"A } in
e A8 representa a sequéncia [ A, — para a drea do tridngulo mos-

47167 64 2567 4r
trando ter compreensdo do modelo geral que apresenta como gerador da sequéncia.
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4.3.9 A analise das respostas do estudante A9

Figura 17 — Respostas do estudante A9 para as questoes.

ATIVIDADE 3 — Tridngulo De Sierpinski (Investigagio) N

Fractals: uma abordagem lidica no ensine médio - Professora: Delba Alves

Consideranda o primeiro trifngulo da sequénda equilitero de lado medindo 16 unidades e drea A
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1. Dgue acontece commp petimetro da figura de um' passo para outro?
N 4p1mm'\sm AN
(R TN

2. O que acontece com a drea da figura de um passo pars outro?

T

i 0 q‘ue acontege com o perimetro & com a drea apds n iteragSes? =
i R p ﬂ - ﬁ o O~ Bbuo
! LN
.
d/\muﬂ\nu

Fonte: Material de pesquisa da autora.

e O estudante A9 registra uma sequéncia numérica para o nimero de tridngulos formados
(1, 3,27,81), percebendo a formagdo para o termo geral. Mas, ndo consegue representar o

termo geral;

e A9 escreve a sequéncia incorreta (0, 1,4, 13, 40) para o nimero de tridngulos retirados e

informa que construiu a sequéncia através da contagem na figura;

e Para o valor do perimetro em cada figura, A9 considera (3.16,24, 12,6, 3), mas escreve

um modelo geral incorreto;

e A9 registra o valor de cada perimetro do tridngulo pela sequéncia (48, 24.3,12.9,6.27,3.81),
demonstrando ter entendimento da sequéncia, mas nao escreve corretamente o modelo

geral;

3A A9 27 81
e A9 representa a sequéncia das dreas de cada tridngulo gerado por | A, ) .

471664’ 256
Embora a escrita ndo esteja correta, demonstra certo entendimento da sua constru¢do, mas

nao consegue chegar ao modelo gerador da sequéncia.
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4.3.10 A analise das respostas do estudante A10

Figura 18 — Respostas do estudante A10 para as questoes.

ATWIDADE 3— Trlingule De Serpinski (Investigagio)

Fractals: uma abordagem idica no ensino médio - Professora: Deiba Alves

Considerande o primeiro triingulo da sequéincia equilitera de lado medindo 16 unidades e droa A,
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triZngulos | i 3 q 9 4 Bl 1. 3
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tridngulo i ] = o i (190 P,

1. Ogue scontece cormp perimetro da figura de Um passo para outro?

O paulmadin ausmasile .

2. O qgueacontege com a drea da figura de um passe para outra?

o VM

3. Oque acontece com o perimetro & com a drea apos n iteragBes?

\Dp_m'_rﬁ\nlm wmmnmwm Q o0
usrnienaas

Fonte: Material de pesquisa da autora.

e Para o nimero de tridngulos formados, o estudante A10 escreve a sequéncia
(1,3,9,27,81,81.3) e chega a um modelo geral incorreto para descrever a sequéncia
apresentada por ele;

e Al10 apresenta a sequéncia (0, 1,4, 13,40) para os tridngulos retirados e escreve no modelo
geral que a sequéncia foi obtida por contagem, ndo conseguindo perceber o padrio para a

contagem;

e Para o perimetro de cada tridngulo considera a sequéncia geradora (48, 24,12, 8, 3). A10

nao consegue escrever um modelo gerador para sequéncia descrita;

e O perimetro total € escrito por A10 pela sequéncia (48, 72,108,216, 243), mas nao conse-

gue escrever um modelo gerador para a esta sequéncia;

3.A 9.4
e Em relacdo ao que ocorre com a drea do tridngulo, A10 descreve a sequéncia <A, 16
27.A 81.A

o1 %) , mas ndo chega a um modelo geral para descrever a sequéncia.
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4.3.11 A analise das respostas do estudante A11

Figura 19 — Respostas do estudante A1l para as questdes.

ATIVIDADE 3 — Tringulo De Sierpinski [Investigacdo)

Fractals: uma abordagem Iddica no ensina médio - Professora: Delba Alves

AL LS

Considerands o primelro triingulo da sequéncia equildtero de lado medindo 16 unidades e drea &7
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1, Oaque acontege com o perimetro da figura de um passo para cutro?
QMAQ Q freudorke

2. 0O que acontege com a drea da figura de um passo para cutro?

Bisrearda X

3. O que acontege com o perimetro e com a drea apds n iteragBes?

Poreeddo.

Fonte: Material de pesquisa da autora.

e Para o nimero de tridangulos formados, o estudante A11 descreve uma progressao de
razdo 3, nominada pelos expoentes (0, 1,2,3,4, ..., n), demonstrando ter compreensao

do modelo gerador da sequéncia;

e All descreve a sequéncia (0,1,4,13,40,n) para a resposta ao nimero de tridngulos
retirados. Nota-se que nao tem compreensdo do modelo geral, pois, apresenta a varidvel n

como termo geral;

e Quanto ao valor do perimetro de cada tridngulo, A11 responde a partir da sequéncia
(3.16, 3.8,3.4,3.2,3.1) que o termo geral é 3.n, chegando a um modelo geral incorreto

para descrever a sequéncia apresentada por ele;

e O estudante A1l considera o perimetro total do tridangulo como sendo:
(3.16,3.3.8,9.3.4,27.3.2,81.3.1,n.3.n). Nota-se que ele ndo tem uma compreensdo do

modelo gerador da sequéncia;

3.A 3.3.A
e Em relacdo ao que ocorre com a drea do tridngulo, A11 descreve a sequéncia (A, VR
3.3.3.3.A

1 ) , informando ndo ter compreensio do modelo geral da sequéncia.
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4.3.12 A analise das respostas do estudante A12

Figura 20 — Respostas do estudante A12 para as questdes.

ATIVIDADE 3 — Tridngulo De Sierpinsk (Investigagio)

Fractals: uma abordagem lidica no ensino médio - Professora: Delba Alves

AL LS

Conskderando o primeiro trifngulo da sequénela equilitero de lado medindo 16 unidades e drea A.
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1. Oque apunte;n com o perimetro da figura de um passe para outro?

92 Uhat VO gumumtomad

2. 0O queacontege com adrea da figura de um passa para outro ?

A aato 00 trareged®) VO Y,

3. O que acontege com o perimetro e com a drea apds n iteraghes?
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¢ i Quanan Yo, e
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. o -

Fonte: Material de pesquisa da autora.

e O estudante A12 considera que a sequéncia do nimero de tridngulos formados descreve
uma sucessdo de razdo 3, nominada pelos expoentes (1, 3,9,27,81,3"), ao final descreve

corretamente a representacao geral;

e A12 descreve a sequéncia (0,1,3,9,27,3"!) para o ndmero de tridngulos retirados,

informando ter compreensao do modelo geral;

e Quanto ao valor do perimetro de cada tridngulo, chega ao modelo geral a partir da sequéncia
(3.16,3.8,3.4,3.2,3.1,3.2"71);

e O estudante A12 considera que o perimetro total do tridngulo € dado por meio da suces-
sdo: (3.24,3.3.23,9.3.22,27.3.2181.3.2°,3".27"). Nota-se que ele tem compreensio do

modelo geral que apresenta como gerador da sequéncia;

% 3.3A 3.33.A
47 427 44
ter compreensao do modelo geral que apresenta como gerador da sequéncia.

e AIl2 representa a sequéncia (A, > para a drea do tridngulo mostrando
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4.3.13 A analise das respostas do estudante A13

Figura 21 — Respostas do estudante A13 para as questoes.

ATIVIDADE 3 — Tridngulo De Slerpinskl (InvestigagSo)

Fractals: uma abordagem lidica no ensine médio - Professors: Delba Alves

ALLSL
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1. O queacontege conrp perimetre da ﬂgura de um passo para outra?

f{nrluri‘,g,m

2. 0 que acentege com & drea da figura de um passo para outra?

ﬂ_Lumw{to.llqgt%UD

3. Dque acontege com o perimetro e com a drea apds n iteragBes?

Aumnrio.

Fonte: Material de pesquisa da autora.

e O estudante A13 escreve a sequéncia do nimero de tridngulos corretamente descrevendo
uma sucessdo de razdo 3, nominada representada por (1 = 3°, 3 = 3%, 9 = 32,27 = 33, 34,

3™"), e corretamente indica a representacao geral 3";

e Al3 escreve a sequéncia (0, 1,4, 13,40, n) para a resposta ao nimero de tridngulos reti-
rados. Nota-se que ndo tem compreensdo do modelo geral, pois, apresenta a varidvel n

€como resposta,

e Quanto ao valor do perimetro de cada triangulo, A13 chega a um modelo geral to-
talmente longe do que seria correto para descrever a sequéncia apresentada por ele
(3.16,3.8,3.4,3.2,3.1,3.n);

e Quanto ao valor do perimetro total, A13 chega a um modelo geral totalmente longe do que
seria correto para descrever a sequéncia apresentada por ele
(3.16,3.3.8,9.3.4,27.3.2,81.3.1,n.3.n);

e Quanto a area do tridngulo apresentado na analise, A13 informa a sucessdo:

A 3.A 3.3.A 3334 33334 nA
T4 47 47 4 74

representacdo, mas erra na escrita matematica e chega ao modelo geral incoerente como

) . Nota-se que ele tem certa compreensao da

gerador da sequéncia.
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4.3.14 A analise das respostas do estudante A14

Figura 22 — Respostas do estudante A14 para as questdes.

ATIVIDADE 3 = Tridngulo De Slerpinski {investigaco)

Fractals: uma abordsgem lidica no ensino médio - Professora: Delba Alves
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Fonte: Material de pesquisa da autora.

e O estudante A14 escreve a sequéncia do ndmero de tridngulos corretamente descrevendo
uma sucessdo de razdo 3, nominada representada por (1, 3,9, 27,81, 3"), e corretamente

indica a representacdo geral 3";

e Al4 descreve a sequéncia (0,1,3,9,3% 3" 1) para o nimero de tridngulos retirados,

revelando ter compreensdo do modelo geral;

e Quanto ao valor do perimetro de cada triangulo, A14 chega a um modelo geral incorreto
para descrever a sequéncia apresentada por ele (3.16,3.8,3.4,3.2,3.1,3.2");

e O perimetro total do tridngulo € informado pelo estudante A14 por meio da sucessdo:
(3.16,3.3.8,3%.22,31.2,3%.1,3".1) chegando a um modelo geral totalmente longe do que

seria correto para descrever a sequéncia apresentada por ele.

. 34 9A 334 3"A .
e Al4 representa a sequéncia ( A, —, —, ——, —— | para a drea do tridAngulo mostrando
47167 43 7 4»
ter compreensio do modelo geral que apresenta como gerador da sequéncia.
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4.3.15 A analise das respostas do estudante A15

Figura 23 — Respostas do estudante A15 para as questdes.

ATIVIDADE 3 — Trifingulo De Sierpinski {Investigagio)

Fractais: uma gem lidica no ens) édio - Prof. Delba Alves

Considerando o primeiro tridngulo da sequéncia I o de lado i 16 unidades e drea A,
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Fonte: Material de pesquisa da autora.

O estudante A15 escreve a sequéncia do nimero de tridngulos corretamente descrevendo
uma sucessdo de razdo 3, representada por (1,3,9,27,81,3"), e corretamente indica a

representacdo geral 3";

A15 descreve a sequéncia (0,1,3,9,27,3n~1) na qual a escrita geral apresenta uma
inconsisténcia na representacdo do valor ‘n’, como resposta para o nimero de tridngulos

retirados, revelando ter compreensao do modelo geral, mas representado de forma errada;

Quanto ao valor do perimetro de cada tridngulo, A15 chega a um modelo geral incorreto

para descrever a sequéncia apresentada por ele (3.16,3.8,3.4,3.2,3.1,3.2);

Quanto ao perimetro total do tridngulo apresentado na andlise, A15 considera a sucessao
(3.16,3.3.8,9.3.4,27.3.2,81.3.1,n.3.n). Nota-se que em parte ele tem compreensio da
representacdo, mas erra na escrita matemaética e chega ao modelo geral incoerente como

gerador da sequéncia;

A15 representa a sequéncia | A 34 94 274 814 3"A
uénci = =

p q 747167647283, 4

mostrando ter compreensdo do modelo geral que apresenta como gerador da sequéncia,

) para a drea do tridngulo

embora tenha errado na escrita do termo geral ndo incluindo a poténcia para o denominador.
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4.3.16 A analise das respostas do estudante A16

Figura 24 — Respostas do estudante A16 para as questoes.

ATIVIDADE 3 — Trigngulo De Sierpinskl [Investigagio)

Fractals: uma shordagem |idica no ensine médio - Professors: Delba Alves

Considerande o primeiro tridngulo da sequéncia de lada 16 unidades e drea A,
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Fonte: Material de pesquisa da autora.

O estudante A16 escreve a sequéncia do ndmero de tridngulos corretamente descrevendo
uma sucessao de razao 3, representada por (1, 3, 9, 27, 81, 3n), e corretamente indica a
representacio geral 3";

A16 escreve a sequéncia (0, 1,3,9,27, 3"~ 1) para o nimero de tridngulos retirados, reve-

lando ndo ter compreensdo do modelo geral;

Quanto ao valor do perimetro de cada triangulo, A16 chega a um modelo geral incorreto

para descrever a sequéncia apresentada por ele (3.16,3.8,3.4,3.2,3.1, 3.2);

Quanto ao perimetro total do tridngulo apresentado na analise, A16 informa a sucessao
(3.16, 3.3.8,9.3.4,27.3.2,81.3.1,n.3.n). Nota-se que em parte ele tem certa compreensio
da representacdo, mas erra na escrita matematica e chega ao modelo geral incoerente como

gerador da sequéncia;

ALG ( ancia [ A 3A 9A 27TA 81A 3"A
represen nci —,
epresenta a sequéncia 116 64 256’ 4
mostrando ter compreensdao do modelo geral que apresenta como gerador da sequéncia,

) para a area do triangulo

embora tenha errado na escrita do termo geral ndo incluindo a poténcia para o denominador.
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4.3.17 A analise das respostas do estudante A17

Figura 25 — Respostas do estudante A17 para as questdes.

ATIVIDADE 3 — Trifingulo De Slerpinskl {Investigagda)

Fractais: uma abordagem lUdica no ensino médic - Professora: Delba Alves
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Fonte: Material de pesquisa da autora.

e O estudante A17 escreve a sequéncia do nimero de tridngulos corretamente descrevendo
uma sucessdo de razdo 3, representada por (1,3,9,33, 3% 3"), e corretamente indica a

representacdo geral 3";

e A17 descreve a sequéncia (0,1,3,9,33 3""!) para o nimero de tridngulos retirados,

revelando ter compreensdo do modelo geral;

e Quanto ao valor do perimetro de cada triangulo, A17 chega a um modelo geral incorreto

para descrever a sequéncia apresentada por ele (3.16, 3.8, 3.4,3.2,3.1, 3.2");

e A17 considera a sucessdo (3.16, 3.3.8, 33.22 3.2 3°.1,3".1) para o perimetro de cada
tridangulo. Nota-se que ele tem certa compreensao da representagdo, mas erra na escrita

matematica e chega ao modelo geral incoerente como gerador da sequéncia;

3A 94 334 3'A 3"A
e Al7 representa a sequéncia (A, — ) para a drea do tridangulo mos-

47167 6472567 4
trando ter compreensao do modelo geral que apresenta como gerador da sequéncia.
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4.3.18 A analise das respostas do estudante A18

Figura 26 — Respostas do estudante A18 para as questoes.

ATMIDADE 2 - Trifingule De Sierpinski (Investigagio)

Fractais: uma aboreda, lidles ine médio - Prof Delba Alves

Considerande o primeiro tridngulo da sequéncia equilitera de lado medindo 16 unidades & drea A,

_E:s;: 0 1 2 3 4 n — )
s | N [0 |V [QF 8L |57
NE de
s | O | 2 18 |2+
oW IEWJEPE
do tridinguio I - . d o4 3 f’ qai !
e [l 3.4 i i BLE
1 Oque mnteg}mm o perjmetra da figura de um passo para outro? a
0 pw il \ICU. eqxredendo

3. O gue acontece com o perimetro e com a drea apos n iteragBes?

Voi oumintamde  ngmdenants.

Fonte: Material de pesquisa da autora. 22

O estudante A18 escreve a sequéncia do ndmero de tridngulos corretamente descrevendo
uma sucessdo de razdo 3, representada por (1, 3,9, 27,81, 3"), e corretamente indica a

representacio geral 3";

A18 descreve a sequéncia (0, 1,3,9,27,3""1) para o nimero de tridngulos retirados,

revelando ter compreensdo do modelo geral;

Quanto ao valor do perimetro de cada triangulo, A18 chega a um modelo geral incorreto

para descrever a sequéncia apresentada por ele (3.2%,3.23,3.22 3.213.1,3.24™");

A18 apresenta a sucessdo (3°.24,3.3.23,3%2.3.22,33.3.2! 31.3.1, 3".3.24~") para o perime-
tro de cada tridngulo. Nota-se que ele tem compreensdo da representacdo e chega ao

modelo geral coerente com o gerador da sequéncia;

INT ) ancia [ A 3A 9A 27A 81A 3"A
represen nci —
epresenta a sequéncia 116 61 36’ an
mostrando ter compreensao do modelo geral que apresenta como gerador da sequéncia.

) para a drea do tridngulo
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4.3.19 A analise das respostas do estudante A19

Figura 27 — Respostas do estudante A19 para as questdes.

ATIVIDADE 3~ Tridngula De Sierpinski {Invest|gaciio)

Fractais: uma abordagem lidica no ensina médio - Professora: Delba Alves

Considerando o primeira tridngulo da sequincia equilitero de lado medindo 16 unidades e drea A,

M2 de ‘_ -
S &7 [8) |7
Nt de =

tridngulos ) ) 3
= 10 [4 13 |8 [33]a3™
8.

Passn 0 B 1 2 3 3 3 n 1
formados -
Perimetra de

e | 3.36] 3.2 [3 M [2. 23, 41 [3a¥"
Perimetro total | . ’ : Al
i?::::aub 25 'ib 3 “ 3 - g %-J:a H 52_3_1 _2;‘1‘ ‘;_I-'"'.'I 51‘3.98"“
lowogs | A 3.6 95 |27 S84 252 13% 5

1. Oque acontece commp perimetra da figura de um passo n’;ra outra? ) :,.I
2. Ogueacontege com a dres da figura de um passo para cutro?
-~
ona var Aywmundo
3. Oque goontege com o perimetro e com a drea apds n iteragles?

El vl auwmpltonde ,{'npm&.

Fonte: Material de pesquisa da autora.

e O estudante A19 escreve a sequéncia do numero de tridngulos corretamente descrevendo
uma sucessdo de razdo 3, representada por (1,3,9,27,81,3™), e corretamente indica a

representacdo geral 3";

e Al19 escreve a sequéncia (0,1,3,9,27,3"!) para o niimero de tridngulos retirados, reve-

lando ter compreensao do modelo geral;

e Para o valor do perimetro de cada tridngulo, A19 chega a um modelo geral incorreto para

descrever a sequéncia apresentada por ele (3.16, 3.8,3.4,3.2,3.1,3.24™);

e A19 apresenta a sucessdo (3.16,3.3.8,32.3.4,33.3.2, 31.3.1, 37.3.29") para o perimetro
de cada triangulo. Nota-se que ele tem compreensdo da representacao e chega ao modelo

geral coerente com o gerador da sequéncia.

A19 ) ancia [ A 3A 9A 27A 81A 3"A
° representa a sequéncia —_
P d 4167 64 256 4n
mostrando ter compreensdo do modelo geral que apresenta como gerador da sequéncia.

) para a area do tridngulo



4.3. Resultados da atividade 3 63

4.3.20 A analise das respostas do estudante A20

Figura 28 — Respostas do estudante A20 para as questoes.

ATWVIDADE 3~ Trifngulo De Sh‘erpinskl [Investigagio)

Fractals: uma abordagem lidica no ensing médio - Professora: Delba Alves

1k

Considerande & primeiro tridngulo da sequéncia aquiliters de lada medinda 16 wnidades e area A.
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Fonte: Material de pesquisa da autora.

O estudante A20 escreve a sequéncia do nimero de triangulos corretamente descrevendo
uma sucessdo de razdo 3, representada por (1,3,9,27,81,3"), e corretamente indica a

representacio geral 3";

A20 descreve a sequéncia (0,1,3,9,27,3"" 1) para o nimero de tridngulos retirados,

revelando ter compreensao do modelo geral;

Para o valor do perimetro de cada triangulo, A20 chega a um modelo geral incorreto para

descrever a sequéncia apresentada por ele (3.2%,3.233.22, 3.2, 3.1,3.24™);

A20 apresenta a sucessdo (3.2%,3.3.23,32.3.22, 33.3.21 31.3.1,3".3.27") para o perimetro
de cada triangulo. Nota-se que ele tem compreensio da representacao e chega ao modelo
geral coerente com o gerador da sequéncia;

3A 32A 3A 3'A 3"A
47167 642567 4r
mostrando ter compreensdo do modelo geral que apresenta como gerador da sequéncia.

A20 representa a sequéncia | A,

) para a drea do tridngulo
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4.3.21 A analise das respostas do estudante A21

Figura 29 — Respostas do estudante A21 para as questdes.

ATIVIDADE 3 — Tridngulo De Sierpinski {Investigacio)

Fractais: urma ladica édia - P Delba Alves

Considerando o primeiro tridngulo da sequiincia equilétera de fzde medindo 16 unidades e drea A
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Fonte: Material de pesquisa da autora.

e O estudante A21 escreve a sequéncia do ndmero de tridngulos corretamente descrevendo
uma sucessdo de razdo 3, representada por (1, 3,9,27,81,3"), e corretamente indica a

representacdo geral 3";

e A21 descreve a sequéncia (0,1,3,9,27,3"!) para o nimero de tridngulos retirados,

revelando ter compreensido do modelo geral;

e Para o valor do perimetro de cada triangulo, A21 chega a um modelo geral incorreto para

descrever a sequéncia apresentada por ele (3.24,3.23,3.22,3.2,3.1,3.24™);

e A2l apresenta a sucessdo (3Y.24,3.3.23,32.3.2%,33.3.21,31.3.1, 37.3.2*7") para o perime-
tro de cada tridngulo. Nota-se que ele tem compreensdo da representacdo e chega ao

modelo geral coerente com o gerador da sequéncia;

A1 ( ancia (A 3A 9A 27A 81A 3"A
° represen nci —
epresenta a sequéncia 116 64 6’ an

mostrando ter compreensdo do modelo geral que apresenta como gerador da sequéncia.

) para a area do tridngulo
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5 Discussao dos resultados

5.1 Analise das respostas das sequéncias até a iteracao 4

Observa-se que todos os alunos conseguiram escrever uma sequéncia, no caso uma P.G.,
de razdo 3 para representar o nimero de tridngulos formados na constru¢dao do Triangulo de
Sierpinski. Percebe-se nos alunos Al, AS, A8, All, A13, Al4, A15, A16 e A17 a escrita na
forma de poténcias de 3, revelando uma percepcao objetiva da geracio da sequéncia a partir da

observacao e compreensdo da geometria fractal associada ao conteddo de progressao.

Este resultado leva-nos a ressaltar a importancia de propostas de atividades que valorizem,
a partir da observacao de padrdes, a constru¢do de modelos matematicos, principalmente nos

conteudos de sequéncias e funcdes.

Quanto ao ndmero de tridngulos retirados de uma iteracao para outra, ndo ocorreu o
mesmo sucesso nas representacoes de suas sequéncias. Por exemplo A9 e A10 escreveram que
fizeram através de contagem direta na figura (Figuras 17 e 18), desconsiderando as caracteristicas
de cada iteragdo, revelando nao ter conhecimento do processo de formacdo da sequéncia. O
fato da desconsideracdo da autossimilaridade na constru¢do do fractal gerou o erro na contagem

destes alunos.

Apenas o aluno A6 ndo conseguiu escrever a sequéncia para perimetro de cada novo
triangulo formado. A6 informa ao escrever a sequéncia (16, 8, 4, 2, 1) que confundiu perimetro
de cada novo tridngulo com a medida do lado de cada tridngulo formado. A apresentacido da
caracteristica da complexidade infinita do fractal, ndo encontrada na geometria plana, pode ter
gerado um conflito de observagdes, pois A6 apesar de ndo conseguir escrever a sequéncia para
perimetro de cada novo triangulo, informa corretamente a sequéncia para o perimetro total do
triangulo de Sierpinski. Os demais alunos relataram, apds a atividade, que escrever a sequéncia
para o perimetro de cada tridngulo foi a mais facil, principalmente devido a constru¢do que

realizaram na atividade 2.

Com excecdo dos alunos A3 e AS, todos os outros conseguiram representar a sequéncia
para o perimetro total do tridngulo de Sierpinski. A3 apresentou a sequéncia (3.16,3.24,3.12,
3.6,3.3). O aluno acerta para a iteracdo 0, mas a partir da iteragdo 1, apresenta uma sequéncia
que representa o perimetro de cada tridngulo formado e ndo do fractal. A complexidade infinita
do fractal, uma novidade da nova geometria apresentada, pode ter levado o aluno ao erro. Mas,
de um modo geral, como ocorreu com todos os outros estudantes, esta caracteristica do Fractal,
colabora para que a partir da percep¢do do perimetro de cada novo triangulo formado, construa-se
a sequéncia para o perimetro do Tridngulo de Sierpinski. Apenas os alunos A3, AS, A6, A10,

A1l e A13 ndo escreveram corretamente a sequéncia para a area do triangulo de Sierpinski.
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3.A 33.A 3334 33334
47 4 7 4 7 4
multiplicag@o por 3 no numerador, acompanharam a formacao dos tridangulos no fractal, a cada

usando a

Al3 e All, por exemplo, escrevem (A,

iterac@o, mas esquecem de que o lado estd sendo dividido pela metade e consequentemente a

area dividida por quatro, gerando poténcias de quatro no denominador.

O fato de a érea ter sido determinada por A, e ndo por um nimero especifico, gerou, a
principio, muita inseguranca no preenchimento da linha relativa a drea do Tridngulo de Sierpinski
durante a execugdo da atividade 3. Mas, a partir da itera¢do 2, a maioria dos alunos, perceberam

arazdo da sequéncia e sua associagdo com uma progressao geométrica.

Nas informagdes das sequéncias até a iteracao 4 foi possivel observar a compreensao
da geometria fractal associada a outros conteidos em seus diversos aspectos, principalmente, a
associacdo de padrdes de regularidades visualizados nos fractais com ligagdo com os conceitos

de progressdes geométricas.

A Tabela 1 apresenta, com as células na cor verde, os alunos que escreveram a sequéncia

correta para cada pergunta até a iteracao 4 na Atividade 3.

Tabela 1 — Alunos com escrita correta das sequéncias até a iteragcao 4.

Nede | N°de Perimetro | Perimetro |
Area do

tridngulo

triangulos | tridngulos | de cada total do
formados | retirados | tridngulo | trifingulo

Fonte: Material de pesquisa da autora
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5.2 Analise das respostas para as generalizacoes

Diferentemente das sequéncias limitadas, observadas até a iteracdo 4 na constru¢do do
triangulo de Sierpinski, apenas alguns alunos conseguem a generalizacdo das representagcdes
funcionais das sequéncias obtidas e numerada por eles. Os alunos A9 e A10, por exemplo, que
informaram corretamente praticamente todas as sequéncias até a iteragdo 4, ndo conseguiram

qualquer generalizacio.

Uma observagao interessante em A10 é como ele escreve por extenso o que foi pensado
por ele para obter as sequéncias: “somando os lados do tridngulo” e “somando os lados de todos
os tridngulos”, para justificar, mas nao consegue modelar funcionalmente. O interessante nesta
observacdo € o fato do aluno A10, entre outros, saber o necessério na constru¢do da sequéncia,

mas nao saber o suficiente para a escrita do rigor que a matemaética exige.

Por outro lado, os alunos A19, A20 e A21 escrevem, a partir da linha do perimetro de
cada tridngulo, as sequéncias em poténcias, informando terem conhecimento da sua formacgao e
relacionando contetdos como progressao e fungdo. Uma demonstragdao do uso de um conheci-
mento ja dominado perante a exigéncia de um novo. A Tabela 2 apresenta, com as células na cor

azul, os alunos que escreveram corretamente o modelo geral para cada sequéncia.

Tabela 2 — Alunos com generalizagdes corretas.

N° de N° de Perimetro | Perimetro
triingulos | trifingulos | de cada total do
formados | retirados | triingulo | trifingulo

Area do
tridngulo

Al0

Fonte: Material de pesquisa da autora

A dificuldade apresentada pelos alunos neste item deu-se pelo fato de ndo terem desen-
volvido as habilidades necessdrias para a observacao de padroes, compreensao e construg¢ao de

modelos. Habilidades estas relacionadas diretamente ao estudo de fungdes em séries anteriores.
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As propostas de ensino trabalhadas no contetido de fun¢des apresentam-se através de modelos
prontos, que exploram apenas a resolucdo de equagdes e construgcdo de gréficos a partir do

modelo ja construido, seja pelo professor ou pelo autor do livro didéatico.

5.3 Analise das respostas para as questoes discursivas

Nas respostas das questdes referentes ao que acontece com o perimetro (questdo 1) e a
area (questdo 2) a cada iteracdo na constru¢do do Tridngulo de Sierpinski observamos que os
alunos tém compreensio da relacdo direta das sequéncias informadas e a formagao do fractal.
Independente das respostas terem sido retiradas diretamente da tabela ou da observacio da cons-
trucdo (desenho) do fractal, em ambos os aspectos, o aluno aplicou corretamente conhecimentos

obtidos de suas aprendizagens matematica de sala de aula.

O aluno A9, por exemplo, responde que “o perimetro diminui e o total aumenta”, fazendo
uma referéncia a percep¢do de que apesar dos tridngulos ficarem cada vez menores, o perimetro

da figura cresce.

O aluno A17 responde que o perimetro aumenta e em relacdo a drea “em cima ela
vai multiplicada por 3 e embaixo multiplicada por 4, logo, ela vai diminuindo”. Justificativa

interessante devido a utilizacdo do saber aritmético para explicar o que ocorre geometricamente.

As Figuras 30 e 31 apresentam o percentual de alunos que responderam corretamente as

questdes 1 e 2, respectivamente.

Figura 30 — Respostas para Questao 1 da atividade 3.

Questao 1: Perimetro no
Triangulo de Sierpinski

# Perimetro
Aumentando

B Perimetro
Diminuindo

Fonte: material de pesquisa da autora.
Figura 31 — Respostas para Questao 2 da atividade 3.

Questio 2: Area no Triangulo de
Sierpinski

m Area Diminuindo

m Area Aumentando

Fonte: material de pesquisa da autora.
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Nas respostas referentes a questdo 3 da atividade 3, que questiona o que ocorre com o
perimetro e com a drea da figura apds n iteracdes, repetiram as das questdes 1 e 2, de um modo
geral. A ideia do qual grande este n pode ser, ndo foi alcancado pela totalidade dos alunos. O
fato de poucos alunos terem respondido para um n suficientemente grande, remete-nos a falta de
conhecimento da ideia de limite. Conteido matemético investigado em sequéncia no segundo

ano do ensino médio, mas pouco explorado em sala de aula.

O aluno A2 responde que “ o perimetro € infinito e a drea € zero”, informando ter
conhecimento do que ocorre com o fractal apos n iteracOes para um n grande. E os alunos A3,
A5 e A7 consideram que o perimetro vai para o infinito e a drea vai para zero. Observamos que o
fato de indicar a tendéncia para o infinito e a tendéncia para o zero, mesmo sem o rigor da escrita

matematica, demonstra uma certa maturidade em relacdo a ideia de infinito e limite.

A Figura 32 apresenta o percentual de alunos que escreveram a resposta correta para

questdo da atividade 3.

Figura 32 — Respostas para Questao 3 da atividade 3.

Questao 3: Apos n iteragoes no
Triangulo de Sierpinski

u Area tende a zero
e perimetro tende
para o infinito

u Qutras respostas

Fonte: material de pesquisa da autora.
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Consideracoes finais

Nosso estudo € uma proposta de anélise da geometria fractal associada aos conceitos de
progressoes e representacao da nocao de fungdo (termo geral de uma sequéncia), especificamente

na aplicacdo de saberes obtidos em aprendizagens em sala de aula.

Buscamos através de uma sequéncia de atividades, sendo duas delas relacionadas de
forma direta com o fractal Triangulo de Sierpinski, propiciar ao aluno uma busca investigativa
de padrdes e de escrita matemdtica baseada em saberes de progressdes aritméticas e geométricas
e também sobre o conceito de funcdes, contribuindo para o desenvolvimento de habilidades que

se relacionem com a formalizagcdo de padrdes.

A importancia do trabalho deve-se a diversos fatores, entre eles, podemos destacar trés: a
apresentacdo de uma geometria praticamente desconhecida que nao vem sendo explorada no
ensino médio; a exigéncia da utilizacdo do que o estudante domina perante um saber que ele ndo

conhece e a percep¢io da desvalorizacdo do rigor matematico na escrita em sala de aula.

Apesar de estar presente em alguns livros didaticos do ensino médio, a geometria fractal
ainda ndo faz parte das aulas de matematica. Todos os alunos que participaram das atividades
desconheciam o termo fractal. E ap6s conhecerem o Triangulo de Sierpinski, demonstraram

extremo interesse em conhecer outros fractais famosos e suas sequéncias de construcao.

A dificuldade mais frequente de ficar diante de um saber que ele ndo conhece e precisa
utilizar o que domina € identificar o que € suficiente e/ou necessério para desvendar o novo. Por
exemplo, no caso de informar as sequéncias formadas pelas iteragdes, os que identificaram as
poténcias e conseguiram escrevé-las a partir da segunda iteracdo, concluiram a atividade 3 com

mais facilidade.

Um terceiro fator, a percep¢ao da desvalorizagdao do rigor matemaético na escrita em sala
de aula. Fator diretamente associado a dificuldade dos alunos para generaliza¢do por uma fungao.
Dificuldade ndo apenas dos alunos, mas dos préprios docentes, que a transfere de forma direta
durante as aulas. A defasada formacao académica nos cursos de licenciatura associada a pratica
imediatista (a¢des pedagdgicas direcionadas apenas para aprovagdes em concursos) e saturada
de conteddo do ensino médio contribui para agravar este problema. Por isso, a necessidade de
propostas mais eficientes para que se tenha uma formacao de professores com mais qualidade e

de capacitagdes mais objetivas.

Um ponto importante das observacdes feitas nesta pesquisa para o ensino de matematica
no ensino médio € a andlise do comportamento dos estudantes perante uma situacao nova em
que lhes sdo exigidos o uso de conhecimentos obtidos de suas aprendizagens em sala de aula.

Através das andlises da proposta de atividade baseada na geometria fractal foi possivel observar
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a importancia da abordagem em questdes que requeiram construg¢des a partir da observacgao de

padrdes.

O fato da atividade apresentar uma nova geometria onde algumas de suas propriedades
sdo investigadas durante a sua realizagdo, possibilita que o estudante construa seus conceitos
diante de um novo conteido matemadtico, utilizando a geometria fractal para criar situagdes de

aprendizagem da 4lgebra, principalmente relacionando sequéncia com a modelagem funcional.

Na observacdo dos dados da pesquisa, percebemos que algumas dificuldades dos estu-
dantes para representar as generalizacoes podem estar em parte relacionadas com a forma do
ensino de fungdes na escola, pois, pouco se exige que trabalhem situagdes de generalizagcdo de
sequéncias, nas vdrias atividades utilizadas pelos docentes, para fugir do modo desarticulado das
férmulas prontas, que pouco contribuem para o desenvolvimento das habilidades referentes a

observacao de padrdes e constru¢do de modelos.

Segundo Nascimento (2007), a capacidade de conexdo que o conceito de fun¢do tem com
os conhecimentos de outras dreas ou com conceitos da propria matemadtica, torna-o um conceito
chave para o desenvolvimento de atividades que busquem explorar a modelagem matematica.
Por isso a importancia de investigar quais habilidades os estudantes desenvolvem e quais nio sdo

observadas nas atividades de ensino de funcdo trabalhadas na sala de aula.

Ainda, segundo Nascimento (2007), a identificagdo destas habilidades pode levar a
compreensdo dos elementos das abordagens matemadtica que levam os alunos a dificuldades para

aplicar o conhecimento matematico, ou ainda para compreender o conceito de fungdo.

Baseada nos resultados desta pesquisa que investiga se os estudantes do ensino médio
trabalhando atividades baseadas em geometria fractal aplicam corretamente saberes obtidos de
suas aprendizagens matemadticas de sala de aula, especificamente progressoes e representacoes
de nocdo de funcdes (termo geral de uma sequéncia), sugerimos para prolongamento ou novo
estudo investigar a relacdo e as consequéncias da falta do rigor matematico em sala de aula
no aprendizado da modelagem matematica. Sugerimos a investigacao a partir de atividades

relacionando geometria fractal e a dlgebra.
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