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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo estudar os polinomios e suas equagoes
algébricas. A ideia central deste projeto é produzir um material que possa servir de apoio
aos professores que abordarao esse assunto e também aos alunos interessados. Nesta pes-
quisa priorizarei desenvolver as definicbes e os teoremas relacionados aos polinomios da
maneira como é ensinada nos livros diddticos utilizados no ensino médio. A medida do
possivel utilizarei uma linguagem simples para facilitar o entendimento. Aqui o leitor
encontrard as definigoes dos polinomios, suas propriedades operatorias, no¢ao de grau e
divisibilidade de polinomios. Apresentarei o Teorema Fundamental da Algebra e a sua
aplicagao nas demonstragoes. Na sequéncia demonstrarei varios teoremas que ajudarao
nas resolucoes de equacoes polinomiais, tais como a decomposicao de polindomios em fa-
tores, raizes conjugadas, relagoes de Girard, somas de Newton e polindmios reciprocos.
Em seguida, abordarei as raizes racionais de polindmios com coeficientes inteiros, além de
alguns resultados importantes nas solugoes dessas equacoes. Por fim, sera sugerido para

fins didaticos, alguns exercicios com o objetivo de solidificar o assunto apresentado.

Palavras-chave: polinomios, equacoes algébricas, raizes.






Abstract

The present work aims to study the polynomials and their algebraic equations.
The central idea of this project is to produce a material that can serve as a support
for teachers that will address this issue and also to interested students. In this research
priorizarei develop definitions and theorems related to polynomials of the way it is taught
in textbooks used in high school. To the extent possible I will use plain language to
facilitate understanding. Here the reader will find the definitions of polynomials, their
operating properties, concept of degree and divisibility of polynomials. I will present the
Fundamental Theorem of algebra and its application in the demonstrations. As a result I'll
demonstrate several theorems that will help in resolutions of polynomial equations, such
as the decomposition of polynomials, roots factors combined, Girard, Newton sums and
reciprocal polynomials. Then I'll discuss the rational roots of polynomials with integer
coefficients, plus some important results in the solutions of these equations. Finally,
will be proposed for educational purposes, some exercises in order to solidify the matter

presented.

keywords: polynomials, equations algebraic, roots.
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Introducao

Apoés ministrar uma aula de fungoes quadraticas um aluno veio e fez a seguinte
pergunta:

Professor, qual é o melhor livro para estudar esse assunto?

Nao hesitei e respondi:

- O melhor livro é aquele em que vocé consegue aprender! Da mesma forma que o
melhor professor é aquele que consegue lhe ensinar!

Apoés essas palavras tentei explicar ao aluno que nao adiantaria pegar um livro com
um nivel de dificuldade elevado se, por acaso, ele nao estivesse pronto para isso e que
sO o proprio estudante poderia avaliar qual seria o melhor livro para ele. Aproveitei a
oportunidade e indiquei uma bibliografia para estudo.

Foi motivado por esse pensamento que ao iniciar essa dissertagao quis abordar os po-
linomios e suas equacoes algébricas de uma forma que os alunos da graduacgao, professores
iniciantes e também os préprios alunos de ensino médio pudessem estudar e compre-
ender os assuntos referidos nesse trabalho. Durante as aulas sobre polinomios em um
pré-vestibulares solidéarios oferecidos pela UFPE senti vontade de abordar esse tema na
minha dissertacao, pois, além de ter afinidade com o assunto, percebi ao longo do anos
inimeras dificuldades dos estudantes nas resolugoes das equagoes algébricas.

Assim, esta dissertacao tem como proposta contribuir para minimizar essa pro-
blematica, tendo em vista que uma das maiores dificuldades observadas em minhas aulas
sobre polinomios é o pouco embasamento tedrico possuido pelos alunos acerca das de-
finicoes e dos teoremas aplicados nas solucoes dos problemas. Aqui sera feita uma co-
letanea dos varios assuntos abordados sobre polinomios em sala de aula no nivel médio.
A linguagem utilizada nas explicagoes sera, a medida do possivel, de facil compreensao,
para que todos os tipos de leitor possam assimilar melhor o contetdo.

Reforcando essa ideia, ha a prépria proposta do PROFMAT que é melhorar a
educacao bésica em matematica no pais. Nesse contexto, o desenvolvimento relativo
ao tema polindmios serd tratado de maneira como é aplicado em sala de aula, isto é, a
nivel médio. Por essas razoes, as defini¢oes sobre polindmios nesse projeto nao serao feitas
sobre anéis e corpos, como nos livros de Algebra. Isso por que tais assuntos sao aborda-
dos, normalmente, nos ultimos periodos da graduacao durante a disciplina de Estruturas
Algébricas.
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Para uma melhor compreensao, a dissertagao sera desenvolvida em quatro capitulos.
O primeiro deles sera dedicado as definigoes iniciais, nas quais os polinomios e seus termos
serao apresentados, depois as operacoes basicas, tais como a adicao e a multiplicacao. Em
seguida, serao vistos os graus da soma e da multiplicacao e, por fim, a divisibilidade de
polinomios. Esse capitulo é fundamental para o entendimento dos demais, ja que é a
partir da compreensao deste que construiremos o desenvolvimento do trabalho.

No capitulo 2 trataremos as resolugoes das equacoes polinomiais. Dentre os as-
suntos abordados, veremos o Teorema Fundamental da Algebra, a decomposicao de po-
lindmios em fatores, raizes conjugadas, além das relagoes de Girard, uma ferramenta im-
portantissima para encontrar as raizes de um polinomio quando existe alguma informagao
a respeito delas, também veremos as raizes irracionais e por fim, as equacoes reciprocas.

Ja no capitulo 3 estudaremos as condicoes para existéncia de raizes racionais de
um polindmio com coeficientes inteiros. Esse assunto recebeu um destaque, pois foram
incluidas algumas propriedades que normalmente nao sao tratadas nos livros do ensino
médio, como por exemplo, o método de exclusao de Newton para raizes inteiras e o critério
de Eisenstein.

O capitulo 4 serd composto por 13 exercicios propostos sobre os assuntos discuti-
dos neste trabalho. Tais problemas visam revisar e solidificar o conhecimento adquirido.

Junto aos exercicios seguem sugestoes de resolucoes.



Capitulo 1
Polinoémios

1.1 Definigao. Denominamos por polinomio na indeterminada z, com coeficientes com-

plexos, a seguinte expressao matemaética:
n
2 -1 k
p(x) = ag + a1x + asr” + ... + a1 2" + a2 = E agx”,
k=0

em que a, # 0, n € N e, por convencao, no somatoério temos z° = 1.

Dizemos que:

nx™, ap_12" Y, . asx?, a1z, ag, sdo os termos do polindmio;
Qn, Qp_1, ... 02, G1, Gg, SA0 08 coeficientes;
", "7l . 22, x, sdo os termos literais;

a, € o coeficiente dominante ou coeficiente lider;
ap € o termo independente ou coeficiente independente;
n é o grau.
Notacao: Embora alguns autores utilizam a notacao deg para denotar o grau de

um polinémio, nesse trabalho empregaremos o simbolo 0 para indicacao do grau de um
polinémio.

Por uma questao de simplicidade, daqui por diante, a menos de menc¢ao ao contrario,
sempre que nos referirmos a um polinomio p(z) admitiremos que os coeficientes sao

nimeros complexos e a, # 0. Nos casos em que os coeficientes do polinémio p(x) perten-

cerem a um subconjunto dos nimeros complexos sera informado no enunciado.
1.2 Exemplo. Dado p(z) = 32" + (7 — 2i)2% + 42* + (2 — 3i)z? — 192 — 6, temos:
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Os termos sao: 3z7, (7 —2i)2®, 4a*, (2 - 3i)2z?, —19x ¢ —6;
Os coeficientes sao: 3, 7—2i, 4, 2—3i, —19 e —6;
O coeficiente dominante é: 3;
O coeficiente independente é: —6;
O grau é: 7.
1.3 Definigao. Considere o polindomio p(z) = a,™ + a,_ 12" ' + ... + asz® + a1z + ag

e um numero complexo a. Denominamos por wvalor numérico do polindmio p(z) em «, o

nimero p(«) encontrado ao substituir a por x em p(x), ou seja,
pla) = a,(@)" + ap_1 ()" 1+ ..+ ax(a)? + ar(a) + ag.

1.4 Exemplo. Determine o valor numérico do polinomio p(z) = —5z*—2x3+32*+7x—13

para a = 1 + 4, tal que, a € C.

Solugao: Dado p(z) = —5x* — 223 + 32? + 7x — 13, entao:
= —5(a)* = 2(a)®* + 3(a)* + 7(a) — 13 =
=51+ —2(1+)*+31+i)*+7(1+14) — 13 =

(@)
(@)
pla) = =5(—4) = 2(=2+2¢) +3(2) + 7(1 + i) — 13 =
()
(@)

1.5 Definigao. Seja o polinomio p(r) = a,2" + @, 12" ' + ... + asz? + a1z + ap.

Denominamos por raiz do polinomio p(x) todo nimero a € C, tal que, p(a) = 0.

1.6 Exemplo. As rafzes de p(z) = o* + (=7+2i)2® 4+ (17— 12¢)2? + (—17+22¢) x4+ 6 — 124

sao 1, 2, 3 e 1 — 24, pois:

p(1) = (D) + (=7+2i)(1)> + (17 — 120)(1)* + (=17 + 224)(1) + 6 — 12i = 0;

p(2) = (

p(3) = (B)* + (=7 +2i)(3)* + (17 — 12i
( ) = (1=20)4 4 (=7+24)(1—20) +(17—124) (1—24)2+(=17+221) (1—2i) +6—12i = 0.

2)4 + (=7 + 20)(2)3 + (17 — 124)(2)* + (=17 + 22i)(2) + 6 — 12i = 0;
)(3)2 + (=17 + 22i)(3) + 6 — 12i = 0;

p(1—21

A soma dos coeficientes do polindémio p(x) = a,x" +an 12" M+ L Fasr?+ax+ag

¢ o valor numérico de p(x) quando x = 1. Com efeito:
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p(1) =a,(1)" +a,_1(1)" "+ ... +as(1)?+ai(1) +ag =

p(1)=a,+ a1+ ... +as+a;+ ap.

O coeficiente independente do polindémio p(x) = a, 2" +a, 12" 1+ ... +asr®+a;r+ag
¢ o valor numérico de p(x) quando x = 0. De fato:
p(0) = a,(0)" + a,_1(0)" 1+ ... +az(0)*+ a1(0) +ay =
pO) =040+ .. +0+0+ap=

p(0) = ay.

1.7 Definigao. Denominamos por polinomio nulo, ou identicamente nulo, o polinomio
p(z), tal que, p(a) = 0, para qualquer valor de a € C.
Notagao: p(z) =0 ou p(x) = 0.

1.8 Teorema (Coeficientes do Polinémio Nulo). O polinémio p(x) = ag + a1 +
a2+ ... Fan_12" ' +a,x" € nulo se, e somente se, todos os seus coeficientes sao iguais

a 2ero, ou seja,
plr)=0ay=a1=ay= ... =a,1=a,=0.

Demonstracao. (<)
Hipétese: ag =a1 =ay = ... =a,_1 = a, = 0.
Tese: p(z) = 0.
Seja p(x) = ag + a1z + asx® + ... +ap_12" ' +a,z" e, por hipdtese, ay = a; = as =
. =ay1 =a, =0, entao p(r) =0+ 0z + 0z*> + ... +0z" ' + 0z". Desta forma, para

todo a € C, temos p(a) = 0+ 0(a) + 0()?* + ... +0(a)" ' 4+ 0(a)" = p(x) =0, o que

demonstra a volta do teorema.
(=)
Hipétese: p(x) = 0.
Tese: aqp=a1=ay= ... =ap_1=a, =0.
Por hipétese, p(x) = 0, entdao o seu valor numérico é p(a) = 0, para todo a € C.

Considere oy, a1, @9, ... , Q,_1, ap, como sendo n + 1 nimeros complexos, distintos

dois a dois. Logo,

p(ag) = ag + a1(ag) + az(a)? + ... + an_1(g)" ™ + an(ag)”
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plar) = ag + ar(ay) + az(a)* + ..+ ap_1 ()" + ap (o)

plag) = ag + a1(az) + ag(a2)2 4+ ...+ an,l(az)”*l + a,(ag)"”

plan—1) = ap + ar(-1) + aa(n-1)? + .. + ap1 (1) + an(p_1)"
plan) = ap + a1 () + ag(an)Q + ...+ an_l(ozn)”_l + an(a,)"

Note que as equacoes acima formam um sistema linear homogéneo, com n + 1
equacoes e n + 1 incognitas, que sao ag, ai, as, ... , G,_1, a,. Com as equagoes acima
podemos representar a matriz incompleta do sistema por A e sua transposta por A?, con-

forme a matriz abaixo:

1 o) (a)? (ap)™ ! (a0)"
1 (e%] (041)2 (al)nil (al)n
1T ay (ag)? (o)™t (a2)"
A=
1 ap g (an1)? oo ()™t ()™
I 1 o, (an)? ... ()1 (o)™ |

Sabendo que o determinante de uma matriz é igual ao determinante da sua trans-
posta, temos que Det A = Det At. Observe que a matriz A’ é a matriz de Vandermonde
(Alexandre-Théophile Vandermonde, 1735-1796. Vandermonde foi misico, quimico e ma-

temdtico), cujo determinante é obtido por:

t
Det A" = (o — ) - (g — )+ oo - (y — )+ ove = (y — 1) = (o — ).
J
0<i<j<n
Agora, por hipdtese, g, @i, g, ..., a,_1, «a, sao distintos dois a dois, entao

nenhum dos fatores do Det A! se anula. Logo, Det A # 0. Portanto, a tinica solugao do
sistema ¢ a trivial, ou seja, ag = a1 = as = ... = a,_1 = a, = 0, o que demonstra a ida

do teorema. O
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1.9 Exemplo. Determine os valores de a, b, ¢ e d sabendo que é identicamente nulo o

polinémio p(x) = (a — 3)2* + (a — b+ 2)z* + (b+ 2¢ — 1)x + (2¢ + 4d).

Solugao: Sabendo que p(z) é identicamente nulo, entdo podemos formar o seguinte

sistema:
(a—3=O (a—3:():>a:3
a—b+2=0 a—b+2=0=b=a+2=3+2=0b=5
b+2c—1=0 - b+2c—1=0=>2c=1-b=1-5=c= -2
\20+4d:0 2c+4d=0=4d=—-2c=4d=-2(-2)=d=1

Desta forma, a =3, b=5,c=—-2ed=1.

1.10 Definigao. Dois polinémios p(x) e h(x) sdo iguais ou idénticos quando assumem o
mesmo valor numérico para todo a € C.

Notagao: p(x) = h(x) ou p(x) = h(x).

1.11 Definicao. Dois ou mais termos, nao nulos, sao semelhantes quando tem a mesma

parte literal, ou seja, quando possuem a mesma variavel e 0 mesmo expoente.
1.12 Exemplo. 527 e —32" sao termos semelhantes.
1.13 Exemplo. 202° e 132* nio sio termos semelhantes.

1.14 Teorema (Da Igualdade de Polinémios). Dois Polinomios

p(xr) = ao+ax+ W’ + . Fap 12"+ a,z e

hz) = bo+bixw+ by’ + ... +by_2" " 4 bya”

sao idénticos, ou iguais se, e somente se, os coeficientes dos seus respectivos termos

semelhantes sao iquais, ou seja,
ap =bo, a1 = b1, ag =by, ..., ay—1 ="by_1, an = by.

Demonstracao. (<)
Hipotese: ag = by, a1 = by, az =ba, ..., ap_1 =by_1, a, = by.
Tese: p(z) = h(z).
Tome um nimero « € C, entao p(a) = ag+a; (a)+az(a)*+ ... +a,—1()" " +a,(a)"

e h(a) = by + bi(a) + ba(a)® + ... +by_1(a)" ' + b,(a)". Por hipétese, temos ag = by,
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a; = by, ag = by, ..., a1 = by_1, a, = b,. Entao, p(a) = h(a), V a € C. Logo,
p(z) = h(z).
(=)

Hipétese: p(x) = h(x).
Tese: ag = by, a1 = b1, as =bs, ..., ap_1 =b,_1, a, = b,.
Por hipétese, p(xz) = h(z) e como os polinémios sdo idénticos, entao p(a) = h(a),
para todo a € C. Desta forma, temos:
ap + ar(a) + az(a)* + ... + ap_1 ()" 4 ay ()" =
bo + b1(a) + ba()? + ... + b1 ()"t + bp(a)” =
ap—bo+ay (a)—bi(a)+az(a)?—by(a)*+... 4,1 ()" b, 1 ()" Ha, (@) b, ()" = 0 =

ag—bo+ (ay —by) (@) + (az—b2)(@)* + ... +(an_1—bn1)(@)" " +(an—b,) ()" =0. (1.1)

Definindo um polinémio ¢(z) pela identidade 1.1, ¢(z) possui infinitas raizes. Logo,
t(x) =ap— by + (a1 — by)x + (ag — ba)x® + ... + (ap-1 — bp_1)x" ' + (a, — by)z" = 0.
Porém, como ¢(x) é um polinémio nulo. Assim, ag —by =0, a; — by =0, ag — by =0, ...,
an_1 — b1 = 0, a, — b, = 0 e, consequentemente, ag = by, a1 = by, ay = by,...,

Gp_1 = by_1, a, = b,, como queriamos demonstrar. O

1.15 Exemplo. Determine as incégnitas a, b, ¢ e d sabendo que sao idénticos os po-

linomios p(z) = ax® — 72 + 5z +d e h(z) = 223 + (a — b)2® + (b+ ¢)z — 3.

Solugao: Dados p(z) = az® — 72? + 5z +d e h(z) = 223+ (a — b)z?* + (b + ¢)z — 3 que

sao polindomios idénticos, entao p(x) = h(x). Logo, igualando os termos de mesmo grau,

obtemos:
4 4
ar’® = 223 a=2
(a —b)x? = —Tz? a—b=—-T=b=a+7=24+7=0=9
= .
(b+ c)x = bz b+c=5=c=5-b=5—-9=c=—4
\d:—?) \d:_g

Portanto, a =2,0=9,c=—-4ed= —3.
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1.1 Operacoes entre Polindomios

1.1.1 Adigao de Polinomios

Considere os polindmios

n

pa) = ap+mz+ar®+ .. +a,z" ! +aa" =) aat
k=0

h(z) = bo+ bz +bpa® + o 4 byig™ b =Y bt e
k=0

w
k

tHr) = cotear+cer®+ . Fep 12 et = Z ",
k=0
Permutando os indices, se necessario, podemos supor que n > m > w, de tal forma
que by =0 param+1 <k <nec =0paraw-+1 <k <n. Sendo assim, podemos

escrever
p(z) = Y arz®, h(z) = 5 bpat e t(x) = 5 cpa.
k=0 k=0 k=0

1.16 Defini¢ao. Denominamos por adi¢ao, ou simplesmente por soma, de p(z) e h(x) o

polinomio:
p(x) +h(x) = (ag +bo) + (a1 +b1)x + (ag +bo)x* + ... + (an_1 +bu_1)2" "+ (ay +by)a"

1.17 Exemplo. Sejam os polinomios p(r) = 6 —5x+2>—Tz3 e h(x) = —1+x+22? — 3%,
que podem ser representados por p(z) = 6 — 5z + z% — 723 + 0zt e h(z) = =1+ z + 22 +
023 — 3z*. Logo, p(z) +h(z) = (6 —1)+ (=5+ 1)z + (1+2)2? + (=7+0)2> + (0 — 3)z* =
p(x) + h(z) =5 — 4x + 322 — Ta® — 32?

Em outras palavras, a adicao de polinomios nada mais é do que a adi¢ao dos coefi-

cientes dos termos semelhantes.

1.18 Proposicao. A adig¢ao é comutativa.

Sejam os polindmios p(x) e h(x) temos:

p(x) + h(z) = h(z) + p(z).

Demonstracio. Considere p(z) = Y. apz® e h(z) = Y bzt
k=0 k=0

Portanto,
n

plx) + h(z) =Y apak +) bt =
k=0

k=0
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n n

Z(ak + bk)xk = Z(bk + ak)xk =

k=0 k=0

Z bra® + Z arz™ = h(x) + p(x).
k=0 k=0

1.19 Proposicao. A adi¢cao é associativa.

Sejam os polinomios p(x), h(x) e t(x) temos:
[p(x) + h(z)] + t(z) = p(z) + [A(z) + t(z)].

Demonstracio. Considere os polinomios p(z) = Y. apz®, h(z) = 3 bpak et(z) = 3 cpak.
k=0 k=0 k=0

Note que:

e i 160 = [$ i+ S| St -

[Z(akxk + brz®) | + Z cpat = Z(ak + b)) + Z cprt =
k=0

k=0 k=0 k=0
Z[(ak + bk)azk + Ck.’lik] = Z[(Gk + bk) + Ck].CEk =
k=0 k=0
Z[ak + (bk + Ck)]$k = Z[Gkﬂik + (bk + Ck)l‘k] =
k=0 k=0
Z apx® + Z(bk + cp)ak = Z apx® + Z(bkxk + ckxk)] =
k=0 k=0 k=0 k=0

Z bra® + Z ckxk] = p(x) + [h(x) + t(x)].

n
E akxk +
k=0

1.20 Proposicao. Existe o elemento neutro da adigcao.

Seja o polinomio p(x), existe um elemento e(x), tal que, p(x) + e(x) = p(x).
n n
Demonstragio. Considere os polinomios p(z) = Y. apz® e e(x) = Y epa®. Porém, como
p(z) +e(x) = p(z), entdao > apz® + > exa® = 3 apat & Y (apat + epa®) = Y qpat &
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
n n

S (an + ex)z® = > apx®, ou seja, ap + ex = ag, para 0 < k < n en € N. Sendo assim,

k=0 k=0
ar + e, = ap = e = 0. Desta maneira, concluimos que o elemento neutro da adicao de

polinémios é o polinébmio nulo. O
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1.21 Proposicao. Existe o elemento oposto, ou inverso, da adicgao.

Seja o polinomio p(x), existe um elemento p*(x), tal que, p(x) + p*(x) = e(x).

n
Demonstracio. Considere os polinomios p(z) = Y apa® e p*(z) = Y aja®. Porém, como

n

k=0 k=0
n n n n n
p(z)+p*(x) = e(x), entdo > apz®+ Y ajak = 3 epat & Y (gt +aia?) = 3 epat &
k=0 k=0 k=0 k=0 =0
n n
kz—:o(ak + aj)azb = kz_oekxk, ou seja, ar + a; = e, mas e, = 0, entdo aj = —ay, para
0<k<nmeneN. O]

O polinoémio oposto de p(z) é representado por —p(z).
n—1

Note que —p(z) = —(a,)z" — (an_1)z" ' — ... — (az)z* — (a1)x — ay.

1.22 Definigao (Subtragao de polinémios.). Considere os polindémios p(z) e h(x). De-
nominamos por subtracdo ou diferenca de p(x) e h(x), representada por p(z) — h(z), o

polinémio definido por:

p(r) = ap+ar+agx® + ... +a, 12" +aa” e
h(z) = bo+bix+byx®+ ... + b, 2"+ ba”,

entdao: p(z) — h(z) = p(z) + [~h(z)] =
ap+ a1 + ax? + ... 4+ an 12"+ apx™ + (=by — byz — box® — ... — b, 2" —ba") =
ap+ a1x + ar® + ... +ap 12"+ a,zt — by — bix — by — ... — b,z — b2 =

ag —bo + (a1 — b))z + (ag — bo)x* + ... + (@p_1 — by1)x"* + (an — by)z".

Em outras palavras, a diferenga dos polinomios de p(z) e h(z) nada mais é do que

a adi¢do de p(x) com o oposto aditivo de h(x).

1.1.2 Multiplicacao de Polinomios

Considere os polinomios

p(zr) = ap+ax+ ar? + ... 4 a2+ aa" = Z ak$k7
h(z) = bo+biz+br® + oo bz b =Y bt e

tr) = cot+ar+or®+ ..+t et = Z cx
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A multiplicacdo entre p(x) e h(zx) é realizada em duas etapas, a saber:

primeira etapa: Multiplicamos cada termo de p(x) com os termos de h(z), obe-

decendo a seguinte regra: (az™) - (bx™) = (a - b)x™ ™.

segunda etapa: Somamos os termos semelhantes, ou seja, somamos os termos

literais de mesmo expoente, conforme a seguinte regra: azx™ + bz™ = (a + b)z™.

1.23 Definigao. Denominamos por multiplicagao de polinémios p(z) e h(z), representado

por p(z) - h(x), o polinémio produto, tal que,

p(x) - h(z) = agby + (aphy + arbo)z + (agbs + a1by + asb)x? + ... + aybypx™™, N0 qual o
coeficiente de um termo qualquer de z* no produto p(z) - h(x) é da forma:
k

aoby, + arbg—1 + agbp_o + ... + ag_1b1 +arby = ) ajbp_j, em que, j <nel <k —j5<m.
i=0

J

1.24 Exemplo. Sejam p(z) = 3 + 222 + 52° e h(z) = —2 + = + 42%, entdo:

p(z) - h(z) = 3+ 22% +52°) - (=2 + 2 + 4a?) =

p(z) - h(z) = 3(=2) + 3(x) + 3(42*) + 222 (—2) + 22%(z) + 22%(42?) + 523 (—2) + 523 (z) +
523 (4xt) =

p(z) - h(z) = —6 + 3z + 122* — 42? 4 22° + 82° — 102® + 5a* + 2027 =

p(z) - h(z) = —6 + 3z — 42? — 823 + 172" + 82° + 202".

1.25 Proposicao. A multiplicacao é comutativa.

Sejam os polindmios p(x) e h(x) temos:

Demonstracao. Considere os polinomios

plr) = ap+ax+ ax® + .. Fap 12"+ aa” e

h(z) = by +bix + bot® + .. + b1 2™ L+ ba™.

Logo, p(x) - h(x) = agby + (agby + aibo)x + (aghy + a1by + asby)x? + ... + anby, ™™™ e
h(x) - p(x) = boag + (boay + brag)w + (boas + biay + baag)z® + ... + ba,z™ ™.
Perceba que um coeficiente qualquer de 2* no produto p(x) - h(x) é da forma:

aoby + arbg_1 + asbg_o + ... + agp_1b1 + arby e no produto h(zx) - p(x) é:
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boar + brag_1 + boar_o + ... + bg_1a1 + brag. Entretanto, como no conjunto dos nimeros
complexos a adicdo e a multiplicacdo sao comutativas, entdo os coeficientes de z* dos

polinémios p(z) - h(z) e h(x) - p(x) sao iguais. Portanto, p(z) - h(x) = h(x) - p(z). O

1.26 Proposicao. A multiplicacao é associativa.

Sejam os polindmios p(x), h(x) e t(x) temos:

Demonstracao. Considere os polinomios
p(z) = ap+ax+ax® + ... +a,a”,
h(z) = by+bx+byr®+ .. +bpa™ e
t(r) = coter+cr®+ .+ cpr.
Logo, [p(z) - h(z)] = agby + (agby + aibo)x + (agbe + a1y + agb)x? + ... + apbypz™ ™.

Representaremos um coeficiente qualquer de z* no produto p(z) - h(x) da seguinte forma:

do = CLObO; d1 = a061 -+ albo; d2 = aobg + a1b1 + CLQbO (§] generahzando:
k
di = apbr+ar1bg_1+asbp_o+ ... +ap_1b1+aby = > a;bp_;, talque, k <ne0 < k—j <m,
=0

ou seja, p(x) - h(z) = do + diz + dez® + ... + dgpmyx™™™.

Agora, [p(z) - h(z)] - t(z) = doco + (docy + dico)r + oo + dinpmyCpr ™Y =

[p(z) - h(z)] - t(z) = (aobo)co + [(aobo)er + (aoby + arbo)colx + ... + [(anby )|z T™Te =
[p(x) - ()] - t(x) = agboco + (agboct + agbico + arboco)r + ... + apbmcy™ ™. (1.2)

De forma analoga, temos que:

h(z) - t(x) = boco + (boct + bico)x + ... + bpcux™ .

Representaremos um coeficiente qualquer de x* no produto h(z)-t(x) da seguinte maneira:
eg = bocp; e1 = bocy + bicy; ea = boco + bicy + bacy e generalizando:

S
es = bocs+b1cs_1+bacs o+ ... +bs_101+bsco =D besy, talque, s <mel < s—1<w,

1=0
ou seja, h(z) - h(x) = e+ €12 + e22> + ... + €(miw)T

m+w.
Agora, p(z) - [h(x) - t(x)] = ageo + (aoer + ar1€0) T + o + Ane(miwya™ ") =
p(x) . [h(ZL‘) : t(l‘)] = aO(bOCO) + [ao(b001 + blCQ) + al(boco)]l' + ... 4+ [an(bmcw)]m”+(m+m =

p(z) - [h(z) - t(z)] = apboco + (apboc + agbico + arboco) + ... + apbme,x™ . (1.3)
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Perceba que as equagoes 1.2 e 1.3 sao idénticas. Assim, concluimos que:

1.27 Proposicao. Existe o elemento neutro da multiplicacao.

Seja o polinomio p(x), existe um elemento e*(x), tal que,

Demonstragao. Primeira parte: Existéncia: Considere os polinomios p(x) = ag + a1 +
ax® + . Fapa" T 4 ana™ e ef(z) = e +ejr +ezat + o +ef,_a™ el a™, tal
que, ef =1 e ef = 0, para todo k > 1. Desta forma, temos que p(x) - e*(z) = p(x), para
qualquer p(x). Logo, e*(z) = 1 é o polinomio neutro da multiplicagao.

Segunda parte: Unicidade: Suponha que o elemento neutro da multiplicagao nao seja
unico. Logo, existe um elemento e**(z), tal que, p(x) - e**(x) = p(x). Assim, temos
e*(z) e (x) = e*(x) e e (x) - e*(x) = € (x). Agora, pela comutatividade dos polinomios,
temos que e*(z) = e**(x). Desta forma, concluimos que o elemento neutro da multiplicagao

de polindomios é tnico. O

1.28 Proposicao. Distributividade da multiplicacao.

Sejam os polinomios p(x), h(x) e t(x), entao

[p(z) + h(z)] - t(x) = p(x) - t(z) + h(z) - t(z).

Demonstracdo. Considere os polindmios

p(z) = ap + a1 + agr* + ... + apa”,
h(a:) = b0+blx+bg$2+ —l—bmxm e

tHr) = co+er+cer’+ .+ ez

Logo, p(x) + h(z) = (ap + bo) + (a1 + b1)x + ... + (a, + by)x™.

Representaremos um coeficiente qualquer de z* do polinomio p(z) + h(z) da seguinte
forma:

dy = ag + by; dy = ay + by; dy = as + by e generalizando dy = ay + by.

Donde, p(x) + h(z) = do + dix + doa® + ... + dp2™ e
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[p(z) + h(zx)] - t(x) = doco + (docy + dico)x + ... + dpcypx™™ =
[p(x) + h(z)] - t(x) = (ap + bo)co + [(ao + bo)cr + (a1 + bi)colz + ... + (an + by)cpa™™ =
[p(z)+h(z)]-t(z) = agco+boco+ (apci +boct +arco+bico)x+ ... +(ancw+bpey,)z™™. (1.4)
Agora, vamos encontrar p(z) - t(x) + h(x) - t(z) :
p(x) - t(z) = apco + (aper + arco)r + ... + apc,x™t e
h(x) - t(x) = boco + (bocy + bico)xr + ... + byc,z™ ™) entédo

p(x) - 1(x) + h(z) - t(z) =

agco + boco + (apcr + arco)x + (bt + bico)x + ... 4 (anCyw) ™ + (bpcy )z ™ =

p(x)-t(z) +h(x) t(x) = agco+ boco + (aper + arco + bocy +b1co) T + ...+ (AnCy + bpcy )T .
(1.5)

Observe que as equacoes 1.4 e 1.5 sao idénticas e concluimos que:

[p(x) + h(z)] - t(z) = p(x) - () + h(z) - t(z).

1.1.3 Grau da Soma de Dois Polinémios

1.29 Proposicao. Dados dois polinomios, nao nulos, entao:
i) Se p(x) + h(x) # 0, entio o dlp(x) + h(x)] < mdz.{0[p(x)]; O[h(x)]};
it) Se dlp(x)] # O[h(x)], entio o A[p(x) + h(x)] = mdz.{0[p(x)]; O[h(x)]}.
Demonstracao. Dados dois polinémios,

p(x) = apr" +a, 12"+ . tawtag e

h(z) = bpa™ 4 bp_12™ + .. + bz + by,
tais que, a, # 0 e b, # 0.

Temos trés casos a considerar: n > m, m > n e n = m. Porém, os dois primeiros

casos sao analogos. Sendo assim, verificaremos o primeiro e terceiro casos:
Primeiro caso: n > m.
Tome:
~1
p(r) = apx"+ap 12"+ 0+ apx™+ . +az+ag e

h(z) = 02"+ 02" ' 4 ... +bpa™+ ... +biz+ b
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Desta forma:

p(z)+h(x) = (an +0)2" + (a1 +0)z" 1+ .. + (A +bp)z™+ ... +(ay+by)x+ag+by =
p(x) +h(z) = apx™ + ap12™ '+ .+ (am +byn)z™+ ... + (a1 +b1)x + ag + by. Portanto,
0 d[p(z) + h(x)] = n = mdz{d[p(x)]; O[h(x)]}.

Observe que, ao analisar os casos n > m e m > n, provamos ii. Agora, vamos

verificar o caso quando n = m para concluirmos a prova de :

Terceiro caso: n = m.

Tome:

p(l’) = an$n + an—lxn_l + ... taix+ag e

h(z) = bpa" +b,12" + ... + b+ by.

Desta forma:
p(z) + h(z) = (a, + by)x™ + (ap_1 + by1)x™ ' + ... + (a; + b1)z + by + by. Portanto, o
Ilp(z) + h(z)] < mdz.{[p(z)]; O[h(z)]}. O

1.30 Exemplo. caso n > m : p(z) = b2® + 2x + 3 e h(x) = —2® — 22 — 3, entdo
p(x) + h(z) = 523 — 22. Logo, d[p(z) + h(z)] = 3 = mdx.{d[p(z)]; O[h(z)]}.

1.31 Exemplo. cason =m: p(z) = 5z" + 325 — Ta? + 2 e h(z) = 227 + 22° + 2% + 4,
entdo p(x)+h(x) = 72" +22%+325+6. Logo, d[p(x)+h(zx)] = 7 < mdz.{d[p(x)]; O[h(z)]}.

1.32 Exemplo. cason =m: p(z) =52'%+223+3 e h(x) = —52'° +22% + 32+ 5, entdo
p(z) + h(x) = 223 + 222 + 3z + 8. Logo, d[p(x) + h(z)] = 3 < mdx.{d[p(x)]; I[h(z)]}.

1.1.4 Grau da Multiplicacao de Dois Polinémios
1.33 Proposicao. Dados dois polinomios, p(x) e h(z), ndo nulos, entdo:

Olp(x) - h(x)] = O[p(x)] + O[h(x)].
Demonstragdo. Sejam dois polinomios p(z) = a,2™ + ap_ 12" 1+ ... +a9z? + a1+ ag e
h(z) = by 2™ +by 2™+ .. bz +by T +Dy, tais que, a,, # 0eb,, # 0, entao d[p(z)] = ne
I[h(z)] = m. Sendo assim: p(z) - h(x) = apbpx™™ + (an_1bm + apby_1)z" ™™+ .+
(agby + ayby + asbg)x® + (aiby + agby ) + agby, mas como a, # 0 e b, # 0, entao a, - by, # 0

e, consequentemente, o d[p(x) - h(z)] = n+ m = d[p(z)] + J[h(x)]. O
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1.34 Exemplo. Dados p(x) = 523+3, de d[p(z)] = 3 e h(z) = 32>+52+6, de d[h(z)] = 2.
Portanto, p(z)-h(x) = 1525+ 2521 + 3023+ 92% + 152+ 18, cujo d[p(x) -h(z)] = 5 = n+m.
Observagao: Embora alguns autores definam o grau de um polinomio nulo como

sendo —oo, neste trabalho nao definiremos o grau do referido polinémio.

1.35 Proposicao. Sejam os polinémios p(z) e h(x), ndao nulos, entao

p(x) - h(z) # 0.
Demonstracdo. Dados dois polinomios,

p(x) = apr" +a, 12"+ . tawtag e

h’<$) = bm$m + bm—ll'm_1 + ...+ bl,I' + bo,

ambos nao nulos. Temos quatro casos a considerar: p(x) e h(x) sdo constantes; p(z) é
constante e b(x) possui grau maior do que ou igual a um; p(z) possui grau maior do que
ou igual a um e b(x) é constante e, por fim, p(z) e h(x) possuem grau maior do que ou
igual a um. Porém, o segundo e terceiro casos sao analogos. Sendo assim, verificaremos
o primeiro, segundo e quarto casos:

Primeiro caso: p(z) e h(z) s@o constantes.

Por hipétese, p(z) e h(z) sdo constantes, nado nulos, entdo p(x) = a9 # 0 e

h(z) = by # 0. Donde, ag - by # 0.

Segundo caso: p(x) é constante e h(z) possui grau maior do que ou igual a um.

Por hipétese, p(z) é constante, ndo nulo, ou seja, d[p(x)] = 0 e h(z) ndo é cons-
tante, isto ¢, possui d[h(x)] > 1. Neste caso, como os polindémios nao sao nulos, entao
Jdlp(x) - h(x)] = Jp(x)] + J[h(x)] > 0+ 1 = J[p(x) - h(x)] > 1. Desta forma, temos que
p(z) - h(x) # 0, pois é de pelo menos grau 1.

Quarto caso: p(z) e h(z) possuem grau maior do que ou igual a um.

Por hipétese, p(z) e h(x) possuem grau maior do que ou igual a um, isto é,

J[p(z)] > 1 e d[h(x)] > 1. Agora, como os polindémios nao sao nulos, entao d[p(x)-h(z)] =
lp(x)] + 0[h(x)] > 14+ 1 = 9d[p(x) - h(z)] > 2. Assim, temos que p(z) - h(x) # 0, pois é

de pelo menos grau 2. O
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1.2 Divisao Euclidiana de Polinémios

1.36 Teorema. Dados dois polinémios, p(z) e d(x), ndo nulos, existe um, e somente um,
par de polinomios q(x) e r(z), tal que:

i) p(x) = d(z)q(z) + r(z);

i1) O[r(x)] < dld(z)] ou r(z) =0,

em que p(x) € o dividendo, d(z) o divisor, q(x) o quociente e r(x) o resto.

Demonstracao. Primeira parte: Existéncia:

Se p(xz) = 0 ou se d[p(x)] < J]d(x)], entao existem ¢(x) = 0 e r(x) = p(x) que obedecem
aos itens 7 e 74 desse teorema.

Agora, vamos considerar p(z) nao nulo e 9[p(z)] > d[d(x)].

Sejam os polindomios p(z) = a,z" + a,_ 12" + ... +ax+ag e

d(z) = bpx™ + bpy_12™ 1 + ...+ bix + by, tais que, a, # 0, b, 0 en >m.

Tome um polinémio 7 (z) da seguinte forma: ri(z) = p(x) — Z—”x”_md(x), (1) que

vamos denominar por primeiro resto. Desta forma, o d[ri(x)] < Jd[p(x)], pois

r(z) = plz) — Lammd(z) =

b,
an _ —
(1) = @z + ap 12"+ . a4+ ag — b—x" (D™ + by 1™+ L+ bzt by) =
m
n n—1 a”xn m m—1
r1(x) = apx"+a, 1x +...+a1x+a0—b e [(brx™) + (b1 + .. +bhix+b)| =
a,x" a,x"
r(x) = ap2"+ap_ 12" . Fa rtag— {b b, x™ + ; (bpp1x™ 4 by + bo)]:>
L™ m T

a,x"

r(x) = apz" + ap_ 12"+ ayr +ag— {anx” + =

m(bm_lxmil + ... + blfL‘ + bo):| =

a,T"

bpx™

(1) = @z + ap_ 12"+ a4 ag — a, " — [ (1™ 4+ .+ b+ b0>:| =

an—xm(bmfﬂm_l + ... +bhr+ bo)] , ou seja, pelo

r(r) = ap 12"+ .+ a1 + ag — {b ”

menos o termo a,z" é eliminado.

Considere g; como sendo o primeiro quociente, entao



p(x) = d(@)q (z) + 1 (z) = p(x) = d(2)q (z) + p(z) — Z—;:c"mdm = qu(x) = Sanm,

Agora, se 0[ri(z)] < d[d(z)], entdo a existéncia estd garantida e os termos

a
() = b—nas”’m e r1(z) verificam os itens i e 7.
m

Se O[r1(x)] > 0ld(x)] podemos representar 7 (x) da seguinte maneira:
ri(z) = cpx® + cp 12+ L+ cr + ¢, com e £ 0 e k> m.

De forma anéloga, podemos formar um polinomio ro, tal que:

Ck p_
—l’k m ] k

2 (x), (2) (no qual lre(z)] < J[r1(x)], pois pelo menos o termo c¢xx

ro(x) = ri(x)—

é eliminado na equagao (2)).

Agora, se J[rq(z)] < J[d(z)], entdo a existéncia estd garantida e os termos

¢
¢1(x) + g2(x), em que ¢u = b—kxk’m e ro(x) verificam os itens i e ii.

Se J[ry(x)] > 0[d(x)] podemos representar ro(x) :
ro(x) = ex” + e, "M+ .+ e+ e, noqual e, A0 ek >r > m.
De forma semelhante podemos formar um polinémio r3, tal que:

67”

r3(x) = rg(x)—b—x’”_md(x), (3) (em que O[rs(z)] < d[rz2(x)], pois pelo menos o termo e, z"

é eliminado na equagao (3)).
Agora, se J[rs(z)] < d[d(z)], entao a existéncia estd garantida e os termos
¢1(2) + g2(x) + g3(x), no qual g3 = o g e r3(x) verificam os itens i e .

b

Se O[rs(x)] > 0[d(z)] esse procedimento continua...

ry(x) = r3(x) — qu(x)d(z), (4)

Tn(x) = ’rn—l(x) - Qn(x)d(x)v (n)
Observe que os graus de r;(z) formam uma sequéncia decrescente no conjunto dos niimeros

naturais, ou seja, dry(z)] > J[ra(x)] > ... > Irp(x)] > ...

Consequentemente, existe um ntmero natural n, tal que, J[r,(x)] < 0J[d(z)] ou

ro(z) = 0.
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Logo, somando membro a membro as igualdades de 1 a n, temos:

() = p(z) — d(2)[q1(7) + qa(z) + .. + gu(T)].

Os termos ¢(z) = q1(x) + @2(x) + ... + qu(z) e 7(z) = rp(x) verificam i e i, em que

Orn(z)] < d[d(z)] ou ry(z) = 0.
Segunda parte: Unicidade:

Pela primeira parte sabemos que existe um par ¢(x) e r(x), tal que,

p(x) = d(z)q(x) + r(z) e O[r(z)] < Jd(x)] ou J[r(x)] = 0. Agora, vamos verificar que
esse par é unico. Suponha, por contradi¢do, que existe outro par ¢;(z) e ri(x), em que,
p(z) =d(x)q(x) + ri(z) e Olri(z)] < Jd(z)] ou Olry(z)] = 0.

Desta forma, temos:

d(z)g(z) + r(x) = d(x)q(z) + ri(z) = d(2)[q(x) — q1(x)] = ri(x) — r(z). Considere

inicialmente que os dois membros dessa igualdade sejam nao nulos, entao:

0{d(z)[g(x) — qu ()]} = Olri(2) — r(2)]. (1.6)

Analisando a identidade 1.6, temos:

Hd(z)lg(z) — @ ()]} = 9ld(x)] + 9l¢(x) — qu(x)] = Old(x)] (1.7)

Iri(x) —r(x)] < max. H{[ri(x)], Or(x)]} < Jld(x)]. (1.8)

Note que nas expressoes 1.7 e 1.8 existe uma contradi¢ao, entao na igualdade 1.6 os

dois membros devem ser nulos. Porém, como d(x) é nao nulo, entao ¢(z) — ¢:(z) =0 =
q(z) = q(z) er(z) — ri(x) =0 = r(z) = r(z). Concluimos assim a unicidade de ¢(z) e

r(z). 0

O quociente e o resto da divisao de polinémios sao obtidos aplicando o Algoritmo
de FEuclides, que é uma representacao do procedimento utilizado na demonstracao acima.

Segue abaixo um exemplo:
1.37 Exemplo. Encontre o quociente ¢(x) e o resto r(x) na divisao de:

p(z) = 2% — 132* + 6523 — 1552 4+ 1742 — 72 por d(x) = 2 — x — 2.
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Solugao: p(x) — x° — 132" + 6523 — 15522 + 174x — 72| 22—z — 2 +d(x)

—q(z)d(x) —» —a2° 4+ a* + 223 x3 — 1222 4+ 55z — 124 <+ q(x)
ri(r) —————— —122% + 6723 — 15522 0 0 0 0
—q(2)d(z) — —— — 122" — 1223 — 2422 () g(z) g3(x) qu(zx)

ro(r) — — — — — — — —— — bbz® — 17922 + 174z

—q3(v)d(z) — — — —— — —5523 4+ 552% 4+ 110z

() — — — = — — — S 12422 + 2840 — 72

—q(x)d(zr) ———————— —  1242% — 1242 — 248

ry(z) — —————————— — — —— — 160z — 320 < r(x)

Sendo assim, ¢(r) = q(z) + ¢2(z) + qz3(z) + u(z) = q(x) = 23 — 122% + 550 — 124 e
r(z) = ry(z) = 160z — 320.
Note que:
¢1(x) é obtido dividindo o maior grau de p(z) pelo maior grau de d(x);
¢2(x) é obtido dividindo o maior grau de r1(x) pelo maior grau de d(x);
q3(x) é obtido dividindo o maior grau de ry(x) pelo maior grau de d(x);
q4(z) é obtido dividindo o maior grau de r3(z) pelo maior grau de d(z);
J[r4(x)] < d[d(x)] e paramos a divisao.

Observagao: p(x) é divisivel por d(z) quando na divisao de p(x) por d(x) o resto

for o polinomio nulo.

1.38 Corolario. Considere os polinomios p(x) = a,2" + a, 12" 1 + ... +a; +ag e
d(z) = bpx™ + by 1™+ .. + by + by, tais que, a, # 0, by, # 0, de coeficientes inteiros
e b, = £1. Assim, os polinomios quociente q(x) e do resto r(x) da Divisio Euclidiana de

p(z) por d(x) possuem coeficientes inteiros.

Demonstragao. Por hipdtese, os coeficientes de p(x) e d(x) sdo inteiros e pela demons-
tragao da primeira parte do teorema 1.36 podemos notar que os coeficientes de ¢(z) e
r(z) ou sdo nimeros inteiros ou sao fragoes cujos numerador é inteiro e denominador é
by,. Porém, b, = £1 e consequentemente os coeficientes de ¢(z) e r(z) s@o numeros

inteiros. L

1.39 Coroldrio. Considere os polinémios p(z) = a,a" + a, 12" '+ ... +a; +ag e

d(z) = bpx™ + bp_12™ 1+ ..+ by + by, tais que, a, # 0, by, # 0 e de coeficientes
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racionais. Assim, os polinomios quociente q(z) e do resto r(z) da Divisio Euclidiana de

p(z) por d(z) também possuem coeficientes racionais.

Demonstragao. Por hipdtese, os coeficientes dos polinémios p(x) e d(z) sdo nimeros ra-
cionais e observando a demonstracao da primeira parte do teorema 1.36 podemos notar
que os coeficientes de g(x) e r(x) s@o formados por somas, subtracoes, produtos e divisoes
envolvendo os coeficientes de p(z) e d(x), ou seja, envolvendo nimeros racionais. Assim,

os coeficientes de ¢(z) e r(x) também sao nimeros racionais. O

1.40 Corolario. Considere os polinomios p(x) = a,2" + a, 12" 1 + ... +a; +ag e
d(z) = bp@™ + bp12™ 1+ ..+ by + by, tais que, a, # 0, b,, # 0 e de coeficientes reais.
Assim, os polindmios quociente q(x) e do resto r(x) da Divisio Euclidiana de p(zx) por

d(x) possuem coeficientes reais.

Demonstracao. O resultado segue de forma analoga ao corolario 1.39. n

1.3 Meétodo de Descartes para a Divisao de Polindmios

Considere os polinomios p(z) e d(z), tais que, d[p(z)] > J[d(x)] e sejam ¢(x) e r(z),
respectivamente, o quociente e o resto procurados.
Da Divisao Fuclidiana, temos: p(z) = d(z)q(z) + r(z) = Op(x)] = d[d(x)q(x) + r(x)].
Porém, como J[r(z)] < d[d(x)] ou d[r(x)] = 0 podemos considerar que d[p(z)] = d[d(z)q(x)]
ou ainda, d[p(x)] = J[d(x)] + J[q(z)].
Desta forma, sendo ¢(z) e r(z) procurados, temos:
i) Olg(x)] = O[p(x)] — O[d()];
i1) O[r(z)] < d[d(z)] ou r(x) = 0.
O Método de Descartes consiste das seguintes etapas:
a) Identificar o grau de ¢(x) e o grau maximo que r(z) pode assumir;
b) Representar os coeficientes dos polindémios ¢(x) e r(x) através de incégnitas a serem
encontradas;
¢) Utilizar a identidade p(z) = d(z)q(z) + r(x) e determinar as incognitas de ¢(z) e r(z)

procuradas.

1.41 Exemplo. Utilize o Método de Descartes e determine o quociente g(x) e o resto

r(x) na divisdo de p(x) = 2° + 3z* — 72 + 22* — 5z + 6 por d(z) = 2% — 5z + 6.
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Solugao: Sabendo que J[q(x)] = J[p(x)] —0[d(z)] e, neste caso, d[p(z)] =5 e J[d(z)] = 2,
entao J[q(r)] = 5—2 = 3. Logo, o quociente ¢ da forma: ¢(z) = az®+bx?+ cx +d. Agora,
como o d[d(x)] = 2, entdo o resto r(x) assume, no maximo, um polinémio do primeiro grau,
ou seja, r(r) = mx + n.

Portanto, p(z) = d(x)q(z) + r(z) =

p(z) = (2% — 5z + 6)(ax® + ba? + cx + d) + mz +n =

p(x) = ax® —baz* +6ax® 4+ ba* — 5ba® + 6bx? 4 ca® — bew? 4+ 6cx + da? — Sdx +6d+ma+n =
p(z) = az®+ (b—5a)z* + (¢ — 5b+6a)x> + (60— 5c+d)z* + (6¢ — 5d +m)x + 6d +n. Porém,

como p(x) = x° + 3z* — 72® + 222 — 5z + 6 podemos igualando os termos semelhantes e

montar o seguinte sistema:
(

a=1
b—5ba=3
c—5b+6a=-7
=
6b—5c+d=2
6¢c —5d +m = =5
\ 6d+n==6
4
a=1

b—5a=3=b=3+5a=3+5(1)=b=238
¢c—5b+6a=—T=c=—T+5b—6a=—7+5(8)—6(1)=c=27
6b—5c+d=2=d=2+5c—6b=2+5(27) —6(8) = d = 89
6c—5d+m = —5=m = —5+ 5d — 6¢c = —5 + 5(89) — 6(27) = m = 278
6d+n=6=n=06—6d=06—6(89)=n=—528

Sendo assim, temos: q(z) = 2% + 82% + 27z + 89 e r(x) = 278z — 528.

Observacao: O Método de Descartes para a divisao de polindmio, embora seja um
tanto exaustivo por ser necessario resolver um sistema com varias equacoes e incognitas, é

mais intuitivo que outros métodos, tais como o das Chaves ou de Briot-Ruffini. (Consultar

[1] e [5])
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1.4 Teorema do Resto

1.42 Teorema (Do Resto). O resto da divisio de um polinémio p(x) por x —a € o valor

numérico de p(x) em «, dado por p(«).

Demonstragao. Pela Divisio Euclidiana, temos p(x) = d(x)q(x) + r(z), no qual g(x) é o
quociente e r(x) o resto da divisao de p(z) por d(z). Neste caso, como d(z) = = — «,
entao r(z) tem grau 0 ou é nulo. Logo, r(z) é uma constante, que vamos representar por
r. Sendo assim, p(a) = (o — a)q(z) +r = p(a) =r. O

40
1.43 Exemplo. UPE(2003)-O resto da divisio do polinomio p(z) = > (3n)(z + 1)1

por (z + 2) é igual a:
(A)0 (B) 20 (C) 820 (D) 60 (E) —30

Solugao: Dado o polinémio p(z) = >~ (3n)(x + 1)1~ que pode ser representado por

p(r) =3(x+1)+6(x+1)¥®+ ... +117(x+ 1) +120(x + 1)°. Aplicando o Teorema do
Resto, temos p(—2) = 3(—24+ 1)* +6(—2+1)® + ... +117(—-2+ 1) +120(-2+1)" =
p(z) = 3(=1)%4+6(—1)*+ ... +117(=1)'+120 = p(z) = —3+6—9+ ... —117+120. Sepa-
rando os termos negativos e positivos obtemos (—=3—9 ... —117) e (6+12+18+ ... 120). Note
que encontramos 20 termos negativos, 20 positivos e ambos estao em Progressao Aritmética

P.A. Agora, calculando a soma dos termos das P.A.’s, separadamente, encontramos:

(-3 —2117)20 _ —12;) - 20 _ 1900 e (6 + 1220)20 _ 126 - 20

Portanto, 1260 — 1200 = 60.

= 1260.

Resposta: Alternativa D.

1.5 Teorema De d’Alembert

1.44 Teorema (De d’Alembert). Um polinomio p(z) é divisivel por x—« se, e somente

se, p(a) =0, ou seja, a € raiz de p(x).
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Demonstracao. (<)
Hipétese: « é raiz de p(z).
Tese: p(x) é divisivel por = — a.

Como « é raiz de p(z), entdao p(a) = 0. Pela Divisdo Fuclidiana temos:
p(z) = (x — a)q(x) + r(x), nos quais g(x) é o quociente e r(x) o resto da divisao de p(x)
por x — a. Logo, p(z) = (z — a)q(z) + r(z) = p(a) = (a — a)q(a) +r(a), mas p(a) =0,
entdo 0 = (o — a)q(a) + r(a) = r(a) = 0. Donde, como r(z) = r(a) = 0 concluimos que
p(z) é divisivel por z — a.
(=)
Hipdtese: p(x) é divisivel por x — «.
Tese: a é raiz de p(z).

Como p(z) é divisivel por  — «, entao r(x) = 0, no qual r(x) é o resto da divisao
de p(x) por d(z). Pelo Teorema do Resto, temos que p(a) = r(x), entao p(a) = r(z) = 0.
Donde, « é raiz de p(zx). O

1.45 Exemplo. COVEST(2008.1)-O polinomio 2 + az + b tem coeficientes a e b reais e

é divisivel por = + 1 e por x + 2. Assim, é correto afirmar que:

A)a=—-Teb=6
B)a=—-7eb=—-6
Cla=T7eb=—-6
D)a=7eb=26
E)a=6eb=

Solucgao: Como 3 + ax + b é divisivel por x + 1, entdao —1 é raiz da equacao

Pt+ar+b=0= (-1P+a(-1)+b=0= -1—-a+b=0.
De forma andloga, x + ax + b é divisivel por x + 2, entdo —2 é raiz da equacao

PHar+b=0= (-20P+a(-2)+b=0= —-8—2a+b=0.

Sendo assim, podemos montar e resolver o seguinte sistema:
b—a—-1=0 —b+a+1=0

= = -—a—-7=0=a=-Te—-bt+ta+1=0=
b—2a—-8=0 b—2a—-8=0

b=—-T+1=b=—6.
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Portanto, a = =7 e b = —6.

Resposta: Alternativa B.

1.6 Polinémio divisivel por (x — a;)(x — a2)

1.46 Teorema. Um polinémio p(x) € divisivel, separadamente, por x — oy e x — ag, com

ay # ag se, e somente se, p(x) € divisivel pelo produto (z — aq)(x — ag).

Demonstracao. (<)
Hipétese: p(x) é divisivel por (z — ay)(z — ).
Tese: p(z) é divisivel por z — ay e por & — as.

Da hipétese, p(z) ¢é divisivel por (z — aq)(x — ), entéo o resto r(x) é zero, ou seja,
p(r) = (z — 1) (x — az)q(x).

Note que quando p(x) é dividido por x — a;y tem-se resto 0 e quando é dividido por
x — ap também tem-se resto 0. Logo, p(x) é divisivel, separadamente, por & — ay e por
T — Qo.

(=)

Hipétese: p(x) é divisivel por x — a; e por x — as.

Tese: p(z) é divisivel por (z — aq)(x — ag).

Da hipdtese, temos que p(x) é divisivel por z — oy e por x — g, entao p(a;) = 0

e p(as) = 0. Pelo teorema da Divisao Euclidiana p(x) = (x — a1)(z — ag)q(z) + r(x).
Observe que o divisor tem grau 2, entao o resto r(x) da divisao de p(x) por (z—aq)(x—as)
tem grau nulo ou no méximo grau 1, ou seja, r(x) = mx + n. Desta forma, temos
p(z) = (x — a1)(z — ag)q(x) + ma + n e substituindo «; por z em p(ay) e ag por x em
p(az), obtemos:
plon) = (a1 — o) (o — az)g(ar) +mag +n e plas) = (a2 — aq) (e — az)g(az) + mas +n.
Porém, p(z) é divisivel por z — ay e por & — aw, entao p(a;) = p(ay) = 0. Donde,

mao; +n =70

e resolvendo esse sistema encontramos m = n = 0.

mag +n =0

Portanto, r(z) = max +n = 0.

Concluimos que p(z) ¢ divisivel por (x — a)(x — ag). O
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Observacgao: O referido teorema pode ser generalizado por indugao para um nimero
finito de fatores (z — ), (r — a2), (r—a3), ..., (r—a,), nos quais a;, as, as, ..., @, 40
distintos dois a dois. Logo, se um polinémio p(z) é divisivel, separadamente, por x — ay,
T—Qg, T —Qg, ..., T — Q, COM a1 # Qg # ag #, ... ,7# a,, entdao p(x) é divisivel pelo

produto (x — aq)(z — o) (z — az), ..., (z — ay).

1.7 Polinémio divisivel por (z — a)?

1.47 Teorema. Um polinomio p(x) = apx™+ ap_ 12" '+ ...+ asx* + a1x +ag, com a, # 0
¢ divisivel por outro polinomio (x — «)?, se e somente se:
i) p(x) é divisivel por x — «;

i1) O quociente q1(z), da divisao de p(x) por x — «, também € divisivel por x — .

Demonstragao. (<)
Hipdtese: p(x) é divisivel por x — a e ¢ (z) é divisivel por = — a.

Tese: p(x) é divisivel por (z — a)?.

Como p(x) é divisivel por (x — «), entdo podemos representar p(z) da seguinte
maneira p(x) = (x — a)qi(z), mas o quociente ¢(x) também ¢é divisivel por z — «,
entao existe um ¢o(z), tal que, ¢1(z) = (x — a)g2(x). Portanto, p(x) = (z — o)1 (x) =
p(r) = (z — a)(x — a)qz(z) = p(x) = (z — a)?q(x). Desta forma, concluimos que p(z) é

divisivel por (z — ).

(=)
Hipétese: p(x) é divisivel por (z — ).
Tese: p(z) é divisivel por z — a e ¢i(x) é divisivel por x — a.

Como p(z) é divisivel por (x —a)?, entao podemos representar p(z) da seguinte ma-
neira p(z) = (r — a)?q(x), ou ainda, p(z) = (r — a)[(x — a)ga(x)]. Logo, p(z) é divisivel
por (z — a), cujo quociente ¢;(x) é (r — a)ga(x). Desta forma, ¢ (z) também é divisivel

por x — «, cujo quociente é ga(x). ]

De forma andloga, um polinémio p(z) é divisivel por outro polinémio (z — «)?, se e
somente se:

i) p(z) é divisivel por z — «;
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i1) O quociente ¢;(x), da divisao de p(x) por z — «, também é divisivel por z — «;
i11) O quociente go(z), da divisao de ¢;(x) por z — a, também é divisivel por z — a.
Esse teorema pode ser generalizado para um divisor na forma (z — a)™.

1.48 Exemplo. IME(1975)-Dado o polinomio 2z* + 23 + pz? + qx + 2, determine p e q
de modo que seja divisivel por (z — 1)2.
Solucgao: Como x = 1 é raiz, entao:

20t + B rptgr+2 | 2—1

—27% 4 943 208 + 322+ (p+3)xz+p+q+3 — q(2)

(p+3)2* + qx
—(p+3)2*+ (p+3)x
(p+q+3)xr+2

—(p+q+3)z+p+qg+3
p+q+5<ri(z)

Agora, como x = 1 é raiz dupla de p(z), entdo x = 1 é raiz simples de ¢, (z). Logo,

20 + 322+ (p+3)x+p+q+3 \Q
—223 4 22° 22 + 52 4 p + 8 < ¢2(x)
522+ (p+3)z
—52® + bx
(p+8z+p+q+3
—(p+8z+p+8
(2p+ q+ 11) + ro(2)

Desta forma, como ¢;(z) é divisivel por x — 1, entdo m(x) =0 = 2p+ ¢+ 11 = 0.
Sabendo que p(x) é divisivel por z — 1, entdao r(z) = 0 = p+ ¢+ 5 = 0. Portanto,

podemos montar e resolver o seguinte sistema:

2p+q+11=0 2p+q+11=0
= =p+6=0=p=—-6ecomop+q+5=0,

pt+q+5=0 -p—q—5=0
entao -6 +q¢+5=0=¢g=1.



Capitulo 2
Equacoes Algébricas

2.1 Definigao. Denominamos por equagao algébrica uma equagao do tipo p(x) = 0, em
que p(z) é um polinoémio. Desta forma, p(x) = a,2"+a, 12" '+ ... +asr*+a1x+ag =0,
com a, # 0, cujos coeficientes sdo nimeros complexos e n € N, é uma equagao algébrica

de grau n.

2.1 Teorema Fundamental da Algebra

A seguir enunciaremos o Teorema Fundamental da A lgebra que foi demonstrado em
1799 por Gauss (Johann Carl Friedrich Gauss, 1777 - 1855), em sua tese de doutorado.
Gauss ficou reconhecido como principe da matematica pelo rei George V, de Hannover e

também por ser considerado por muitos como o “maior génio matematico” ja existente.

2.2 Teorema (Fundamental da Algebra - T.F.A). Todo polinémio de coeficientes
complezos, de grau maior que 0, possui pelo menos uma raiz complexa.
A demonstragao desse teorema exige conhecimentos que fogem ao foco deste trabalho,

por isso serd aceito sem demonstragao. O leitor mais interessado pode consultar [3] , [4]

ou [6].

2.2 Decomposicao de Polindomios

2.3 Teorema (Da Decomposigao de Polinémios). Considere um polinémio na forma

p(x) = apa™ + ap_ 12"+ ..+ a0x® + ayx + ag, com a, # 0. Sendo assim, p(x) pode ser

45
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representado por:

n

p(z) = an(z —aq)(z — az)(x — a3) ... (r—ay) =a, H(:L‘ — ),

i=1
nas quais aq, g, A3, ... , Q,, S40 as suas n raizes complexas.
Demonstracao. Considere o polinémio p(z) e decorre do T.F.A. que existe pelo menos
uma raiz complexa ag de p(z). Agora, pelo teorema da Decomposi¢ao, p(z) pode ser
denotado por p(x) = (z — aq)p1(z), no qual p;(z) é um polindémio de grau n — 1 e
de coeficiente dominante a,. Novamente, pelo T.F.A., o polinémio p;(x) possui pelo
menos uma raiz complexa as e pelo teorema da Decomposicdo, pi(z) pode ser exposto
por pi(x) = (x — a)p2(x), no qual ps(z) é um polindémio de grau n — 2 e cujo coeficiente
dominante é a,,. Note que p(z) = (z — a1)p1(z) = (x — aq)(z — ag)pa(z). Agora, repetindo
esse procedimento, de forma andloga n vezes, obtemos:
p(z) = (x —q)(z — ag)(x — a3) ... (x — ap)pn(x), no qual p, é um polindmio de grau

n —n = 0 e coeficiente dominante a,,. Desta forma,
Pn = an € p(x) =ap(x —aq)(z — )z — az) ... (T —ay).

Concluimos que um polinémio p(x), de grau n > 0, possui n raizes complexas e pode

ser fatorado em n polinomios de grau 1. O

2.4 Exemplo. Decomponha o polinomio p(z) = 22® — 1122 + 17z — 6 em fatores do

primeiro grau, sabendo que 2 é raiz de p(z).

Solugao: 22® — 1122+ 172 — 6| z — 2

=223 + 4a? 2% — Tx + 3
—T2? + 17z
Ta? — 14z
3r —6
—37 46
0

Logo, p(x) = (z — 2)(22% — 7z + 3). Agora, resolvendo a equacdo 21? — 7o + 3 = 0

encontramos 1/2 e 3 como raizes.
Portanto, p(x) = (z — 2)(22% — 7Tx + 3) =

p(z) = 2z — 2)(x — 3) (a: - %) |
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2.5 Exemplo. A equacao do primeiro grau:

Considere ax + b = 0, com a e b nimeros complexos e a # 0. Sendo assim, temos:

b
ar+b=0<%4 ar = —b<< x = ——. Logo, a equagao do primeiro grau tem uma tnica raiz,
a
) b
que vamos representar por «g, ou seja, a; = ——.
a

Note que ax +b=a (x+§) =a {az— (—2)} =a(x — ay).

Concluimos que os polinomios do primeiro grau podem ser fatorados da seguinte

forma:

ax +b=a(r — o), em que o é raiz da equagao ax + b = 0.

2.6 Exemplo. Fatoragao da equacao do segundo grau:

A férmula para a solucao de uma equacao do segundo grau é conhecida por férmula
de Baskara, ou Baskara II (Bhaskara Akaria, também conhecido como Bhaskaracharya,
1114-1185). Ele foi professor, astrélogo, astronomo e um dos mais importantes ma-
tematicos do século XII. No Brasil, por volta de 1960 o nome de Bhaskara comecgou a
ser dedicado a formula de resolucao da equacao do 2 grau. Nao se vé essa nomeclatura
em outros paises, mesmo porque nao foi ele quem a descobriu. Historicamente existem

registros de sua existéncia cerca de 4000 anos antes, em textos escritos pelos babilonios.

Considere az? + bx + ¢ =0, com a, b e ¢ ntimeros complexos e a # 0. Sendo assim,

temos:

b b b? b2
ar? tbr+ce=0 12+ —+-=0o a2+ — -+ —
a a a a 4a? 4a?

, br BB e b\> [V —dac
P4 0e (ar—) - () =0e

a 4a? 4a?  a 2a 4a?

=0&

N 2 b2—4ac@ +b n b2—4ac(:)
T _— = —— T _ = .
2a 4a2 2a 4a2

b i\/b2—4ac<:> —b+ Vb? — 4dac
T = )

r=—=+——
2a 2a 2a
Portanto, as raizes a; e ap da equacao az? + bx + ¢ = 0 sao:
—b+ Vb — dac —b — /b2 — dac
] = e Q9o = .
2a 2a

Agora, calculando a soma e o produto das raizes, temos:
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—b+ Vb? — 4dac N —b—Vb? —4dac _—2b
2a

= — :> —_— =
a1 + o % 2% a1 + Qo a e
—b+Vb? — dac —b—/b? — dac (=b)* — (Vb? — 4ac)?
a1 - o = . =
P 2a 2a 4a?
b?> —b?> +4ac  4dac
A Qg =—"—F——"—=—3 = ¥ Qg = —

4a? 4a?
9 , br ¢ 9
Note que az* +br+c=a|lz°+ —+ — | =al2® — (g + a2)r + aya] =
a a

alr? — a1r — aer + ] = alz(r — ap) — (e — )] = a(z — a;)(x — ay).

Concluimos que os polinomios do segundo grau podem ser fatorados da seguinte

forma:

ar®+br+c = a(lr—a;)(r—ay), nas quais a; e ay sdo as raizes da equagao az®+br+c = 0.

2.3 Polindomios Derivados

2.7 Definigao. Considere o polindmio p(z) = a,2" +a, 12" '+ ... +asx®+ a2 +agz’.

Denominamos por polinémio derivado de p(z) o polinémio p'(x), tal que,

P(x) =na, "'+ (n— Da,_ 12" 7+ L+ 2007 + Lagz' ™ + 0apa’ ! =

P (7) = na,2” '+ (n — Dap_12" 2+ ... + 2092 +ay.

Note que se o polinémio p(x) for uma constante, entao o polinomio p'(z) é nulo.

Outra representacgao:

plx) = Zakxk = p'(x) = Z kapx ™!
k=0 k=1

2.8 Exemplo. Dado p(z) = —32° + 72® + 22 —z + 3 =
p(r) =5(=3)x" 1 +3- 723+ 2. 2227 + 1(=1)2t + 0(3)2" ! =
p(x) = =152 + 2122 4 42 — 1.

3 4
2.9 Exemplo. Dado p(z) = V527 — % +——--—+3=

122 4
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2.3.1 Operacoes Basicas dos Polinomios Derivados
Considere os polinémios:

pr) = ap2" + a2+ L+ + izt + aga’,
h(iC) = bmxm + bm—lxm_1 + ...+ bQIEQ + blfL'l + bofL‘O (§]

t(x) = cor” +cp12 M4 L Fer? F ot +

com a,, - by, # 0, de coeficientes complexos, tais que, n e m > 0.

2.10 Proposicao. Derivada da soma.

Sejam p(x) e h(zx), entdo

[p(z) + h(z)] = p'(z) + h'(2).

Demonstracao. Considere os polinomios

n m
= E arz® e h(z) = E bra®.
k=0 k=0
Sem perda de generalidade, podemos supor que n = m. Nos casos em que n > m
os coeficientes de by, para m < k < n, sao nulos, ou quando, m > n os coeficientes de
ay, para n < k < m, sao também nulos. Portanto, podemos somar os dois polinomios da

seguinte maneira:

n

Z apx® + Z bt = Z akxk + bka;k) = Z(ak + by,)z". Donde,
k=0

k=0

n

k=0
Agora, por definicao:

p(z) = kaga™' e W(x) =Y _, kbyz*'. Logo,

p(x)+h (x Z kapx®* Z kbt = (k;akxk_l + kbkxk_l) = Z k(ay +by)z* !

k=1 k=1

Sendo assim, analisando as equacoes 2.1 e 2.2 podemos ver que:

[p(z) + h(z)] = p'(x) + h'(2).



2.11 Proposigao. Derivada do produto de uma constante A por p(z).

Considere o polinomio p(x) e o numero complexo A € C. Desta forma, temos:

[Ap(2)] = Ap'(x)

50

Demonstragio. Seja p(z) = > apa® e A € C, entdo Ap(z) = XY arpz® = > Aaga®.

k=0 k=0

n / n
= [Z gz | = Z Meagah ™t
k=0 k=1

Donde,

Agora, por definicao:

'(z) = Z kapz™!, entdao \p/(z) = A Z kapz®~ Z Meagz*t,
k=1 k=1

Sendo assim, analisando as equagoes 2.3 e 2.4, podemos ver que

Ap(2)]" = Ap'().

2.12 Proposigcao. Derivada do produto.

Dados dois polinomios p(x) e t(x), temos

Demonstragao. Considere os polindmios

n

plx) = Zakx = p'(z Zkakx e

k=0
T
t(r) = chx = t'(x chwx -1
w=0
Desta forma
n T / n T / n T
[p(z) - t(x)] = [ apz” cwxw] = [Z Z apx” - cwxw] = [Z ZakckaJ’
k=0 w=0 k=0 w=0 k=0 w=0

) 1) = [35 55 ancuatoo] = 35 55 et

k=0 w=0

g

[p(z) - t(x)] = > > (kakcka"‘w_l 4 IUakcwmk“'w_l) N
k=1w=1

(2.4)

!/
w
Y
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n T

n T
[p(x) - t(z)] = ’; Z_:l kapc,atre—1 + kzjl Zl waycprF Tl =

[p(x) - t(z)] = /; 21 kapz*te,a® + 1;1 2—31 aprFwe, v =

[p(x) - t(z)] = 1;1 kapah—1. Zo Cpx" + I;)akxk : 21 we,r? L

Portanto,

r

p(z) - t(x)] = Zn: kayx - Z Cpr® + Zn: apx” - ZT: we,rV "t =
k=1 k=0 w=1

w=0

[p(x) - t(x)]" = p'(x) - t(z) + p(x) - '(z).

]

Observagao: A proposicao 2.12 pode ser generalizada por inducao para varios

polinémios, ou seja, considere os polinomios t;(x), ta(x), ..., t,(x), tais que,
p(z) = t1(x) - ta(z) - ... - to(z), entdo

()] = [tr(x) - ta(x) - .. (7)) =

pl(z) =t (x) - to(x) - .- t(x) + ti(x) - t5(z) - o - to(2) + ta(2) - ta(a) - ..o -t ().
Demonstracdo. Como n é natural, aplicaremos o Principio da Inducdo Matemdtica.
Paran=1: p(x) =t(z) = [pa)] = [t1(2)] = p'(z) = t\(x) (verdadeira).
Vamos supor, por hipétese de inducdo, que o resultado vale para um n arbitrario:
p(x) =t1(z) - ta(z) - ... - to(z) = P(x) = [ti(x) - ta(x) - ... -t ()] =
[t1(x) - ta(z) - ... - tp(x)] =
t(x) - ta(z) - oo - to(x) F () - th(z) - oo - () + oo+t () - fa(x) - .. - ().
Vamos verificar o resultado para n + 1 :
p(x) = ti(x) - ta(x) - - (@) - o (2) = [p(a)) = [0a(2) - f2(2) - oo B () -t (2)] =
[1(2) - ta(2) - oo () - tna ()] = {[la () - ta(2) - oot (@)] - Lo ()]} =
[t1(2) - to(2) - oo () - g ()] = [E2(2) - t2(2) - o b ()] [t (2)] + [E2 () - E2() -

tn(2)] - [tas1(x)]'. Mas, pela hipétese de indugao, temos:



[t1(z) - ta(z) oo () - b (2)) = [E1(2) - ta(2) - oo En(2) + Ha () - Bo(2) - oo () + o+
t(x)  ta(z) - oo 8 ()] - [ (2)] + [0 (@) - f2(2) - oo e (2)] - [t ()] =
[t1(2) - to(x) - oo tn(@) - s (2)] =
1(@) - () on (2) - ber () + 11 (@) - £(@) + o () - b () + oo+ 11 (2) < () -
() b (2) + 1(2) - 1a(2) - - ta() - Ly ().

Desta forma, como o resultado é verdadeiro para n + 1, entao pelo Principio da

Inducao Matemdtica:

2.13 Proposigao. Derivada da poténcia.

Sejam os polinomios p(x) e h(z), tais que p(x) = [h(x)]". Sendo assim,
p'(x) = nlh(z)]""'H ()
Demonstracao. Considere um polinomio h(z), tal que:
p(x) = hy(x) - ho(x) - ... - hyp(z) = p'(x) = [h(x) - ha(x) - ... - hy(2)]'.
Aplicando a proposigao anterior, temos:
P (x) = [h(x) - ho(z) - ... - hp(x)] = Wi (z) - ho(z) - .. - By (x) 4+ ... + By (x) - ho(x) - ... - Bl (2)
Tome hy(z) = hy(z) = ... = hy(x) = h(x), entao:

p(z) = h(z) - h(z)-... - h(z) =

~

n termos

p(z) = ﬁ'(x) “h(z)-...-h(x)+h(z) W (x) ... hx)+.. + h(x) - h(z) - .- h’(xl =

Vv Vv v
n termos 7 termos n termos
TV
n termos

P (z) = zl/(x) “h(x)- ... h(x)/—i—fl/(x) h(@) - h(@) 4+ W () h(x) - h(2) =

TV TV TV
n termos n termos n termos
Vo

n termos
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2.3.2 Derivacao Sucessiva

2.14 Definigao. Denominamos por polinomio derivado de ordem n do polinémio p(z),

de notacdo p™(z), o polinomio da seguinte forma:

i) P (@) = [p (2]

Desta forma, temos:

2.15 Exemplo. Considere o polinomio p(x) = 327 — 52° + 225 — 2% + 323 + 522 — T + 5.

Aplicando as derivagoes sucessivas, obtemos:

pO(x) = p(z) = 327 — 525 + 22° — 22* + 323 + 52 — Tw + 5;
pW(z) = p/(z) = 212° — 302° + 102* — 823 + 922 + 107 — 7;
p? = p(x) = 1262° — 1500 + 402° — 242% 4 18z + 10;

p® = [p"(z)]" = 6302* — 6002° + 12022 — 48z + 18;

p® = 25202% — 180022 + 240z — 48;

p® = 756022 — 3600z + 240;

p® = 151202 — 3600;

p(7) = 15120;
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2.3.3 Raizes Maultiplas

2.16 Definigao. Considere o polinomio p(z) = a,x"+a, 12" ' +...+a;x+agy, com a, # 0
e a raiz de p(z). Sendo assim, o tem multiplicidade m se p(z) puder ser representado por
p(z) = (r — a)™q(zx), no qual ¢(x) é um polinémio, tal que, ¢(«) # 0, isto é, a nao é raiz
de ¢(x). Em suma, a multiplicidade m de uma raiz o de um polinémio é o ntimero m de
vezes que essa raiz figura como raiz do polinomio. No caso em que m = 1 dizemos que «

¢ raiz simples do polinomio.

2.17 Teorema (Das Raizes Multiplas). Se « for raiz de p(x) com multiplicidade m,
entdo o também € raiz de pV(z) com multiplicidade m — 1, em que p™(x) € a primeira

derivada de p(x).

Demonstracao. Como « é raiz de p(x) com multiplicidade m > 1, entdo p(x) pode ser
representado da seguinte forma: p(x) = (x — )™ - ¢(z), no qual ¢(x) é um polinémio com
q(a) # 0. Pela Regra da Cadeia e do Produto das Derivadas, temos:
p(x) = (r—a)™-q(z) =
pW(@) = [(z = )" - (@) + (& — a)"[q(2)] =
pW(@) =m(z — )" g(z) + (z — )" - ¢(2) =
p(@) = (z =)™ m - q(z) + (v — @) - ¢(2))].

Tome h(x) = m-q(z) + (r — a) - ¢'(x). Logo, pM (x) = (x — a)™ 'h(z). Agora, para
provar que a é raiz de p!)(z) de multiplicidade m—1, devemos mostrar que h(a) # 0. Subs-
tituindo a em h(z) temos h(a) = m-g(a)+(a—a)-¢'(a) mas, por hipdtese, ¢(a) # 0, entéo

h(a) = m - q(a) # 0. Desta forma, concluimos que « é raiz de

p(@) = (& — )" Hm - q(z) + (2 — a) - ¢ (2)].
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2.18 Corolario. Se a for raiz com multiplicidade m > 1 do polinémio p(z), entao também
¢ raiz dos polinémios p™(x), p@(z), p®(x), ... P V(z), com as respectivas multipli-

cidades m — 1, m — 2, m — 3, ... , 1, porém, ndo € raiz de p™ (x).

2.19 Corolario. Se a for raiz das equagées p(x) = 0, pM(z) = 0, p@(z) = 0, ...,

p™V(z2) =0 e a ndo € raiz de p'™ (z) = 0, entdo a tem multiplicidade m.
2.20 Exemplo. Considere o polinomio p(z) = 25— 1125 +442* —862° 4 892> — 472+ 10 =
p(r) = (z — 1)*(z* — Tz + 10). Observe que o = 1 é raiz de multiplicidade 4.
A primeira derivada de p(x) é determinada por:
pW(x) = 62° — 552 + 17623 — 25822 + 1787 — 47 =
pD(z) = (z — 1)3(62% — 37z + 47), que possui raiz 1 de multiplicidade 3;
A segunda derivada de p(z) é determinada por:
p?) (x) = 302" — 22023 + 52822 — 5167 + 178 =
p?(x) = (x — 1)?(302 — 160x + 178), que possui raiz 1 de multiplicidade 2;
A terceira derivada de p(x) é determinada por:
p®(x) = 12023 — 66022 + 10562 — 516 =
p®(z) = (x — 1)(1202 — 5402 + 516), que possui raiz 1 de multiplicidade 1.
Portanto, « é raiz do polindomio p(z) de multiplicidade 4; é raiz do polinomio p™ ()

de multiplicidade 3; é raiz do polinomio p® (x) de multiplicidade 2 e também é raiz do

polinémio p® (z) de multiplicidade 1. Entretanto, ndo é raiz de p™(z).
Note que o exemplo dado é uma aplicagao do corolédrio 2.18.

2.21 Exemplo. Encontre as raizes do polinoémio p(z) = x* — 323 —152%—17x—6, sabendo

que p(x) tem uma raiz tripla.

Solugao: Seja « a raiz tripla procurada de p(z), entdo serd raiz dupla de p(!)(z) e serd
raiz simples de p® (z). Logo, derivando p(x), temos:

p(r) =2 — 323 — 1522 — 172 — 6 =

p(z) =423 — 92% — 302 — 17 =
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p(z)? = 122% — 182 — 30.

Resolvendo a equacao 1222 —182—30 = 0 encontramos as rafzes 11 = —1 e 19 = 5/2,
que sao as possibilidades para a raiz tripla de p(z). Agora, substituindo essas raizes em

p(z), obtemos:
p(—=1) = (=1)* = 3(=1)3 = 15(=1)2 = 17(=1) =6 = p(—=1) =0e
p(5/2) = (5/2)* — 3(5/2)3 — 15(5/2)% — 17(5/2) — 6 = p(5/2) = —2401/16.

Portanto, vemos que —1 é a raiz tripla do polinomio p(x), que pode ser representado
da seguinte forma: p(z) = (z + 1)3d(z) = (2 + 32 + 3z + 1)d(z), no qual d(x) é um
polinémio. Como p(z) tem grau 4, entao d(z) possui grau maximo 1, ou seja, d(z) é da

forma d(x) = ma + n. Aplicando o Método de Descartes, encontramos:

(23 + 32 + 3z + 1)(mx +n) =2* — 323 — 1522 — 172 — 6 &

ma? + na® + 3ma® 4+ 3nz? + 3ma® + 3nz + me +n=2* — 323 — 1522 — 172 — 6 &
ma* + (3m + n)z® + (3m + 3n)z? + (m + 3n)z + n = 2* — 323 — 152* — 17z — 6.

Agora, igualando os termos semelhantes, obtemos: n = —6 e (m + 3n)z = —17z =
m+3n=—-17=m=—17—-3n= —17—3(—6) = 1. Donde, d(x) = x — 6, cuja raiz é 6.
Sendo assim, o polinomio p(x) = z* — 323 — 152% — 17z — 6 tem quatro raizes, a saber,

—1 e 6, respectivamente, com multiplicidades 3 e 1.

2.4 Raizes Conjugadas

2.22 Definicao. Considere um numero complexo representado por w = a + bi, com a e b
numeros reais. Denominamos por conjugado do niimero w, o nimero w, da seguinte forma

w = a — bi.
Para demonstrar o préximo teorema precisaremos das seguintes proposicoes acerca

dos nuimeros complexos:

2.23 Proposigcao. Dados dois niumeros complexos wy, we € a € R, temos:
i) wy =w; < wy € R;

i) W7 + 03 = W ¥ g,

i11) Wy - Wy = Wy - Wa;
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Demonstragao. Os itens i) a iv) sdo aceitos sem demonstragao.

Como n ¢é natural, podemos aplicar o Principio da Indug¢ao Matemdtica na proposicao

2.23, v) .

Paran =0= (w;)? = (w) = (1)’ = (1°) = 1 = 1 (verdadeira);
Tome, por hipétese, (w7)" = (w?) e verificaremos se a equacio ()" = (wi™!) é satis-
feita.

Para n + 1= (w7)""! = (w™).
—— N —

1 2

Agora, temos por (1): (@y)™*! = (wn)"- (W) = (@1)" W1 e por (2): (wi™h) = (wf - wy) =

(wy) - (wy) = (W) - (wy) = (w}) - w7, mas por hipétese, (w7)" = (w}), entdo, comparando
1 e 2, vemos que (w7)"' = (w}™). Desta maneira, concluimos pelo Principio da Indugio

Matemdtica que Vn € N, (w7)" = (w}), com w; sendo um niimero complexo qualquer. [

2.24 Teorema (Das Raizes Conjugadas). Considere um polinomio p(x), de graun > 2
e com coeficientes reais. Se o complexo z = a + bi, com a e b € R, for raiz de p(z),
entao:

i) O conjugado de z, Z = a — bi, também € raiz de p(x);

1) Z = a — bi possui a mesma multiplicidade de z.

Demonstragao i: Tome p(z) = a,a™ + 12" V4 ...+ asx® + a1z + ag, com coeficientes

reais e z raiz de p(z). Logo, p(z) = 0 = p(2) = a2+ a, 12" ' +...+axz* +ayz+ag = 0.

Agora, calculando p(Z), encontramos:
P(E) = an(@)" + ana ()" 4 a2(2) T a(®) + a0 =

p(Z) =GE)" + @)+ @(2) Fa@(Z) + @ =

P(Z) = n(2") + TGuoi (27 1) + .. + 82(22) + @1(2) + G =

p(Z) =apnz"+a, 12"+ Lt a2+ @z + a0 =

p(Z) = apz" +a,_ 12" 1+ .. 4 a2? 4+ a1z + ap = p(z). Porém, por hipdtese p(z) = 0,
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entdo p(z) = 0 = 0. Portanto, z é raiz de p(z).

Demonstragao ii : Pelo item i, se z = a+bi é raiz do polindémio p(z) com coeficientes reais,
entao Z = a — bi também serd raiz de p(z). Considere o polinémio d(z) = (v —2)(z — %) =
(r —a—bi)(x —a+bi) = 2? — 2ax + a® + b?, que neste caso é divisor de p(z). Como a e b
sdo numeros reais, entao d(x) tem coeficientes reais. Sendo p(x) divisivel por d(z), entao
existe um polinémio quociente ¢ (z), tal que, p(x) = d(z)q (z) = (22 —2azx+a>+b?)q ().
Ja que p(z) e d(z) possuem coeficientes reais, entao ¢;(x) também tem coeficientes reais.
Agora, se z é raiz de ¢q;(z), entdo Z também serd raiz de ¢;(z). De forma anéloga, seja
o polinoémio d(z) divisor de ¢;(z), entao existe um polindémio quociente go(x), de forma
que ¢1(z) = d(x)g2(x). Note que go(z) possui coeficientes reais. Novamente, se z é raiz
de ¢2(z), entdo z também serd raiz de g(x). De forma similar, seja o polinémio d(z)
divisor de ¢2(z), entdao go(z) pode ser exposto por ga(z) = d(x)gs(z), no qual g3(z) é o
polinémio quociente, com coeficientes reais, da divisao de go(x) por d(z). Repetimos esse
procedimento até que z nao seja raiz de ¢,,+1. Sendo assim, zZ também nao serad raiz de
Gm+1, Pois se z fosse raiz de ¢,,11, entao o conjugado de Z, ou seja, @ = z, seria raiz
de ¢my1. Concluimos que z e Z sao raizes do polinomio p(z), ambas com multiplicidade

m. O

Observacgao: Seja um polinomio p(x), de grau n > 2 e com coeficientes reais. O
numero de raizes imagindrias, se existirem, sempre € par, uma vez que, se z € raiz de
p(x), entao Z também serd raiz de p(x) e de mesma multiplicidade que z. Portanto, se
p(z) € um polinémio de grau impar e coeficientes reais, podemos afirmar que o numero

’

de raizes reais de p(x) € impar. Em particular, ao menos uma raiz é real.

2.25 Exemplo. UPE(2002)-Considere os complexos z =2+iew =144, em que i é a
unidade imaginaria, entao o menor grau de um polinomio, com coeficientes reais que tém

Z e w como raizes, é:

(A)1 (B)2 (©)3 (D) 4 (E)5

Solucgao: Como z = 2+1 é raiz de um polinomio com coeficientes reais, entao o conjugado
de z, Z = 2 — i, também sera raiz. Da mesma forma que w = 1+ é raiz, entaow =1 —1

também serd raiz desse polinomio. Portanto, o polindbmio tem pelo menos 4 raizes, ou
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seja, de pelo menos grau 4.

Resposta: Alternativa D.

2.26 Exemplo. ITA(2000)-Sendo 1 e 1 + 2i raizes da equacao x° + az® + bxr +c = 0, em
que a, b e ¢ sao numeros reais, entao

(A)b+c=4 B)b+c=3 (C)b+c=2 (D)b+c=1 (E)b+c=0

Solugao: Como os coeficientes da equacao 2 + ax? + bx + ¢ = 0 sdo reais e 1 + 2i é raiz,

entao 1 — 2¢ também sera raiz. Portanto,
P tar*+br+ce=(r—1-2)(x —1+2i)(z—1) =
B tar*+br+ce= (2 —v+2vi—x+1-21—2xi+2i +4)(x —1) =
+ar’ +br+c= (22 -2z +5)(x—1) =
3+ ax® + bx + c = (2% — 32 + Tz — ).
Agora, igualando os termos semelhantes, temos:
ar’ =31 = a=-3,bx=Tr=b=Tec=—5.Logo, b+c=7=(-5) = 2.

Resposta: Alternativa C.

2.27 Exemplo. UFPE(2008-2)-Sabendo que 1 4+ i é uma das raizes da equagao

2% —2x +a =0, com a real, indique o valor de a.

Solucgao: A equacio 2° — 2z + a = 0 possui coeficientes reais. Como 1+ i é raiz, entao

1 — ¢ também sera raiz da equagao dada. Seja « a terceira raiz procurada. Portanto,
P-2r+a=(x—-1-i)(z—1+1i)(z—a)=
P —2r+a=(*—zr4ri—x+l—i—zi+i+1l)(z—a)=>
2 —2r+a= (22 —2x+2)(z—a)=
22+ 02?2 — 22+ a = 2% — 2% — 222 + 220 + 20 — 20 =
P+ 02? —2r+a=2"+ (—a—2)2* + 20+ 2)x — 2a.
Agora, igualando os termos semelhantes, temos 02 = (—a — 2)z*> = a = —2 ¢

a=—2a = —2(—2) =4. Logo, a = 4.
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2.5 Relacoes entre as Raizes de um Polinémio e seus

Coeficientes

Relagoes de Girard: Iniciaremos os estudos das relagoes existentes entre os coefici-
entes de um polinomio p(z), de grau n > 1 e suas raizes complexas. Tais correspondéncias
foram estabelecidas por Albert Girard (1595-1632). Matemético francés, escreveu o livro
Invention nouvelle en [’algébre (1629) e realizou importantes contribui¢oes nas areas de

algebra, aritmética e trigonometria.

Antes da demonstragao do caso geral, veremos alguns casos particulares.

Equacao do segundo grau
Seja a equacdo polinomial asx? 4+ a1x + ag = 0, nos quais as, a; e ag sao coeficientes

complexos e as # 0. Considere oy e g suas raizes. Sendo assim,

asx? + a1w + ag = az(x — 1) (z — ) &

ar® + a1z +ag=ax(2®> -z — Ty + ) &

a a
a9 <x2 + a—lx + a_o) = ag[r? — (g + )T + a1 - o] &
2 2

ay ao
>+ —x+— =22 — (a1 + ag)r + a1 - as.
a2 5]

Agora, igualando os termos semelhantes, obtemos:

a a
—r=—(1tam)r=0]+0=——
a2 a2
e
ao
a1 -0y — —.
a2

2.28 Exemplo. Encontre a soma e o produto das raizes da equacio 2x* — 7x + 8 = 0.

Solugao: Dada a equacao 222 — 72 + 8 = 0, entdo ay = 2, a; = —7 e ag = 8. Portanto,
a -7 7 a 8

a soma ¢ obtida por atay=——=—(—] = — e o produto por = — =2 =4,
(05} 2 2 (05} 2

Equacao do terceiro grau

Seja a equacao polinomial azx® + asx? + a1 + ag = 0, nos quais as, as, a; € ay Sao
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coeficientes complexos e az # 0. Considere aq, as e a3 suas raizes. Sendo assim,

azr® + asx® + a1z + ag = az(z — ) (z — az)(x — a3) &

2

azz® + asx? + a1x + ag = az[z? — (1 + o)z + oy - a(r — az) &

a2 3] Qo
az | 22+ =2+ —2+ — | =
a3 as as

as[z® — (1 +an +az)z? + (- + oy - as+ag - az)r — g - Qo - ] &
a9 aq Qo

P+ —x+— =2 (1 +as+a3)r® + (a1 as+ - a3+ g - a3)T — ay - an - as.
as as as

Agora, igualando os termos semelhantes, temos:

a2 o 2 a2'
—r°=—(q +ag+az)r” = +ag+ag=——;
as as
a1 a1
—r=(g-ag+ag-az3+ay-az)r=a;-aa+a;-az3+ay-a3=— e
as as
Qo
a1 -0 g = ——.
as

2.29 Exemplo. UFPE(2004.2-MAT3)-Sejam a4, s e ag as raizes da equagao polinomial
2% — 322 4+ 62 — 1 = 0. Determine o polinémio 2 + ax? + bz + ¢ que tem raizes o - o,

a1 - a3 € ag - ag e indique o valor do produto a - b - c.

Solucao: Dada a equacao z® — 322 + 62 — 1 = 0, de raizes ajq, oy e as, entdo pelas
Relagoes de Girard sabemos que:

Ck1+062+063: —(—3> =3

Oz1'042+041'6¥3+012'0é3:6

041'012'(1/3:—(—1):1

Agora, aplicando novamente as Relagoes de Girard no polinémio 22 + ax® + bz + c,

de raizes aq - ao, a1 - a3 € as - a3, obtemos:
(

a1 Qg+ Qp 03+ 03 =—a
4 a1~042-0z1'ozg—i-ozl~042-042'043+041~043-a2'043:b =

a1 Qg0 -3 - 0903 = —C
6=—a

ar)? - (az)? - (a3)* = —c

(
(

\
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a=—06
(Oél'OJQ'Oég)<Oq+Oéz+Oég):b =

—(ay-ag-a3)? =c

N\ 7~

a=—6
b=(1)(3)=3
c=—(1)?=-1

Donde, a-b-c=(—6)(3)(—1) = 18.

Equacao do quarto grau

Seja a equacao polinomial asz? + asz® + asx? + a1x + ag = 0, nos quais ay, as, as, a;
e ag sao coeficientes complexos e ay # 0. Considere aq, ag, a3 € ay suas raizes. De forma
analoga as equacoes quadraticas e ctbicas, temos:
aszt + azr® + agxr® + ayr + ag = ag(x — a1)(xr — az)(r — a3)(z — a4) e desenvolvendo os

termos, encontramos:

as
041+062+063+Oé4:——;
Gy
a2
-yt ap-aztop-aqtag-aztay-agtagoy = —;
Q4
ai
o1 Qg3+ ay-ayg-aqg+ag-az-aq4+ay - a3-04=—— €
Q4
Qo
a1 -9 - Qg - g = —.
Qa4

2.30 Exemplo. IME(1989)-Determine as raizes da equagao z* —2z°—31224322+240 = 0,

sabendo que a soma de duas delas é 2.

Solugao: Dada a equagao x* — 223 — 3122 + 32z + 240 = 0, de raizes a, b, c e d, entdo
pelas Relacoes de Girard sabemos que:

(a+b+c+d:2
ab + ac + ad + be + bd + c¢d = =31
abc 4 abd + bed + acd = —32

\ abed = 240

Porém, a soma de duas delas é 2. Considere entao a +b = 2 = b = 2 — a. Sendo

assim,
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(a+b)+c+d=2 ()24 c+d=2=c+d=0=d=—c
ab + ac+ ad + bc + bd + c¢d = —31 (2) ab + ac+ ad + bc + bd + cd = —31
abc + abd + bed + acd = —32 - (3) abc + abd + bed + acd = —32
| abed =240 (4) abed = 240
Pela equagao (3), temos:
abc + abd + bed + acd = —32 = abc + ab(—c) + be(—c) + ac(—c) = —32 =

abc —abc —bc* —ac® = =32 = —c*(a+b) = -32= -2 = -32=? =16 = c = +4.
Note que se ¢ = —4, entao d = 4 e vice-versa.

Agora, pela equagao (4), temos:

abed = 240 = a(2 —a)(—4)(4) = 240 = 2a —a®> = —=15 = a* —2a— 15 =0 ¢
resolvendo essa equagao encontramos a; = —3 e ag = 5 como raizes, mas se a; = —3 =
b =5e,seays =5= by =—-3.

Portanto, as raizes de z* — 22 — 312% + 32z + 240 = 0 sao {—3, —4, 4,5}.

Relagoes de Girard para um polinémio de grau n (generalizagao)
Seja a equagao polinomial p(x) = a,z" + Ap1 2"V 4+ . Fasx? +a1x+ay =0, nos
quais @y, a,_1, ... ,as, a1 € ag sao coeficientes complexos e a, # 0. Considere oy, as, ...,

a1 € suas raizes. De forma andloga as equacoes polinomiais ja apresentadas, temos

p(x) = apa™ +a, 12" 4 Lt ar? tartag = ap(r—y)(r—a9) ... (T—au_1)(T—ay)

e desenvolvendo os termos, encontramos:

- )
p(7) = a2 —a, (a1 +agtas+...+a, 1 +a,) " Ha, (o astarazt gy ap) T T2 —
an(ag - Qo Qg+ag Qg q+ ...+ Qg Q)" B4 ot an (1) (g g
Ap Qg ... " OG1 - Oy +oaprQg QG Qg+ T AOp—jt1 " Op—jt2 *eee " Q1 ° Oén)f,(]nil +

vt (=D)"ap(0r - g az o - Q).

Agora, aplicando a identidade, temos:

oty +ag+ . apog + oy = ———; (1)

Ay —
Q19+ -3+ ... +Qp_1-Qp = 2; (2)

-y 3+ Q] Qg 0y + oo+ Qg - Qg - Oy = — : (3)



64

Q1 Qg s e s O QG + 1 'Oég'...'Oéi_l'Oéi+1+0él'062'...’0éi_1 - Oy, +
1) Ap—;
+05n7i+1 CQp_jy2 .. Q1 - Oy = ( ) ; (Z)
Qn
ag
n
Q1 Qg Q3¢ s Ay -y = (—1) (—) (n)
Qn,
Note que:

A identidade (1) relaciona os coeficientes da equag@o com a soma das raizes tomadas
uma a uma;

A identidade (2) relaciona os coeficientes da equagao com a soma dos produtos das
raizes tomadas duas a duas;

A identidade (3) relaciona os coeficientes da equagao com a soma dos produtos das
raizes tomadas trés a treés;

A identidade (i) relaciona os coeficientes da equagdo com a soma dos produtos das
raizes tomadas i a i;

A identidade (n) relaciona os coeficientes da equagao com o produto das n raizes.

Observagao: As Relagoes de Girard sao muito tteis na resolugoes das equagoes
algébricas, mas apenas quando se tem alguma informacao a respeito das raizes. As
Relagoes por si s6 nao sao suficientes para determinar as raizes dessas equacgoes, con-

forme veremos no exemplo abaixo.

2.31 Exemplo. Tome a equacao 2% — 922 + 242 — 20 = 0 e considere a, b e ¢ como sendo
suas raizes. Logo:
a+btc=9 b+c=9—-a
a-b+a-c+b-c=24 =4 a-(b+c)+b-c—24=0 :>a(9—a)+%—24:0:
a-b-c=20 b~c:@

a

a*(9 —a) + 20 — 24a = 0 = a® — 9a® + 24a — 20 = 0. Note que ao tentar resolver a
equagao dada aplicando as Relacoes de Girard chegamos na mesma equagao, apenas com
a mudanca da incognita. Isso ocorreu porque nao foi dada nenhuma informacao a respeito

das raizes da equacao e, consequentemente, nao foi possivel obter as raizes a, b e c.

Agora, vamos resolver esse mesmo exemplo sabendo que duas das raizes sao iguais.

Vamos supor que a = b, entao:
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at+a+c=9
c=9—-2a

a-at+a-cta-c=24 = = a®+2a(9—2a) —24 =0 =
a?+2a-¢c—24=0

a-a-c=20

a’>+18a —4a®> — 24 = 0 = —3a® +18a — 24 = 0 = a® — 6a + 8 = 0. Resolvendo essa
equacao quadratica encontramos a; = 2 e as = 4 como raizes. Substituindo esses valores

nas outras equacgoes do sistema vemos que a =2, b=2e c=5.

2.6 Somas de Newton

2.32 Definigao (Somas de Newton). Denominamos por Soma de Newton (Isaac New-

ton 1642-1716), a soma Sy, tal que,
Sp=ao+ab+ .. +af  +aF,
em quen € N, k € Z e aj, as, ..., sdo as raizes de um polindémio p(z).

Agora, vamos encontrar um mecanismo para obter a soma S sem a necessidade de

determinar, individualmente, as raizes do polinémio p(x).
2.33 Teorema (Somas de Newton). Considere um polindomio
p(z) = anz™ + ap12" P+ . Fagr? +art+agea
Soma de Newton Sj = o/f + 0/5 + ...+ ozf,ﬁl + o/f“
nas quais oy, Qa, ... ,Qy,, sao as raizes de p(z). Desta forma, temos:
an Sk + ap_15k—1 + .. + a1.5k—ns1 + agSk—n = 0.

Demonstragdo. Dado p(z) = a,2"™ + ap 12"t + ... + asx® + a7 + ag € como ay, Qs, ...,

sao suas raizes, entao:

)
plar) =0 = a,al + a0+ . Fad® +ara; +ag=0; (1)

plaz) =0 = a,af + an—1oz3_1 + .. Fa0d +ajas+ao=0; (2)

\ play) =0= a,a” + a,_1a" '+ ... +ad? + aja,, +ag = 0. (n)



Multiplicando por of™", a5™" .. of="
obtemos:
( 1 2 k k
(a0 + ap_qa]™ " + + asaf + ayaq + ag)ay "t = 0ai "
n n—1 2 k—m __ 0 k—n
(anf + an_10y™ " + ... 4 a205 + a10n + ag)ay " = 0o
n n—1 2 k—n __ 0 k—n
O + Qpq 0™ + + asc; + aya, + ag)a ™ = 0al "

p
k—n

k—n+2 k—n+1 o

a0k + a, 1o + + a4 aal T g™ =0
k-1 k—n+2 k—nt1 k-
anak +a, a5t + + agas "+ ayas " +agas " =0
anaf +a, 10+ L+ a4 a4 gl =0
Agora, somando essas equagoes, obtemos:
(

k-1 k—n+2 k—n+1 k-

anaf + an 10+ L+ a4 a4 apa "
k-1 k—n+2 k—nt1 k-

anak +a, 10571 + + agas " 4+ ajas " 4+ apas "

k k—1
anQ, + ap_10,, ~ +

+ a2 4 g kT 4 ggahn

, respectivamente, as equagoes (1), (2), ...

(apal)ay™™ + (an_la?_l)a’f_" + + (agaf)a’f_” + (alal)a’f_” + (ao)a’f_" =0
(anag)o/g_” + (an_lag_l)o/g_" + + (@a%)alg_" + (alag)ag_" + (ao)ag_" =0
(apa™)ak=" + (a,_1am Hak™ + + (aza?)ar" + (aya,) 0™ + (ag)af=™ = 0

0

an(0f + ok 4+ .. + ozg) + an_l(g’f_l + of

-~

Sk

oo 4

/

-~

Sk-1

.+

» (n),
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Sk—n+2 Sk:—n-i—l
ag(ef "+ a5+ L4 al ) =0=
Skfn
Sk + Ap1Sk—1 + .. + @2k —ny2 + A1Sk—ny1 + a0 Sk—n = 0. (2.5)

]

2.34 Exemplo. Considere a equacao 2z% + 922 + 72 — 6 = 0, de rafzes oy, ay e as.

Determine o valor de o3 + a3 + a3.

Solugao: Pela Soma de Newton vemos que S3 = a3 + a3 + aj e pelo seu teorema temos
255+ 955 + 751 — 65y = 0. Aplicando a Soma de Newton Sy e as Relacoes de Girard na

equacao dada, encontramos:
Para Sy = + a3 + af = 3;
Para S) = of + a3 + a = —9/2;

Para Sy = a2 + a3 + a2, mas (a; + ag +a3)? = af + a3 + a2 + 2(a1a9 + a3 + asaz) =
attaz+ai = (g tastaz)?—2(aiast+ajaztasaz) = a2 +ai+a2 = (—9/2)*—2(7/2) =

a? + a2 + a2 = 53/4. Sendo assim, temos:
2S5 + 95 + 75) — 6So = 255 + 9(53/4) + 7(=9/2) — 6(3) = S5 = —279/8.

2.35 Exemplo. Determine as rafzes reais da equacao v/1267 —x + /z =7

Solucao: Aplicando o artificio de troca de varidveis podemos admitir que
a= /1267 —2=a’=1267T -2 e b= /v = b° =x. Logo, a+b="Te a® = 1267 — b° =
a’+b° = 1267. Agora, considere a e b como sendo as raizes da equacao y? —(a+b)y+k = 0,
em que k = a - b, ou seja, y> — 7Ty + k = 0. Aplicando a identidade 2.5 nessa equacao
obtemos: Sy, — 7S,_1 + kS, 2 =0= S, =7S,_1 — kSj)_».

Note que:
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So=a’+0°=1+1=2;
51:a1+b1:7 (§

S5 = a® + b® = 1267, sendo assim, temos:
SQ = 751 — kSo =

SQ = 7(7) — k‘(Q) = SQ =49 — 2]{7,

53 =75 — kS| =
Sy = T(49 — 2k) — k(7) =

Sz =343 — 14k — Tk = S5 = 343 — 21k;

54 = 753 — k?SQ =
Sy = 7(343 — 21k) — k(49 — 2k) =
Sy = 2401 — 147k — 49k + 2k* =

Sy = 2k? — 196k + 2401;

Ss =75, — kS5 =
S5 = T(2k2 — 196k + 2401) — k(343 — 21k) =
S5 = 14k — 1372k + 16807 — 343k + 21k% =

Ss = 35k? — 1715k + 16807, mas S5 = 1267, entdo 35k* — 1715k + 16807 = 1267 =
35k% — 1715k + 15540 = 0 = k? — 49k + 444 = 0. Resolvendo essa equacao encontramos
k1 =12 e ko = 37 como raizes. Desta forma, temos duas possibilidades para serem anali-

sadas:
Primeira possibilidade: Para k; = 12, temos y? — 7y + 12 = 0, cujas raizes sao

mn=a=3ey=b=4ouy;=a=4ey =b=3;

Segunda possibilidade: Para ky = 37, temos y?> — 7y + 37 = 0, cujas raizes nao

sao reais, pois o discriminante é negativo.
Ja que estamos interessados na raizes reais, entao:
a=+/1267T—2=3"=126T—x =2 =1024 e b= J/r = b= v/1024 = b = 4; ou

a=+1267T—2=4"=126T—ov=2=243 e b=/ = b= /243 = b= 3.
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Portanto, as solugoes reais da equagao v/1267 — x + /x = 7 sao {243, 1024}.

2.7 Raizes Irracionais

2.7.1 Raizes Irracionais na forma c + d+/7

Nesta se¢ao consideraremos os polindémios p(z) = a,z" + a,_ 12" ' + ... + a1z + ay,
para os quais, os coeficientes sao ntimeros racionais e a,, # 0. Estaremos interessados nas
raizes de p(x) na forma a+b+/r, de modo que a,b,r € Q e r ndo seja quadrado perfeito em
Q. Provaremos que as raizes de p(z) do tipo a + b/, aparecem em “pares conjugadas,”
isto é, demonstraremos que se a + by/r for raiz de p(z), entdao a — by/r também é raiz
de p(z) e com a mesma multiplicidade. Para demonstrar esse resultado precisaremos dos

lemas a seguir.

Considere nos lemas 2.37 ao 2.39 e no teorema 2.40 a seguir, n um nimero natural
ec,d, f, g, fn, gn, 7 € s nimeros racionais, de tal forma que /r e /s sejam nidmeros

irracionais, isto é, r e s nao sao quadrados perfeitos. Sendo assim, temos:

2.36 Definigao. Numeros quadrados perfeitos em Q : Um ntimero r é denominado por

quadrado perfeito em Q se, existe um k € Q, tal que, £ = r.

2.37 Lema. Sejam f, g, r, numeros racionais, no qual, r nao seja quadrado

per feito. Assim, f+g/r=0< f=g=0.

Demonstracao. (<)
Hipétese: f =g =0.
Tese: f+ g/r = 0.

A demonstracao ¢ imediata: 0+ 04/7 = 0.

(=)
Hipdtese: [ + g/r = 0.
Tese: f=g¢g=0.

Dadof+g\/7_“:O,entéofqtgﬁ:()(:)f:—g\/F(:)—i:\/F. Note que
g

se f #0eg # 0, entdo f/g representa um nimero racional, pois f e g sdo nimeros
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racionais, entao r é um quadrado perfeito, o que é um absurdo, pois, por hipdtese, r nao

é quadrado perfeito. Portanto, f + g/r=0& f=g=0. O

2.38 Lema. Sejam c, d, r, nimeros racionais, no qual, ™ nao seja quadrado

perfeito. Assim, existem f, e g,, também numeros racionais, tais que,

(c+dvr)" = fn+ guvT.

Demonstragao. Por simplicidade, vamos fazer a demonstracao para o caso em que n ¢é par.

No caso em que n é impar é analogo. Assim, aplicando o Binomio de Newton, obtemos:

e gy = () (”) oty () v+ (5 )t v+

( (’;) GRS (Z) (W=

; ( ) NG +< ) 2P + (g>c”_3d3r\/F +

Jo
-(3)
(Yerstets (Nestrngs oo (Vo i o
-(3)

0 C+d<)”1\/_+d2(>"2+d3()"3f+
d'r® ( 4) " dr? <Z) N (Z) (

n_ Y n 2, [T\ n—2 4,2\ n-a mn,.n/2 n
(c+dy/r)" = {(0)0 +d r(2>c + d*r (4)0 +...+d'r (n)] +

J{ ( ) N+ dr ( ) "+ dr 2(5) "—5\/F+...+d”—1r"/2(ni1)c\/F} =

(c+dyr)' = Ver w2 (M ey a2 (")t a2 ()]
0 2 4 n
Y m—1 o 3. (Y n—3 . 5.2 n-> n-1,n/2( "
—I—{d(l)c +d 7“(3)0 +d°r <5)c + .. +dv (n—l)c] N

Note que as expressoes internas nos dois colchetes representam nimeros racionais,

(c+dyr)"

_|_

(c+dyr)"

+

3
~—
3

=

pois os nimeros binomiais, ¢, d e r sao todos niimeros racionais. Desta forma, definindo
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fn € g, POr:

(2.6)

e () (D)ot (ot ne(?)
4 n
n—1 3 n—3 5,.2( ) n-5 n—1,m/2( "
d() + d’r <3) + d’r (5)0 + .. +d"r (n_1>c

concluimos que f,, + g,/ representa um nimero irracional e que (c+dv/r)" = fu,+ gn /T,
para f,, g, € Q. m

2.39 Lema. Sejam c, d, r, nimeros racionais, no qual, ™ nao seja quadrado

perfeito. Assim, existem f, e g,, também numeros racionais, tais que,

(C+dﬁ)n:f"+gn\/;<:>(c_dﬁ)n:fn_gnﬁ°

Demonstracao. Novamente como foi feito no lema anterior, por simplicidade, faremos a
demonstracao para o caso em que n é par. No caso em que n é impar é andlogo. Assim,

aplicando o Binomio de Newton, obtemos:

(c—dy/r)" = (g) " — (?) "y + (Z) 2 (dy/r)? — (’;) 3 (dy/T) +

+ (Z) A (d Y — (’5”‘) () A+ <”) (d/r)" =

n

c— (T)Cnldﬁ+ (Z) cn72d2r_ (g) n— 3d3’l“\/_—|—
re/r+ ... d

3

>~ 3
~_ ~
Q:
L
Q,
Ny
\gw
3
|
N
[Sa
~
@)
S
&
Q.
Ut
$
+
+
/‘S\
~_
=

(c— d\/F)n = {(g) "+ d*r <;L> "2 dir? (Z) At 4 /2 (n)] +
n
_ n n—1 3 n n—3 5.2 n n—5 B 1 n/2 n
R A
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_ n_ (TN o g2 (T 2 a2 TV m—a n,n/2 [
(¢ —dy/r) {(O)C +d r(2)c + d*r (4)0 + ... +d'r (n)] +
“a(M et @ (M) e e (M)t a2 e NG
1 3 D n—1

Portanto, (¢ — dv/7)" = fn — gn /T

(2.7)

Agora, fazendo a comparagao da igualdade 2.7 com a igualdade 2.6 do lema 2.38
podemos ver que se (¢+dy/r)" = fn+ gn\/T, entao (¢ —dy/r)™ = f, — gn\/T € Vice-versa.
Concluimos que (¢ + dy/1)" = fo + go/r < (¢ — dy/7)" = fn — gny/T, NOS quais,

fns gn € Q. O]

2.40 Teorema (Raizes Irracionais na forma ¢ + d+/r). Considere o polinomio
p(r) = 2" + ap 2"+ o+ agr? + gz +ag = 0, com a, # 0, n > 1 e de coe-
ficientes ractonais. Considere também c, d, r, s, f, e g, numeros racionais, nos

quais, v e s nao sejam quadrados perfeitos. Sendo assim, temos que:
i) Se ag = ¢+ d\/r for raiz de p(x), entao ¢ — dv/r também € raiz de p(z);
i1) ¢ — d+/r possui a mesma multiplicidade de a;.

i11) Se ag = /s + dv/1 for raiz de p(x), entio c\/s — d\/r, —c\/s + d\/T e —c\/s — d\/T

também sdao raizes de p(x);

iv) /s —d\/T, —c\/s + d\/1 e —c\/s — d\/T possuem, respectivamente, a mesma multi-

plictdade de as.
Demonstragao. i : Como ¢ + dy/r é raiz de p(zx), entdo p(c+ dy/r) = 0. Portanto,
ple+dyr) = an (¢ + dyr) +an_1 (c+ dyT)" " +...4a1 (¢ + dy/T)+ao = 0, mas pelo lema

2.38, temos (¢ + d\/7)" = fu + gny/r. Logo,

plc+dyr) = an (fo+ goV/7) + ot (fact + gnaivV7) + o +ar (i +gVr) +a0=0=

7 = apfn+ angn /T + @n1fn1 + n1gnaV/T+ o FarfiFargi/r+ao=0=
7 = [anfn—i_an—lfn—l‘f‘...+a1f1+a0] + [angn\/F_’_an—lgn—l\/F+---+algl\/ﬂ - 0 =

7 = [anfn + n_1fo-1+ ... +arfi + ao] + [angn + an_19n-1 + ... + a191]/7 = 0,
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mas pelo lema 2.37, obtemos:

nfn+ an_1fn1+...+a1fi+ay=0eang, + an_1gn_1+ ... + a1g1 = 0. (2.8)

De forma anéloga, temos que
plc—dy/r) = an (¢ — dy/TF)" + an_1 (¢ — dyr)" " + ...+ a1 (¢ — dv/T) + ag, mas pelo lema

2.39, temos (¢ — d\/1)" = f,, — gn/1. Logo,
p(C - d\/F) = ap (fn - gn\/F) + ap_q (fn—l - gn—l\/;ﬂ) + oot (fl - gl\/F) + ag =

7 = apfn — Angn /T + Gn1fn-1 — Qn-1Gn1T+ .. +a1fi —a1gi/T + ag =

7 = [anfn+an-1fn-1+...Farfi+ao] — [anGnV/T+ An-1Gn-1VT+ ... Fa11\/T] =

" = [anfotan_1fn1+...+arifi+ao] — [angn+an_19n_1+...+a1g1] /T, entretanto

pela equagao 2.8, temos

(ann + Cln_lfn_l + ...+ CL1f1 + ag = 0

(S

anGn + Gn-19n—1 + ... +a191 = 0.

Portanto, p(c — dy/r) = 0+ 0y/r = 0. Donde, ¢ — d\/r é raiz de p(x).

Demonstragao de ii : Agora, sabemos que se ¢ + dy/r é raiz de p(x), entdao ¢ — d+/r
também é raiz de p(x). Portanto, podemos representar p(z) da seguinte forma:

px) = (z —c—dyr)(x —c+dyr)q(z) = (2% = 2cx + ¢ — d*r)qi(z), no qual ¢;(z)
¢ um polinomio. Porém, como ¢, d e r sao numeros racionais, entao os coeficientes do
polinomio x? — 2cz + ¢* — d*r sao ntimeros racionais. Desta maneira, como p(zx) tem coefi-
cientes racionais, entao ¢;(z) é um polinémio com coeficientes racionais. Agora, se existir
outra raiz ¢+ d/r de p(x), entdo ¢ —d+/r também ¢é raiz de p(zx). Portanto, ¢;(x) pode ser
representado por ¢1(x) = (z —c—dy/r)(x —c+d\/T)qa(z) = (22 — 2cx + * — d?r)ga(x), no
qual ¢o(z) é um polindomio. Entretanto, os coeficientes de 2 — 2cz + ¢ — d*r sdo ntimeros
racionais. Sendo assim, gz(z) é um polinémio com coeficientes racionais. Repetimos esse
procedimento até que nao exista raiz de ¢, 11 do tipo ¢+ d+/r. Desta forma, ¢ — d\/r nao
serd raiz de ¢,y 1, pois se ¢ — dy/r for raiz de ¢, 11, entao ¢ + d+/r seria raiz de g, 1.

Concluimos que ¢+ dy/r e ¢ — d\/r sao raizes do polindémio p(x), ambas com multi-
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plicidade m.

Observagao: Num polinomio de coeficientes racionais o nimero de raizes irracio-

nais, se existirem, aparecerao aos pares.

Para demonstrar o item #i¢ uma maneira é aplicar o fato que ¢/s + d/r = 0, se
e somente se, ¢ = d = 0 e para constatar esse resultado pode-se elevar os dois lados da
identidade ao quadrado. Em seguida, a demonstracao segue de forma analoga ao item 1.

Agora para certificar o item v verifique que

P() = (& — ey/5 — dy) (@ — ev/5 + dy/F)( + e/5 — dy/F) (& + /5 + dyF)as () =

p(x) = [21 + (25¢% — 2rd? — 4sc®)x® — 2rsc®d? + c*s® + d*r?]q (),

nos quais os coeficientes de x? + (2s¢? — 2rd* — 4sc?)x* — 2rsc?d® + ¢*s* + d*r? sdo nimeros
racionais e ¢;(z) é um polinomio cujos coeficientes também sdo nimeros racionais. Em

seguida, a demonstracao segue de forma analoga ao item 4. O

2.41 Exemplo. Determine as raizes do polinomio p(z) = 42*—2423— 7922+ 18x+57 = 0,

sabendo que uma das suas raizes é 3 — 2/7T.

Solugao: Como p(z) possui coeficientes racionais e 3 —2+/7 é raiz de p(z), entdo 34 2v/7

também é raiz de p(x). Logo, existe um polinémio h(z), tal que,
p(z) = (x — 3+ 2V7)(x — 3 — 2V7)h(z) = (22 — 62 — 19)h(z).
Agora, dividindo p(x) por 2% — 6z — 19, encontramos:
h(z) = 42* — 3
e resolvendo essa equacao obtemos x; = —V3 /2 exy= V3 /2 como raizes.

Portanto, as raizes de p(z) = 4z* — 242® — 7922 + 18z + 57 = 0 sao:
{3-2V7, 3+2V7, —v3/2, V3/2}.

2.42 Exemplo. Determine as raizes do polinomio p(z) = 2% —z* —892?+9 = 0, sabendo

que uma das suas raizes é V2 + /3.

Solugao: Como p(z) possui coeficientes racionais e v/2-+1/3 é raiz de p(x), entdo v/2—+/3,
-2+ 3 e —/2 — /3 também sdo raizes de p(z). Logo, existe um polinémio h(z), tal

que,
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p(x) = (z— V2 —V3)(z — V2+V3)(z + V2 — V3)(z + V2 + V3)h(z) =
p(z) = (z* — 102% + 1)h(z).

Agora, dividindo p(z) por z* — 10z% + 1, encontramos:
2
h(z) =2 +9
e resolvendo essa equagao obtemos z; = —3i e o = 3¢ como raizes. Portanto, as raizes de

p(z) = 2% — 2* — 8922 + 9 = 0 sdo:

{=3i, 3i, V243, V23, —V2+ V3, —vV2 -3},

2.7.2 Raizes Irracionais na forma c + d+/r

Nesta segao consideraremos os polindomios p(z) = a,z" + a,_ 12" + ... + a1x + ay,
para os quais, os coeficientes sao nimeros racionais e a,, # 0. Estaremos interessados nas
raizes de p(x) na forma a4+ b/r, de modo que a,b,r € Q e r nao seja cubo perfeito em Q.
Provaremos que se a+ b/r é raiz de p(z), entdo a+ bw-/r e a+ bw?y/r também sao raizes
de p(z), em que w = (—1+1/3i)/2 e, respectivamente, com as mesmas multiplicidades de

a + by/r. Para demonstrar esse resultado precisaremos dos lemas a seguir.

Considere nos lemas 2.44 ao 2.48 e no teorema 2.49 a seguir, n um nuimero natural

ec,d, f, g, hy fn, gn, hn € r nlimeros racionais, de tal forma que /r seja um nidmero

irracional, isto é, r nao é cubo perfeito. Sendo assim, temos:

2.43 Definigao. Numeros ciibicos perfeitos em Q : Um ntimero r é denominado por cubo

perfeito em Q se, existe um k € Q, tal que, k3 = r.

2.44 Lema. Sejam f, g, r, numeros racionais, no qual, r nao seja cubo

perfeito. Sendo assim,
F+gyr=0& f=g=0.

Demonstragao. Dado f+ g/r =0, entao f+gJ/r=0& f=—gJr < f = /r. Note
g

que se f # 0e g # 0, entdo f/g representaria um nimero racional, pois f e g sdo nimeros

racionais, entao r seria um cubo perfeito, o que é um absurdo, pois, por hipdtese, r nao

é cubo perfeito. Portanto, f+ g7 =0& f=g=0. O
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2.45 Lema. Sejam f, g, h, r, numeros racionais, no qual, r nao seja cubo

perfeito. Sendo assim,
f+gyr+hvVr2=0& f=g=h=0.

Demonstracao. (<)
Hipétese: f=g=h=0.
Tese: f+ g/r + hv/r2 = 0.

A demonstracio é imediata: 0 + 0/7 + 0v/72 = 0.
(=)

Hipétese: f + g/ + hv/r2 = 0.
Tese: f=9g=h=0.

f+adr+hVr2 =0 (-hVr2) = fhVr2 + ghVrd + B2Vt =0 =

ghr + W?r&/r + fhv/r? = 0. (2.9)
g+ b2 =0 [(=g3/r)] = —fg3r — *Vr? — ghV/r? = 0 =

—ghr — fg/r — g>Vr? = 0. (2.10)

Resolvendo o sistema formado pelas equagoes 2.9 e 2.10, temos
ghr + h2ry/r + fhVr2 =0
—ghr — fgr — g*Vr? =0

(21— FQ) ¥+ (fh— @)V =0 (+7) =

(h?r — fg) + (fh — ¢*)¥/r = 0. Agora, pelo lema 2.44 temos h?r — fg=0e¢ fh — g*> = 0.

= (+)

Logo,
h2r — fg=0 (-h —fgh+h*r=0
fg=0cn [ s P W0 o Mo
fh—g*>=0(9) fgh—g*>=0

g3 = Vh3r = g = h¢/r = g — h¥/r = 0. Novamente, aplicando o lema 2.44, temos

g = h = 0. Entretanto, como g = h = 0, entao:
fAgdr +hVr2=0= f+0/r +0Vr2=0= f =0,

como queriamos demonstrar. O
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2.46 Lema. Sejam c, d, r, numeros racionais, no qual, r nao seja cubo per-

feito. Assim, existem f,, gn., h,, também nimeros racionais, tais que:
(c+ dyYr)" = fo + gu /T + hy VT2,
Demonstragdo. Aplicando o binomio de Newton em (c + d/r)" , obtemos:

(c+dyr)" = <g) "+ G) A + (Z) 2 (dYr)? + (g) =3 (d ) +
(

n

”) = (dyr)t+ (Z) 5 (dYr)° + (g) O (dYr) +.+ ( ) (dyr)" =

(c+dy/r)" = <g> ¢ + (T) Y + (Z) Vet (Z) I+
()

C”*4d4r\3/? + (g) S + (Z) A5+ L+ (n) d"/rm =
n

"+ (g) A 3d3r + (Z) S 02 4 +] +

n

A dYr + (4) cAdirYr + +] +

o+ (g) A 3d3r + <Z) " Sq0r2 4 +] +

A+ (n) A + —i—] Jr+

(o)
(1)
+ <”) 222 4 <§) A/ + +} =
(o)
(1)

+ (n) 2% + (Z) S + +} Vr2.

Note que as expressoes internas nos trés colchetes representam nimeros racionais,

pois os nimeros binomiais, ¢, d e r sao todos niimeros racionais. Desta forma, podemos

representar por f,, g, € h,, respectivamente, a primeira, segunda e terceira expressoes,

( (" & Y\ n-33 Y n676,2
fn—((])c +(3>c dr+<6)c d°r* + ...+

Gn = (Tf) A td + (Z) AAdhr 4+ : (2.11)

\ hy, = (g) " 2d? 4 (Z) I dr 4+ .+

isto é,
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Concluimos que f,, + g,/ + h,V/r? representa um ndmero irracional e que
para f,, g, e h, € Q. O

Para demonstrar os proximos dois lemas precisaremos das seguintes relagoes de w :

—1+/3i

w =
2

=
5 w

4 2
5 _ 1B\ [ —14 3 (1= VEi (—14+V3i 5_ 4
W 9 5 = 9 B = w” = 1.

Prosseguindo as multiplicagoes com w podemos verificar que:

2
b (—1+\/§i> C1-2VBi-3 ., —1-3i

, em que k € N.

2.47 Lema. Sejam c, d, r, nimeros racionais, no qual, " nao seja cubo per-

feito. Assim, existem f,, g,., h,, também niumeros racionais, tais que:

(c + dwT)" = fr + gGnw /T + hpw?Vr2,

—1+ /34

em que, w = 2

Demonstracao. De forma semelhante como foi feito no lema 2.46, temos:

(¢ + dwy/r)" = (g)c“r (1> "= 1dw\/_+< ) 2 (dw/r)? ( ) "3 (dw ) +

et (e (e (-

et (1) (Perasgr+ (D)o m( o
N\ 44 4.3 ”n7555\?/_2 N\ 616, 6 n, mn
—l—(4>c dwrﬁ+(5)c d>wdr r+(6>c dSwbr? + .. +<)d NG

Utilizando as relagoes de w encontramos
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(c+ dwyr)" = (g) "+ (?) A Ydwyr + (Z) 2R + (g) " 3d3r+

+ (Z) A rdrorYr + (Z) A3 dPw2r/r2 + (Z) 602 4 (n) AW =
n

(c+ dwyr)" = (8) "+ (g) 33 + (Z) 0% + +] -
n n
+ <1>C” Ydw~y/r + (4)0" drorYr + +] -
n n 3
+ (2> n=2q2.,23/r2 & (5>Cn 5d5w27ﬂ\/_+m+}
(c+ dwyr)" = (g) c + (g) A 3d3r + <Z) = 0d%r? 4 +] +
+ (?) A ld + <Z) A Adhr + +} W+
+ (Z) A2+ (Z) A dr + +] w12,

Agora, pelo sistema de equacoes 2.11 do lema 2.46, temos
(¢ + dwi/r)" = fo + Guw T + haw? V72, (2.13)

para fn, gn € hy € Q.
[

2.48 Lema. Sejam c, d, r, numeros racionais, no qual, r nao seja cubo per-

feito. Assim, existem f,, g,., h,, também nuimeros racionais, tais que:

(c 4+ dw? YT = fr + Gnw? T + hpwvr2,

—1+4++/3i

em que, w = 5

Demonstracao. De forma anédloga como foi feito no lema 2.47, temos:

n

e« () (e (s ()
+(4> H(dw? ) +<Z> 5 (dw? ) +(Z) 6 (dw?3/r)° + .. +( >(dw2\3/7_")”:>

(c+ dwi/r)" = ( >C"+ (T) 1w r + (Z) =202 4\/_+( ) 3 dBuSr+
):

—i—(Z) AWt + (Z n=5 P 10p/r2 4 <g) 66,1202 £ 4 (n) A /.,
n
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Utilizando as relagoes de w encontramos

(¢ + dwi/r)" = (g)c“r (1) "= 1dw2\/_+( ) "= 2d2w\/_+( ) 3Pt
+(Z> Cn_4d4w27‘\3/F—0— <Z) cn—5d5wr\?’/ﬁ+ (g) 6g6r2 4 4 (n> A2 =
n

(c+ dw/r)" = (">c + (3> n=3 ey 4 (6) n—6d6r2+...+] +
R A PR
#|(5)erretims (D)ot vt s |+

e asgr = (s (2)emsin+ ()emsires ] 4
+ (T) n- 1d+< ) "‘4d4r+...+} W+
T R

Novamente, pelo sistema de equacoes 2.11 do lema 2.46, temos
(c—i—dw\%_")n = fo 4 gow> T + hpwV/r2, (2.14)

para algum f,, g, e h, € Q.
]

2.49 Teorema (Raizes Irracionais na forma ¢ + d+/r). Considere o polinomio
p(z) = A"+ ap_ 12" . Farx+ag, coma, # 0, n > 2 e com coeficientes racionais.
Considere também c, d e r numeros racionais, tal que, r ndo seja cubo perfeito. Desta

maneira, temos que:

i) Se ay = c+ d¥/r for raiz de p(x), entio ay = ¢ + dw/r e az = ¢+ dw?Yr sio

—1+3i s [—1-V3Bi\
S T A T

it) ¢+ dw/r e c+ dw? /1 possuem as mesmas multiplicidades de «.

raizes de p(x), em que

Demonstragao. i : Como ¢ + d/r é raiz de p(z), entdao p(c + d/r) = 0. Sendo assim,

temos:
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p(c+dyr) = a, (c+dyr)"+ ... +a; (c + dyr)+ae = 0. Aplicando o lema 2.46, obtemos:
T = an(fat g T+ RV 4+ al(fi g+ V) +ag =0 =

7 = Ay fn + QnGn /T + anha VT2 + o arfi + argi YT+ arhiVr?) +ag = 0 =

T = fat et @ fi a0 anga T A 01T anh Vit a iV = 0=

7 - anfn+ +a1fl+a0+(angn+ +algl>%+(anhn+ +a1h1)\?’/ﬁ: 0.

Entretanto, por hipdtese, /1 # 0, entdo pelo lema 2.45 encontramos:

anfn+ +a1f1+&O:O
anhn + ...+ a1h1 =0

Agora, vamos calcular o valor numérico de ¢ + dw-/7 :
p(c+ dwd/r) = a, (c+ dwyr)" + ... +ay(c+ dw/r)+ ag. Aplicando a equagio 2.13 do

lema 2.47, obtemos:

p(c+ dw/r) = an(fr + gow /T + how®V7r2) + .. + a1(fi + G + hw?Vr?) + ag =
K = U [+ U Gnw T+ A hn VT2 + . 4ay fi+a1 10T+ a1 h V12 +ag =
K = apfn + - + a1 fi + ag + apgowIT + ... + argrwr + anhnw? V12 + ... +

a1hiw’vr? =

plc+dw/r) = anfut . +arfitao+(@ngn+ .. +a10) w0+ (anhn+ ... +arh)w?Vr.

Porém, por hipdtese, w # 0 e /1 # 0 e pelo sistema de equagoes 2.15 deste teorema,

temos

p (c+dwd/r) =0+ (0)wr + (0)w?Vr2 = p (c+ dwi/r) = 0.

Portanto, ¢+ dw-/r é raiz do polinomio p(z).

De forma analoga, vamos verificar o valor numérico de ¢ + dw?/r :
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p(c+ dw?r) = a, (c + dw?Yr)"+ ... +ay (c + dw?1)+ag. Aplicando a equacio 2.14 do
lema 2.48 obtemos:

p(c+ dw? 1) = an(fo + gu® V7T + howVr?) + ... + ai(fi + 7 + hwVr?) + ag =

” = [+ U Gn® ST+ A hyw V124 .. Fay f1+a1910> T4+ a1 hawVr?) +ag =
” = anfn + .+ a1 fi + Ao + Qg IT 4 ..+ a1 1T + aphawVr? + .+

+ alhlw \/3 r? =

p(c+dw?¥r) = anfut ... +arfitaot(angn+ .. +a190)wW T+ (aphn+ ... +arhy)wVr2.

Novamente, por hipdtese, w # 0 e /r # 0 e pelo sistema de equagoes 2.15 deste

teorema, temos
p(c+dw*/r) =0+ (0)w’/r + (0)wV7r? = p (c+dw?/r) = 0.

Portanto, ¢ + dw?/r é raiz do polindémio p(z).

Concluimos que se ¢+ d+J/r for raiz de um polindémio p(x), com coeficientes racionais

e r um numero racional nao cubo perfeito, entao

c+dwr e c+ dwr

~1+vV3i , —1-+/3i
— W' =—————.

também sao raizes de p(x), em que w = 5 5

Para demonstrar o item i verifique que

p(x) = (& —c—dy/r)(x — c = dwi/r)(z — c — dw?*r)q(x) =

p(z) = (23 — 3cx? + 3%z — & — &r)qi(z),

nos quais os coeficientes de 2% — 3cx? 4 3¢z — ¢® — d®r sao ntimeros racionais e q;(z) é um
polinomio cujos coeficientes também sao niimeros racionais. Em seguida, a demonstragao

segue de forma andloga ao item 72 do teorema 2.40. O
2.50 Exemplo. Encontre as raizes do polinomio

p(x) = 2% — 102* + 4123 — 1402% + 308z — 310,
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sabendo que uma das raizes de p(z) é 2 + 3+/2.

Solugao: Como p(xr) possui coeficientes racionais e 24-3+/2 é raiz de p(x), entdo 2+ 3w+v/2
e 2+3w?+/2 sdo raizes de p(z), em que w = (—14++/37)/2. Representando, respectivamente,
por aq, asp e g essas raizes e pelo Teorema da Decomposi¢cao podemos denotar o polinémio
p(z) por p(z) = (z — a1)(x — ag)(x — asz)q(z), no qual ¢(x) é um polinémio de grau 2, ja
que p(z) tem grau 5. Neste caso, podemos caracterizar ¢(z) por ¢(r) = ax®+ b+ c. Sendo
assim, p(x) = (x — a1)(x — o) (z — az)q(x) =

p(z) = (. — 2 —332)(z — 2 — 3wV/2)(z — 2 — 3w?V/2)(az® + b+ ¢). Multiplicando os trés

primeiros fatores encontramos o polindémio z® — 622 + 12z — 62. Logo,

p(r) = (23 —62° 4+ 122 —62)(ax® +b+c), mas p(z) = 25— 10x* + 4123 — 1402 4 3082 — 310,

entdao x5 — 10z + 4123 — 14022 + 308z — 310 = (2 — 62% + 122 — 62)(az® + b+ ¢) =
25 —10z* + 4123 — 14022 + 308z — 310 = (2® — 622 4+ 122 — 62)(az® + b + ¢).
2% — 102* + 4123 — 14022 + 3082 — 310 =
az® + (=6 + b)z* + (12a — 6b + )2 + (—62a + 12b — 6¢)x? + (—62b + 12¢)x — 62c.
Agora, igualando os termos semelhantes obtemos:
¥ =ar’ = a=1,
—10z* = (-6 +b)z* =b=—4 .
=310 =—62c=c=5
Logo, q(x) = 2% — 4x + 5, cujas rafzes sdio vy =2+ i e 3 = 2 — 1.
Sendo assim, o polinémio p(x) tem como conjunto solucao:

{2414, 2—1i, 24 3V/2, 24 3w¥/2, 2+ 3w2V/2).

2.8 Equacoes Reciprocas

Para identificar o reconhecimento de equacoes reciprocas através dos coeficientes

precisaremos do seguinte lema:

2.51 Lema (Polinémios de Raizes Iguais). Considere dois polinomios p(x) =y i, a;x’
e h(z) = Y"1 bix', de mesmo grau n > 0, a, - b, # 0, cujas raizes sao iguais e mesma

G,
multiplicidade. Sendo assim, existe um k € R*, tal que, — = k.

bn
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Demonstragao. Sejam oy, au, ..., v, essas n raizes de p(x) e h(zx) e k € R*.

p(z) = a,2™ + ap_1z" '+ L Fartao=0=

p(x) = ap(z — apn)(x — ap_q)...(x — ag)(x — ay). (2.16)

h(z) =bya" + by 12" 1+ .. +bx+b=0=
h(-T) = bn(ﬂf — Oén)(x — Oén_l)...(l‘ — &2)(33 — 041)‘ (217)

Pelas equagoes 2.16 e 2.17 obtemos:

p(x) _ an(x — ap)(x — ap_1)...(z — o) (x — ay) _
h(z) bu(z—an)(x—apq)...(r —ag)(z — 1) by

nao nula, também denominada constante de proporcionalidade. Sendo assim,

= k, em que k é uma constante,

p(x) = kh(z) = ap2™ +ap 12" '+ o Farx+ag = k(bpx™ + b, 12" 4 L b+ Dy).

Agora, pela identidade de polinomios, vemos que:

(

ap = kbl
ag = k’b[)

\

Concluimos que dois polindémios p(z) e h(x) com coeficientes complexos, nos quais,
os coeficientes dos termos semelhantes sao proporcionais, existe um niumero real k nao
nulo tal que, p(z) = kh(x) se, e somente se, as raizes p(z) e h(z) sejam iguais e de mesma

multiplicidade. O

2.52 Exemplo. Seja o polinomio p(z) = —3x* + 723 — 22 + 1. Agora, multiplicando esse
polinémio por k = —5 obtemos um outro polindémio h(z) = 15z* — 3523 + 10x — 5, que

tem as mesmas raizes de p(z) e com as mesmas multiplicidades.

2.53 Definicao. Considere a equacdo a,z” + ap_12" ' 4+ ... + as2? + @12 +ay = 0,

com a, # 0, n > 0 e com coeficientes complexos. Denominamos por equac¢do algébrica
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reciproca se, para todo a € C que é raiz de p(z) de multiplicidade m, entao 1/a também

¢ raiz de p(z) e de mesma multiplicidade m.

2.54 Definigao. Denominamos por Polinomios Reciprocos os polinomios geradores das

equagoes reciprocas.

2.55 Exemplo. A equacao 14z* — 13523 + 2782 — 135z + 14 = 0 é reciproca, pois suas
raizes sao {2, 1/2, 7, 1/7}.
Observacao: Os numeros 1 e —1 possuem inversos iguais, entao quando tais

nimeros forem raizes de uma equacgao reciproca nao ¢ necessario que tenham multiplici-

dades pares, conforme veremos no exemplo abaixo.

2.56 Exemplo. A equacao 102° — 8721 4 22723 — 22722 + 872 — 10 = 0 é reciproca, pois
suas raizes sao {2, 1/2, 5, 1/5, 1}.

2.57 Exemplo. A equagao 6x° — 47z* + 13223 — 15922 + 762 — 12 = 0 cujas raizes sdo
3, 1/3, ambas com multiplicidade 1, 2 e 1/2 com multiplicidades 2 e 1, respectivamente.
Portanto, a equacao dada nao é reciproca, pois apresentam raizes com multiplicidades

distintas.

2.8.1 Reconhecimento de Equacoes Reciprocas Através dos Co-

eficientes

Considere o polindémio reciproco p(z) = a,x™ + ap 12" 1 + ... + a2 + a7 + ay,

de raiz «. Logo,
pla) =0 = and™ +an 10" "+ .. +a0” + a1+ ag = 0. (2.18)

Entretanto, como « é raiz de p(x), entdo 1/« também é raiz de p(zx). Portanto,
1 1\" " 1) 1
pl—)=0=a,(—] +a,1|— + . a2 —) +ta| =) +a=0=
o a a a o
1 1 1 1
Qp, — +an_1 1 + .. —F(Lg - +a | — —l—ao = 0.
a a a a

Multiplicando essa equagao por o™, temos:

1 1 1 1
an (—) a + a,_q ( 1) a+ ... +as (—2) o + aq (—) a™ + apa™ =0 =
am an~ « (e}
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apd” + a1t + a2+ .. +a,_1a+a, =0. (2.19)

As equacoes 2.18 e 2.19 possuem as mesmas raizes e as mesmas multiplicidades.

Portanto, pelo lema 2.51 os coeficientes sao iguais, assim temos:

.
a, = kag
an—1 = ka;
, (2.20)
as = kap_o
a; = ka,—1
ag = ka,,

para algum k € R*.
Note que ag e a,, sao os coeficientes dos termos extremos;
a1 e a,_1 sao os coeficientes dos termos equidistantes dos extremos;

as € a,_o 840 os coeficientes dos termos equidistantes dos extremos;

Agora, da equacao 2.20 vemos que ag = ka, e a, = kag, entdo a, = k(ka,) =

a, = k*a, = k*=1=k = +1.
Sendo assim, temos duas possibilidades a considerar:

Primeira possibilidade: Para k£ = 1, os coeficientes dos termos equidistantes dos

extremos (e os extremos) sdo iguais. Neste caso, denominamos equacao reciproca de

primeira classe;

Segunda possibilidade: Para k = —1, os coeficientes dos termos equidistantes dos
extremos (e os extremos) sao simétricos. Neste caso, denominamos equagao reciproca de
sequnda classe.

Observacao: Todos os passos que foram realizados até aqui podem ser revertidos,

ou seja, vale a volta da afirmativa. Portanto, numa equacao cujos coeficientes dos termos

equidistantes dos extremos (e os extremos) sao iguais ou simétricos, entao essa equacao é
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reciproca.

2.58 Exemplo. Considere a equacao 18z° — 101z* — 4932% — 49322 — 1012 + 18 = 0.
Note que os coeficientes dos termos equidistantes dos extremos (e os extremos) sao iguais.

Portanto, essa é uma equagao reciproca de primeira classe.

2.59 Exemplo. Considere a equacao 182° — 137z — 22523 4 25522 + 1372 — 18 = 0. Note
que os coeficientes dos termos equidistantes dos extremos (e os extremos) sao simétricos.

Portanto, essa é uma equacao reciproca de segunda classe.

2.60 Exemplo. Considere a equacao 1824 — 11923 — 37422 — 1192 + 18 = 0. Note que
os coeficientes dos termos equidistantes dos extremos (e os extremos) sao iguais. Perceba
também que o termo central é igual a si mesmo. Portanto, essa é uma equacao reciproca

de primeira classe.

2.8.2 Resolucoes de Equacoes Reciprocas
Nesta se¢ao pretendemos mostrar que todo polinémio reciproco p(z) é da forma
p(x) = (x = 1)*(z +1)°q(), (2.21)

nos quais a, b sdo nimeros inteiros nao negativos e ¢(z) é um polindomio reciproco de pri-
meira classe, grau par e ¢(1) # 0 e ¢(—1) # 0. A ideia central na resolugdo das equagoes
reciprocas é obter o polindémio g(z), isto é, o polindmio de primeira classe e grau par e, em
seguida, aplicar as técnicas de resolucoes adequadas que serao comentadas nos momentos
oportunos.

Antes de iniciarmos as resolucoes das equagoes reciprocas, verificaremos os casos
quando 1 e/ou —1 sdo raizes dessas equagoes.

Primeiro caso: Polinémio reciproco de primeira classe e grau impar: Vere-
mos que —1 é raiz desse polinomio. Iniciaremos com um exemplo. Considere um polinomio

reciproco py(z), de primeira classe, grau 7 e cuja raiz —1 seja simples. Tome
p1(2) = apx” + a12°® + agx® + asz* + asx® + axx® + a1 + ay,
que ao ser dividido por x + 1 tem como polindémio quociente ¢, (z):

q(z) =

aopz®+ (a1 —ap)z® + (az+ao—ay )z + (az+a; —ag —ag)x® + (ag +ag — a1 )z + (a1 — ag )z + ao.
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Observe que esse polinomio é reciproco, de primeira classe e grau par, tal que,

a1(~1) # 0.

Podemos generalizar esse fato para qualquer polindomio reciproco de primeira classe

e grau impar:

2.61 Lema. Todo polinomio reciproco p(x), de primeira classe e grau impar é representado
por:

2n+1 2 2n—1 2
p(z) = apzw a2+ a4 L+ asr® + arx + ao,

entao —1 € raiz do polinomio p(z). Mais ainda, p(x) = (x + 1)q(z), para o qual q(z) é

polinémio reciproco de primeira classe, grau par e q(—1) # 0.

Demonstracao. Note que esse polindmio possui uma quantidade par de termos e, por

simetria, vemos que —1 é raiz desse polinomio, pois,
p(=1) = ao(—=1)""" + ay (= 1)*" + ax(= 1) + .+ ax(—1)* + a1 (=1) + ap =

p(—1)=—ap+a1—as+ ...+ ay—a; +ag =
p(=1) =0.
Agora, como —1 raiz simples, entao ao dividir p(z) por x4+ 1 obtemos um polinémio
q(z), tal que:
q(z) = apxr®" 4+ (ay — ao)x2n_1 + (ag+ag— al)m2n_2 +...+(ag+ag— al)x2 + (ay — ag)x + ao,
no qual ¢(z) é um polinémio reciproco, de primeira classe, grau par, tal que, ¢(—1) #0 [

Segundo caso: Polinémio reciproco de segunda classe e grau impar: Ve-

remos que 1 é raiz desse polinomio. Iniciaremos com um exemplo.

Considere um polinoémio reciproco po(z), de segunda classe, grau 7 e cuja raiz 1 seja

simples. Tome

3

p2(2) = apx” 4+ a12°® + axx® + asz* — asr® — axx? — a1z — ay,

que ao ser dividido por x — 1 tem como polinémio quociente go(z) :

@2(7) =
aoz® + (ap+a1)z’ + (ag+ a1 +az)x* + (ag+ a1 +as+az)x® + (ag+ a1 +az)x? + (ag + a1 )+ ao.
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Observe que esse polinomio é reciproco, de primeira classe e grau par, tal que,

g2(1) # 0.

Podemos generalizar esse fato para o polinomio reciproco de segunda classe e grau

impar:

2.62 Lema. Todo polinémio reciproco p(x), de sequnda classe e grau impar € representado
por:

241 2 2n—1 2
p(x) = apx™™ ™ + a12”" + agx® ' + ... — agr® — ayx — ay,

entdo 1 € raiz do polinomio p(x) e mais ainda, p(x) = (x — 1)g(x), no qual, q(x) é de

primeira classe, grau par e q(1) # 0.

Demonstracao. Note que esse polindmio possui uma quantidade par de termos e, por

simetria, vemos que 1 é raiz desse polindmio, pois,
p(1) = ap(1)* ™ + a1 (1) + ag(1)* 1 + ... — ax(1)? — a1 (1) — ag =
p(l)=ap+a1+az+..—as—a; —ay =
p(1) = 0.

Seja 1 raiz simples, entao ao dividir p(z) por & — 1 obtemos um polinémio ¢(z), tal

que:
q(x) = apx® + (ap+a1)x®" 1+ (ag + a1 + a2)x*" 2 + ...+ (ag + a1 + az)x?* + (ap + a1 )z + ao,
no qual ¢(z) é um polinémio reciproco, de primeira classe, grau par, tal que, ¢(1) # 0. O

Terceiro caso: Polinémio reciproco de segunda classe e grau par: Veremos
que —1 e 1 sao raizes desse polinomio. Segue novamente um exemplo: Considere um
polinémio reciproco ps(x), de segunda classe, grau 6 e cujas raizes 1 e —1 sejam simples.
Tome

p3(x) = apzr® + ay2® + axx* + 02® — ap2® — ayx — ay,

que ao ser dividido por x — 1 tem como quociente g3(x) :
g3(x) = apx® + (ag + a1)z* + (ag + ay + az)x® + (ao + a1 + az)z? + (ag + ay)x + ay.
Agora, dividindo g3(z) por x + 1 obtemos um polindémio quociente q4(x) :

qu(z) = apz® + a12® + (ap + ag)z® + a1 + ay,
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que é um polindomio reciproco, de primeira classe e grau par, tais que, g3(1) # 0 e
a(~1) #0.

Observe que o polinémio reciproco ps(x), de segunda classe e grau par ao ser divi-
dido por x — 1 apresentou um polindomio reciproco ¢s(x), de primeira classe e grau impar
e, em seguida, ao dividir g3(z) por x + 1 obtivemos um polinémio reciproco g4(x), de
primeira classe e grau par.

Podemos generalizar esse fato para o polinomio reciproco de segunda classe e grau

par:
p(r) = apr® + a1 2"+ aox® E + o+ a2 — a2 4 L — a2 — a1 — ay,
ou seja, ao dividir p(z) por z? — 1, obtemos o seguinte polindémio q(z) :
q(7) = apr®™ 2 + a1 2?7 4 (ag + a2)x® 4 ..+ (ag + az)2? + a1x + aq,
que é um polindémio reciproco, de primeira classe e grau par, tais que, g(—1), ¢(1) # 0.

2.63 Lema. Todo polinomio reciproco p(x), de sequnda classe e grau par € representado

por:
p(x) = apx® + a1+ apr® 2+ ot a1 2" a2 — a2+ — agr? — a1 — ag,
entao —1 e 1 sao raizes do polinémio p(x).

Demonstracao. Note que esse polinomio possui uma quantidade impar de termos, mas
como os coeficientes dos termos equidistantes dos extremos (e os extremos) sao simétricos,
entao o termo do meio a,, = —a,, = a,, = 0. Portanto, nas equagoes reciprocas de segunda

2

classe e grau par, o coeficiente de /2 é nulo. Consequentemente, essa equacio possui

uma quantidade par de termos. Logo,
() = apz® + a1z Fasr®™ i+ a1 2" 02" — a1 2™ L — a02? — ayx — ay.

Sendo assim,

p(1) = ag(1)* + a1 (1)1 + ax(1)* 2 + ... — az(1)® — ay (1) — ap =
p(l):a0+a1+a2+...—a2—a1—a0:>

p(1) = 0. Portanto, 1 é raiz de p(x).
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De forma anéloga, temos:
p(—=1) = ao(=1)*" + a1 (= 1) P+ ax(—1)* 2 + ... —ap(—1)* —ay(—1) — ap =

p(—=1)=ag—ay+as—...—as+a; —ag =

p(—1) = 0. Portanto, —1 é raiz de p(z).

Concluimos que nos casos dos polinomios reciprocos de segunda classe e grau par,

os nimeros 1 e —1 sao raizes desse polinomio. O

Perceba que nos lemas 2.61, 2.62 e 2.63 os polinémios reciprocos quocientes ¢(z) sao
todos de primeira classe, grau par, tais que, 1 e/ou —1 nao figuram como raizes. Portanto,
basta saber resolver os polindomios com essa caracteristica para solucionar todos os casos

de polinémios reciprocos.
Agora, para resolver as equagoes reciprocas devemos seguir os seguintes passos:

Primeiro: Verificar se 1 ou —1 é raiz da equagao dada, se for, dividir essa equagao
por x — 1 ou x + 1, respectivamente, até que a equagao quociente nao tenham essas raizes.

Sendo assim, teremos uma equacao reciproca de primeira classe e grau par;

Segundo: Fatorar o termo 2™? na equacio de primeira classe e grau par;

Terceiro: Substituir, convenientemente, pela variavel
1
r+—-—=y
x
ou por suas relacoes. Esses procedimentos sao ilustrados nos exemplos abaixo:

2.64 Exemplo. Resolva a equacao 4225 + 2512 — 35723 — 35722 + 251x + 42 = 0.

Solugao: Como a equacao 42z° + 2512* — 35723 — 35722 + 2512 + 42 = 0 é reciproca
de primeira classe e grau impar, entao obrigatoriamente —1 é raiz dessa equacao. Logo,
dividindo-a por z + 1, obtemos 42z* + 20923 — 56622 + 209z + 42 = 0, que é uma equacao
reciproca de primeira classe, grau par, em que 1 e —1 nao sdo raizes. Agora, vamos con-

tinuar realizando os passos sugeridos, ou seja, fatorar o termo x?:

209 42
422* + 20923 — 56622 + 2092 + 42 = 0 = 22 (42952 + 2092 — 566 + — + —2) =0=
r

209 42
4222 + 209z — 566 + — + —
x

1 1
=0= 42(w2+—2>+209(x—|——)—566:O,mas
x x x
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utilizando o artificio de troca de variaveis, temos

1 1\’ 1 1

x+—:y:><:v—|——> =y > +2+ 5 =y = 2P+ 5 =y -2, entdo
T x x T

42(y* — 2) + 209y — 566 = 0 = 42y* + 209y — 650 = 0, cujas raizes sao y; = 91/42 e

y2 = 50/7. Logo,

1 1 91 3 2
T+ =y =20+ - =" =422 - 9lx +42 =0, deraizes 11 = — e Ty = —;

T r 42 2 3
ou

1 5 . , N 1
x+—:y2:>m+—:7:>7x —50:L‘+7:0,CUJasralzessaoxg,:?ex4:7.

T z

Portanto, as raizes da equacao 422° + 2512* — 35723 — 35722 4 251z + 42 = 0 sdo

{-1, 3/2, 2/3, 1/7, T}.

2.65 Exemplo. ITA(1975)-Seja S o conjunto de todas as raizes da equagao
20% — 42° + 4o — 2 = 0.

Sobre os elementos de S podemos afirmar que:
A) Todos sao niimeros reais.
B) 4 sao nimeros reais positivos.

C) 4 sao ntumeros reais.
D) 3 sao nimeros reais positivos e 2 nao sao reais.

E) 3 sao ntimeros reais negativos.

Solucao: Analisando a equacao 2% — 42° + 42 — 2 = 0, que pode ser representada por
225 — 425+ 02* + 023 + 022 + 42 — 2 = 0, é uma equacao reciproca de segunda classe e grau
par. Sendo assim, 1 e —1 sao rafzes dessa equacao. Logo, dividindo 22% —42° +42 —2 =0
por 22 — 1, obtemos 2z* — 423 + 22% — 4x + 2, que é uma equacao de primeira classe e

grau par.
Agora, vamos resolver a equacao 2zt — 423 + 222 — 40 +2 = 0.

2 1
224 — 4a® 4+ 222 —dx + 2 =0 = 222 <x2—2$+1——+—2) =
r T
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) 5 1 1 , 1 5 1 5 .
2z "+ — ) —2(x+—-]+1] =0. Porém, z + — =y ea”+ - =y — 2, entao
x x x x
y?—2—-2y+1=0= y?>—2y—1 = 0. Resolvendo essa equacao encontramos y; = 1 + V2
e Yo = 1 —+/2 como raizes. Sendo assim, temos duas possibilidades para serem analisadas:
1 1 9 .
r4+-—=y=r+-=1+v2= 22— (1++v2)x+1 = 0. Resolvendo esse equacio
x x
obtemos

1 = (1+V24+V2vV2 — 1)/2 e 1y = (1+v2— /22 — 1)/2, que sdo duas raizes positivas;

ou
1 1 9 D
T+ —=yp=>r+—= 1—vV2= 22— (1 —\/§)x+1 = 0. Neste caso, o discriminante
x x
A = —2y2—1 < 0. Logo, temos duas raizes complexas nao reais.
Portanto, a equacao 2x® — 4x° + 42 — 2 = 0 tem como solucao:
Trés raizes reais positivas: {1, (14+v24+v2v2—1)/2, (1 +v2—V2v2—-1)/2};
Duas raizes complexas nao reais e uma raiz real negativa.

Resposta: Alternativa D.
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Capitulo 3

Raizes Racionais de um Polinomio

com Coeficientes Inteiros

3.1 Raizes Racionais

3.1 Teorema (Das Raizes Racionais). Considere o polinomio h(x) = ap,x"+a, 12" 1+
.+ ax® + ayx + ag, com a, # 0, de graun > 0 e de coeficientes inteiros. Seja um
numero racional p/q, tais que, p e ¢ € Z* ¢ M.D.C.(p,q) = 1, ou seja, p e q sGo primos

entre si. Sendo assim, se p/q for raiz de h(z), entdo p é divisor de ag e q € divisor de ay,.
Demonstragao. Hipétese: p/q é raiz de h(x), tais que, p e ¢ € Z* e M.D.C.(p,q) = 1.
Tese: p é divisor de ag e ¢ é divisor de a,,.

Como L ¢ raiz de h(z), entao h (]—9) = 0. Logo,
q q

n n—1 2
A, (]—9> + ap—1 (]—)) + ... +as <Z—9> + ay (12) +ayp=0&
q q q q

n n—1 2
anp— + an_lp—l + ...+ a2p—2 + a12_9 +ag = 0. Multiplicando essa igualdade por ¢", temos:
qr qr- q q

n n—1 2
an (S—n) q" + an_1 (gnl) "+ ... +as (%) q" + aq (g) 7"+ apq" =0 &

anp” + @ 1p" L+ ..+ aep’¢ 2 4+ a1pg™ ! + apg™ = 0. (3.1)

Agora, somando o termo —agg™ a ambos os lados da equacao 3.1, obtemos:

95
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Anp™ + an 1" g+ o Faop®" A aipg” ! = —aq” (3.2)

O termo p é fator comum dos termos do lado esquerdo da equacao 3.2 e colocando-o

em evidéncia, obtemos:
n—1 n—2 n—>2 n—1 n
p(anp" ™ F a1 g+ . Faopg" c +a1q" ) = —aoq".

Por fim, multiplicando a equacao acima por 1/p, vemos que:

aopq"

p

anp" "+ anap" g+ A aopg" P ag" T = — (3.3)

Observe que o lado esquerdo da equagao 3.3 representa um nimero inteiro, pois os
coeficientes sao nimeros inteiros, p e ¢ também sao numeros inteiros e n > 0. Portanto,
o termo do lado direito é um niimero inteiro, ou seja, —apq"™/p € Z. Entretanto, para que

isso ocorra p deve dividir ag, ja que p e ¢ sdao primos entre si.
De forma analoga, somando o termo —a,,p™ a ambos os lados da equacao 3.1, temos:

A" g+ o+ aap®d" T + apg™ ! + aoq” = —anp”. (3.4)

O termo ¢ é fator comum dos termos do lado esquerdo da equacao 3.4 e colocando-o
em evidéncia, obtemos:

q(an1p" '+ o+ ap*" P+ aipg" T + apg" ) = —anp”.

Finalmente, multiplicando a equacdo acima por 1/q, obtemos:

anp"
—

Anap" e +aap? "+ apg" T+ ad" T = — (3.5)

Note que o lado esquerdo da equagao 3.5 representa um numero inteiro, pois os
coeficientes sao ntimeros inteiros, p e ¢ também sao ntmeros inteiros e n > 0. Portanto,
o termo do lado direito é um nimero inteiro, ou seja, —a,p"/q € Z. Entretanto, para que

isso ocorra ¢ deve dividir a,, j4 que p e ¢ sao0 coprimos. O

3.2 Corolério. Considere o polinémio h(x) = a,2" + ap_12" 1+ ... + aoz? + a1 + ao,
com a, # 0, de grau n > 0 e de coeficientes inteiros. Se o € raiz de h(z) e a € Z*,

entao « € divisor de ag.
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Demonstrag¢ao. Considere o = p/q, tais que, pe q € Z* e M.D.C.(p,q) = 1. Por hipdtese,
« é um numero inteiro, entao ¢ é igual a +1 e, consequentemente, o = =+p. Agora,
aplicando o teorema 3.1, se « é raiz de h(z), entao p é divisor de agy. Portanto, o também

é divisor de ag. O

3.3 Coroléario. Considere o polinomio h(x) = a,z" + a,_ 12" '+ ... + asx® + a1 + ao,
com a, # 0, de grau n > 0 e de coeficientes inteiros. Se a, = £1, entao se h(z)

admitir raizes racionais, estas sao numeros inteiros.

Demonstracao. Considere o = p/q, tais que, pe g € Z* e M.D.C.(p,q) = 1. Se « é raiz de
h(x), entao pelo teorema 3.1 temos que plag e g|a,. Entretanto, por hipétese, a, = +1 e,

consequentemente, ¢ = +1. Portanto, « = p/g=p/+1=+p=a € Z*, poisp € Z*. [
3.4 Exemplo. Encontre as raizes do polinomio h(z) = 323 — 142% + 18z — 4.

Solugao: Aplicando o Teorema das Raizes Racionais, se existir uma raiz racional p/q, as
possibilidades para p sao {£1, +2, +4} e para ¢ sdo {41, £3}. Portanto, as possiveis
raizes racionais p/q de h(z) sao {£1, £2, £4, +£1/3, £2/3, +4/3}.

Realizando as tentativas vemos que 2 é raiz da equagao dada. Sendo assim, podemos

reduzir o grau do polindmio A(x). Logo:

33 — 1422+ 18 —4 |1 —2

—3a° + 62 3z — 8z + 2
—8z? 4 18z
8z2 — 16x
2¢ — 4
—2r+4
0

Agora, resolvendo a equagao 322 — 8x + 2 = 0 encontramos z; = (4 + v/10)/3 e
9 = (4 — +/10)/3 como raizes.
Portanto, as raizes de h(z) sao {(4 — v/10)/3, (4 + v/10)/3, 2}.

3.5 Exemplo. Resolva a equacao 9025 — 3212° — 1702* + 105822 — 17022 — 3212490 = 0.

Solugao: Verificamos que 1 e —1 nao figuram como raizes dessa equagao. Sendo assim,
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a equacao dada é uma equacao reciproca de primeira classe e grau par. Agora, fatorando

3 temos:

902% — 32125 — 1702* + 10582 — 17022 — 321z +90 = 0 =

170 321 90
a3 (90:63 — 32122 — 170z + 1058 — — — — + —3) =0=
x x x
170 321 90
9023 — 32122 — 1702 + 1058 — — — — + — =0 =
x x? a3
5 1 5 1 1
N|az°+ ) —321 {2+ | 170 [z + — ] + 1058 = 0.
x x x
1 2, 1 2
Entretanto, v+ —=y; ="+ 5 =y"—2 e
x x

1 1\’ 1
r+—=y=>(z+-| =¥¥=234+322 (- |+3x (S5 )|+ ===
x x x x? x3
g, 1 3 3 5, 1 1 3 5, 1 3
”’H+—=+3+—-—=y=>+=+3|(v+- )=y’ =>+=<+y=y' =
x3 x 3 x x3

1
3+ — = y® — 3y.
T
Desta maneira, temos
3 1 9 1 1
90 ( x +— —321 | x +— —170|lz+— | +1058 =0 =
T T T
90(y3 —3y) — 321(y2 —2)— 170y + 1058 = 0 =
90y3 — 321y? — 440y + 1700 = 0.

Aplicando o Teorema das Raizes Racionais vemos que 5/2 é raiz dessa equagao.
Portanto, podemos reduzir o grau da equacao 90y% — 32132 — 440y + 1700 = 0 dividindo-a
por y — 5/2, obtemos assim a equagao 45y* — 48y — 340 = 0, cujas raizes sdo y, = 10/3 e
y3 = —34/15. Logo,

1 1 5) 1
$+—:?J1=>l’+—=5$2x2—5x+2:0,cujasraizesséoxl:2ex2:§;

x x

1 1 10 2 . 1 .
$+—:y2:>:c+—:§:>3x —1Om+3:0,dasqualsx3:3ex4:5saosuas

x x
raizes;

1 1 34 3 5)
T+ —=ys=>T+—=—— = 1522 + 342 + 15 =0, de raizes 15 = —— ¢ 15 = ——.

T T 15 5) 3

Portanto, as raizes da equacao 902° —3212° —1702* 4105822 — 17022 — 3212 +90 = 0
sio {—3/5, —5/3, 1/3, 3, 1/2, 2}
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3.6 Teorema. Considere o polinomio h(z) = a,z" + ap_ 12" '+ ... + a1x + ag, com
a, # 0, de graun > 0 e de coeficientes inteiros. Se p/q for raiz de h(x), entdo p—mgq
¢ divisor de h(m), para todo m € Z.

Demonstragao. Hipotese: p/q é raiz de h(z), tais que, pe ¢ € Z* e M.D.C.(p,q) = 1.

Tese: p — mq é divisor de h(m), para todo m € Z.

Note que h(m) = a,m" + a,_1m™ ' + ... +aym+ ag =
ag = h(m) — aym™ — a,_m™ "t — .. —aim. (3.6)

Agora, como p/q é raiz de h(x), entao h(p/q) = 0, logo:

n n—1
Qp, (Z—Q) + ap_1 (2—)) + .. t+a <Z—9> +ay=0%&
q q q

7 n—1

(Inp—n +an,1%+ +a1g+a0 = 0. (37)
q q q

Substituindo ag da equacao 3.6 na equacao 3.7, encontramos:

pn pn—l D . . B

anq_n+an—1qn 1 + .. +a1_+h(m)_anm — Ap—1M - ... —alm—0:>
pn n—1 P

h(m) = — (an_ +ap 17—+ ... o= —a,m" — Apym™t — L — alm) =
q" q" q
pn pnfl P

h(m) = — (an— — A"+ Oy — A A L F s — a1m> =
q" qn- q

(o n—1
h(m) = — [an ];—n - m”) + ap_1 (zn_l - m”1> + .. tTaq (g — m)} =
[ p

h(m) = — {an [w} +an s [pn_l - (mQ)n_l} bt {p _qmq} } (38)

g1

Agora, tome como exemplo o termo a,[p" — (mq)"]/q" da equagao 3.8. Note que o
numerador p" — (mgq)" = (p—mq)[p" " +p" 2 (mq) +...+p*(mg)""* +p(mq)" "+ (mq)"~'].
De forma anéloga, podemos ver que em todos os termos da identidade 3.8 aparece o fator

p — mgq. Donde, h(m) = (p — mq)q(m), ou seja, p — mq é divisor de h(m). O
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3.7 Corolario. Considere o polinomio h(x) = apa™ + a,_12" ' + ... + asx? 4+ a1z + ay,
com a, # 0, de grau n > 0 e de coeficientes inteiros. Se p/q € uma fragdo irredutivel
e raiz de p(x), entdo p — q divide h(1) e p+ q divide h(—1).

3.8 Exemplo. Dado o polinomio h(z) = 623 — 2% — 212 + 10, as possiveis raizes racionais
sao {+1/6, +1/3, £1/2, £2/3, £5/6, +1, £5/3, £2, £5/2, +10/3, £5, +10}.

Para verificagdo, tome o nimero 5/3. Neste caso, p = 5, ¢ = 3 e considere m = 5.

Agora, calculando h(5), temos h(5) = 6(5)% — (5)* — 21(5) + 10 = 630.

Sendo assim, p — mq =5 — (5)3 = —10, que é divisor de h(5) = 630.

Note que h(5/3) = 6(5/3)% — (5/3)? — 21(5/3) + 10 = 0.

Concluimos que 5/3 é raiz de h(x).

Observagao: Vale ressaltar que o teorema afirma que se p/q for raiz de h(z), entao

p — mq é divisor de h(m). Porém, a reciproca nao é verdadeira, conforme veremos em

seguida.

3.9 Exemplo. Tome o nimero 10/3. Neste caso, p = 10, ¢ = 3 e considere m = 3.
Agora, calculando h(3), obtemos h(3) = 6(3)® — (3)? — 21(3) + 10 = 100.

Desta forma, p — mq = 10 — (3)3 = 1, que é divisor de h(3) = 100.

Porém, h(10/3) = 6(10/3)% — (10/3)* — 21(10/3) + 10 = 1360/9 # 0.

Concluimos que 10/3 néo é raiz de h(x).

3.2 Regra de Exclusao das Raizes Racionais na Forma
p/q irredutiveis

3.10 Coroldrio. Considere o polinémio h(z) = apx™ + a, 12" + ... +asx® + aix + ao,
com a, # 0, de graun > 0 e de coeficientes inteiros. Seja p/q um nimero racional,
em quep eq €2 e M.D.C.(p,q) = 1. Se p — q nao for divisor de h(1) ou se p+ q ndo
for divisor de h(—1), entao p/q nao € raiz de h(x).

3.11 Exemplo. Dado o polinémio h(z) = 21z* — 2323 — 25822 4 32x + 96 cujas possiveis

raizes racionais sao:

{£1/21, £2/21, +1/7, +4/21, +2/7, £1/3, £8/21, £3/7, +4/7, +2/3, +16/21, £6/7,
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+1, +8/7, £4/3, £32/21, +12/7, +2, £16/7, +8/3, £3, £24/7, +4, +32/7, +16/3,
+6, +48/7, +£8, +32/3, +£12, +96/7, £16, +24, +32, +48, +96}.

Agora, calculando h(1), obtemos h(1) = 21(1)*—23(1)3—258(1)?+32(1)+96 = —132.

Tome para verificagao o niimero 16/7, ou seja, p = 16 e ¢ = 7. Sendo assim, p —q =

16 — 7 =9, que nao ¢ divisor de h(1). Portanto, 16/7 nao é raiz de h(z).

3.3 Regra de Exclusao de Newton

3.12 Corolério (Regra de Exclusao de Newton). Seja o polindmio h(x) = a,z™ +
12" 14+ . Far® Faw+ag =0, com a, # 0, de grau n > 0 e de coeficientes
inteiros. Se o niumero inteiro p, diminuido de uma unidade, nao dwidir h(1) ou, se
aumentado de uma unidade, nao dividir h(—1), entdo p ndo € raiz da equagdo h(zx) = 0.

Note que esse coroldrio é um caso particular do coroldrio anterior para ¢ = 1.

3.13 Exemplo. Dado o polindémio h(z) = 2z% — 2122 + 552 — 42 cujas possiveis raizes
racionais sio {£1/2, 1, £3/2, £2, £3, £7/2, +6, £7, £21/2, +14, £21, +42}.
Para verificacao, tome o niimero p = 6.

Agora, calculando h(1), temos h(1) = 2(1)® — 21(1)? + 55(1) — 42 = —6.

Sendo assim, p —1 =6 — 1 = 5, que nao ¢ divisor de h(1) = —6.

Concluimos que 6 nao é raiz de h(x).

De fato, h(6) = 2(6)> — 21(6)2 + 55(6) — 42 = —36 # 0.

3.14 Teorema. Considere o polinomio h(x) = apx™ + ap_12" '+ ... +asx?® + a1z + ao,
com a, # 0, de grau n > 0 e de coeficientes inteiros. Se h(0) e h(1) forem nimeros

impares, entdo h(x) nao possui raizes inteiras.

Demonstragao. Suponha que exista uma raiz racional no polinémio h(z) na forma p/q,
emquepeq€Z eMD.C.(p,q) =1. Pelo teorema 3.6 temos que p — ¢ divide h(1), que
é impar, por hipdtese. Logo, p — ¢ é um nimero impar. Também por hipdtese, h(0) = aq
é impar e como p € divisor de ag, entao p também é um ntmero impar. Sendo assim, p— g

e p sdao numeros impares. Logo, ¢ é par. Portanto, p/q nao pode ser um nimero inteiro.

Outra demonstrag¢do: Suponha que p seja raiz de h(x), tal que, p € Z*. J4 que p é raiz de

h(zx), entao pelo corolario 3.2, p é divisor de ag. Entretanto, por hip6tese, ag é um nimero
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impar, consequentemente, p também é impar. Agora, aplicando a Regra de Ezxclusdo de
Newton, vemos que p — 1 é divisor de h(1). Porém, h(1) é um nimero impar e p— 1 é um
nimero par, pois p é impar. Sendo assim, p— 1 nao pode ser divisor de h(1). Encontramos

assim uma contradigao, que ocorreu por considerar que p € Z* fosse raiz de h(z).

Concluimos que se ag e h(1) forem fmpares, entdo o polinomio h(z), de coeficientes

inteiros, nao admitira raizes de ntimeros inteiras. O

3.15 Exemplo. Seja o polinomio h(z) = 162* — 4823 — 16022 + 220z + 287. Neste caso,
como h(1) = 16(1)* — 48(1)3 — 160(1)? + 220(1) + 287 = 315 e ap = 287, que sao ambos
nimeros {mpares, entao pelo teorema anterior h(z) nao admite raizes inteiras. De fato,

resolvendo a equagao h(x) = 0 encontramos as seguintes raizes irracionais:
{(2-3V5)/2, (2+3Vh)/2, (1-V8)/2, (1+8)/2}.

Observacao: O fato de ag ou h(1) ser(em) nimero(s) par(es) nao implica que
existam raizes inteiras e, também tais fatos nao excluem as possibilidades de existirem

raizes inteiras ou irracionais, conforme ilustraremos nos exemplos abaixo:

3.16 Exemplo. Considere o polindomio h(x) = 3x? — 1023 — 3422 + 20x + 8. Logo, temos
h(1) = 3(1)* — 10(1)® — 34(1)? + 20(1) + 8 = h(1) = —13, que é um numero {mpar e
ap = 8, que é um numero par. Agora, resolvendo a equagao h(x) = 0, encontramos as

seguintes raizes: {3 — /5, 34+ /5, (=4 ++/10)/3, (=4 — /10)/3}.

3.17 Exemplo. Considere o polinémio h(z) = 23 — 22% — 62 — 2 = 0. Portanto, temos
h(1) = (1)> —2(1)*> = 6(1) =2 = 0 = h(1) = =9, que é um ntimero impar e ag = —2,
que é um numero par. Agora, resolvendo a equacao h(x) = 0, encontramos as seguintes

raizes {—/6, V6, 2}.

Em suma, observando os exemplos 3.16 e 3.17, se ag ou h(1) for(em) niimero(s)

par(es) nada podemos afirmar sobre a existéncia de raizes inteiras no polinémio h(zx).

3.18 Teorema. Considere o polindomio h(z) = a,x™ + Q1" V4 g + aT + ag,
com a, # 0, de graun > 0 e de coeficientes inteiros. Se ag, a,, e h(1) forem impares,

entao h(x) ndo possui raizes racionais.

Demonstragao. Suponha que exista uma raiz racional no polinémio h(z) na forma p/q,

emquepeq€Z e MD.C.(p,q)=1. Logo, h(p/q) = 0.
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Pelo teorema 3.1 temos que p ¢é divisor de ag e ¢ ¢ divisor de a,,. Por hipotese, ag ¢ a,, sao

nimeros impares, entao p e ¢ também sao niimeros impares.

Tome a equacao 3.1 do teorema 3.1:

np"™ + 1"+ o+ aap?q" % + a1pg™ Tt + apq™ = 0 (3.1). Agora, como p e ¢ sdo
nimeros impares, entao a paridade de cada termo dessa identidade depende dos seus
respectivos coeficientes. Consequentemente, a paridade da equacao 3.1 depende da soma
dos coeficientes, ou seja, depende de h(1) = a,, + a,—1 + ... + as + a1 + ao. Entretanto,
por hipétese, h(1) é impar e a,p" + a,_1p" 'q+ ... + aop*q" " + a1pq™ " + apq” é igual
a zero, que é par. Obtemos assim uma contradigao, que ocorreu por supor que p/q seria

raiz de h(x).

Outra demonstra¢ao: Suponha que exista uma raiz racional no polinémio h(x) na forma
p/q, em que p e q € Z* e M.D.C.(p,q) = 1. Sendo h(0) = ag e h(1) nimeros impares,
pelo teorema 3.1 e corolario 3.7 (p — ¢)|h(1), vemos que p é um nimero impar e ¢ é um
numero par. Agora, aplicando o Teorema das Raizes Racionais, entao q é divisor de ay,
mas, por hipétese, a, ¢ impar. Encontramos assim uma contradicao, pois ¢ ¢ par e nao

consegue dividir a,, que é impar. A contradigdo ocorreu por supor que p/q fosse raiz de

h(zx).

Portanto, concluimos que se ag, a, e h(1) forem impares, entdo o polinomio h(x),

de coeficientes inteiros, nao admitira raizes racionais. O

3.19 Exemplo. Seja o polinomio h(z) = 52° —712°+ 352x* — 79523 + 7922? — 1352 — 225.
Logo, temos, h(1) = 5(1)% — 71(1)° + 352(1)* — 795(1)3 + 792(1)? — 135(1) — 225 =
h(1) = —=77. Note que a9y = —225 e a,, = 5. Sendo assim, h(1), ag e a, s@o numeros
impares, entao pelo teorema anterior, h(x) nao admite raizes racionais. De fato, resolvendo

a equagao h(x) = 0 encontramos as seguintes raizes irracionais e complexas nao reais:

{(9—+21)/2, (9++/21)/2, (11 —+/21)/10, (11 ++/21)/10, (3+/34)/2, (3 —/3i)/2}.

Observagao: De forma andloga a observacao anterior, o fato de ag, a, ou h(1)

ser(em) numero(s) par(es) nao implica que existam raizes racionais e, também tais fatos
nao excluem as possibilidades de existirem raizes inteiras ou irracionais, conforme veremos

nos exemplos abaixo:

3.20 Exemplo. Seja o polinomio h(z) = 725 — 202° + 18z* + 162° — 10222 + 132z — 45.
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Donde, h(1) = 7(1)5 — 20(1)® + 18(1)* + 16(1)> — 102(1)® + 132(1) — 45 = h(1) = 6.
Observe que ag = —45 e a,, = 7. Desta forma, ag e a, sdo numeros impares e h(1) é um

nimero par. Agora, resolvendo a equagao h(z) = 0, encontramos as seguintes raizes:

{—V3, V3, (13+/29)/13, (13 —+/29)/13, (1 —+/114)/2, (1 +/117)/2}.

3.21 Exemplo. Seja o polindomio h(z) = z* + 1222 + 38z + 21. Donde, h(1) = (1)* +
12(1)% + 38(1) + 21 = h(1) = 72. Observe que ay = 21 e a, = 1. Desta forma, aq € a,
sdo nuimeros impares e h(1) é um nimero par. Agora, resolvendo a equagao h(z) = 0,

encontramos as seguintes raizes {(—5 — v/13)/2, (=5 + V13)/2, =7}

Em suma, observando os exemplos 3.20 e 3.21, se ag, a,, ou h(1) for(em) nimero(s)

par(es) nada podemos afirmar sobre a existéncia de raizes racionais no polinomio h(z).

3.4 Irredutibilidade sobre QQ

3.22 Definigao. Um polindémio p(x) = a,z" + a, 12" ' + ... + a1z + ag, a, # 0, n > 1
e com coeficientes em Q é irredutivel sobre Q se, sempre que existirem f(z) e g(x), ndo
nulos, tais que, p(x) = f(x)g(z), tivermos f(x) = a ou g(x) = b, em que a e b sdo

constantes pertencentes ao conjunto dos nimeros racionais.

3.23 Exemplo. Os polinomios p(z) de grau 1 com coeficientes em Q sao irredutiveis. Note
que se existir p(z) = f(z)g(x) e como p(x) tem grau um, entdo dp(x) = J[f(x)g(z)] =1 =
Op(z) = 0f(x) 4+ dg(x) = 1. Sendo assim, df(z) = 0 e dg(x) = 1 ou vice-versa. Portanto,

f(z) é uma constante ou g(x) é uma constante, ambos sobre Q.

3.24 Exemplo. O polinomio p(z) = 2% — 5 ¢ irredutivel sobre Q. De fato, se p(x) for
redutivel, entdo existem f(x) =z —a e g(x) = x — b, tais que, p(x) = f(z)g(x). Sendo
assim,

?—5=(x—a)(z—0b) =

?—5=2%—(a+b)x+ab=

—a—b=0
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O que é uma contradigao, pois nao existe b € Q, tal que b*> = 5. Portanto, p(x) é irredutivel

sobre Q.

3.25 Exemplo. O polinémio p(z) = 2z* + x — 15 é redutivel sobre Q, pois podemos
fatorar p(z), tal que, p(r) = 22% + x — 15 = (2 — 5)(x + 3).

3.5 Irredutibilidade sobre 7Z

3.26 Defini¢ao. Denominamos por contetido de um polindémio p(z) = a,z" + a,_12" " +
wo + a1 + ag, a, # 0 e com coeficientes em Z, o M.D.C. dos seus coeficientes nao nulos,
ou seja, M.D.C.(ay, Gp_1,...,a1,ap), nos quais nenhum dos a; 5, 0 < i < n, sejam zeros.
Notagao: cont(p(z)) = M.D.C.(ayn, an_1,...,a1,a0).

3.27 Exemplo. O conteido de p(x) = 32>+ 18z —9 é cont(p(x)) = M.D.C.(3,18,9) = 3.

3.28 Definicao. Um polinémio é denominado por primitivo se o seu contetido é 1, isto

é, cont(p(z)) = M.D.C(an, apn-1,...,a1,00) = 1.

3.29 Exemplo. O polinémio p(z) = —4x* 4+ 923 + x — 5 é primitivo, pois cont(p(z)) =
M.D.C.(4,9,1,5) = 1.

3.30 Lema. Considere um polinomio p(x) com coeficientes inteiros e seja k também
inteiro nao nulo. Sendo assim, temos cont(k-p(z)) = k- cont(p(z)). Em particular, existe

um g(x) primitivo com coeficientes inteiros, tal que, p(z) = cont(p(x)) - g(x).

Demonstragao. Seja p(r) = a,x™ + a, 12" 1 + ...+ a1x + ag de coeficientes inteiros, entao

cont(k - p(z)) = cont(k - (apa"™ + ap_12" ' + ... + a1 + ag)) =

cont(k - p(z)) = cont(k - apa™ + k- a, 12" '+ ..+ k-ax+ k- ag) =

cont(k -p(x)) = M.D.C.(k - an, k- an_1,....k- a1, k-ay) =

cont(k-p(z)) =k-(M.D.C.(an, an_1,...,a1,09)) =

cont(k - p(z)) =k - cont(p(z)). O

3.31 Definigao. Um polinémio p(z) = a,z" + ap_ 12" 1 + ... + a1z + ag, a, # 0 e com
coeficientes em Z é irredutivel sobre Z se p(x) for primitivo e nao for possivel escrever
p(z) como produto de dois polinémios nao constantes em Z. Em outras palavras, p(x) é
irredutivel sobre Z se p(z) for primitivo e se existir p(z) = f(x)g(x), entdo f(z) = £1 ou

g(x) = +1.
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3.32 Exemplo. O polinémio p(x) = 3z + 4 é irredutivel sobre Z, pois M.D.C.(3,4) =1
ep(z) =1(3x +4).

3.33 Exemplo. O polinémio p(x) = —7x+21 é redutivel sobre Z, pois M.D.C.(7,21) = T7.
De fato, p(z) = —7(x — 3).

Observagao: A condigao inicial para que um polinomio p(z) de coeficientes em
Z seja irredutivel sobre Z é que o cont(p(r)) = 1. Pois, se cont(p(x)) = k # 1 e
pelo lema 3.30 existe um polinémio g(x) primitivo e de coeficientes em Z, tal que,

p(x) = cont(p(z)) - g(x) = p(x) = k- g(x), ou seja, p(z) ¢ redutivel sobre Z.

Relagoes entre irredutibilidade de polinomios e nao existéncia de raizes racionais.

i) Irredutibilidade sobre Z: Um polinomio p(z) primitivo e com coeficientes inteiros
é irredutivel sobre Z se p(z) nao puder ser fatorado em dois polinémios f(x) ou g(z), ndo
nulos e nao constantes, tais que, df(x),dg(z) < dp(z). Desta forma, se um polinémio p(z)
primitivo, de grau maior que 1 e com coeficientes inteiros é irredutivel sobre Z, entao p(x)
nao admite raizes inteiras. De fato, se « € Z fosse raiz de p(z), entao pelo Teorema da De-
composi¢do o polinomio p(x) poderia ser fatorado e representado por p(z) = (x — a)q(x),

no qual ¢(z) é um polinémio quociente e cujos coeficientes sdo nimeros inteiros.

i1) Irredutibilidade sobre @Q: Um polinomio p(z) com coeficientes racionais é irre-
dutivel sobre Q, se p(z) nao puder ser fatorado em dois polindémios f(z) ou g(z), ndo
nulos e nao constantes, tais que, df(z),dg(x) < dp(z). De fato, se um polindémio p(z)
com coeficientes racionais é irredutivel sobre Q, entao p(z) nao admite raizes racionais.
Pois, se a € Q fosse raiz de p(z), entdo pelo Teorema da Decomposi¢do o polinomio p(x)
poderia ser fatorado e representado por p(z) = (z — a)q(z), no qual g(z) é um polinémio

quociente e cujos coeficientes sao niimeros racionais.

Observagao: Pelo item i acima se um polindémio p(z), de grau maior que 1, cujos
coeficientes sdo numeros inteiros for irredutivel sobre Z, entao p(z) nao admite nimeros
inteiros como raizes. Entretanto, o fato de um polinomio p(x) ser redutivel sobre Z nao
implica na existéncia de raizes inteiras. Essa mesma observacao serve para polinomios

irredutiveis sobre QQ, conforme exemplos abaixo:

3.34 Exemplo. Considere o polinoémio p(z) = 2*—10x3+222%+702—203, que é redutivel
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sobre Z, pois pode ser fatorado sobre Z:
p(r) = 21 —1023+222% +702—203 = (22 —102+29)(2*—T7), mas p(r) ndo admite nimeros
inteiros como raizes. De fato, as raizes complexas de p(x) sdo:

{(2-3i, (2+3i), (=V5), (VB)}.

9z* — 662° + 17522 — 198z + 130
9

3.35 Exemplo. Considere o polinémio p(z) = , que é

redutivel sobre QQ, pois pode ser fatorado sobre Q:

9z — 662° + 17522 — 198z + 130 B (91’2 — 122+ 13

p(r) = = 5

5 ) (2? — 62 + 10), mas p(x)

nao admite nimeros racionais como raizes. De fato, as raizes complexas de p(z) sao:

{(2-34)/3, (2+37)/3, (3—1), (3+1)}

Decidir se um polinémio p(x), cujos coeficientes sdo nimeros inteiros, ou racionais

é, ou nao, irredutivel sobre Z, ou mesmo sobre Q, muitas vezes nao é uma tarefa simples.
Por isso, veremos a seguir alguns métodos para determinar se um polinémio p(z), ndo

constante, é irredutivel sobre Z.

3.6 Lema De Gauss

3.36 Lema (De Gauss). Todo polinomio p(x) com coeficientes em Z e irredutivel sobre
7 é irredutivel sobre Q e vale a reciproca, isto €, todo polindmio p(x) com coeficientes em

Z. e irredutivel sobre Q ¢ irredutivel sobre 7.

A demonstracao desse lema foge ao escopo do trabalho. O leitor mais interessado

pode consultar [3] e [4].

Observagao: A aplicagao desse lema torna a verificacao de irredutibilidade de um
polinomio p(x) sobre Q mais simples, pois se esse polindmio for irredutivel sobre Z, ele
serda sobre Q. Em suma, basta verificar se um polinomio é irredutivel sobre Z. Agora,
veremos a seguir um critério, chamado de Fisenstein, para determinar se um polinémio

p(z) é ou nao irredutivel sobre Z e, consequentemente, sobre Q.
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3.7 Critério de Eisenstein

3.37 Teorema (Critério de Eisenstein, (Ferdinand Gotthold Max Eisenstein, 1823-1852)).
Considere o polinomio h(z) = a,z™ + ap_12" 1 + ... + apx? + a1z + ag, com a, # 0, de

graun > 0 e de coeficientes inteiros. Se existe um niumero primo p, tal que,

Z) pla(]a p|a17 veey p’an727 p‘anfla

i) pfa, e

i) p* t ao,

entao h(x) € um polinomio irredutivel sobre 7.

Notagao: pla;, p € divisor de a; e ptax ndo € divisor de ay.

Demonstragao. Suponha que h(x) seja redutivel sobre Z, isto ¢é, h(z) = f(z)g(x), nos

quais f(z) e g(z) sdo polinomios com coeficientes em Z. Sendo assim,
1 < 0[f(2)],9g(x)] < dh(x)] = n.

Considere,

h(z) = apa” +ap_12" '+ . 4 a2 + ez + ag, com a, # 0,
f(@) = ba"+byx" "+ .+ b’ +bix+by, comb, £0 e

g(z) = car® 12 L+ er® + e+ o, com ¢, # 0.

Note que n = r + s e bycy = ag. Assim, como plag = p|bocy = plby ou plcy. Porém,
p? 1 ag, entao p divide apenas um dos dois coeficientes inteiros, by, cy. Sem perda de
generalidade, vamos supor que p|by e p t ¢o. Agora, perceba que b,.c; = a, é o coeficiente
de 2™ = x"** e, por hipdtese, p t a,, entdo p 1 b., p 1 ¢s e p|by. Considere b; o menor
coeficiente de f(x), tal que, p 1 b;. Assim, pela escolha de b;, temos p|bg, ... ,b;_1.

Seja a; = boc; + bici_q1 + ... + bi_1¢1 + bicy e como plbg, ... ,bi_1, p1b; e p1tcoy, entdo
p 1 a;, existindo assim uma contradigao, pois 1 < ¢ < r < n. A contradi¢do ocorreu por
considerar que existem f(z) e g(z), tais que, h(z) = f(x)g(z). Logo, h(x) é irredutivel
sobre Z. O]

3.38 Exemplo. O polindomio p(z) = 32° + 1223 — 42 4 6 ¢ irredutivel sobre Z, pois para

p = 2, temos:
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i) p|12,4,6;
ii)pt3e
iii) p*1 6.
Consequentemente, p(z) também é irredutivel sobre Q.

3.39 Exemplo. O polinomio p(z) = z° + 25z* + 522 + 10z + 15 ¢ irredutivel sobre Z,
pois para p = 5, temos:

i) p|25,5,10, 15;

i) ptle

iii) p* f 15,

Consequentemente, p(x) também é irredutivel sobre Q.

Considere agora o polinomio p(r) = z* + z* + 2? + x + 6. Note que nao podemos
aplicar o Critério de FEisenstein, por isso, apresentaremos a seguir outro método para

determinar se p(x) é ou nao irredutivel sobre Q.

3.8 Critério f(xz+c)

3.40 Teorema (Critério f(x+c)). Considere um polinomio p(x) de coeficientes em Q

e ¢ € Q. Desta forma, p(z + ¢) € irredutivel sobre Q se, e somente se, p(x) € irredutivel

sobre Q.
Para demonstrar esse critério pode-se utilizar o argumento que

p(z) = f(z)g(x) & p(z +c) = f(z +c)g(z +c).

3.41 Exemplo. Seja p(z) = 2* + 23 + 2% + 2 + 6, entao:
f@+)=@+1)*+@+1)P°+@x+1)2*+(x+1)+6=

flx+1) = 2"+ 523+ 102% + 10x + 10, que ¢é irredutivel sobre Z, pois para p = 5, temos:
i) p|5, 10;

ii)ptle

ii) p* 1 5.

Consequentemente, pelo lema de Gauss p(x + 1) também é irredutivel sobre Q. Agora,
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pelo teorema 3.40, p(z) também é irredutivel em Q.

Observacao: Neste capitulo apresentamos alguns resultados que podem ser aplica-
dos com o objetivo de verificar se um polinémio p(z) com coeficientes inteiros admite ou
nao raizes inteiras ou racionais. Tais métodos nao solucionam todas as equagoes algébricas,
entretanto na busca pela resolugdo de uma equagao p(z) = 0 qualquer técnica que possa
ser aplicada tem uma enorme contribuicao, que tanto pode ser na solucao propriamente
dita, quanto muitas vezes na otimizacao de tempo, esforco e claro, de calculos. Por esses
motivos que foram apresentados o teorema 3.1, os corolarios 3.10 e 3.12 e a irredutibili-
dade sobre Z e sobre Q. A seguir mostraremos que a combinacao dessas técnicas é uma
ferramenta importantissima na resolugao de equacoes algébricas de coeficientes inteiros.

Tome o exemplo 3.11: Encontre as raizes do polinomio
h(z) = 21z* — 2323 — 2582% + 32z + 96.

Solucgao: Vamos iniciar a pesquisa pela solucao no conjunto dos niimeros racionais.

Primeiro: Tentaremos aplicar o Critério de Fisenstein, pois se o polinomio p(z) for
irredutivel sobre 7Z, consequentemente, sobre Q, nao admitira raizes racionais e o teorema
3.1 nao podera ser empregado. Neste caso, uma vez que nao é possivel encontrar um

nimero primo p que satisfaga o Critério de Fisenstein, entao este nao se aplica;

Segundo: Como o Critério de Fisenstein nao pode ser utilizado, entao pelo teorema 3.1

as possiveis raizes racionais sao:

{£1/21, £2/21, +1/7, +4/21, +£2/7, £1/3, +8/21, £3/7, £4/7, +2/3, +16/21,
+6/7 +1, £8/7, +4/3, £32/21, +12/7, +2, +16/7, +8/3,4+3, £24/7, +4, £32/7,
+16/3, £6, £48/7, £8, £32/3, +£12, £96/7, +16, +24, +32, +48, +96}.
Terceiro: Aplicando o corolario 3.12 para excluir as “falsas” raizes inteiras, que sao:
{1,—4, £6, £8, £12, £16, £24, 32, +48, +96}

Quarto: Aplicando o corolério 3.10 para excluir as “falsas” raizes p/q, com p e ¢ coprimos,
que sao:
{1/20, +2/21, —1/7, £4/21, +2/7, £8/21, —=3/7, 2/3, —16/21, —6/7, —8/7, —4/3,

+32/21, +£12/7, £16/7, —8/3, £24/7, £32/7, +£16/3, £48/7, +£32/3, £96/7};
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Agora, excluindo essas “falsas candidatas” e testando as outras possibilidades encontramos

{-3, 4, 2/3, —4/7} como raizes de p(x).
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Capitulo 4

Miscelanea

4.1 Exercicios Propostos

1. UPE(2005-MAT?2)-Considere a, b e ¢ raizes da equacao 32> — 1322 +18x —8 = 0. Sa-

b
(a) 2 (b) -2 (c)3 (d) =3 (e) 1

1 1 2 b
bendo que — + — = —, pode-se afirmar que (% + c) é igual a:
a c

2. COVEST(2002.2-MAT3)-Determine os reais a, b e c¢ tais que o polinémio

xt — 6322+ 222 + d, d real, se fatora como (22 +z + a)(z* + bz + ¢). Calcule a maior

raiz do polinémio de grau 4.

3. COVEST(2004.2-MAT2)-Sejam a e b nimeros reais tais que

a n b _14x+4
r+1 x—1 22—-1"

para todo numero real z, diferente de 1 e —1. Indique ab.

3 ~ 7 , .
4. Demonstre que ¥/5 ndao é um ntimero racional.

5. Demonstre que o ntimero {’/ 9+ 45 + {’/ 9 — 44/5 é um numero inteiro.

6. Demonstre que cos 20° é um nimero irracional.

3

7. ITA(1975)-Se a, b e ¢ sdo raizes da equacdo z° — rz + 20 = 0, onde  é um nimero

real, podemos afirmar que o valor de a® + b® + ¢? é:

(a) —60 (b) 62 +r (c) 62+ r? (d) 62 +r® (e) 62 —r
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10.

11.

12.

13.
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4

Determine as rafzes do polinémio p(z) = z* — 42® — 42 — 1, sabendo que uma de

suas raizes ¢ o numero v/ 9 4+ +/&0.

ITA(2002)-Sabe-se que a equagao x® — pz? = ¢™, p,q > 0, ¢ # 1, m € N, possui trés

raizes reais e positivas a, b e ¢, entao

log, [abc (a® 4+ % + 02)a+b+1

é igual a:

(a) 2m +p-logy p
(b) m+2p-log, p
(c) m+p-logg p
(d) m —p-logg p

(e) m—2p-log, p

Considere a, b e c rafzes da equacao x® — 222 + 42 — 2 = 0, tais que, a, b e ¢ # 1.

q3/2 b3/2 32\ 2
M = .
(a—1+b—1+c—l>

Assim, seja

Qual o valor de M?
(a) 8 (b) 4 (c) 2 (d) 18 (e) 20

IME(2004)-Considere o polinomio p(x) = 23+ az+b de coeficientes reais, com b # 0.

Sabendo que suas raizes sao reais, demonstre que a < 0.

IME(2007)-Seja p(z) = az®+ fa? +~yx+ 6 um polindémio do terceiro cujas raizes sao
termos de uma progressao aritmética de razao 2. Sabendo que p(—1) = —1, p(0) =0

e p(1) =1, os valores de a e v sdo, respectivamente:

(a)2e —1 (b)3e —2 (c)—1le2 (d)—1/3e4/3 (e)1/2e1/2

Resolva as equacgoes abaixo, sabendo que a segunda equagao possui uma raiz que é

o triplo de outra raiz da primeira.

23— 11224282 —21 =0 e 2% — 2722 + 131z — 105 = 0.
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4.2 Resolucoes dos Exercicios Propostos

1. Aplicando as Relagoes de Girard e sabendo que a, b e ¢ sao raizes do polinémio

323 — 1322 + 18z — 8 podemos notar que:

( —(—8 8
(I)abc:%:§
1
(I])ab—i—ab%—bc:;:?)
1 1 2 bc+ac  2ab
IINH-+-=- = —
( )a+b c:> abe abe

\

Pela equagao 111 vemos que bc + ac = 2ab e substituindo em /7 temos:

8 4
ab+2ab = 6 = 3ab = 6 = ab = 2 e substituindo em I encontramos 2¢c = 3 =c= 3
Agora, podemos calcular o valor da expressao pedida sabendo que ab=2ec=4/3:
ab n 2 n 4 6 5
- Cc= — - = — = 2.
3 3 3 3

Resposta: Alternativa A

2. Dado (z*+x+a)(z?+bx+c)=2*+ b+ 1)2* + (a+ b+ c)z* + (ab+ )z +ac e

igualando com o polinémio z* + 023 — 6322 + 222 + d, temos:

(
b+1=0 b=—-1=0
a+c=—62
a+b+c=—-63 a+(—=1)4+c=-63 2c = —40
= = —a+c=22 = =
ab+ ¢ =22 a(—1) +c=22 ac=d
ac=d
ac=d ac=d
\ \

at+c=-62=a=-62+20=a=—-42cac=d=d = (—42)(—20) = 840.

Donde z* — 632% + 222 + d = 2* — 632% + 222 + 840 e (22 + z + a) (2% + bxr + ¢) =
(22 4 x —42)(2* — x — 20), cujas raizes de (2% +x —42) sao {—7,6} e de (z* —x —20)

sao {—4,5}. Portanto, a maior raiz é 6.

b 14 4
3. a + - T+ = a(x—1)+b(z+1) = ldx+4 = ar—a+br+b = 1da+4 =
z+1 z-1 2 —1
a+b=14
(a+bxr—a+b=1dr+4= .
—a+b=4

Agora, resolvendo esse sistema, temos 2b = 18 = b=9ea+b=14=a+9 =

14 = a = 5. Donde, ab =19 -5 = 45.
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4. Seja r = /5 = (1) = (V/5)® = 2° = 5 = 2 — 5 = 0. Note que v/5 é raiz dessa
equacao. Agora, aplicando o teorema das raizes racionais, essas raizes, se existirem,

sao {£1, £5}. Portanto, ¥/5 ndo é um niimero racional.

5. Considere x = \3/9+4\/5+ \3/9—4\/5, a=vVI+4V/5eb = \3/9—4\/5, entao

= a-+b. Sendo assim:

3 = (a+b)? = 2% = a® + 3a*b + 3ab* + b® = 2* = a® + 3ab(a + b) + b =
23 = a® + 3abx + b®. Entretanto,
a:mia?’:Q—i—ll\/g?
b=v9—4V/5=b=9—4V5 ¢

ab= {/(9+4V5)(9 ~ 4V/5) = JBT—80 = 1.
Logo, 2° = a*+3abx+b® = 2° = 9+4v/5+3(1)2+9—4v/5 = 2°—32—18 = 0. Agora,

aplicando o teorema 3.1 vemos que as possiveis raizes racionais sao:

{£1, £2, £3, +6, +9, +18} e realizando as tentativas vemos que 3 é raiz da
equacao encontrada. Assim, dividindo o polindomio x® — 3x — 18 por x — 3, obtemos
o polinoémio quociente 22+ 3x+46. Agora, ao tentar resolver a equacao x°+3z+6 = 0

vemos que o discriminante é —15, ou seja, nao possui raizes reais. Portanto,

VI+ 45+ v9 — 45 = 3.

6. Lembrando que cos 36 = 4cos® 0 — 3cos 0 e considerando 6 = 20°, entao
cos 60° = 4cos® 20° — 3cos 20° =
1/2 = 4cos® 20° — 3cos 20° =
8cos® 20° —6cos 20° —1 = 0. Agora, tome cos 20° = x, entdao 82> —6x — 1 = 0. Logo,
cos 20° é raiz dessa equacao. Aplicando o teorema 3.1 as possiveis raizes racionais,
sao {£1/8, £1/4, £1/2, +1} e realizando as tentativas vemos que nenhuma dessas

possibilidades ¢é raiz da equagao encontrada. Logo, cos 20° é um ntimero irracional.

7. Dada a equacao z° — rz + 20 = 0 = 23 + 02® — 72 + 20 = 0 e aplicando o teorema
2.33 temos apz® + a2 + asx + az = 0. Logo,
Si4+a=0=5=0;
Si+a=0= 5] = —ay;
Sy 4+ 151 + 2a3 = 0 = Sy = —a1.S] — 2a3 = Sy = —0(51) — 2(—r) = Sy = 2r;
Ss 4+ a155 + aS1 +3a3 = 0= S35 = —a; 5, — asS1 — 3a3 =
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Sy = —(0)(2r) — (—=r)(0) + 3(20) = S5 = —60.
Resposta: Alternativa A

Note que o teorema 2.40 nao pode ser aplicado enquanto o nimero irracional es-
tiver forma m Assim, precisamos transforma-lo na forma v/a + v/b. Logo,
VI+VE0 = (Va+ Vb2 = (VI+VBO)? = a+2Vab+b = 9+ V80 =
a+b++Viab = 9++v8 = a+b =9 e ab = 20. Observe que podemos mon-
tar uma equacao quadrética, cuja soma das raizes ¢ 9 e o produto é 20, ou seja,
2?2 — 9 + 20 = 0. Agora, resolvendo essa equacdao encontramos z; = r = 4 ou
Ty = s = 5, ou permutando essas respostas. Logo, \/m =V44+V5 =2+/5.
Desta maneira, como os coeficientes do polinomio p(z) = z* — 42® — 42 — 1 sdo
racionais e 2 + /5 ¢ raiz de p(z), entdo 2 — /5 também ¢é raiz de p(z).

Logo, 2* —42® —42 — 1= (z — 2 — V/5)(z — 2+ V5)q(z) =

ot —42® —dr — 1 = (2® — 4z — 1)q(x) = q(x) = 2? + 1, cujas raizes de g(z) sdo +i.
Portanto, as raizes de p(z) = 2* — 42 — 42 — 1 sdo {2+ /5, +i}.

Dada a equacio 22 — pz? = ¢™ = 23 — pa® +0x — ¢ = 0 e pelas Relacoes de Girard
vemos que:

a+b+c=p

ab+ac+bc=0 .

abc = g™
Porém,a+b+c=p= (a+b+c)*=p*> = a®>+b* + * + 2(ab+ ac + bc) = p* =
a?+ b2+ =p*—20)=a*+b*+ = p°
Agora, substituindo essas incognitas encontradas na equacao dada temos:

log, |abe (a* + b* + 02)a+b+c]

= log, [qm (pZ)p} = log, " +log, PP = m+2p-log, p.
Resposta: Alternativa B.

Dada a equagio x® — 212 +42—2=0= 23 =22 — 4o +2 = 23 = 2(2* — 22+ 1) =
23 = 2(z — 1), Sendo assim, para z = a temos a® = 2(a — 1)?, para x = b temos
b* = 2(b—1)? e para x = ¢ temos ¢® = 2(c — 1)?. Agora, tome a equagao M :
b3/2 32\ 2 (a3)1/2 (1)3)1/2 (03)1/2 2
M = = M = =
(a—l b—1+c—1> (a—1+b—1+c—1)

P2 R0 - DAY 2(e— )P
M= ( a—l * b—1 * c—1 ):>
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(V-1 VA1) VaEe-1Y
M< a—1 =1 T o-1 )

M=(2+vV2+v2) = M= (322 =18.

Resposta: Alternativa D

Dada o polinémio p(x) = 2® + ax + b e considere oy, ay e as raizes de p(z). Agora,
aplicando as Relagoes de Girard temos:

(1) oy +as+az =0

(17) aje + ajas + asas = a

(131) arapas = —b
Pori:a;+as+a3=0= (a; +as+a3)?=0%>=

—(of + a5 + a3)
2 )

Al +a3+ai+2(aias+ajaz+asasz) = 0 = ajas+ajas+asas =

—(0f 4+ 03 4 a3)
2

mas por it ajs + ooy + asag = a, entao a = < 0, pois as raizes
a1, iz, (3 SA0 nimeros reais, nao todas nulas, ja que b # 0. Assim, o +a3+a3 > 0 e

consequentemente, —(a? + a3 + a3) < 0.

Dada o polinémio p(z) = az® + Bz + vz + & e como p(0) = 0, entdo:
p(0) = (0> +B(0)2+~(0)+6 =0=§ = 0. Ja que, p(1) =1 e p(—1) = —1, entao:

a(1P+8(1)2+~(1) =1 N a+f+vy=1
o1+ A1 A=) == | —atpoy=-1

=20=0=p3=0.

Agora, como as raizes da equacao estao em progressao aritmética de razao r = 2,
entao seja a uma dessas raizes. Sendo assim, tome a — 7, a € a + r como sendo as
trés raizes da equacao. Logo, a —2+a+a+2 = =0 = a = 0. Portanto, as raizes
de p(z) sado {—2,0,2}.

J& descobrimos que p(z) = az® + yx e como {—2,0,2} sdo raizes de p(x), entao
p(z) = a(z — 2)(x + 2)z = a(x® — 4z). Porém, p(1) = 1, entdo a[1® —4(1)] =1 =
—3a=1=a=-1/3.

Para obter v tome p(z) = (—1/3)2® + vz = p(1) = (—=1/3)(1)}  +~v=1= 7 =4/3.

Resposta: Alternativa D

Considere que a seja raiz de 77 e m raiz de 1, tais que a = 3m. Sendo assim,
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i) 2% — 1122 + 31z — 21 = 0 e 4i) 2 — 2722 + 131z — 105 = 0
m? — 11m2 4+ 31m — 21 =0 [2(—27)]
(3m)® — 27(3m)2 + 131(3m) — 105 = 0

=

—27m3 4+ 297m? — 837m + 567 = 0
27m?* — 243m* + 393m — 105 =0

=

54m? — 444m + 462 = 0 = 18m? — 148m + 154 = 0. Agora, resolvendo essa equacao
encontramos m; = 7 e my = 11/9 como raizes, mas apenas o nimero 7 satisfaz i.
Desta forma, 7 é a raiz da equacao ¢ e 21 é raiz de 7i. Assim, dividindo a equacao 7
por z — 7 encontramos como polindémio quociente ¢, = x? —4x + 3, cujas raizes sao 3
e 4 e de forma andloga, dividindo a equacao ¢ por x — 21 encontramos o polinéomio
quociente g, = 2% — 6x + 5, de rafzes 1 e 5. Concluimos que as raizes da equacao
23 —112? 4+ 31z — 21 = 0 sao {1, 3,7} e da equagao x> — 272% + 131x — 105 = 0 sdo
{1,5,21}.
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