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Resumo

Apresentamos neste trabalho uma proposta de inclusao de conceitos basicos da Teoria dos
Nimeros no curriculo do ensino médio. A Teoria dos Niimeros é uma area da matematica
de extrema importancia, que possui inimeras aplicacoes, como por exemplo a criptografia,
e que pode ser 1til na resolucao de problemas que, sem o uso das ferramentas matematicas
estudadas nessa teoria, teriam uma solugao bastante complexa. Este trabalho teve origem
considerando a necessidade de tornar o processo de ensino-aprendizagem da matematica
mais proveitoso a partir da resolucao de problemas desafiadores que despertem o interesse
dos alunos por essa ciéncia e propiciem, nos mesmos, o desenvolvimento do raciocinio
logico, pensamento critico e a compreensao de ideias conceituais, que seria o ponto chave
da aprendizagem da matematica. Nesse contexto, trabalhar alguns conceitos da teoria
dos niimeros seria uma forma de gerar tais resultados. Portanto, neste trabalho seréd apre-
sentada uma proposta de sequéncia didatica onde serao trabalhados, sem abrir mao do
rigor matematico, mas ao mesmo tempo respeitando o nivel de aprendizado dos alunos,
conceitos matematicos como Divisibildade, “méaximo divisor comum” (MDC) e “minimo
miultiplo comum” (MMC), propriedade fundamental da aritmética, Aritmética Modular e
Equacoes Diofantinas. No contexto atual da educacao brasileira, onde os resultados das
avaliacoes do nivel de aprendizagem dos estudantes em relagao & matematica sao pifios,
é necessario repensarmos a pratica pedagodgica vigente em que apenas a memoriza¢ao de
formulas tem sido priorizada no ensino de matematica. Sendo assim, esse trabalho con-
sistiu em desenvolver um curso basico de Teoria dos Nimeros com alunos de uma turma
do 2° ano do ensino médio no Instituto Federal de Educacao e Ciéncia de Pernambuco -
IFPE, Campus Caruaru. Antes do curso, os alunos foram submetidos a um teste inicial,
denominado “Teste 1”7 e, ao término do curso, realizaram um novo teste, denominado,
“Teste 2”7 para que fossem mensurados os possives avancos dos alunos. Durante o curso
foram trabalhados varios temas do estudo da teoria dos niimeros, bem como suas aplica-
coes, seja na propria matematica ou em algumas situacoes do cotidiano, e que servirao de

instrumentos de motivacao para o desenvolvimento das aulas.

Palavras-chave: Teoria dos Niimeros, Congruéncia Modular, Sequéncia Didatica.



Abstract

We present in this project a proposal to include basic concepts of number theory in the
secondary school curriculum. Numbers theory is an area of mathematics of great impor-
tance, which has numerous applications, such as cryptography, and which can be useful
in solving problems that would have a rather complex solution without the mathemati-
cal tools studied in this theory . This work originated considering the need to make the
teaching-learning process of mathematics more profitable by solving challenging problems
that arouse students’ interest in this science and foster, in them, the development of log-
ical reasoning, critical thinking and the understanding of conceptual ideals, which would
be the key point in learning mathematics. In this context, working on some concepts of
Numbers Theory would be one way of generating such results. Therefore, in this work
will be presented a proposal of a didactic sequence where they will be worked, without
abandoning mathematical rigor, but at the same time respecting the level of the student’s
learning process, mathematical concepts such as divisibility, GCD and LCM, fundamen-
tal arithmetic property, modular arithmetic, and diophantine equations. In the current
context of Brazilian education, where the results of assessments of students’ learning level
in relation to mathematics are poor, it is necessary to rethink the current pedagogical
practice in which only the memorization of formulas has been prioritized in mathematics
teaching. Thus, this work consisted of developing a basic course in Numbers Theory with
students of a 2nd grade high school class at the Federal Institute of Education and Science
of Pernambuco - IFPE, Campus Caruaru. Before the course, the students underwent an
initial test, called "Test 1" and, at the end of the course, they performed a new test, called
"Test 2" to measure the students’ possible progress. During the course, several themes of
the study of Number Theory as well as their application of Numbers Theory were worked
on, either in mathematics itself or in some everyday situations, and which will serve as

motivational tools for the development of classes.

Keywords: Numbers Theory, Modular Congruence, Didactic Sequence.
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Introducdo

O ensino de matematica no Brasil vem sendo alvo de estudos e discussoes por
parte de especialistas da area, em busca de melhorar os indices que medem o ensino
dessa disciplina no Brasil. Um dos temas que vem sendo discutido ¢ a inclusao de alguns
topicos basicos de teoria dos niimeros, que seriam uma ferramenta eficaz para uma pratica
de ensino que evidencie a resolucao de problemas. Conforme os PCN’s de Matemética para
o Ensino Médio em [4, p. 40]:

E preciso que o aluno perceba a matemética como um sistema de c6digos
e regras que a tornam uma linguagem de comunicacao de idéias e permite
modelar a realidade e interpreté- la.

Ainda de acordo com os PCN’s; em [4, p. 40]:

A matemaética no ensino médio ndo possui apenas o carater formativo
ou instrumental, mas também deve ser vista como ciéncia, com suas
caracteristicas estruturais especificas. E importante que o aluno perceba
que as defini¢oes, demonstracoes e encadeamentos conceituais e logicos
tém a funcao de construir novos conceitos e estruturas a partir de outros
e que servem para validar intui¢oes e dar sentido as técnicas aplicadas.

Além disso, dentre os objetivos do Mestrado Profissional em Mateméatica em Rede
Nacional (PROFMAT) destacamos o de estimular a melhoria do ensino de matemaética
em todos os niveis e o de incentivar uma postura critica acerca das aulas de matemaética
nos niveis do ensino fundamental e médio, que enfatize o papel central do conhecimento

de matematica frente as exigéncias da sociedade moderna.

Nesse sentido, mais uma vez verifica-se a importancia do ensino da teoria dos

niameros.

Diante disso e ciente que o desafio é grande no que se refere & melhora do rendi-
mento do processo de ensino aprendizagem de matematica, apresentaremos neste trabalho
uma proposta de sequéncia didatica que possibilite o aprendizado de alguns topicos da
teoria dos numeros, em especial a aritmética modular e as equagoes diofantinas, com
alunos de uma turma do 2° ano do ensino médio. Para tanto, foram ministradas aulas,
ao longo de 10 encontros, abordando alguns tépicos de teoria de ntmeros. No inicio e no
final do curso foram aplicados testes com o objetivo de avaliar a aprendizagem dos alunos,

fundamentando, através desses resultados, a viabilidade do ensino de tais contetudos.

Nesta caminhada, buscamos incentivar, na medida em que as aulas forem desen-
volvidas, que os estudantes usassem estratégias para resolver os problemas que surgiram

durante o percurso das atividades.
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Ao final deste curso, o estudante devera ter a capacidade de compreender topicos
béasicos da teoria dos ntimeros, bem como suas aplicacoes, e utiliza-las como ferramentas
para resolucao de variados problemas e aplicad-los em algumas situacoes do cotidiano,
como por exemplo a criptografia. Esse trabalho foi aplicado em uma turma da segunda
série do ensino médio do Instituto Federal de Ciéncia e Tecnologia de Pernambuco - IFPE,
Campus Caruaru, entre os meses de outubro e novembro, no horério contrario ao turno
de aula dos respectivos alunos. Esta atividade foi essencialmente pratica, intercalada por
alguns momentos de demonstracao dos teoremas que fundamentaram o desenvolvimento
das aulas e com bastante resolucao de exercicios tirados, principalmente, de provas das
“Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas (OBMEP)”. Durante o curso,

utilizamos videos sobre alguns temas estudados, bem como varios jogos matematicos.

A realizacao da pesquisa se deu da seguinte forma:

e Aplicacao de um teste, que intitulamos de “Teste 17, para verificar os conhecimentos
dos discentes bem como as estratégias de resolucao utilizadas pelos mesmos para
a resolucao das questoes presentes no teste. Os contetidos abordados nas questoes
do Teste 1 foram: Congruéncia Modular (Questao 1), Lema dos Restos (Questoes
5 e 13), Divisibilidade (Questoes 2, 7 e 9), Equagoes Diofantinas (Questoes 3 e 6),
Algoritmo da Divisao (Questoes 4, 8 e 11), Paridade (Questao 12), MDC (Questao
14), Nameros Primos (Questdo 10). Apos a realizacdo do mesmo, foi realizada a
correcao e a andlise das respostas dadas pelos alunos e a mesma foi apresentada no

Capitulo 1 desta dissertacao.

e Realizacao de um curso intitulado “T6picos Bésicos de Teoria dos Numeros”. Tal
curso foi realizado ao longo de 10 aulas através das quais foram ministrados os
seguintes temas: Aula 01 - Divisibilidade, Aula 02 - Divisao Euclidiana, Aula 03
- Paridade de Inteiros, Aula 04 - Numeros primos, Aula 05 - MDC, Aula 06 -
MMC, Aula 07 - Equagoes Diofantinas, Aula 08 - Congruéncia Modular, Aula 09
- Teorema de Euler e Teorema de Fermat, Aula 10 - Criptografia método RSA.
Nas aulas, as estratégicas didaticas utilizadas foram aplicagoes de jogos, exibicao de
videos, exposicao oral dos temas e resolucao de muitos exercicios. Os planos de aulas
podem ser encontrados no capitulo 2 desse trabalho e os materiais extras utilizados

nas aulas podem ser vistos no apéndice A dessa dissertacao.

e Aplicacdo de um segundo teste, intitulado de “Teste 27, com 14 questdes, atra-
vés do qual buscou-se constatar os possiveis avancos obtidos no aprendizado dos
participantes do curso ministrado. Nesse segundo teste, a estrutura foi a seguinte:
Divisibilidade (Questao 7), Algoritmo da Divisao (Questao 2), Paridade de Inteiros
(Questoes 11 e 12), Nameros Primos (Questoes 4 e 9), MDC (Questao 14), Equagao

Diofantina (Questao 3), Congruéncias, Teorema de Euler e Fermat (Questoes 1, 6 e
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10), Lema dos Restos (Questoes 8, 5 e 13). Apos a realiza¢do do mesmo, foi feito a
correcao e a analise das respostas dadas pelos discentes, a qual esta apresentada no
Capitulo 3 desse trabalho.



1 Teste 1 e analise dos resultados

O Teste 1 foi aplicado para 18 alunos do 4° periodo do curso Técnico em Edificacoes
Integrado ao Ensino Médio do Instituto Federal de Educacao, Ciéncia e Tecnologia de
Pernambuco - IFPE, Campus Caruaru. O objetivo da aplicacao desse teste foi verificar o
nivel de conhecimento e as estratégias utilizadas para a resolucao das questoes por parte
dos alunos participantes do curso, visto que para resolver de maneira pratica muitas das
questoes, seriam necessarios alguns conhecimentos da teoria dos niimeros que nao sao
estudados no ensino basico. Abaixo, exibimos a andlise das respostas dos discentes em

cada questao e depois uma analise mais geral dos resultados obtidos.

1.1 Anélise das questdes

Questdo 1

Qual & o resto da divisao de 32° por 8?

(a) 1 (b) 3 () 2 (d) 4 (e)5

Alternativa correta: A

A tabela abaixo mostra o percentual de alunos (de um total de 18 participantes

conforme foi especificado acima) que assinalaram cada alternativa da questao 1.

Tabela 1 — Questao 1T1

Alternativa Percentual de alunos

b 5,5
c 11,1
d 16,7
e 0
n.a. (ndo assinalou) 50

O objetivo dessa questao era verificar quais seriam as estratégias para resolucao
da mesma. Como j4 era de se esperar, muitos tentaram desenvolver a poténcia 3%° e, apos
achar o valor dessa poténcia, dividi-lo por 8 e verificar qual é o resto dessa divisao. Como é
um valor alto, é bastante comum errar os calculos e, consequentemente, apenas 16,7% dos
alunos acertaram essa questao. No entanto, tendo conhecimento, por exemplo, do Lema
dos Restos (Lema 2.2.1), que serd abordado posteriormente nesse trabalho, facilmente

essa questao é resolvida. E isso foi constatado durante as aulas quando os alunos ficaram
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surpresos com a resolucao dessa questao: “Era s6 isso mesmo, professor?”, indagaram.
Diante disso, acreditamos que seja possivel inserir modelos de questoes nesse formato no
ensino basico para que, através de desafios como esses, as aulas fiquem mais motivadas e

interessantes.

Questdo 2

Quantos multiplos de 7 existem entre 14 e 7000, inclusive?

(a) 995 (b) 996 (c) 997 (d) 998 (e) 999

Alternativa correta: E

A tabela abaixo mostra o percentual de alunos que assinalou cada alternativa da

questao 2.

Tabela 2 — Questao 2T1

Alternativa Percentual de alunos
a 9,9
b 0
¢ 16,7
d 11,1
n.a. (nao assinalou) 27,8

O objetivo dessa questao era verficar o nivel de conhecimento dos alunos no que
tange ao conceito de multiplos e divisores. Como se pode observar, é uma questao bastante
simples. A Tabela 2 mostra que 38,9% dos avaliados acertaram essa questdo. Vemos
também que 11,1% dos alunos assinalaram a alternativa D. Na correcao do teste aplicado,
foi verificado que tais alunos subtrairam 14 de 7000 e o resultado dessa diferenca dividiram

por 7, encontrando 998. Provavelmente, nao interpretaram bem o termo inclusive.

Questdo 3

Se um macaco sobe uma escada de dois em dois degraus, sobra um degrau; se ele sobe
de trés em trés degraus, sobram dois degraus. Quantos degraus a escada possui, sabendo

que o nimero de degraus é miltiplo de sete e estd compreendido entre 40 e 1007

(a) 63 (b) 70 (c) 77 (d) 84 (e) 91

Alternativa correta: C

A tabela abaixo mostra o percentual de alunos que assinalaram cada alternativa

da questao 3.
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Tabela 3 — Questao 3T1

Alternativa Percentual de alunos
a 0
b 0
I A
d 11,1
e 38,9
n.a. (nao assinalou) 11,1

O objetivo dessa questao era verificar se os alunos tentariam resolver a questao
através de um modelo algébrico e, sem perceber, encontrar uma equacao diofantina ou
através de substituicoes. Bem, todas as tentativas de resolugao foram realizadas por meio
de substuicoes dos valores a fim de verificar qual seria a solu¢ao do problema. Analisando
a Tabela 3 apresentada acima, observa-se que 77,7% conseguiram resolver essa questao
uitilizando a estratégia citada acima. No entanto, durante a ministracao da aula cujo tema
foi Equacoes Diofantinas, frizamos para os alunos a necessidade de apropriar-se desse
modelo mateméatico pois nem sempre a estratégia utilizada pelos mesmos seria suficiente

para resolver problemas nesse formato.

Questdo 4

Quantas semanas formam 280 dias?

(a) 40 (b) 50 (c) 60 () 70 (e)80

Alternativa correta: A

A tabela abaixo mostra o percentual de alunos que assinalaram cada alternativa

da questao 4.

Tabela 4 — Questao 4T1

Alternativa | Percentual de alunos

b 0
c 0
d 5,5
e 0

O objetivo dessa questao foi analisar o conceito de Divisao Euclidiana, uma vez
que para resolvé-la, seria necessario analisar o quociente da divisao de 280 por 7. Os
alunos estavam bem apropriados da resolucao desse modelo de questao com a Tabela 4

mostrando claramente isso.
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Questdo 5
O resto da divisdo por 4 do ntimero 1 +2 422 +23 424 425 ... 129 4 210 4
(a) 1 (b) 2 (c) 3 (d) 4 (e)5

Alternativa correta: C

A tabela abaixo mostra o percentual de alunos que assinalaram cada alternativa

da questao 5.

Tabela 5 — Questao 5T1

Alternativa Percentual de alunos
a 9,0
b 0
¢ [ 86
d 0
e 9,9
n.a. (nao assinalou) 33,3

Para resolver tal questao, bastava utilizar o Lema dos Restos (Lema 2.2.1), que é
um conhecimento que praticamente nao se aborda no ensino basico. A partir da anélise da
Tabela 5, vemos que 55,6% dos alunos acertaram essa questao, mas, para isso, segundo a
analise das respostas, resolveram o valor de cada poténcia, somaram cada valor encontrado
e, em seguida, dividiram o valor da soma encontrada por 4, verificando o resto. Mais uma
vez, durante as aulas, na ministracao do tema Lema dos Restos e, posteriormente, com
a resolucao de varias questoes utilizando esse lema, muitos falaram que nao imaginavam
que através, dessa simples ideia, facilmente resolveriam intimeras questoes. A figura abaixo

mostra a estratégia de um determinado aluno na resolucao da questao 5 do Teste 1.

Figura 1 — Resposta de um aluno - 1
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Questdo 6

Numa loja sao vendidos selos no valor de R$ 5,00 e R$ 7,00. De quantas maneiras podemos

comprar esses selos de modo a gastar exatamente R$ 100,007

(a) 2 (b) 3 (c) 4 (d) 5 ()6

Alternativa correta: B

A tabela abaixo mostra o percentual de alunos que assinalaram cada alternativa

da questao 6.

Tabela 6 — Questao 6T1

Alternativa Percentual de alunos
a 5,9
b [ 6T
¢ 9,9
d 0
e 0
n.a. (nao assinalou) 22,2

Observando a Tabela 6 verifica-se que 66,7 %, conseguiram resolver corretamente
a questao. No entanto, para obterem a resposta correta, utilizaram o método de tentativa
e erro a partir da alternativas oferecidas pela questao. No entanto, o objetivo era observar
se eles iriam utilizar um modelo algébrico para a resolugao desse problema, chegando a
uma equacao diofantina. Obviamente, pelo fato de nao terem estudado esse assunto na
educacao béasica, possivelmente, nao resolveriam essa questao utilizando as ferramentas
estudadas e fornecidas no estudo das equagoes diofantinas. Durante a abordagem desse
assunto na ministracao do curso, os alunos mostraram-se bastante motivados com as
possibilidades de resolucao de problemas a partir desse estudo. A seguir, segue imagem

escaneada da resolucao de um dos discentes participante do Teste 1.

Figura 2 — Resposta de um aluno - 2

QUESTAOD 6 & f jC:d‘ +7L 6 dQ,S
Twde de & lege = A0 A0D %O T 0D

Sdn FH2 D5 doun 43 3 5568 (35+¢s5)= 100

Questido 7

No ntimero 6a78b, a denota o algarismo da unidade de milhar e b denota o algarismo da

unidade. Se 6a78b for divisivel por 45, entao o valor de a + b é:

(a) 2 (b) 3 (c) 4 (d) 5 ()6
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Alternativa correta: E

A tabela abaixo mostra o percentual de alunos que assinalaram cada alternativa

da questao 7.

Tabela 7 — Questao 7T1

Alternativa Percentual de alunos
a 0
b 11,1
C 0
d 5,5
n.a. (nao assinalou) 77,8

Essa questao aplicada é de nivel bésico e bastava ter o conhecimento das regras de
divisibilidade por 5 e 9 para resolver tal questao, ja que (5,9) = 1, e portanto um nimero
é multiplo de 5 e 9 se, e somente se, for multiplo de 5-9 = 45. No entanto, ao analisarmos
a Tabela 7, nota-se que apenas um dos alunos assinalou a alternativa correta. Nessa
questdo, a maoria dos alunos (77,8%) nao assinalaram alternativa, possivelmente pelo fato
de achar engenhoso substituir as letras a e b por valores que fizessem com que o nimero
6a78b se tornasse divisivel por 45. Mais uma vez, ao abordarmos e demonstrarmos durante
as aulas as regras de divisibilidade, os alunos mostraram-se bastante entusiasmados com

as aplicacoes dessas regras na resolucao de alguns exercicios desafiantes.

Quest3o 8

O dobro de um numero dividido por 5 deixa resto 1. Qual é o resto da divisao desse

numero por 57

(a) 2 (b) 3 (c) 4 (d) 5 (e) 6

Alternativa correta: B

A tabela abaixo mostra o percentual de alunos que assinalaram cada alternativa

da questao 8.

Tabela 8 — Questao 8T1

Alternativa Percentual de alunos
a 0
b 7 22
c 0
d 11,1
e 11,1
n.a. (nao assinalou) 55,6
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Conhecimentos bésicos de divisao euclidiana e do lema do resto seriam suficientes
para resolver essa questao. Ao corrigirmos as respostas dos que acertaram essa questao,
percebemos que os mesmos utilizaram a estratégia de considerar algum ntmero cujo dobro
ao ser dividido por 5 deixa resto 1 e, em seguida, analisaram a divisao desse ntimero por
5. Os que acertaram essa questao, utilizaram o método de tentativa e erro para encontar

o resto da divisdo.

Questdo 9

Se a e b sao dois ntimeros naturais e 2a + b é divisivel por 13, entao qual dos ntimeros a

seguir é multiplo de 137

(a) 9la+b (b) 92a + b (c) 93a+b (d) 94a + b (e) 95a + b

Alternativa correta: C

A tabela abaixo mostra o percentual de alunos que assinalaram cada alternativa

da questao 9.

Tabela 9 — Questao 9T1

Alternativa Percentual de alunos
a 16,7
b 0
I TR
d 0
e 0
n.a. (nao assinalou) 72,2

Além do conhecimento de divisibilidade, para resolver essa questao necessitava-se
de conhecimentos algébricos, a saber, soma de monémios. No entanto, os 11,1% dos alunos
que conseguiram resolver esssa questao atribuiram valores para a e b de forma que 2a + b
fosse um maultiplo de 13. Dai, ao encontrarem esses valores para a e b, substituiram os

mesmos nas alternativas a fim de encontrar qual delas apresentava um multiplo de 13.

Questdo 10

Sejam p; e p, nimeros primos positivos distintos que dividem n e n? + 35. Entdo, o valor
de p1 +po €&

(a) 5 (b) 11 (c) 12 (d) 13 (e) 15

Alternativa correta: C
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Por intermédio da tabela abaixo pode-se ver o percentual de alunos que assinalaram

cada alternativa da questao 10.

Tabela 10 — Questao 10T1

Alternativa Percentual de alunos
a 9,0
b 0
e |85
d 5,5
e 0
n.a. (nao assinalou) 83,3

Nessa questao, o objetivo era saber o nivel de conhecimento dos alunos no que tange

aos nimeros primos. Apenas um aluno constatou que, como os primos p; e ps dividem
n, entdao, obviamente, dividem n?. Dai, bastava analisar, por meio da decomposicio em
fatores primos, quais sao os fatores primos de 35. Claramente, observa-se a limitacao de
conhecimento a respeito desse tema pois, de acordo com a Tabela 10, 83,3% dos alunos

nao tinham ideia de como fazer tal questao.

Questao 11

O ano de 2013 comecgou em uma terca-feira. Em que dia da semana caira o altimo dia do

ano?

(a) segunda-feira  (b) terca-feira

Alternativa correta: B

(¢) quarta-feira

(d) quinta-feira  (e) sexta-feira

A tabela abaixo mostra o percentual de alunos que assinalaram cada alternativa

da questao 11.

Tabela 11 — Questao 11T1

Alternativa

Percentual de alunos

5.5

C

22,2

d

0

e

0

n.a. (nao assinalou)

278

Observando a Tabela 11 verifica-se que 44,4% dos discentes assinalaram a alter-

nativa correta. Obviamente, pelo fato de ser uma questao de nivel simples, a porcentagem
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tao baixa de acertos, deixou-nos surpresos. Durante as aulas, tratamos de resolver bas-

tantes exercicios com esse modelo de questao.

Questdo 12
O valor dasoma 14+ 2+ 3+ ---4+ 2014 é um nimero:

(a) par (b) impar

Alternativa correta: B

A tabela abaixo mostra o percentual de alunos que assinalaram cada alternativa

da questao 12.

Tabela 12 — Questao 12T1

Alternativa Percentual de alunos
a 22,2
n.a. (nao assinalou) 22,2

Como era de se esperar, os alunos tentaram fazer essa questao realizando a soma
de todas essas parcelas. E claro que tal calculo é engenhoso, e porque nao dizer, pedante.

Portanto, apenas 55,5% dos alunos conseguiu achar a resposta correta.

Questdo 13

Na divisao de 106 e 197 por 6 obtemos, respectivamente, restos 4 e 5. Qual é o resto da
divisao de 106 - 197 por 67

(a) 1 (b) 2 () 3 (d) 4 ()5

Alternativa correta: B

A tabela abaixo mostra o percentual de alunos que assinalaram cada alternativa

da questao 13.

Tabela 13 — Questao 13T1

Alternativa Percentual de alunos
a 9,9
b s
¢ 9,0
d 0
e 9,9
n.a. (nao assinalou) 5,5
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Para resolver essa questao, bastava analisar os restos e, aplicando o Lema dos
Restos, facilmente ela seria resolvida. O alto indice de acertos, 77, 8%, conforme a Tabela
13, foi fruto da estratégia de multiplicar 106 por 197 e analisar o resto da divisao desse
produto por 6. Provavelmente, os que erraram tal questao cometeram algum equivoco no
produto de 106 por 197. E claro que com o Lema do Resto, facilmente essa questao seria
resolvida. Deixamos bem claro para os alunos, durante o curso, que essa estratégia nao
seria suficiente em determinadas situagoes. A figura abaixo mostra tal estratégia realizada

por um dos alunos.

Figura 3 — Resposta de um aluno - 3

ANy iy le
14
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]
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Questio 14

Dois rolos de arame, um de 210 metros e outro de 330 metros, devem ser cortados em
pedacos de mesmo comprimento. Quantos pedacos podem ser obtidos se desejamos que

cada um destes pedacos tenha o maior comprimento possivel?

() 18 (b) 19 (c) 20 (d) 25 (e)30

Alternativa correta: A

A tabela abaixo mostra o percentual de alunos que assinalaram cada alternativa

da questao 14.

Tabela 14 — Questao 14T1

Alternativa Percentual de alunos

b 11,1
c 11,1
d 222
e 0
n.a. (ndo assinalou) 22,2

E facil ver que conhecimentos béasicos do calculo do MDC seriam suficientes para
resolver essa questao. Nessa questdo, apenas 33,4% dos alunos assinalaram a alternativa

correta.
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1.2 Analise dos resultados

O grafico abaixo mostra o percentual de alunos (de um total de 18 participantes)
que acertaram cada questao do Teste 1. O percentual médio de acertos por questao foi de

aproximadamente 43,24%.

Percentual de acertos por questao

100
o0
80

60 +—— —
50 +—— A — — — [

40 — W W . -

30— 8 = - - -

20 —0—0B B —
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1 2 3 4 5 G 7 8 & 10 11 1z 13 14

Questdesdo Teste 1

O grafico acima é uma sintese dos resultados do Teste 1. Nota-se que a questao
4, cujo nivel é simples e aborda uma aplicacao da divisao euclidiana, teve um maior
percentual de acerto. Por outro lado, oberva-se que nas questoes 7 e 10, que envolvem
conhecimentos um pouco mais aprofundados da Teoria dos Nimeros, os alunos avaliados
tiveram uma maior dificuldade de obter sucesso. Ao analisarmos esse grafico, vemos que,
apesar do ensino de alguns conceitos basicos da teoria dos nimeros fazerem parte do curri-
culo obrigatério do ensino bésico, tais conceitos nao sao vistos de forma aprofundada neste
nivel de ensino. Além disso, alguns outros temas como congruéncias, equacgoes diofanti-
nas, etc; nao fazem parte do curriculo obrigatorio. Uma consequéncia dessa situacao é que
uma 6tima oportunidade de desenvolver nos alunos o gosto pela matematica através de
desafios interessantes é perdida. Mais ainda, tais conceitos possibilitam o desenvolvimento

de varias habilidades nos alunos desse nivel de ensino.

Segundo Resende em [17, p. 209]:

[...] A Teoria dos Numeros, ao ter como foco o estudo dos nimeros
inteiros, € um campo propicio para o desenvolvimento de atividades in-
vestigativas, pois a exploragao de padroes e de relacoes numéricas, o uso
da recursao e da indugdo matematica, envolvendo os inteiros, a divisi-
bilidade e niimeros primos estiveram e estdo presentes na matematica e
podem ser exploradas nas atividades escolares, em qualquer nivel.

No entanto, a Teoria dos Niimeros nao tem sido explorada de forma adequada na educa-
¢cao basica. Muitas situacoes-problema podem ser exploradas ao estudarmos os contetidos
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dessa teoria e que possibilitariam aos estudantes do ensino basico um excelente desen-
volvimento das habilidades mateméticas propostas pelos PCN’s. Uma delas, segundo os
PCN’s em [4, p. 42] &

Desenvolver as capacidades de raciocinio e resolucao de problemas, de
comunicagao, bem como o espirito critico e criativo.

Nesse sentido, sugerimos que tais temas sejam abordados como uma ferramenta
facilitadora da aproximacao dos alunos com a matematica visto que dentre as vérias
habilidades que podem ser construidas pelos alunos, destacamos a questao do desenvol-
vimento do raciocinio generalizador, que é fundamental no estudo da matematica. Essa
nossa sugestao é, em parte, sugerida também pela proposta de curriculo de matematica
para o ensino médio elaborada em 2014 pela SBM (Sociedade Brasileira de Matematica)
em conjunto com professores universitarios e professores atuantes na educacao béasica. A
proposta foi elaborada para o Ensino Médio, Ensino Fundamental 1, Ensino Fundamental
2 e Ensino Superior. Iremos destacar, no entanto, a sugestao de proposta para o Ensino
Médio visto que foi para alunos nessa fase de ensino que realizamos os Testes 1 e 2, bem
como o curso basico. A figura seguir é um recorte de tal proposta para a 12 série do Ensino

Médio no eixo Aritméticas:

Figura 4 — Proposta de Curriculo para a 12 série do Ensino Médio sugerida pela SBM no
eixo Aritmética

o rowe-heaMaemsaDeasn AN

2. ARITMETICA

Estrutura de topicos Habilidades

2.1.Divisdo  Euclidiana, discussdo sobre e \Valorizar os nimeros naturais, em suas aplicacdées, como um dos conceitos mais antigos

diferentes algoritmos e procedimentos e concebidos pelo ser humano;

suas relacdes com a estrutura do sistema * Compreender o Algoritmo de Euclides;

posicional de numeracéo. * Reconhecer proposicdes e propriedades dos miultiplos e divisores de um ndamero, fatorar e
2.2 Divisibilidade e Resto: aritmética dos restos, saber usar os critérios de divisibilidade;

multiplos e divisores, nimeros primos, + Demonstrar propriedades do Maximo Divisor Comum e do Minimo Multiplo comum de dols

fatoracao e critérios de divisibilidade; numeros;
2.3.Méximo Divisor Comum; * Conhecer aplicagdes em torno do estudo da aritmética, favorecendo a relagao teoria-pratica no
2.4.Minimo Multiplo Comum. contexto de mundo.

Fonte: Sociedade Brasileira de Mateméatica

Nessa mesma proposta curricular sugerida pela SBM, existe a sugestao da inclusao
de outros temas da Teoria dos Ntimeros, no entanto, como temas complementares. A figura

a seguir é um recorte dessa sugestao:
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Figura 5 — Proposta de Curriculo para o Ensino Médio sugerida pela SBM no eixo Arit-
mética - Temas Suplementares

Z \ . TemasSuplemeniares - Matematica Discreta NN

2. ARITMETICA

Estrutura de topicos Habilidades

2.1.Aritmética Modular, * Conhecer, de forma mais geral, o sistema de numeracao decimal,
2.2.Sistema de numeracdo posicional e * Resolver problemas diversos de aritmética.
mudanca de base.

Fonte: Sociedade Brasileira de Matemética

Tal proposta visa contribuir com uma discussao que, no nosso entendimento, deve ser
continua na busca de encontrar sempre um curriculo de matemaéatica, para a Educacao
Basica no Brasil, que consiga proporcionar uma significativa melhora na aprendizagem
dos alunos e desconstruir alguns mitos no que tange a disciplina de matematica, como por
exemplo a ideia de que a matematica é um disciplina acessivel apenas para alguns. Ideias
como essa distanciam cada vez mais os alunos da matematica e contribuem fortemente

para um desempenho ruim dos mesmos na disciplina.
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2 A parte pratica do trabalho

Neste capitulo apresentamos o material didatico que foi desenvolvido para o Curso
Basico de Teoria dos Nimeros bem como os planos de aula elaborados para cada tema
proposto nesse curso, além de um breve relatorio de cada aula. As aulas foram ministradas
numa turma do 4° periodo do curso técnico de Edificacoes equivalente ao 2° ano do ensino
médio de uma turma do ensino médio regular. As aulas ocorreram nas segundas e terca-
feiras e cada aula teve duracao de 45 minutos. A tabela abaixo indica a quantidade de aulas
nas quais foram abordados os respectivos contetidos dos planos de aula. A proposta inicial
era de 10 encontros, sendo cada encotro de duas aulas. No entanto, foram necessarios mais

de 10 encontros para concluirmos o curso.

Tabela 15 — Quantidade de aulas por tema

Plano | Total de aulas
1 2

QOO0 | O U b= | W DD
DD Q| WD =N DN O

—_
)

2.1 Divisibilidade

Plano de Aula

Tema: Divisibilidade

Objetivos:

Levar o(a) aluno(a) a:
e FEstudar o conceito de divisibilidade e suas propriedades;
e Reconhecer quando um ntmero inteiro divide outro inteiro;

e Usar as propriedades béasicas da divisao de inteiros na resolucao de proble-

mas.
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Contetdos:

Divisibilidade e suas propriedades; Conjunto dos divisores de um ntimero inteiro.

Metodologia:

Iniciaremos a aula com um video sobre miltiplos e divisores do Telecurso 2000,
problematizando o tema a ser estudado. Apos o video, iniciaremos uma discussao
sobre as condicoes para que um numero inteiro seja divisivel por outro inteiro. Em
seguida, formalizaremos a defini¢ao de divisibilidade, mostraremos e demonstra-
remos as propriedades da divisibilidade e, por fim, resolveremos alguns exercicios

propostos no texto da aula.

Avaliacao:

Cada discente seréd avaliado através da participacao nas discussoes.

Recursos Didaticos:

Quadro branco, pincel, aparelho de som, notebook, data-show e apostila.

Referéncias:

e Bracher, Daniele. v EIEMAR Escola de Inverno
de Educacao Matematica. UFPel. Disponivel em
http://w3.ufsm.br/ceem/eiemat/Anais/arquivos/ed_4/RE/RE_Bracher
_Daniele.pdf. Acesso em 12/09/2016.

e Dias, Cristina Helena Bovo Batista.Numeros primos e divisibilidade:
Um estudo de propriedades. 2013.49f. Dissertagao (Mestrado Profissio-

nal em Matematica). Universidade Estadual Paulista, Sao Paulo.
e Fomin, Dmitri. Circulos Matematicos. Rio de Janeiro: IMPA, 2012.

e Hefez, Abramo. Elementos de Aritmética. 22 ed. Rio de Janeiro: SBM,
2011.

e Moreira, Carlos Gustavo Tamm de Araijo. Topicos de Teoria dos Ni-
meros. Rio de Janeiro: SBM, 2012.

e Moreira, Carlos Gustavo Tamm de Aratjo. Olimpiadas Brasileiras de
Matematica - 92 4 162. 12 ed. Rio de Janeiro: SBM, 2003.




Capitulo 2. A parte prdtica do trabalho 19

Texto didatico

“A matematica é a rainha das ciéncias e a teoria dos nameros é a rainha
da matemética”.

Carl Friedrich Gauss

A Teoria dos Numeros é o ramo da matematica pura que estuda propriedades
dos nimeros inteiros, bem como a larga classe de problemas que surge no seu estudo. O
estudo de tais propriedades vem, ao longo dos anos, causando grande fascinio entre grandes
matematicos, tais como Euclides ( 390 a.C), Pitagoras (569-500 a.C), Eratostenes ( 276-
196 a.C), Leonhard Euler (1707-1783) , Pierre de Fermat (1601-1665), entre outros. O
termo aritmética (arithmetiké) vem do idioma grego e literalmente significa “ciéncia dos
nimeros’, e é também usado para referir-se a Teoria dos Numeros. Nesse curso, vamos
estudar varios temas como o conceito de Divisibilidade e suas propriedades , a Teoria das
Congruéncias (também chamada de aritmética dos restos), Equacoes Diofantinas, dentre
outros. Vale ressaltar que o objetivo desse curso nao é um longo aprofundamento dessa
teoria que, como foi dito antes, é muito vasta. O foco é estudar alguns conceitos basicos
e utiliza-los como facilitador na resolucao de varios problemas cuja solucao seria bastante
engenhosa sem uso de tal teoria. Desta forma, abriremos mao de algumas demonstracoes.
No entanto, tal procedimento nao comprometera o desenvolvimento do trabalho. Vamos

14 e bons estudos!

Para inicio de conversa, vamos falar de um conceito muito importante no estudo
da teoria dos niimeros. Esse conceito é chamado de divisibilidade. Mas, do que trata tal

conceito? Vejamos a seguir.

Na Teoria dos Niimeros, é imprescindivel o estudo do conceito de divisibilidade de
inteiros e suas propriedades. Tal estudo possibilitard, de uma maneira bastante pratica, a

resolucao de exercicios bastante interessantes.

Por volta de 300 a.c, o matematico Euclides deu importantes contribuicoes para o
desenvolvimento desse conceito, através da sua obra intitulada de “Os Elementos”. Inici-
almente, vamos estudar a definicao de divisibilidade e suas principais propriedades e, em
seguida, analisaremos alguns exemplos resolvidos e tentaremos resolver alguns exercicios

bem desafiantes.

Definigao 2.1.1. Sejam a e b inteiros com a # 0. Dizemos que a é um divisor de b ou
que b um maltiplo de a, se existir um inteiro ¢ tal que b = ac. Isto serd denotado por a | b

e 0 caso contrdrio serd denotado por afb .

Por exemplo, 8 | 24 pois 24 = 3.8. Verifique se 9 | 54 e se 5 | 64.
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E facil ver que 1 | a para todo a inteiro, a | a e a | 0 para todo a # 0, a € Z. De

fato, temos que a = 1 - a, para todo a € Z e que 0 = a - 0, para todo inteiro a, a # 0.

As propriedades que serao vistas a seguir serao de fundamental importancia pois
se revelarao bastante tteis na resolucao de varios exercicios. A principio, tente verificar
através de alguns exemplos numeéricos a veracidade de cada afirmacgao abaixo.

1. Sejam a, b e c inteiros, a #0,b# 0. Se a|be b| ¢, entdo a | c.

2. Sejam a, b, ¢, e d inteiros, a # 0, c # 0. Se a | b e ¢ | d, entdo ac | bd.

3. Sejam a, m e n inteiros, com a # 0 e n # 0. Se an | am, entao n | m.

4. Sejam a, b e ¢ inteiros, com a # 0. Se a | (b+ ¢), entdo a | b se, e somente se, a | c.

5. Sejam a, b e ¢ inteiros, com a # 0. Se a | (b — ¢), entdo a | b se, e somente se, a | c.

6. Sejam a, b e ¢ inteiros, com a # 0 . Se alb e alc, entdo a | (bx £ cy) para quaisquer

x, y inteiros.

7. Dados os inteiros positivos a e b. Temos que se a | b, entao b > a.
Vejamos agora as demonstragoes de cada propriedade.

Demonstracgoes:

1. Se a | b, entdo podemos escrever b = am, para algum m € Z. Por outro lado, como
b | ¢, entdo podemos escrever ¢ = bn, para algum n € Z. Portanto, teremos que

¢ =bn = a(mn), o que mostra que a | c.

2. Se a | b entao podemos escrever b = am para algum m € Z. Por outro lado, se ¢ | d
entao d = cn, para algum n € Z. D4i, temos que b-d = (ac)(mn), o que mostra que
ac | bd.

3. De fato, como an | m, temos que existe k inteiro tal que am = (an)k. Ora, como
a # 0, podemos dividir ambos os membros por a, o que vai resultar m = nk, o que

mostra que n | m.

4. Como a | (b+ ¢), existe k € Z tal que b + ¢ = ak. Mais ainda, como alb, temos que

existe r € Z tal que b = ar. A partir das duas igualdades, concluimos que
ar 4+ ¢ = ak,

Logo, temos que

c=ak—ar=alk—r),
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o que implica que a | ¢. Ficara como exercicio para o leitor a demonstracao da outra

implicacao.

5. A demonstracao dessa propriedade também fica a cargo do leitor pois tem uma

demonstragao analoga a da propriedade anterior.

6. De fato, como a | b e a | ¢, entdo existem inteiros m e n tais que b = am e ¢ = an.

Dai, temos que
bxr + cy = (am)zx £ (an)y = a(mz) £ a(ny) = a(mzx + ny), para todo =,y € Z,
donde conclui-se que a | (bx %+ cy).

7. Com efeito, como a | b, entdo existe um inteiro k, positivo, tal que b = ak. Dai, é

facil ver que a < b, pois como a > 0 e k > 0, temos que a < ak = b.

Observe um interessante exemplo que trata do tema divisibilidade: prove que o

_ 545362

nimero N — 7 nao é divisivel por 5. Para provarmos essa afirmacao, utilizaremos

um método matematico chamado de reducao ao absurdo. Suponhamos que esse nimero

545362

fosse divisivel por 5. Sendo assim, teriamos —7 = 5r, para algum r € Z. Dai, teriamos

7 = 545632 545632 ¢ um maltiplo de 5, consequentemente, para

— 5r. E claro que o nimero
algum inteiro ¢ € Z, terfamos também 7 = 5q — 5r = 5(¢ —r), o que é um absurdo
——

€z
pois 7 ndo é multiplo de 5. E possivel também resolvermos esse problema utilizando as

propriedades vistas anteriormente. Utilizaremos a propriedade 6. Para isso, observemos
que como 5 | 53362 pela propriedade 5 temos que se 5 | 53932 — 7 entdo 5 | 7, o que nao

é verdade, mostrando assim que 5 1 545362 — 7,

Outro exemplo bastante interessante, é resolvermos o seguinte problema: Se a e b
sao dois niimeros naturais e 2a+b é divisivel por 13, podemos afirmar que 93a+ b também

é multiplo de 137 A resposta é sim!

De fato, temos que 93a+b = 91a+ (2a+0b). Ora, como 13 | 91a, pois 91a = 13-(7a)
e, por hipotese, 13 | 2a + b, concluimos que 13 | 93a + b.

Definicao 2.1.2. Chamamos de conjunto dos divisores naturais de um natural n dado, e

indicamos por D(n), os naturais de quem n é multiplo.

Por exemplo, sendo n = 20, temos D(20) = {1, 2,4, 5,10, 20}.
Se D(n) tem exatamente dois elementos, isto é, D(n) = {1,n}, dizemos que n é

um numero primo. Por exemplo, o nimero 7 possui apenas dois divisores, 1 e 7.

Ntmeros como esse serao objeto de estudo numa outra secao, onde abordaremos
com mais detalhes as propriedades dos niimeros primos. Tais propriedades servirao, inclu-

sive, para determinarmos a quantidade de divisores inteiros de um ntimero inteiro dado.
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Vejamos agora as aplicacoes das propriedades estudadas nos exercicios propostos

a seguir.

Exercicios

Questao 1. (OBMEP 2011 - N2Q3 - 2a fase) O mailtiplo irado de um nimero natural
¢ o menor multiplo do niimero formado apenas pelos algarismos 0 e 1. Por exemplo, o
multiplo irado de 2, bem como de 5, € 10; jd o maltiplo irado de 3 € 111 e o de 110 € ele

mesmo.

a) Qual é o maltiplo irado de 207

b) Qual é o miltiplo irado de 97

¢) Qual é o maltiplo irado de 457

d) Qual é o menor nimero natural cujo multiplo irado € 11107

Questao 2. Verifique que 3 divide 228 e que 5 divide 725, mas 15 nao divide 228 nem

725. Por que isso acontece?

Questao 3. Usando as propriedades vistas anteriormente, prove que 3 | (12m+21n) para

todos os inteiros m e n.
Questao 4. Verifique se a soma de trés multiplos de 5 também serd um maltiplo de 5.

Questao 5. Ezplique porque um divisor comum de 105 e 60 tem de ser um divisor comum

de 45.
Questao 6. Encontre todos os divisores de 30.

Questao 7. Para quais valores de a € 7 vale

1. a—2|a®+47?

2. a+3|a®—37

2In +4

tao 8. (DESAFIO - IMO) - Most 10 —————
Questao 8. (. ) ostre que a fracao T

natural.

€ irredutivel para todo n

Questao 9. (PROFMAT) Sejam x ey nimeros inteiros tais que 10x+y seja um mailtiplo

de 7. Assinale a alternativa correta.

a) x — 2y serd certamente um miltiplo de 7.

b) 2z +y serd certamente um mailtiplo de 7.
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c) x —y serd certamente um maultiplo de 7.
d) 2x —y serd certamente um miltiplo de 7.

uestao 10. (COLEGIO NAVAL - 1984) O resto da divisdo 121120 + 911932 . 34326 por
Q ( 4 p
11 é:

a) 0
b) 1
¢) 2
d) 3

e) 4

Relatério

Na primeira aula, cujo objetivo era estudar o conceito de divisibilidade, antes de
iniciarmos o contetdo, discutimos um pouco sobre o Teste 1 aplicado. Os alunos falaram
que acharam as questoes, na sua maioria, muito dificeis. No entanto, falei que os contetidos
que irfamos estudar no curso seriam uma ferramenta bastante til na resolugao dos mesmos
e que a medida que eles fossem adquirindo os conhecimentos trabalhados nas aulas, eles
iriam ter um novo olhar sobre cada questao. Em seguida, foi passado um video sobre
multiplos e divisores do Telecurso 2000 que mostrou, de maneira bem dinamica e criativa,
segundo os alunos, o conceito de divisibilidade. Em seguida, tratamos do tema de uma

maneira mais formal.

Ainda nessa primeira aula, ficou notorio o quanto os alunos nao estavam acostu-
mados com o conceito de divisibilidade bem como com a linguagem algébrica fundamental
para a demonstracao das propriedades que seriam estudadas. Sendo assim, utilizei bas-
tante exemplos para somente depois, fazer as demonstracoes das propriedades da divisi-
bilidade. Enfatizei muito o fato de na matematica, nao podermos fazer generalizacoes a
partir de alguns exemplos que foram validos em alguns casos estudados. Para generalizar
é preciso fazer as devidas demonstracoes nao abrindo mao do rigor matematico e, para
isso, seria necessario eles se acostumarem com esse tipo de abordagem matematica. Ob-
viamente, na resolucao dos exercicios ficou claro o quanto eles nao estavam acostumados
com esses tipos de exercicios, mas aos poucos, eles comecaram a entender as ideias. Inclu-
sive, resolvemos algumas questoes que foram abordadas no Teste 1 e um novo olhar sobre

as questoes foi se concretizando.
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2.2 Divisio Euclidiana

Plano de Aula

Tema: Divisao Euclidiana

Objetivos:

Levar o(a) aluno(a) a:
e Estudar e compreender o desenvolvimento do Algoritmo da Divisao;

e Verificar as aplicabilidades do Algoritmo da Divisao no estudo da Teoria

dos Ntmeros;

e Fazer uso do algoritmo da divisao na solucao de problemas envolvendo ni-

meros inteiros;

e Expressar um ntmero inteiro de forma tnica a partir da sua divisao por

outro nimero inteiro.

Contetdos:

Algoritmo da divisao e suas propriedades.

Metodologia:

Iniciaremos a aula com um jogo chamado de Jogo do Resto. Nesse jogo, trabalha-
remos situagoes em que a divisao de um inteiro por outro nao é exata introduzindo
de maneira formal o conceito de dividendo, divisor, quociente e resto. Em seguida,
trabalharemos as propriedades do algoritmo da divisao e as usaremos para a re-

solucao de alguns exercicios.

Avaliacao:

Cada discente seréd avaliado através da participacao nas discussoes.

Recursos Didaticos:

Quadro branco, pincel, notebook, data-show e apostila.
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Referéncias:
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e Hefez, Abramo. Elementos de Aritmética. 22 ed. Rio de Janeiro: SBM,

2011.
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Texto didatico

No estudo da divisibilidade nos inteiros, vimos que dados os inteiros a, b, com
a # 0, o inteiro a é um divisor do inteiro b se existir outro inteiro c¢ tal que b = ac e
indicamos por a | b. No entanto, quando isso nao ocorre, dizemos que a nao divide b e

indicamos a 1 b.

A seguir, estudaremos um algoritmo que, apesar de simples, é uma das ferramentas
mais poderosas no estudo da Teoria dos Nimeros e que inclui este ultimo caso, ou seja,
quando a t b. Esse algoritmo é chamado de Algoritmo da Divisdo. Tal algoritmo foi
apresentado pelo matematico Euclides e é bastante 1itil na resolucao de diversos problemas

interessantes.

Teorema 2.2.1 (Algoritmo da divisdo). Dados dois inteiros b e a, com a # 0, existem

dois inicos inteiros q e r, tais que
b=a-q+r, com 0<r<|al,

Neste caso o numero b é chamado de dividendo, a é chamado de divisor, q é chamado de

quociente e r € chamado de resto da divisao.
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Por exemplo, 13 = 5 -2 4 3 e isto significa dizer que ao dividirmos 13 por 5, o
quociente é 2 e o resto dessa divisao é 3. Vejamos também que 4 = 5 -0 + 4, ou seja, na
divisao de 4 por 5, o quociente ¢ 0 e o resto é 4. Logo abaixo, veremos a demonstracao

desse algoritmo.

Demonstracao . Considere o nimero inteiro a, com a > 0 (para a < 0, o procedimento

é andlogo). Podemos escrever o conjunto dos nimeros inteiros da segquinte forma:
Z=..U [— 2a, —a) U [— a,O) U [0, a) U [a, 2a) U [2@,3@) U...U [qa, (q+ 1)a) U...

Os subconjuntos descritos acima sao disjuntos dois a dois, ou seja, sendo b um inteiro
qualquer, temos que b pertence a apenas um desses subconjuntos, sendo portanto tunico.

Mais ainda, podemos escrever:

ga<b<(g+1l)a=qga+a=0<b—gqa<a.
——

T

Desta forma, r € unicamente determinado e

b=qa+r, com0<r<a.
[ |

Por exemplo, ao dividirmos 19 por 5, temos que ¢ = 3 e r = 4. Por outro lado, ao

dividirmos —19 por 5, obteremos ¢ = —4 e r = 1.

Uma das importantes consequéncias do Algoritmo da Divisao é saber que ao divi-
dirmos um inteiro b por um inteiro a, a # 0, o resto r dessa divisao pertence ao conjunto
{0,1,2,3,...,a — 1}. Estudando o caso em que a = 2, temos que o resto r da divisao de b
por a serd 0 ou 1. Se r = 0, temos que b = 2 - ¢, com ¢ inteiro e, nesse caso, dizemos que b
é um numero par. Se r = 1, escrevemos b = 2 - ¢+ 1, com ¢ inteiro e, nesse caso, dizemos
que b é um ntimero impar. Tal andlise, permite-nos generalizar e dizer que todo inteiro b
pode ser expresso na forma 2-q ou 2-q+ 1, com g € Z. Analogamente, no caso em que

a = 3, temos que b serd da forma 3-¢q, 3-¢+ 1 ou 3-q+ 2, com ¢ inteiro.
A seguir, estudaremos um importante resultado conhecido como Lema dos Restos.
Lema 2.2.1 (Lema dos Restos). A soma e o produto de quaisquer dois niimeros inteiros

deiza o mesmo resto que a soma e o produto dos seus restos, respectivamente, na divisao

por um inteiro a, a # 0.

Demonstracao . Sejam ny e ny € Z . Ao fazermos a divisao com resto desses dois

niumeros por a, teremos
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Ny —aqy+7T1 eng = aqy + T,
onde 0 < r1,ry < a. Dai, teremos

miny = (aq +71)(agz + 12)
= d’qg2 + aqry + agery + rirs
= alaqiqz + qira + qor1) + 1172
= aq+mry (2.1)

onde vamos considerar q € 7 e ¢ = aq1q2 + q172 + qor1. Mais ainda, ao dividirmos riry

por a, teremos
riro=ap+r, peZ, 0<r<a, (2.2)
dai, de (2.1) e (2.2), conclui-se que
nmng =aq+ap+r=alp+q)+r,0<r <a.

A demonstracao para a soma é muito simples e tem procedimento analogo ao

anterior, ficando portanto como exercicio.

Por exemplo, ao dividirmos 18 e 17 por 5, os restos dessas duas divisoes serao 3 e

2, respectivamente. De fato, temos
18=5-34+3 e 17=5-3+2.

Pelo lema dos restos, o resto da divisao de 18 + 17 por 5 sera igual ao resto da divisao

3+ 2 =5 por 5, ou seja, serd 0.

Por outro lado, o resto da divisao de 18- 17 por 5 seré, pelo lema dos restos, igual

ao resto da divisao de 3 -2 = 6 por 5, e portanto igual a 1.

E claro que os exemplos vistos anteriormente sio bastante simples, mas servem
como um ponto de partida para anélise de casos mais interessantes, como o que segue.
Qual é o resto da divisao de 3%° por 47 A primeira vista, parece praticamente impossi-
vel descobrirmos qual é o resto dessa divisao. Nesse caso, como o lema dos restos pode

contribuir? Vejamos!

Note que, ao dividirmos 32 = 9 por 4, o resto dessa divisao ¢é igual a 1. Como
32%0 = (3%)1%5 temos, pelo lema dos restos, que o resto da divisao de 3%°° por 4 sera igual

ao resto da divisao do produto 1 -1-1-1----1 =1 por 4, ou seja, o resto serd 1.
125f?1rtores
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Para finalizarmos, vejamos um outro exemplo. Qual ¢ o resto da divisao de 3100454
por 27 Inicialmente, note que o resto da divisao de 3 por 2, é 1. Portanto, pelo lema dos

3100

restos, temos que o resto da divisao de por 2 serd igual ao resto da divisao de 1'% = 1

por 2, ou seja, igual a 1. Por outro lado, o resto da divisao de 5 por 2 também é igual a 1,

145

sendo assim, o resto da divisdo de 5 por 2 seré igual ao resto da divisao de =1 por 2,

consequentemente, esse resto serd igual a 1. Sendo assim, o resto da divisao de 3190 4 5%

por 2 sera o resto da divisao 1 + 1 = 2 por 2, sendo, portanto igual a 0.

Observemos entao como o Lema dos Restos ¢ uma ferramenta poderosa para re-

solvermos varios problemas que, aparentemente, seriam bastante dificeis.

Logo abaixo, indicamos alguns exercicios bastante desafiantes a respeito dos con-

tetidos que estudamos nessa secao.

Exercicios

Questao 11. Encontre o quociente e o resto na divisao de

a) 227 por 143
b) 1479 por 272
c¢) 2378 por 1769
Questao 12. Quantos naturais entre 100 e 200 deizam resto 5 quando divididos por 7%

Questao 13. Encontre o resto da divisao de

a) 2209 por 3
b) 1529 por 7

Questao 14. O resto da divisao de um nimero inteiro n por 15 € 5. Qual € o resto da

divisdo de n por 77
Questao 15. (OBM) Mostre que se n é um inteiro impar, entdo n® — 1 € divisivel por 8.

Questao 16. Os numeros inteiros positivos sao arrumados em 7 colunas conforme a
disposi¢cao a sequir:

Qual € a linha e coluna em que se encontra o nimero 1500 ¢

Questao 17. Joaozinho exagerou na bagunca na sala de aula e o professor, como forma
de castigo, mandou que ele resolvesse o sequinte problema: “Encontre um nimero natural,
maior do que 100, cujo quadrado ao ser dividido por 3 deixa resto 27. Sabendo-se que

Jodaozinho respondeu corretamente, qual foi uma possivel resposta de Jodozinho?
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12 3 4 5 6 7
§ 9 10 11 12 13 14
15 16 17 18 19 20 21
22 23 24 25 26 27 28

Questao 18. Mostre que o produto de dois numeros naturais consecutivos € sempre divi-

stvel por 2.
Questao 19. Seja n um inteiro. Prove que a divisao de n® por 6, nunca deiza resto 2.

Questao 20. (ENC - 2002) o resto da divisao do inteiro N por 20 é 8. Qual € o resto da
divisdao de N por 57

Questao 21. Na divisao euclidiana de a por b o quociente € 6 e o resto, o menor possivel.

Ache a e b nos sequintes casos:

a) a—b=525
b) a+b=234

Questao 22. (UFMG) Na divisao de dois niimeros inteiros, o quociente € 16 e o resto é
o mazor possivel. Sabendo que a soma do dividendo e do divisor é 125, descubra qual é o

resto dessa divisao.

Questao 23. (OBMEP) A professora de Emilia comprou 96 balas para repartir igual-
mente entre seus alunos, sem que sobrassem balas. No dia da distribuicao todos os alunos
foram a escola, exceto Emilia. A professora distribuiu igualmente as balas entre os alunos

presentes, mas sobraram 5 balas. Quantos alunos tem a turma de Emilia?

Relatério

Na aula do algoritmo da divisao, o que chamou muito a atencao foi o fato dos
alunos ficaram surpresos com a demonstracao desse referido algoritmo. Um fato curioso,
foi os alunos nao saberem que, ao dividirmos, por exemplo, 5 por 7, o quociente é 0 e o
resto ¢ 5. De fato, tal situacao foi inicialmente observada quando fizemos a aplicagao do
jogo do resto. A aplicacao desse jogo durou aproximadamente 20 minutos. No desenrolar
da partida fiz algumas intervencoes no inicio em relacao as regras, mas logo os alunos
entenderam o jogo, que foi uma forma de prepara-los para as definicoes que estavam por

Vir.

Um outro caso bastante interessante e que causou bastante euforia entre os alunos

foi o Lema dos Restos e o quanto ele é fundamental na resolucao de exercicios interes-
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santissimos. Resolvemos exercicios que, aparentemente, pareciam muito dificeis ja nos

preparando para o estudo da aritmética modular.

Figura 6 — Alunos jogando o Jogo do Resto

Fonte: Foto tirada pelo autor

2.3 Paridade de inteiros

Plano de Aula

Tema: Paridade de Inteiros

Objetivos:

Levar o(a) aluno(a) a:

e Estudar a aplicabilidade da paridade de inteiros na resolucao de varias si-

tuagoes problemas;
e Resolver problemas que envolvam a paridade de inteiros;
e Compreender o sistema binario;

e Compreender e identificar os diversos padroes na resolucdo de problemas

que envolvem a paridade de inteiros.

Contetudos:

Paridade de Inteiros; Propriedades da Paridade de Inteiros.
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Metodologia:

Iniciaremos a aula discutindo quais as estratégias utilizadas pelos alunos para re-
solver a questao 12 do Teste 1. Em seguida, falaremos sobre o conceito de paridade
e as suas respectivas propriedades. A partir dai, resolveremos alguns problemas
contextualizados envolvendo o tema. Por fim, falaremos sobre o sistema binario
e iremos propor um desafio chamado de “mégica dos niimeros” que trabalhara os

temas paridade e sistema binario.

Avaliacao:

Cada discente seréd avaliado através da participagao nas discussoes.

Recursos Didaticos:

Quadro branco, pincel, aparelho de som, notebook, data-show e apostila

Referéncias:
e Fomin, Dmitri. Circulos Matematicos. Rio de Janeiro: IMPA, 2012.

e Fonseca, Rubens.Teoria dos Niimeros. Belém: Universidade Estadual do
Para (UEPA), 2011.

e Hefez, Abramo. Elementos de Aritmética. 2* ed. Rio de Janeiro: SBM,
2011.

e Moreira, Carlos Gustavo Tamm de Araijo. Topicos de Teoria dos Ni-
meros. Rio de Janeiro: SBM, 2012.

e Sampaio, Joao C.V. Magica com os nimeros. Revista do Professor de
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Texto didatico

Dando continuidade ao assunto, vamos tentar resolver esse interessante desafio: Em
um quartel existem 100 soldados e, todas as noites, trés deles sao escolhidos para trabalhar
na sentinela. E possivel que apos certo tempo um dos soldados tenha trabalhado com cada

um de todos os outros exatamente uma vez?

Para responder essa pergunta, vamos estudar um conceito que embora pareca
bastante trivial, ¢ uma ferramenta extremamente poderosa na resolucao de problemas

matematicos envolvendo os nimeros inteiros. Esse conceito é chamado de paridade.
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Definicao 2.3.1. - Dizemos que um inteiro n € par se ele puder ser expresso na forma
2k,com k inteiro. Por outro lado, dizemos que um inteiro n é impar, se for expresso na

2k 4+ 1, para algum inteiro k.

Temos como exemplos de niimeros pares, 0s inteiros 34, 58 e —18. E, como exem-

plos de nimeros impares, os inteiros 3, 55 e —15.
Teorema 2.3.1. - Todo nimero inteiro ou € par ou € impar.

Demonstracao . De fato, pelo algoritmo da divisao, o resto da divisao de um nimero
wnteiro n por 2 poderd ser 0 ou 1. Se o resto for 0, n = 2k para algum inteiro k e nesse

caso n € dito par. Se o resto for 1, n =2k + 1, com k inteiro.

Definicao 2.3.2. Dois inteiros possuem a mesma paridade quando ambos forem pares ou

impares.

Paridade da soma de dois inteiros - Analisaremos o que acontece quando somamos

dois inteiros quaisquer.
Proposicao 2.3.1. A soma de dois inteiros pares resulta em um nimero par.

Demonstracao . Sejam a e b dois inteiros pares. Logo, podemos escrever a = 2k e

b=2k, comk, k' € Z. Dai, temos que,

a+b=2(k+k)=2r,
Z
€

0 que mostra que a soma de dois inteiros pares € par.

Proposicao 2.3.2. A soma de um inteiro par com um inteiro impar, resulta em um

nteiro impar.

Demonstracao . Com efeito, sejam a e b inteiros par e impar, respectivamente. Podemos

escrever entao a = 2k e b = 2k’ + 1. Portanto, temos

a+b=2k+2k+1=2(k+K)+1=2r+1,
Z
€

0 que mostra que a soma de um inteiro par com um inteiro impar resulta em um inteiro

mpar.
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Proposicao 2.3.3. A soma de dois inteiros impares resulta em um inteiro par.

Demonstracao . De fato, sejam a e b dois inteiros impares. Logo, podemos escrever
a=2k+1eb=2k"4+1, comk, K € Z. Dai, temos que,

a+b=2k+1+42+1=2(k+K +1) =20,
Z
S

0 que mostra que a soma de dois inteiros impares resulta em um niumero par.

Resumidamente, temos

® par + par = par
e par + impar = impar

e impar + ifmpar = par

Podemos agora generalizar e afirmar que:
Proposicao 2.3.4. A soma de vdrios inteiros pares também serd um inteiro par.

Proposicao 2.3.5. Se somarmos uma quantidade par de inteiros impares, tal soma re-

sultard em um inteiro par.

Proposicao 2.3.6. Se somarmos uma quantidade impar de inteiros impares, o resultado

serd um inteiro impar.

Proposicao 2.3.7. Se somarmos uma “mistura” de inteiros pares e impares , o resultado
dessa soma serd um inteiro que tem a mesma paridade que a quantidade de parcelas

impares que foram somadas.

As demonstracoes das trés primeiras proposicoes sao bastante simples, portanto
fica a cargo do leitor. Para realiza-las sao usadas as mesmas ideias dos casos anteriores.

A proposig¢ao 2.3.7 iremos demonstrar a seguir.

Demonstracao . Com efeito, pela proposi¢cao 2.3.4, ao somarmos varios inteiros pares,
o resultado serd um inteiro par. Se nessa “mistura” hd uma quantidade par de nimeros

impares, teremos entao um resultado cujo inteiro é par, conforme proposi¢cao 2.3.5. Dai,
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teremos entao a soma de dois inteiros pares, cujo resultado também serd um inteiro par
que € a paridade da quantidade de inteiros impares. Por outro lado, se a quantidade de
inteiros tmpares nessa “mistura” for tmpar, conforme a proposigao 2.3.6 o resultado da
soma desses inteiros serd um inteiro impar. Nesse caso, teremos a soma de um inteiro par
com um inteiro impar, cujo resultado € um inteiro impar, que ¢ paridade da quantidade

de inteiros impares.

[ |
Paridade do produto de dois inteiros - Analisaremos o que acontece com o produto
de dois inteiros quaisquer:
Proposicao 2.3.8. O produto de dois inteiros pares resulta em um inteiro par.
Demonstracao . Com efeito, sejam a e b dois inteiros pares. Logo, podemos escrever

a=2keb=2K, comk, k' € Z. Dai, temos que,

ab=22k- k) =2r,
z
€

0 que mostra que produto de dois inteiros pares também € par.

Proposicao 2.3.9. O produto de um inteiro par por um inteiro impar resulta em um

nteiro par.

Demonstracao . De fato, sejam a e b inteiros par e impar, respectivamente. Podemos

escrever entao a = 2k e b = 2k + 1. Portanto, temos

ab = 2k(2K + 1) = 2 (2kk' + k) = 2s,
Z
S

o que mostra que produto de um inteiro par com um inteiro impar resulta em um inteiro

par.

Proposicao 2.3.10. O produto de dois inteiros impares resulta em um inteiro impar.

Demonstracao . Com efeito, sejam a e b dois inteiros impares. Logo, podemos escrever
a=2k+1eb=2k'+1, comk, K € Z. Dai, temos que,
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ab= 2k +1)(2K' +1) =2 (2kK + k + K)+1 =20"+1,

EZ

0 que mostra que a produto de dois inteiros impares resulta em um nimero impar.

Resumidamente, temos

1. par - par = par
2. par - impar = par

3. impar - impar — impar

Podemos agora generalizar e afirmar que:
Proposicao 2.3.11. O produto de vdrios inteiros pares também serd um inteiro par.

Proposicao 2.3.12. Se multiplicarmos uma quantidade qualquer de inteiros impares, tal

produto resultard em um inteiro impar.

Proposicao 2.3.13. Se multiplicarmos uma “mistura” de inteiros pares e impares , o

resultado desse produto serd um inteiro par.

As demonstracoes dessas proposicoes ficam a cargo do leitor pois sao bastante simples e

para realiza-las basta usar ideias analogas as anteriores.

Para finalizar, vamos resolver o problema proposto no inicio da se¢ao. O problema

era o seguinte:

e EEm um quartel existem 100 soldados e, todas as noites, trés deles sao escolhidos
para trabalhar de sentinela. E possivel que apos certo tempo um dos soldados tenha

trabalhado com cada um dos outros exatamente uma vez?

A resposta é nao. Para justificar essa resposta, vamos fixar um desses soldados: o
soldado X. Para cada noite em que vai trabalhar, o soldado X deverd ter a companhia
de mais dois soldados. Portanto, sera necessario agruparmos de dois em dois os demais 99
soldados. Mas, como 99 é um numero impar, ¢é facil concluir que nao é possivel formarmos

pares de soldados distintos para trabalharem com o soldado X.

Exercicios

Questao 24. Escrevemos abaizo os numeros naturais de 1 a 10.
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12345678910

1143

Antes de cada um deles, cologue sinais “+7 (positivo) ou “—” (negativo) de forma que a

soma de todos seja zero.

Questao 25. Escrevemos abaizo os numeros naturais de 1 a 11.

1234567891011

1143

Antes de cada um deles, cologue sinais “+”7 (positivo) ou “—” (negativo) de forma que a

soma de todos seja zero.

Questao 26. Pedro comprou um caderno com 96 folhas, com pdginas numeradas de 1 a
192, em ordem crescente. Vitor arrancou aleatoriamente 25 folhas do caderno e somou

todos os 50 nimeros escritos nestas folhas. E possivel que essa soma seja 19907

Questao 27. E possivel escrever o nimero 45 como soma de 10 parcelas, de modo que

cada parcela seja 1 ou 3 ou 57

Questao 28. (UFJF-2009-VESTIBULAR) De quantas maneiras podemos escolher 3 ni-
meros naturais distintos dentre os inteiros de 1 a 20, de modo que a soma dos nimeros

escolhidos seja impar?

a) 100
b) 360
¢c) 570
d) 720
e) 1140

Questao 29. FE possivel trocar uma nota de 25 rublos em 10 notas com valores 1, 3 ou
57

Questao 30. Sen € um numero inteiro qualquer, qual dos nimeros abaixo é impar?

a) n® —n+2
b) n®+n+2
c) n +n+1
d) n*+5

e) n®+5



Capitulo 2. A parte prdtica do trabalho 37

Questao 31. Mostre que se a e b sdo inteiros impares, entao a®> — b* é divisivel por 8.

Questao 32. Um fazendeiro deseja abater 30 porcos em 5 dias de modo que em cada dia
sejam abatidos somente um numero impar de porcos. Caso isso seja possivel, determine

como. Caso seja impossivel, explique o motivo.

Questao 33. Todas as alternativas sobre numeros inteiros dadas abaixo estao corretas,

exceto:

a) Todo nimero par pode ser escrito como 2n, onde n € um nimero inteiro.

b) Todo nimero impar pode ser escrito como 2n + 7, onde n € um nimero inteiro.
¢) A soma de dois nimeros inteiros impares é sempre um nimero inteiro par.

d) Todo nimero inteiro ou € par ou € impar.

e) Todo mimero inteiro par pode ser escrito como n? + 2.

Relatério

Tivemos na aula de Paridade de Inteiros uma celeridade maior na explanacao dos
contetidos pois os alunos comecaram a desenvolver uma maturidade maior na linguagem
matematica trabalhada na Teoria dos Numeros. Trabalhamos a definicao de paridade,
mostramos a peculiaridade de todo nimero inteiro ser par ou ser impar, nao havendo
outra possibilidade. Mostramos tambéms as implicagoes no que tange a soma, e multipli-
cacao de inteiros. As propriedades trabalhadas foram assimiladas de uma maneira muito

satisfatoria, de forma que conseguimos fazer bastante exercicios.

Foi muito interessante perceber o quanto os alunos conseguiram desenvolver bem
as idéias presentes no estudo da paridade de inteiros e suas aplicacoes na resolucao dos
exercicios. Mais uma vez, voltamos a resolver algumas questoes propostas no Teste 1 e
questoes do material didatico, sendo inclusive algumas das olimpiadas de matematica. Por
conta da limitagao do tempo, nao conseguimos trabalhar o conceito de sistema binario e
consequentemente nao conseguimos aplicar o desafio proposto no plano de aula, chamado
de “Méagica do Nimeros”. No entanto, percebemos que tal situagao nao comprometeu a

assimilacao por parte dos alunos do contetido Paridade de Inteiros.
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2.4 Nameros Primos

Plano de Aula

Tema: Numeros Primos

Objetivos:

Levar o(a) aluno(a) a:

e Estudar a importancia dos niimeros primos na Teoria dos Numeros;

Identificar um nimero primo;

Identificar um ndmero composto;

Encontrar o nimero de divisores inteiros de um nimero natural;

Construir e aplicar o Crivo de Eratostenes.

Contetudos:

Nimeros Primos e Compostos

Metodologia:

Iniciaremos a aula com a exibicdo do documentario “A Historia dos Numeros”
até o minuto 10 e, em seguida, falaremos da definicdo de um nimero primo.
Posteriormente, falaremos do “Crivo de Eratéstenes”, um método bastante ttil

para encontrar nimeros primos. Por fim, resolveremos alguns exercicios.

Avaliacao:

Cada discente seréd avaliado através da participagao nas discussoes.

Recursos Didaticos:

Quadro branco, pincel, notebook, data-show e apostila.
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Texto didatico

“Na verdade, os numeros primos, que desempenham um papel impor-
tante em varios ramos na Matemaética, sdo como o hidrogénio e o oxigé-
nio do mundo dos niimeros, eles sdo os &tomos da Matematica”.

Marcus du Saltoy

Agora, vamos estudar um tema que ha bastante tempo tem sido objeto de estudo de

varios matematicos. Estudaremos sobre os nimeros primos.

Definicao 2.4.1. Um niumero inteiro p > 1 € dito primo se possui apenas dois divisores
positivos: 1 e p. Sao exemplos de niimeros primos, os numeros 5, 17, 19, 71, etc. Quando

um nuamero inteiro positivo nao € primo, ele € chamado de niumero composto.

Os ntimeros primos tém encantado muitos mateméticos ao redor do mundo. Esse
encanto nao é de hoje. Varios matematicos, ao longo dos séculos, tais como Fibonacci
(1170-1250), Leonard Euler (1707-1783) e Pierre de Fermat (1601-1665), dentre outros,
debrucaram-se em compreender a dinamica dos nimeros primos, e criar modelos mate-
méaticos que pudessem proporcionar a descoberta de algum novo niimero primo ou sim-

plesmente verificar se algum inteiro dado era ou nao primo.

A aplicabilidade dos nimeros primos no nosso cotidiano é vasta. Por exemplo,
podemos citar o método de criptografia (conjunto de regras que visa codificar informagoes)
RSA que é um sistema criado pelos mateméticos Ron Rivest, Adi Shamir e Leonard
Adleman na década de 70, que permite, por exemplo, a seguranca no uso de cartoes de

crédito e no envio mensagens de emails, criando nimeros primos de até 100 digitos. Hoje
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em dia, ja sao usados nimeros primos com 600 digitos, objetivando uma maior seguranga.

Falaremos melhor sobre a criptografia RSA mais adiante.

Abaixo, veremos um importante teorema que tem importancia crucial na teoria

dos ntimeros.

Teorema 2.4.1 (Teorema Fundamental da Aritmética). Todo nimero natural maior do

que 1 ou € primo ou pode ser escrito de forma iunica, como produto de niumeros primos.
Os exemplos a seguir servem para ilustrar esse resultado.

a) 18 =3.3.2=23%.2
b) 40 =2-2-2.5=23.5
¢) 800 =2-2-2.2.3.5.5.7=24.3.52.7

Demonstracao . Seja n um nimero inteiro tal que n > 1. Mais ainda, seja py o menor
entre os divisores de n diferentes de 1. Temos assim que p; € primo ou composto. Supo-
nhamos que py seja composto. Dai, vai existir um inteiro d, 1 < d < py, de forma que
d | p1. Ora, como d | p1 e p1 | n, concluimos, pela propriedade 1, estudada na se¢ao de
divisibilidade, que d | n. No entanto, essa conclusao vai contradizer a escolha de py. Logo,

p1 € primo. Mas, como py | n, existe my € N, tal que n = py - my. Daj,

Se my =1, temos n = py, portanto, n é primo.

Se my; > 1, entao podemos fazer o mesmo procedimento que fizemos para o valor
de n, ou seja, teremos my = Py - Mg, cOM Dy primo e, consequentemente, podemos

ESCTever N = py - P - Mo, com 1 < my < My € Py, P Primos.

Se tivermos mo = 1, teremos n = py - pa € assim terminariamos a prova.

Se mo > 1, de maneira andloga, podemos decompor ms assim como fizemos com

my.

Dando continuidade a esse procedimento, vamos obter nimeros primos pi, P, P3, ..., P;i €
uma seqéncia de numeros naturais my > mg > ms > ... > my; > 1, de forma que sempre
que m; > 1, podemos continuar a decomposicao de n. Ora, como entre 1 e n existe uma
quantidade finita de nimeros naturais, haverd, na decomposi¢cao de n, um ultimo passo,

onde no qual teremos m; = 1 e portanto teremos

N =p1-P2-P3---Pj, COM P1,P2,P3, ..., Pj PTIMOS.
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Esse teorema ja aparece publicado no famoso livro Elementos do matematico Eu-
clides. No entanto, a primeira demonstracao completa e correta foi realizada e publicada,

em 1081, pelo mateméatico Carl Friedrich Gauss no livro Disquisitiones Arithmeticae.

Figura 7 — Carl Friedrich Gauss (1777-1855)

Fonte: google

Figura 8 — Disquisitiones Arithmeticae
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Fonte: google

Vejamos agora a proposicao seguinte.



Capitulo 2. A parte prdtica do trabalho 42

Proposicao 2.4.1. Seja n um inteiro positivo tal que n = pi* - pg®---por. Se d = py* -

p§2 - pPr € um divisor de n, entio 0 < B; < oy, comi=1,2,...,7.

Demonstragao . De fato, como d | n, eziste algum p°, da decomposi¢io em fatores
primos de d, que divide algum p$" pois p° e o0s demais p?" sao primos entre si. Sendo

assim, p = p; e, consequentemente, § < .
[

A partir do Teorema Fundamental da Aritmética e da Proposicao 2.4.1 vista,

podemos enunciar a seguinte propriedade.

Propriedade (1). Seja n um nimero natural maior que 1. Sendo n = pi* - p5? - - - p*,
onde p1,pa, -+, Pr SG0 numeros primos distintos e aq, ao, ..., € N e representando por

d(n) o nimero de divisores positivos de n, entdo

d(n) = (01 +1) - (aa + 1)+~ (o + 1)

Demonstracao . De fato, todos os divisores de n serdo da forma n = pi* - py*---p,F,
comry € {0,1,...,a1}, que é um conjunto que possui obviamente oy + 1 elementos. Por
outro lado, temos que ry € {0, 1, ..., a0}, que por sua vez, possui as + 1 elementos e assim
por diante. Portanto, € fdcil ver, pelo Principio Multiplicativo, que o nimero de divisores

positivos, d(n), do natural n serd dado pela expressao vista anteriormente.
[ |

Por exemplo, vamos encontrar o ntimero de divisores positivos do nimero 80.
Temos que 80 = 2% - 5. Dai, d(80) = (4 +1)- (1 +1) =5-2 = 10. Portanto, 80 possui 10

divisores positivos.

Uma questao que surge naturalmente é: quantos sao os numeros primos? Vere-
mos a seguir que o conjunto dos niimeros primos é infinito e essa propriedade é uma
das singularidades dos nimeros primos. Pelo fato de ser um conjunto infinito, é possivel
encontrarmos numeros primos muito grandes. Mas ai, surgem alguns problemas interes-
santissimos: como encontri-los? como eles sao distribuidos?. Esses problemas estao até
hoje em aberto e varios matematicos ja tentaram solucioné-los. A seguir, provaremos a

infinidade dos ntimeros primos.
Teorema 2.4.2. O conjunto dos nmimeros primos € infinito.

Demonstracao . Suponha que existem apenas n nimeros primos, digamos py < py <

- < pp. Sejam € N tal que m = py - py-p3---pp + 1. Como m > 1, pelo Teorema
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Fundamental da Aritmética, existe pelo menos algum nimeros primo p, tal que plm. No
entanto, como py, P2, P3, P4, ---, Pn $G0, por hipdtese, 0s Unicos nimeros primos, concluimos
que plp1 - p2 - P3 - pa- - Pu- Dai, pela propriedade 4 vista na segao de divisibilidade, temos
que p|1, o que € absurdo, pois o Unico inteiro positivo divisor de 1 é ele mesmo. Portanto,
qualquer que seja 0 numMeEro Primo p,, vai existir sempre um outro numero primo py tal

que pr > pn, donde concluimos que a quantidade de nimeros primos € infinita.
[ |

Dando prosseguimento, veremos uma proposi¢ao que servird para estudarmos um
importante procedimento, conhecido como Crivo de Eratostenes, procedimento esse utili-

zado para descobrir se um niimero inteiro positivo é primo.

Proposicao 2.4.2. Seja n um nimero natural maior do que 1. Se n € um nimero com-
posto, entdao o menor divisor, diferente de 1, de n, é menor do que ou igual a \/n, isto
¢, se n nao possui divisores positivos, diferentes de 1 e menores do que \/n entdo n é

niumero primo.

Demonstracao . Seja n um nimero composto e seja p o menor divisor de n, diferente de
1. Temos entao que n = pq, com q > p. Se multiplicarmos cada membro da desigualdade

por p, o resultado serd

donde seque que \/n > p.
[

O crivo de Eratéstenes - Trata-se de um algoritmo criado pelo matemético grego
Eratostenes (285-194 a.C) cujo objetivo é encontrar, até determinado nimero n inteiro
positivo dado, quais sao os niimeros primos menores ou iguais a ele. De acordo com esse
algoritmo, inicialmente lista-se numa tabela todos os inteiros positivos ordenadamente, a

partir de 2, até o n, isto é,
2,3,4,5,6,7,8,9,....n

Apobs isso, marca-se com um X o primeiro numero primo da tabela, no caso o 2 e em
seguida circula-se todos os multiplos de 2 da tabela por serem todos eles compostos. O
primeiro ntimero que nao foi circulado, apos o 2, foi o 3, que é préximo ntimero primo da
tabela. Dai, o procedimento segue-se , ou seja, marca-se com um X o niimero 3 e circula-se

todos os multiplos de 3 da tabela. O processo serd repetido até que o primeiro nimero



Capitulo 2. A parte prdtica do trabalho 44

nao circulado na tabela seja maior que y/n, pois devido & proposigao 2.4.1, a partir
dai, todos os numeros restantes sao os primos menores ou iguais que n. A tabela abaixo

mostra o caso de n — 101.

Figura 9 — Crivo de Eratostenes
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Fonte: google

Até hoje, véarios questionamentos a respeito dos ntimeros primos nao foram res-
pondidos, como por exemplo, com qual frequéncia aparecem dentro dos conjuntos dos
ntmeros inteiros. No entanto, um dos problemas mais famosos relacionados aos niimeros
primos e que ainda nao foi provado, sendo portanto ainda uma conjectura, é chamado de
Conjectura de Goldbach. Em 1742, o matematico Christian Goldbach enviou uma carta
para o matemético Leonhard Euler. Nessa carta, Goldbach afirmava que todo niimero na-
tural par, maior do que ou igual que 4, podia ser expresso como a soma de dois nimeros

primos. Vejamos alguns exemplos:

4=2+4222=19+43,70 =59+ 11.
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Figura 10 — Carta de Goldbach a Euler
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Fonte: google

Obviamente, o rigor mateméatico exige que apenas alguns exemplos nao podem
sustentar uma afirmacao. Portanto, tal conjectura estd em aberto até hoje, sendo objeto
de admiracao de inimeros matemaéticos até os dias atuais.

Outro importante matematico, Pierre de Fermat (1601 — 1665), fascinado pela beleza dos
nimeros primos, tentou criar uma férmula através da qual pudéssemos encontrar qualquer
que seja o numero primo. Tal busca levou Fermat a conjecturar que sao niimeros primos

todos os nimeros F),, da forma
F, =2%" +1,

sendo n um inteiro nao-negativo.

Figura 11 — Pierre de Fermat (1601-1655)

Fonte: google

Fermat conseguiu verificar a veracidade de tal conjectura para os seguintes casos:



Capitulo 2. A parte prdtica do trabalho 46

n=0=F,=2"+1=3
n=1=F =22 4+1=5
n=2= F=2"41=17
n=3= Fy =22 4+1=257
n=4= F, =22' +1=65537

O nameros acima sao chamados de Primos de Fermat. O problema é que a partir de n > 5,
Fermat conjecturou que todos os proximos nimeros seriam primos. Porém, Leonard Euler

mostrou que para o caso n = 5, o numero obtido é composto. De fato,
Fy = 22° 41 = 4294967297 = 641.6700417,

que é, consequentemente, um nimero composto. Até hoje, os tinicos primos de Fermat
conhecidos sao os casos vistos anteriormente. Eis ai uma oportunidade de colocar o nome

na historia e tentar achar mais um primo de Fermat!

Exercicios

Questao 34. Encontre todos os niumeros primos até 50.
Questao 35. Mostre que o nimero n — 229 — 25* é composto.
Questao 36. Achar os cinco menores nimeros primos da forma n® — 2.

Questao 37. Ache trés numeros primos impares, cuja soma seja

a) 81
b) 125
Questao 38. Achar todos os pares de niimeros primos p e q, tais que p — q = 3.

Questao 39. Delerminar todos 0s inteiros positivos n tais que n, n+2 e n+4 sao todos

PTimMos.

Questao 40. Mostar que a soma de inteiros positivos impares e consecutivos € sempre

um inteiro composto.

Questao 41. Demonstrar que todo nimero primo, exceto 2 e 3 € da forma 6k — 1 ou

6k + 1, onde k € um inteiro positivo.
Questao 42. Achar todos os nimeros primos que sao divisores de 50!.

Questao 43. Demonstrar que todo nimero primo impar € da forma 4k + 1 ou 4k — 1,

onde k € um inteiro positivo.
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Questao 44. Determine o numero de divisores positivos dos niumeros abairo.

a) 40
b) 120
¢c) 65
d) 300

Questao 45. A soma de & niumeros é 100, dois sao nimeros primos e um € a soma dos

outros dois.

e Qual ¢ o maior dos 3 numeros?
o Dé um exemplo desses 3 nimeros.
e Quantas solucoes existem para esse problema?

Questao 46. (EPCAR - 2004) O nimero y = 2%-3% - ¢* ¢ divisor de N = 15 - 20 - 6.
Y

Sabendo-se que y admite exatamente 36 divisores, é correto que

a) ab=c.

b) a+b=c.
c)a<b<ec.
d) a—b=—1.

Questao 47. (EPCAR - 2004) Se a e b sao dois nimeros inteiros nao nulos tais que

da+b=2b— (3a —b), entao, necessariamente, ocorre que

a) a € par e b é mailtiplo de 7
b) a € par e b é impar
¢) a e b sao numeros primos

d) a é divisor de 2 e b é divisor de 7
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Relatério

Na aula cujo tema foi “Nimeros Primos” iniciamos com um video produzido pela
rede BBC que narra sobre a historia dos niimeros primos e a sua importancia na matema-
tica. Por conta do tempo, o video, apesar de ter duracao de mais de 1 hora, foi assistido
até o minuto 10. No entanto, alguns topicos foram abordados como a importancia dos
nimeros primos na sociedade moderna atual, em especial na Criptografia (estudo de co-
dificagdo de mensagens). Estudamos um teorema muito especial na Teoria dos Nimeros
que é o Teorema Fundamental da Aritmética e, como consequéncia, estudamos como é
possivel descobrir o ntimero de divisores de um ntmero inteiro positivo. Os alunos fica-
ram bastante motivados com o método do Crivo de Eratostenes para descobrir nimeros
primos. Nesse momento da aula, cada aluno recebeu uma tabela com nimeros de 1 até
100 para, através do Crivo de Eratostenes, verificar quais desses eram primos. Foi um
momento bastante divertido e o vencedor seria aquele que mais rapidamente entregasse
a tabela com os primos corretos. Encerramos a aula falando que muitos matematicos de-
sejaram descobrir uma formula que possibilitasse a descoberta de quaisquer que fossem
os nimeros primos. Um deles que foi tratado na aula foi Fermat, que conjecturou uma
formula, mas que anos depois foi desfeita por outro grande matemaético, Leonhard Euler.
Tratamos ainda da Conjectura de Goldbach. Foi bastante proveitoso observar o quanto
essas informacoes deixaram os alunos bastante entusiasmados e curiosos a respeito des-
ses temas que, aos poucos iam sendo revelados a eles. Muitos dos alunos questionaram o

porqué esses temas nao serem tratados no ensino médio, fazendo parte da grade curricular.

Figura 12 — Aluno utilizando o Crivo de Eratostenes

Fonte: Foto tirada pelo autor
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2.5 Maximo Divisor Comum - MDC

Plano de Aula

Tema: Maximo Divisor Comum - MDC

Objetivos:

Levar o(a) aluno(a) a:
e Compreender o conceito do MDC;
e Resolver problemas que envolvam o conceito de MDC;

e Compreender e aplicar as propriedades do MDC.

Contetdos:

MDC e suas propriedades; Divisibilidade; Teorema de Bezout.

Metodologia:

Retomaremos, no inicio da aula, o conceito de divisibilidade e o conjunto dos
divisores de um ntimero para em seguida falarmos do conceito do MDC. Resol-
veremos alguns exercicios desafiantes e terminaremos a aula com a aplicacao do
“Jogo Baralho do MDC”.

Avaliacao:

Cada discente sera avaliado através da participagao nas discussoes e nos jogos.

Recursos Didaticos:

Quadro branco, pincel, notebook, data-show e apostila.
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Referéncias:
e Fomin, Dmitri. Circulos Matematicos. Rio de Janeiro: IMPA, 2012.

e Fonseca, Rubens.Teoria dos Niimeros. Belém: Universidade Estadual do
Para (UEPA), 2011.

e Hefez, Abramo. Elementos de Aritmética. 2* ed. Rio de Janeiro: SBM,
2011.
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Texto didatico

Dando continuidade ao curso, falaremos de um conceito importantissimo que ser-
vira de base para o estudo, por exemplo, das chamadas equacoes diofantinas, que também
serd um tema trabalhado nessas notas. Esse conceito é chamado de MDC (méaximo divisor

comum).

Considere, por exemplo, todos os divisores positivos dos nimeros 36 e 42:
D(36) = {1,2,3,4,6,9,12,18,36} e D(42) = {1,2,3,6,7,14,21, 42}

Note que o maior nimero que é divisor de 36 e 42, ao mesmo tempo, é 6. Dizemos que 6

é o maximo divisor comum de 36 e 42 e escrevemos (32,42) = 6.

Definicao 2.5.1. Sejam a,b € Z com pelo menos um deles diferente de zero. O mdximo
divisor comum de a e b (MDC) é um inteiro positivo d tal que d é o maior dentre os
divisores positivos comuns de a e b. Escrevemos (a,b) = d. Se (a,b) = 1, dizemos que a e

b sdao primos entre si.

E facil ver que sendo a € Z, temos que (a,0) = |a|,(a,1) = 1 e que (a,a) = |a|. As
proposicoes a seguir sao de grande importancia na teoria dos ntimeros, em especial para

o calculo do MDC de nameros inteiros.

Proposicao 2.5.1. Sejam a e b dois inteiros, com pelo menos um deles diferente de zero.

As sequintes afirmacoes sao vdlidas:
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(i) Se a é multiplo de b, entio (a,b) = |b|,b # 0.

(ii) Se a = bq + ¢, entao o conjunto dos divisores comuns de a e b € igual ao conjunto

dos divisores comuns de b e ¢ e temos, em particular, que (a,b) = (b, c).

Por exemplo, sejam a = 15 e b = 5. De (i), temos que (15,5) = 5. Mais ainda,
sendo agora a = 28 e b = &, temos 28 = 3 - 8 + 4. Logo, por (ii), concluimos que
(28,8) = (8,4) = 4.

Vejamos agora as demonstragoes dessas afirmacoes.

Demonstracao . Inicialmente, demonstraremos (i). De fato, se um inteiro pertence ao
conjunto dos divisores de b, como b | a, entao, também pertence ao conjunto dos divisores
de a. Dai, o conjunto dos divisores comuns de a e b € igual ao conjunto dos divisores de

b. No entanto, como o maior inteiro que divide b é o |b|, concluimos que (a,b) = |b|.

Para provarmos (ii), utilizaremos a propriedade J estudada na segao sobre divi-
stbilidade. Baseados nela, temos que todo divisor comum de a e b também é divisor de
¢ e, portanto, divisor de b e c. Por outro lado, todo divisor comum de b e ¢ também é
divisor de a e, assim, também é um divisor de a. Logo, os divisores comuns dos inteiros

a e b também sao os mesmos que os divisores comuns dos inteiros b e ¢ o que resulta que
(a,b) = (b, ¢).

A proposicao acima demonstrada sera proveitosa para estudarmos um importante

teorema, dentro da teoria dos nimeros, conhecido como Algoritmo de Euclides.

Teorema 2.5.1 (Algoritmo de Euclides ). Dados dois inteiros positivos a e b, considere

as divisoes sucessivas

a —= bq + 7o, 0<ro<b
b — Toq1 + 7y, 0<ri<rg
o — r1G2 + 7o, 0<T’2<’l“1
TN = ToQ3 + T3, 0<rs<ry
Tk = The1iQre2 T The2, 0<Tppo<rpq1

Tk+1— Tk4+29K+3

até algum 1y, o dividir Ty 1. Assim, temos que (a,b) = riio, que € o Ultimo resto nao-nulo

das divisoes sucessivas anteriores.

Demonstracio . E ficil ver que processo de divisdes sucessivas descritos acima é finito.
De fato, pelo algoritmo da divisao, temos que b > rq > 11 > 19 > ... > 0. Como a quanti-

dade de nimeros entre b e 0 € finita, entao o processo € finito. Mais ainda, analisando as
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wqualdades de cima para baizo, como também utilizando a proposicao 2.5.1, concluimos

que
(CL, b) = (b7 TO) = (TO7T1) —_ = (Tk+1,7“k+2) = Tk42

Por exemplo, vamos calcular (1320, 35). Baseados no Algoritmo de Euclides, tal

calculo sera realizado da seguinte forma:

Figura 13 — Divisoes sucessivas

132035 35]25  25]10  10|5

25 37 101 52 02

Fonte: Produzido pelo autor

Ou seja,

1320 = 35-37+25
35 = 25-1+4+10
25 = 10-2+45
10 = 5-2+40

A partir dos resultados acima, temos que (1320,35) = (35,25) = (25,10) =
(10,5) = (5,0) = 5. Dai, (1320,35) = 5. Esse método é chamado de divisoes sucessi-

vas.
Uma forma de representarmos as divisoes sucessivas, ¢ usando uma grade conforme
ilustrada abaixo para o calculo de (1320, 35).
Figura 14 — Grade de divisoes sucessivas

37 1 2
1320 35 25 10 5
25 10 3 0

Fonte: Produzido pelo autor

Utilizando esse mecanismo, (1320, 35) sera o ultimo resto nao nulo, no caso, igual

a 5. Através desse método, o calculo do MDC de niimeros inteiros fica bastante simples.

Vejamos outro exemplo. Vamos calcular (60,42). Utilizando o método descrito

acima, temos
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Figura 15 — Grade de divisoes sucessivas

1 2 3
60 42 18 5]
18 B 0

Fonte: Produzido pelo autor

Portanto, (60,42) = 6. Note que a partir desses dados, podemos escrever

18 = 60—42-1 (2.1)
6 = 42—18.2 (2.2)

Substituindo (2.1) em (2, 2), teremos

= 42— (60—42-1)-2
= 42-60-2+42-2
= 42-3-60-2

= 60-(—2)+42-3.

= =N~ NN
|

Vemos entao que encontramos dois inteiros, a saber —2 e 3, de forma que podemos
escrever (60,42) = 60 - (—2) + 42 - 3. Mas, sera que é sempre possivel isso? O teorema
a seguir ird responder a esse questionamento. Mais ainda, veremos na segao que trata
das chamadas equacoes diofantinas que existem infinitos inteiros x e y de forma que
6 = (60,42) = 60z + 42y.

Teorema 2.5.2 (Teorema de Bachet-Bézout). Considere dois inteiros ndo simulta-

neamente nulos, a e b e seja d = (a,b). Entao, eristem inteiros x ey de forma que

d = ax + by.

Demonstracao . Com efeito, considere o conjunto C' = {ax + by, comz,y € Z} e n =
axy + byo o menor elemento positivo de C. Suponhamos, por absurdo, que n 1 a. Pelo
algoritmo da divisao, temos que a = nq+r, com 0 <r <n. Dai, r = a—nq. Substituindo
o valor de n nessa dultima equagdo, teremos r = a — (axo + byo)q = a — axeq — byoq =
a(l—xz0q) +b(—yoq), ou seja, r € C. Mas, como 0 < r < n, esse fato contraria a hipdtese
de n ser o menor elemento positivo de C. Portanto, n | a. De forma andloga, podemos
provar que n | b. Sendo assim, n é divisor comum de a e b. Agora, resta-nos mostrar
que n = d. De fato, como d | a e d | b, podemos escrever a = dq; e b = dgs. Como
n = axg+ byo, temos entao, n = (dqi)xo+ (dg2)yo, mais ainda, n = d(q1xo + g2y0), donde
concluimos que d | n, ou seja, pela propriedade 7 estudada na segao de divisibilidade,

temos n > d e seque que d = n € o mator divisor comum de a e b.
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Uma consequéncia importante desse Teorema é a propriedade abaixo.

Propriedade (1). Dados a,b inteiros com pelo menos um deles diferente de zero, se

existirem inteiros r, s tais que 1 = ra + sb, entdo (a,b) = 1.

Demonstracao . De fato, sendo d = (a,b), temos que d | ra e d | sb, portanto d | ra+ sb.

Dai, temos que d | 1. Logo, d = 1.

Antes de estudarmos a préxima propriedade, vejamos a seguinte definicao:

Definicao 2.5.2. Um numero inteiro positivo d serd chamado de MDC dos niimeros intei-

r0S a1, Ao, ..., Gy, com pelo menos um diferente de zero, se tiver as sequintes propriedades:

i d € um divisor comum da lista de inteiros ay, as, ..., ap;
ii Se ¢ € um divisor comum de ay,as, ..., a,, entio c | d.
Propriedade (2). Dados a, b e ¢ inteiros nao nulos, entdio (a,b,c) = ((a,b),c).

Demonstracao . Com efeito, sejam (a,b) = d, (a,b,c) = dj, ((a, b),c) = dy. Dai, temos
que dy | ¢ e dy | d. Mas, como d | a e d | b, concluimos que dy divide a,b e c. Portanto,
dy < dy. No entanto, como dy divide a,b e c, temos que, em particular, di | a e dy | b,
logo dy | d. Dai, seque que dy divide d e c. Ora, pelo Teorema de Bézout, existem xq e yo,
tais que

(a,b)xo + cyo = do = dxg + cyo = da

mas como dy divide d e c, seque, pela propriedade 4 estudada na secao de divisibilidade,

que dy | ds e, portanto, di < dy. Enfim, dy = da, como queriamos mostrar.

Como exemplo, vamos calcular o seguinte problema.

e Pedrinho possui 24 bolas de gude azuis, 18 amarelas e 12 verdes. Ele deseja organiza-
las em grupos de mesma quantidade de bolas, independemente da cor, de forma que
cada grupo possua o maior nimero de bolas de gude possivel. Quantas bolas de

gude terd cada grupo?
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Para resolvermos o problema acima proposto, é necessario calcularmos (24, 18,12).

Inicialmente, calculemos (24, 18).

Figura 16 — Grade de divisoes sucessivas

1 3
24| 18| 6
] 0

Fonte: Produzido pelo autor

Pela grade de divisoes sucessivas da Figura 16, temos que (24, 18) = 6.

Por outro lado, pela grade de divisdes sucessivas da Figura 17, temos (12,6) = 6.

Figura 17 — Grade de divisoes sucessivas

2

12| 6

0

Fonte: Produzido pelo autor

Portanto, (24, 18,12) = 6. Sendo assim, cada grupo teré 6 bolas.

Uma outra forma de calcularmos o MDC entre dois inteiros com pelo menos um

diferente de zero, é pela decomposicao em fatores primos.
Para isso, vejamos antes a seguinte propriedade.

Propriedade (3). Sejam os inteiros positivos a = pi* - pg?---pi" e b = pfl -p§2 oepfn
O MDC de a e b serd o produto de todas as poténcias p°, tal que p pertence ao conjunto

de todos os primos que dividem simultaneamente a e b, onde s € o menor expoente de p.

Demonstracdo . Com efeito, seja d = p]* - p3?> -+ pI*, com v; = min {a;, 5;}. E claro
que, pela Proposicao 2.4.1 estudada na secao de Numeros Primos, d € divisor comum
de a eb. Seja ¢ um divisor comum de a e b, entao tem-se c = pfl -pg2 - pln mais ainda,

0 <{a;, Bi}, ou seja, d > ¢, donde concluimos que (a,b) = d.
n

Vamos, por exemplo, calcular mais uma vez (24, 18,12) utilizando esse método

apresentado. Temos, entao
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e 24=2%.3
e 18=2.32
e 6=2-3

Note que os primos 2 e 3 dividem simultanemente 24, 18 e 6. Mais ainda, o menor
expoente de tanto do 2 quanto do 3, ¢ 1. Portanto, (24,18,6) = 2 . 31 = 6.

Por fim, vamos ver mais uma propriedade que serd bastante 1til nas secoes seguin-

tes.

Propriedade (4). Sejam a e b inteiros nao nulos. Se a | bc e (a,b) =1, entdo a | c.

Demonstracao . De fato, pela propriedade 1, podemos escrever ra + sb = 1, com r,s

wnteiros. Multiplicando cada membro dessa igualdade por ¢, teremos
a(re) + s(be) = ¢

Como a | a(rc) e a | s(bc), seque, pela propriedade 4, estudada na segdo de divisi-

bilidade, que a | c.

Exercicios

Questao 48. Achar o mdzximo divisor comum dos nimeros 471 e 1176.

2n+8
4n+15

Questao 49. Provar que a fracdo € irredutivel para todo niumero natural n.

Questao 50. Sabe-se que a e b sao dois numeros naturais nao nulos tais que (a,b) = 11.

A grade de divisoes sucessivas é dada abaizo.

Figura 18 — Grade de divisoes sucessivas

2 1 3
a b 11

Fonte: Produzido pelo autor

Determine os valores de a e b.



Capitulo 2. A parte prdtica do trabalho 57

Questao 51. Dona Maria comprou 160 pirulitos, 198 caramelos e 370 chocolates para
presentear as criancas de sua rua. Para tanto, ela colocou os doces em sacolas de modo
que cada sacola contivesse um unico tipo de doce, que a quantidade de doces em cada sacola
fosse sempre a mesma e de modo que cada sacola contivesse a maior quantidade possivel
de doces. Depois de colocar os doces nas sacolas, Dona Maria percebeu que sobraram 7

pirulitos, 11 caramelos e 13 chocolates. Quantas sacolas Dona Maria fez?

Questao 52. O MDC de dois nimeros naturais € 10 e o maior deles € 120. Determine o

mator valor possivel para o outro numero.

Questao 53. Dividindo-se dois nimeros naturais pelo seu MDC, a soma dos quocientes

obtidos € igual a 8. Determine esses nimeros, sabendo que sua soma € 384.

Questao 54. (U.E. Londrina - PR) Para levar os alunos de certa escola a um museu,
pretende-se formar grupos que tenha iguais quantidades de alunos e de modo que em cada
grupo todos sejam do mesmo sexo. Se nessa escola estudam 1350 rapazes e 1224 garotas
e cada grupo deverd ser acompanhado de um unico professor, qual o nimero minimo de

professores necessdrios para acompanhar todos os grupos nessa visita?

Questao 55. Entre algumas familias de um bairro, foi distribuido um total de 144 cader-
nos, 192 ldipis e 216 borrachas. Essa distribuicao for feita de modo que o maior nimero
possivel de familias fosse contemplado e todos recebessem o mesmo nimero de cadernos,
0 mesmo numero de ldpis e o mesmo numero de borrachas, sem haver sobra de qualquer

materital. Determine o numero de cadernos que cada familia ganhou.

Questao 56. O mdzimo divisor comum de dois nimeros é 20. Para se chegar a esse re-
sultado pelo processo das divisoes sucessivas, 0s quocientes encontrados foram, pela ordem,

2,1,3 e 2. Ache os numeros.

Questao 57. Mostre que

a) (n,2n+1)=1
b) (n+1,2n) =1 ou 2
¢) 2n+1,5n+3) =1

Questao 58. Uma concessiondria vendeu no més de outubro n carros do tipo A e m
carros do tipo B, totalizando 216 carros. Sabendo-se que o numero de carros vendidos de
cada tipo foi maior do que 20, que foram vendidos menos carros do tipo A do que do tipo

B, isto é, n < m, e que (n,m) = 18, determine o0s valores de n e m .

Questao 59. (OBM 201/ - FIN2) Um nimero natural maior do que um € primo quando

tem somente dois divisores naturais: 1 e o proprio nimero. Assim, sao primos 08 nimeros
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2,8, 5,7, etc. Qual dos nimeros a sequir nao pode ser iqual o diferenca entre dois nimeros

primos?

a) 4
b) 6
¢) 7
d) 8

e) 9

Relatdrio

Nessa aula, falamos de um dos assuntos que sao cruciais na Teoria dos Numeros: O
maximo divisor comum de dois ou mais inteiros. No inicio, falamos que todos os presentes
ja tinham, de alguma forma, familiaridade com esse assunto, mas nessa aula abordaria-
mos sob uma perspectiva mais avancada, mostrando alguns fatos que, provavelmente,
eles nunca tinham estudado. Mostramos o conceito, fizemos alguns exemplos iniciais que
facilmente foram compreendidos pelos alunos e depois generalizamos um método para
resolucao do MDC, que é conhecido como Algoritmo de Euclides. Em seguida, vimos o
método utilizando as grades, finalizando com algo que deixou os alunos bastante interes-
sados pela simplicidade e, ao mesmo tempo pela riqueza de aplicacoes, que é o Teorema
de Bachet-Bezout e suas consequéncias. Prosseguimos a aula resolvendo alguns exercicios
da ficha e de olimpiadas de matematica e finalizamos com a aplicacao do “jogo Baralho

do M.D.C”, que esta descrito mais detalhadamente no apéndice desse trabalho.

Figura 19 — Alunos jogando o jogo Baralho do MDC

Fonte: Foto tirada pelo autor
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2.6 Minimo Maltiplo Comum - MMC

Plano de Aula

Tema: Minimo Miltiplo Comum e Aplicacoes

Objetivos:

Levar o(a) aluno(a) a:
e Compreender o conceito de MMC;
e Resolver problemas que envolvam a ideia de MMC;
e Compreender e aplicar as propriedades do MMC;

e Relacionar os conceitos de MMC e de MDC.

Conteddos:

MMC, Maultiplos e Divisores de um inteiro.

Metodologia:
Iniciaremos a aula definindo o conceito de MMC e, em seguida resolveremos pro-

blemas relacionados com o assunto retirados de olimpiadas de matemética.

Avaliacao:

Cada discente seréd avaliado através da participacao nas discussoes.

Recursos Didaticos:

Quadro branco, pincel, aparelho de som, notebook, data-show e apostila.
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Referéncias:
e Fomin, Dmitri. Circulos Matematicos. Rio de Janeiro: IMPA, 2012.

e Hefez, Abramo. Elementos de Aritmética. 22 ed. Rio de Janeiro: SBM,
2011.

e Mauricio, Eufélix Monteiro.Uma proposta de Sequéncia Didatica para
0 Ensino de MDC e MMC na Educacao Basica. 2014.46f. Dissertacao
(Mestrado Profissional em Matemética). Universidade Federal do Espirito

Santo, Vitoria.

e Moreira, Carlos Gustavo Tamm de Aratjo. Tépicos de Teoria dos Nu-
meros. Rio de Janeiro: SBM, 2012.

Texto didatico

Suponhamos que no alto de uma torre de uma emissora de televisao duas luzes
piscam com frequéncias diferentes. A primeira pisca 15 vezes por minuto e a segunda pisca
10 vezes por minuto. Se num certo instante as luzes piscam simultaneamente, apos quantos
segundos elas voltarao a piscar simultaneamente?. Para resolvermos esse problema de uma

maneira muito pratica, estudaremos o conceito de MMC (menor miltiplo comum).

Definicao 2.6.1. Sejam a e b inteiros nao nulos. Chamamos de menor miltiplo comum
de a e b, e indicamos por [a,b], o inteiro positivo m tal que m € o menor nimero que €

divisivel por a e b ao mesmo tempo.

Por exemplo, considerando M (n) o conjunto dos multiplos positivos de um inteiro

n, temos que

o M(24) = {24,48,72,96,120,144, ...} e

e M (30) = {30,60,90, 120, 150, ...}.

Notemos que 120 é o menor nimero da lista que é divisivel ao mesmo tempo por 24 e 30,
ou seja, ¢ 0 menor nimero inteiro positivo que ¢ miltiplo a0 mesmo tempo de 24 e 30.
Portanto, [24,30] = 120.

Um método bastante pratico para o célculo do MMC de dois inteiros dados sera
visto a seguir, utilizando a decomposicao em fatores primos, assim como foi feito para o

MDC. Mas antes disso, observemos a seguinte defini¢ao:
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Definicao 2.6.2. O inteiro positivo m é chamado de MMC dos inteiros positivos by, ba, ..., by,
se m for um maltiplo comum de by, bs,....b, e se, para todo miltiplo comum m’ de

b1, ba, ..., by, ocorre que m | m/.

Para utilizar esse método, considere by, by, b3, ..., b, inteiros nao nulos. Decompondo
em fatores primos cada nimero desse, temos que [bs, b, ..., b,| serd o produto de todos os
fatores primos, comuns e nao-comuns a eles cada um elevado ao maior expoente que apa-
rece “acompanhado” cada um dos fatores primos. E claro que se algum b;, i € {1,2,3,...,n}

é negativo, basta decompor |b;|.

Vamos, por exemplo calcular [18, 24, 30]. Temos

o 18=2-32
e 24=2.3
e 30=2-3-5.

Temos entao que [18,24,30] = 23-32-5 = 360. Note que tal procedimento também poderia
ser realizado através do seguinte método, que consiste em colocar os trés nimeros um ao
lado do outro, separados por virgulas e com uma barra vertical a direita desses nimeros
e, assim, realizamos as divisoes sucessivas. Abaixo de cada numero colocamos o quociente
da divisao de cada um deles pelo menor primo que divide pelo menos um deles. Se algum
deles nao for divisivel por esse primo, ele é repetido na linha seguinte. O procedimento

termina quando todos os quocientes forem iguais a 1. Observe:

Figura 20 — Divisoes sucessivas

18 24, 30| 2
9,12, 15| 2
9, 6, 15 2
9, 3, 15| 3
3 L 5| 3
1, 1, 5| 5
1, 1, 1

Fonte: Produzido pelo autor

Portanto, [18,24,30] = 23 - 3% - 5 = 360.

Agora, vejamos uma situagdo bastante interessante. Ja vimos anteriormente que

[24,30] = 120. Calculando (24, 30), teremos
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©24=2%.3

e 30=2-3-5.

Pelo que vimos na segdo de MDC, temos que (24,30) = 2 -3 = 6. Efetuando
[24,30] - (24, 30), teremos

[24,30] - (24,30) = 120 - 6 = 24 - 30

Vejamos agora outro exemplo. Temos [6,9] = 18, (6,9) = 3 e [18,9] - (18,9) =
3-18=6-9.

Serd que isso sempre serd verdade? Veremos mais adiante um teorema importante
que generaliza esse fato. Mas antes, estudaremos dois lemas que fundamentarao a prova

desse teorema.

Lema 2.6.1. Sejam a e b inteiros nao nulos e (a,b) = d. Sendo a = dm; e b = dms,

entao (my,ms) = 1.
Demonstracao . Suponhamos que (my,ms) = k, tal que k > 1. Sendo assim, teremos
e my =kny = a=dkn = dk|ae

om2:kn2=>b:dkn2=>dk]b

Dai, concluimos que dk é um divisor comum de a e b. Como, como por hipotese k > 1,
teremos dk > d, o que é absurdo pois d é o maior divisor comum de a e b. Portanto,

(ml,mg) =1.

Lema 2.6.2. Sejam a e b inteiros nao nulos e [a,b] = m. Sendo m = ak; e m = bks,
entao (ky, ko) = 1.

Demonstracao . Suponhamos que (ki,ks) =1, tal que | > 1. Sendo assim, teremos

o ki =1Ilri=m=ualr

o ko =lry = m = blrs.

Das duas igualdades acima, concluimos que

alr; = blry = ar; = brs.
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Se my1 = ary = bry, temos my < m. Como my € um multiplo comum de a e b e menor

que m, chegamos a um absurdo, pois o [a,b] = m. Portanto, (ki,ks) = 1.

Agora, vejamos o seguinte teorema.
Teorema 1. Sejam a e b inteiros nao nulos. Entao (a,b) - [a,b] = |ab|.

Demonstracao . Seja (a,b) = d. Entao

e a—=dhe

o b=dhs.
Dai, pelo Lema 2.6.1, temos que (hy, hy) = 1. Sejam também |a,b] = m. Temos que

em=aq; e

o m = bay.
Sendo assim, pelo Lema 2.6.2, temos (a1, as) = 1. Podemos escrever, entao

e m=axa; = dhjoy
® M = bOéQ = thO./Q.

Dai, temos que dhiay = dhoas = hyoy = heay. Portanto, hy | hocs. Mas, como
(h1,he) = 1, s6 nos resta concluir que hy | as. Analogamente, temos hy | hy - ay. No
entanto, como jd foi visto antes, (hy, hy) = 1, concluimos que hy | ay. Utilizando a mesma
argumentacao, chegaremos a conclusio que as | hy e que aq | he e, consequentemnte

e hi =ay e que

L4 hQZCYl.

Por fim, teremos

d2 2
ab = dhidhy = dPoqay = 220 ET 22 = 22
a b ab

Donde segue que |ab| = dm, como queriamos demonstrar.
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Observacao: uma importante consequéncia desse fato é que sendo a e b inteiros

nao nulos e primos entre si, ou seja, (a,b) = 1, temos

(a,b) - [a,b] = ab = [a,b] = ab

Para finalizarmos, vamos resolver o problema proposto no inicio da secao. O pro-

blema era o seguinte:

e Suponhamos que no alto de uma torre de uma emissora de televisao duas luzes
piscam com frequéncias diferentes. A primeira pisca 15 vezes por minuto e a segunda
pisca 10 vezes por minuto. Se num certo instante as luzes piscam simultaneamente,

apos quantos segundos elas voltarao a piscar simultaneamente?

Solugao. Se a primeira pisca 15 vezes por minuto, € claro que ela vai piscar a cada
60 = 15 = 4 sequndos. Por outro lado, a sequnda ird piscar a cada 60 - 10 = 6 sequndos.
Se num certo instante ambas piscam simultaneamente, para encontarmos apos quanto
sequndos vao piscar ao mesmo tempo, basta calcularmos o MMC entre 6 e 4. Pelo método

que estudamos, temos

Figura 21 — Divisoes sucessivas

6,
3,
3.

1,

4|12

= b2
L

Fonte: Produzido pelo autor

Portanto, [6,4] = 2% -3 = 24. Sendo assim, a resposta é 24 sequndos.

Exercicios

Questao 60. (PROFMAT - 2011) O mdzimo divisor comum entre dois nimeros naturais

€ 16 e o minimo miltiplo comum desses mesmos nimeros ¢ 576. Podemos garantir que

a) os dois nimeros sdo maiores do que 50.
b) o produto dos dois nimeros é maior que 8000.
¢) os dois nimeros sao miltiplos de 32.

d) os dois nimeros sao divisores de 96.
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e) um dos nimeros € mailtiplo do outro.

Questao 61. O MMC de dois nimeros a e b vale 60 ¢ o MDC' de ambos vale x.

Determine todos os pares de niumeros que satisfazem a condi¢ao:

Questao 62. (COLEGIO NAVAL) Qual a diferen¢a de dois nimeros naturais, que tém

para produto 2304, e para mdximo divsor comum o numero 129

a) 180
b) 72
c) 0

d) 192
¢) 168

Questao 63. (COVEST MAT 2 /06) Os naturais 2° - 3™ -5 ¢ 2P - 37 - 5" tém mdzimo
divisor comum 26 - 3% . 5% e minimo mailtiplo comum 28 - 37 - 5". Calcule 0s naturais m, n

e p e indique sua soma.

Questao 64. Um doente precisa tomar os remédios A, B e C a cada 3, 4 e 5 horas,
respectivamente. Ele tomou o remédio A ds 2h da manha, o remédio B as 3h da manha e
o remédio C as 4h da manha. Sabendo que ele vai tomar os remédios por 30 dias, quantas

vezes ele tomard os trés remédios simultaneamente?

Questao 65. O MDC de dois nimeros € igual a 3 e 0 MMC' desses mesmos nimeros é

wgual a 42. Determine os possiveis valores desses niumeros.

Questao 66. Se 0s ovos em uma cesta sao separados em grupos de 2, 3, 4, 5 e 6, sobram
1, 2, 3, 4 e 5 ovos, respectivamente. Se esses ovos sao separados em grupos de T, nao

sobram ovos. Qual é o menor numero possivel de ovos na cesta?

Relatério

Nessa aula, estudamos o conceito de menor multiplo comum de dois ou mais in-
teiros dados e a relacao fundamental que diz que o produto do MMC e MDC de dois
inteiros é igual ao produto desses inteiros. Fizemos varias aplicagoes resolvendo questoes
de olimpiadas de mateméatica. Nesse momento do curso, os alunos nao tiveram muitas

dificuldades de compreender os temas abordados.
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2.7 Equacdes Diofantinas

Plano de Aula

Tema: Equagoes Diofantinas

Objetivos:

Levar o(a) aluno(a) a:

Estudar aplicagoes das equagoes diofantinas na resolucao de situagoes pro-

blemas;

Resolver eficientemente uma equacao diofantina;

Estudar a relacao entre equacoes diofantinas e a geometria,;

Mostrar uma das aplicagoes do Teorema de Bezout.

Contetdos:

Equacoes Diofantinas, MDC, Teorema de Bezout .

Metodologia:
Iniciaremos a aula com o “jogo da escova diofantina” para depois darmos a de-
finicao formal de uma equacao diofantina. Posteriormente, resolveremos alguns

exercicios sobre o assunto.

Avaliacao:

Cada discente seréd avaliado através da participacao nas discussoes.

Recursos Didaticos:

Quadro branco, pincel, aparelho de som, notebook, data-show e apostila
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Referéncias:

e Bispo, Dinguiston dos Santos.Equacoes Diofantinas Lineares e suas
Aplicagdes.2013.76 f. Monografia (Licenciatrua em Matematica). Univer-
sidade Estadual do Sudoeste da Bahia, Vitéria da Conquista.

e Costa, Eduardo S..Equacoes Diofantinas Lineares e o Professor do
Ensino Médio. 2007. 119f. Dissertacao. Mestrado Académico em Educacao

Matematica. Pontificia Universidade Catolica de Sao Paulo, Sao Paulo.
e Fomin, Dmitri. Circulos Matematicos. Rio de Janeiro: IMPA, 2012.

e Hefez, Abramo. Elementos de Aritmética. 2% ed. Rio de Janeiro: SBM,
2011.

e Moreira, Carlos Gustavo Tamm de Araijo. Topicos de Teoria dos Ni-
meros. Rio de Janeiro: SBM, 2012.

e Santos, Rafael Prado. Uma Proposta de Ensino de Equagoes Dio-
fantinas Lineares no Ensino Basico Utilizando a Metodologia de
Resolucao de Problemas. 2014.78f. Trabalho de Conclusao de Curso Su-
perior em Licenciaturra Plena em Matemaética. Instituto Federal de Educa-

¢do, Ciéncia e Tecnologia de Sao Paulo (IFSP), Sao Paulo.

Texto didatico

Suponhamos a seguinte situacao: Pedro deseja comprar selos de 5 reais e de 3 reais
e, para isso, quer gastar exatamente 50 reais. De quantas maneiras ele pode fazer essa

compra?

Para resolvermos o problema acima, chamemos de x e y a quantidade de selos de

5 reais e 3 reais, respectivamente. Entao, chegaremos a seguinte equacao:

5z + 3y = 50,

onde devemos encontrar x e y inteiros positivos.

A equacao encontrada é um exemplo do que chamamos de equacao diofantina e
seré objeto de estudo nessa secao. O nome diofantina é uma homenagem ao matematico
grego Diofanto (214-299 d.C) considerado por muitos como o “pai da Algebra”. Sua obra
“Arithmetica”, que foi escrita por volta de 250 d.C, j& traz referéncias a esses tipos de

equacoes e como resolveé-las.
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Figura 22 — Capa do livro Arithmetica

Fonte: google

Definicao 2.7.1. Chamamos de Equacgao Diofantina, toda equacao da forma

ar +by =c, com a,b,c €Z ea,b#0

Na equacao b5x + 3y = 50, temos a = 5, b = 3 e ¢ = 50. Vejamos mais exemplos de

equacoes diofantinas:

e 3z +y =100
o v +y=23
e dxr+6y=9

Na equacao resultante do problema proposto no inicio da segao, uma possivel
solucao seria x = 4 e y = 10. Mas, serd que sempre uma equacgao diofantina tera solugao?
Veremos, através da proposicao a seguir que a resposta é nao e, mais ainda, analisaremos
quais as condicoes para que ela possua solucao. Um outro ponto a ser destacado é que
quando falamos de solu¢ao de uma equacao diofantina, estamos em busca de nimeros

inteiros que satisfazem essa equacao.
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Proposicao 2.7.1. A equacao diofantina
ar +by=c, com a,b,c € Z ea,b+#0

possui solugdo se, e somente se, (a,b) = d | c. Mais ainda, se o par (xg,yo) € uma solugdo
dessa equagao, temos que o conjunto dessa equacao serd formada por todos os pares de

inteiros (x,y) da forma

b a
x:xo—l—tc—i e y:yg—t6—i7 onde t € 7.

Demonstracao . Suponhamos, por hipdtese, que o par (xo,yo) seja uma solugao da equa-
¢Go. Logo, teremos axg + byg = c. Como d | a e d | b, temos que d | ¢, pela propriedade 6

estudada na secao de divisibilidade.

Da mesma forma, se d | ¢, ezriste ¢ € 7 de forma que ¢ = qd. No entanto, pelo
Teorema de Bézout, existem dois inteiros xqg e Yo tais que axg+byy = d. Dat, multiplicando

0s dois membros dessa tiltima igualdade por q, teremos
aqry + bqyy = dq = c

Portanto, o par (r1,y1), com 1 = xoq € Y1 = Yoq € solucao da equagao difantina inicial.

Agora, considerando a solug¢io (xo,yo) € seja o par (x,y) uma outra solu¢do da

equacgao difantina. Sendo assim, axg + byy = ax + by. Entao
a(x — x0) = b(yo — y),

e dividindo essa ultima igualdade por d, teremos

(Yo — ¥)-

ISUIS S

(. — ) =

Ul e

b

Mas, como (§,5) = 1, pelo Lema 2.6.1, cocluimos que § | (x — x0). Portanto,

a b
d’d
existe t € Z tal que

$—$0:t32>$:$0+t37

e fazendo a substituicao sequinte, teremos

Ca—0) = (o —y) > 50 = (o —y) = 19 = yo -
donde concluimos que
a
=9y — t—
Y=T%o d
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Observacao: Em termos de solugao de uma equacgao diofantina, s6 tem duas pos-

sibilidades. S&o elas:

e Nao possui solugoes

e Possui infinitas solugoes

Por exemplo, vamos resolver 15x + 10y = 20.

Solucao. Inicialmente, observemos que (15,10) =5 e que 5 | 20. Logo, é garantido que
essa equacao possut solucao. Vamos encontrar uma solucao particular e, assim, encontrar
a solugao geral. Utilizando o algoritmo de Euclides para calcular (15,10), encontraremos

as sequintes tqualdades:

15 101+ 5,
10 = 5-2+0.

dat, temos que 5 = 15 -1 — 10 - 1. Multiplicando essa igualdade por 4, teremos, 20 =
15-4410- (—4). Portanto, xo = 4 e yo = —4 sao solugdes particulares dessa equacio e a

solucao geral dessa equacao serd

10 15
r=ddtp =442 e y=—d-—t=-4-3

. Para t = 2, por exemplo, teremos x =4+2-2=8 ey =—4—3-2= —10. De fato,
15-8+10- (—10) = 120 — 100 = 20.

Iremos agora resolver a equacao gerada pelo problema do inicio da secao, a saber

5x 4+ 3y = 50. Mais uma vez, pelo algoritmo de Euclides, temos

5 = 3-1+2,
3 = 2.1+1,
2 = 1-1+1. (2.3)

Da primeira e segunda igualdade temos

1=3-2-1e2=5-3-1.

Usando essas duas tltimas, vamos obter
1 = 3-2-1
= 3-(5-3-1)-1
= 5.-(=1)+3-(2), (2.4)
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mas, multiplicando por 50 essa tltima igualdade, teremos
5-(=50) 4+ 3 - (100) = 50

e dai, temos g = —50 e yg = 100 solucoes particulares dessa equacao, donde concluimos

que a solucao geral sera, para t € 7Z,
r=—-050+3t e y=100—5¢

No entanto, pela natureza do problema, as solucoes devem ser naturais. Para

encontra-las, basta fazermos
50
—504+3t>0=1t> 3 =te{17,18,19, ...},
e mais ainda
100
100-5t>0=t< ?:>t§20:>t€ {20,19,18,17, ...},

e dai, t € {17,18,19,20}.

Para acharmos as solucoes do problema, temos

parat =17, x =1e y = 15,

parat =18, x =4 ey = 10,

parat =19, x =Tey =5,

para t = 20, x = 10 e y = 20.

Exercicios

Questao 67. Resolva as sequintes equacgoes:

a) 8z + 13y = 23
b) 4z + 8y = 30
c) 9z - 6y = 6

d) bz + 3y = 12

Questao 68. Numa criacao de coelhos e galinhas, contaram-se 400 pés. Quantas sao as
galinhas e quantos sao os coelhos, sabendo que a diferenca entre esses dois nimeros € a

menor possivel?

Questao 69. Dispondo de R§ 100,00, de quantas maneiras podemos comprar selos de R
5,00 e R$ 7,007
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Questao 70. Subindo uma escada de dois em dois degraus, sobra uma degrau. Subinda a
mesma escada de trés em trés degraus, sobram dois degraus. Determine quantos degraus

possui a escada, sabendo que seu niumero € multiplo de 7 estd compreendido entre 40 e 60.
Questao 71. (COLEGIO NAVAL - 2012 - ADAPTADA) Quais valores de x e y que
fazem com que de 2160x + 1680y resulte no menor valor positivo?

a) x—1ley =2

b) x=3ey =/

c)x=-8ey =-4

d) z=-8ey =/

Questao 72. Determinar o menor inteiro positivo que dividido por 8 e por 15 deiza os

restos 6 e 13, respectivamente.

Questao 73. Determinar as duas menores fragoes positivas que tenham 13 e 17 para

denominadores e cuja soma seja igual a 557 .

Relatério

Nessa aula, resolvemos muitos exercicios contextualizados. Iniciamos com o “jogo
da escova diofantina” e, em determinado momento da aula, comecamos uma discussao
sobre o porqué de um contetdo tao interessante e que possui tantas aplicagoes nao ser
trabalhado no ensino basico. Por fim, fizemos uma relagdo das equacoes diofantinas com

o estudo das retas.

2.8 Congruéncias

Plano de Aula

Tema: Congruéncias e Aplicagoes

Objetivos:

Levar o(a) aluno(a) a:
e Compreender o conceito de congruéncias;
e Estudar as propriedades da aritmética dos restos;

e Estabelecer critérios de divisibilidade para nimeros naturais.
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Contetdos:

Estudo da congruéncia modular e suas propriedades.

Metodologia:

Iniciaremos a aula lendo um texo cujo titulo é “Sexta-feira 13” da Revista RPM,
pagina 43, que encontra-se no apéndice desse trabalho. Esse texto traz uma boa
introducao para trabalharmos a ideia de analisarmos o resto das divisoes aplica-
dos a uma situacao do cotidiano. Em seguida, falaremos da definicao formal de
congruéncia modular, resolveremos alguns exercicios interessantes e falaremos de

algumas outras aplicacoes da aritmética modular.

Avaliacao:

Cada discente seréd avaliado através da participacao nas discussoes.

Recursos Didaticos:

Quadro branco, pincel, aparelho de som, notebook, data-show e apostila

Referéncias:
e Fomin, Dmitri. Circulos Matematicos. Rio de Janeiro: IMPA, 2012.

e Fonseca, Rubens. Teoria dos Ntumeros. Belém: Universidade Estadual do
Para (UEPA), 2011.

e Hefez, Abramo. Elementos de Aritmética. 22 ed. Rio de Janeiro: SBM,
2011.

e Moreira, Carlos Gustavo Tamm de Aratjo. Tépicos de Teoria dos N1u-
meros. Rio de Janeiro: SBM, 2012.

e Oliveira, Maycon Costa de.Aritmética: Criptografia e outras aplica-
¢oes de Congruéncias.2013.74 f. Dissertagdo (Mestrado Profissional em

Matematica). Universidade Federal do Mato Grosso do Sul, Campo Grande.

Texto didatico

O estudo da aritmética modular introduz o conceito de congruéncias, linguagem
que foi desenvolvida por Karl Friedrich Gauss no inicio do século XIX e faz parte da

Teoria dos Niumeros e ¢ de grande importancia pois possui muitas aplicacoes nos dias
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atuais como por exemplo na criptografia e na geragao de nimeros pseudoaleatorios. Este
conceito ¢é util ainda para a resolucao de problemas bastante interessantes, cuja resolucao
seria muito engenhosa sem o uso dessa ferramenta matematica. Por exemplo, considere

os seguintes problemas abaixo:

1. Que horas serao daqui a 50 horas?

2. No ano de 2006 o dia 1° de janeiro foi em um domingo. Que dia da semana serd o

186° dia desse ano?

7301

3. Qual é o resto da divisao de 1 por 57

Problemas como esses podem ser facilmente resolvidos, utilizando-se as propriedades da

congruéncia.

Definicao 2.8.1 (Aritmética Modular). A aritmética modular é um sistema em que
as operacoes entre numeros inteiros sao feitas em mddulo um outro inteiro n, positivo
e diferente de zero. Para isto definimos que um inteiro a é congruente a outro inteiro b
modulo m, m € Z, m > 1, se a divisao de a e b por m deizam o mesmo resto. Indica-se
a="b (modm). Por exemplo, 9 =5 (mod 4) pois, ambos deizam restos 1 na divisao por
4. Temos também que, 15 =2 (mod 13).

Proposicao 2.8.1. a = b (modn) < a — b é divisivel por m.
Demonstracao . De fato, se a e b deizam o mesmo resto na divisao por m, temos
a=mq +1r. e b=mqg+ry, com 0<ri<me0<ry<m

mas como, por hipdtese, 11 = 1o, temos a —b = mq; +11 — (Mmge +12) = m(q1 — q2), donde

concluimos que m | (a — b).

Vamos provar agora a outra implicacdo. Temos a —b = mqy +r; — (mqg +12) =
m(qr—q2)+ (r1—7r2). Mas, comom | (a—b) em | m(q1 —qz), concluimos que m | (ry —rs).
No entanto, notemos que —m < ri —ro < m. Porém, como ri — ry € um maltiplo de m
e, entre —m e m, o unico multiplo de m é 0, concluimos que ry —ry = 0, o que resulta

" = Ta.

As propriedades abaixo serao importantes na resolucao de varios exercicios.

Propriedades. Sejam a,b, ¢ e m inteiros, m > 1 en € N, entao

1. a=a (modm). (Reflexividade)
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2. Sea=0b(modm) , entdo b= a (modm). (Simetria)

3. Sea=0b(modm) eb=c (modm) , entao a =c (modm). (Transitividade)
4. Sea=b (modm) ec=d (modm) , entao a+c=b+d (modm).

5. Sea=b(modm) ec=d (modm) , entdo ac = bd (mod m).

6. Se a=0b (modm), entio a™ =b" (modm), ¢ € N.

7. a+c=b+c (modm) < a=>b (modm).

8. Se ac = bc (modm) e (¢,m) =1, entdo a = b (mod m).

9. Sea=0b(modm;),i=1,2,....,r, entao a = b (mod [my, ma, ..., m,]).

Demonstragao . Vejamos a demonstracao de cada uma dessas propriedades.

1 De fato, m | (a — a) para todo a € Z.
2 Com efeito, se m | (a —b), entdo m | (b — a).

3 De fato, se m | (a —b) em | (b—c), entao m | (a —b) + (b —c¢). Dai, m | (a — ¢),

donde concluimos que a = ¢ (mod m).

4 De fato, se m | (a—0) em | (c—d), entao m| (a—0)+ (c—d) = (a+c)— (b+d),

0 que mostra que a4+ c=b+d (modm).

5 Note que ac — bd = a(c — d) + d(a — b). Portanto, m | (ac — bd). Dai, ac = bd

(mod m).

6 Com efeito, utilizando a propriedade 5 reiteradamente, temos

g.a.a.a...@z@.b.b.b.-.b(modm)7
nf(;gres nfc;f;res

0 que mostra que a" = b" (modm).

7 De fato, como (a+c¢)—(b+¢)=a—>b, entaiom |a—b< m | (a+c)— (b+c).
Dai, a4+ c=b+c (modm) < a =b (modm).

8 Com efeito, se ac = bc (mod m), entdo m | (ac — bc) = c(a — b). No entanto, sendo

m e ¢ primos entre si, temos que m | (a —b), o que mostra que a = b (mod m).

9 Com efeito, como a =b (modm;),i =1,2,...,r, entao m; | (a—0b), para todo i. Sendo
assim, (a —b) é um maltiplo de cada m;, donde seque que [my,my,...,m,] | (a —b),

como queriamos demonstrar.
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Observacao: As trés primeiras propriedades descritas anteriormente, permite-nos dizer que

a congruéncia modular é uma relacao de equivaléncia no conjunto dos niimeros inteiros.

Vejamos um exemplo bastante interessante que aborda algumas das propriedades
vistas anteriormente. Iremos mostrar que, para todo n € N, 101" — 1 & divisivel por 70. E
claro que para isso, basta mostrar que 101" = 1 (mod 70). Com efeito, 101 = 3 (mod 7).
Da propriedade 6, temos 1016 = 3% (mod 7). Mas, 3% = 1 (mod 7). Dai, pela propriedade
3,101 = 1 (mod 7) e, pela propriedade 6, para todo n € N, teremos 101" = 1 (mod 7).
Além disso, temos 101 = 1 (mod 10). Sendo assim, temos 101°® = 1 (mod 10). Portanto,
pela propriedade 9, 101" = 1 (mod [7,10]), ou seja, 101" = 1 (mod 70), como querfamos

mostrar.

Um outro exemplo seria calcularmos o resto da divisao de 50%° 4 353 por 3. Utili-
zando as propriedades das congruéncias estudadas, tal calculo sera bastante simples. Para
isso, notemos que 50 = —1 (mod 3). Portanto, 50*° = (—1)?° = 1 (mod 3). Temos também
que 35 = —1 (mod 3) e, portanto, 35% = (—1)3 = —1 (mod 3). Utilizando a propriedade
4, temos que 502 + 353 = 1+ (—1) = 0 (mod 3), mostrando que o resto da divisdo de
502 + 35% por 3 ¢ 0.

Agora, vamos ver importantes consequéncias dessas propriedades que serao bas-

tante uteis na resolucao de alguns problemas muito interessantes.
Proposicao 2.8.2. Sejam a,b € Z e n € N. Temos que (a —b) | (a" — b™).
Demonstracao . De fato, em particular sendo m = a — b, temos a = b (mod m), pois é

claro que a—b | a—b. Da propriedade 6, temos a™ = b" (mod m), o que prova a proposi¢ao.

Proposi¢ao 2.8.3. Sejam a,b € Z e n € N. Entdo, (a+ b) | (a®"T! + p*"1).

Demonstracao . Com efeito, considerando em particular m = a + b, temos a = —b
(mod m). Como, para todo n € N, temos que 2n + 1 € um ndmero impar, € facil ver que

a®tt = — " (mod m), o que prova a proposicdo.

Proposicao 2.8.4. Sejam a,b € Z e n € N. Entao, temos que (a+ b) | (a*" — b*").

Demonstracao . Mais uma vez, considerando m = a+b, verificando que a = —b (mod m)
e que, para todo n € N, o nimero 2n é par, facilmente observa-se que a** = b*" (mod m),

como queriamos demonstrar.
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Como exemplo, vamos mostrar que, para todo n € N, 11 | (10***! + 1). De fato, pela
proposi¢ao 2.8.3, 11 = (10 + 1) | (10*"* + 12*F1) = 10>"*! + 1, como querfamos

demonstrar.

Por fim, veremos uma definicao que serd importante nas secoes que estao por vir.

Definicao 2.8.2. Um inteiro a é dito inversivel mddulo m se existir um outro inteiro o

tal que

a-a = 1(modm)

Por exemplo, 2 e 4 sao inversiveis mddulo 7, pois 2-4 =8 =1 (mod 7).
Proposicao 2.8.5. Se um inteiro a € inversivel modulo m, entdo (a,m) = 1.

Demonstracao . De fato, como por hipdtese a € inversivel modulo m, temos que
a-a =1 (modm) = ad =mk+1= ad —mk =1,
dat, pela Propriedade 1 da se¢ao de MDC, temos que (a,m) = 1.

Vejamos como o problema 3 proposto no inicio da secao serd resolvido facilmente
utilizando-se as propriedades estudadas nessa secao. O problema consiste em saber qual
é o resto da divisio de 17%°! por 5. E simples verificar, inicialmente, que 17 = 2 (mod 5).
Dai, temos que 17% = 22 = 4 = —1 (mod 5). Portanto,

(172)150 = 17300 = (—1)50 = 1 (mod 5)

No entanto, como 17 = 2 (mod 5), teremos

173917 = 1-2 (mod 5) = 17" = 2 (mod 5)

Mostrando assim que o resto dessa divisao é 2. Sem o uso dessas propriedades,

encontrar esse resultado seria um processo bastante engenhoso.

Exercicios

Questao 74. Ache o resto da divisao de

a) T por 51



Capitulo 2. A parte prdtica do trabalho 78

b) 2% por 11

Questao 75. Mostre que, para todo n € N,

a) 910" -1
b) 83" —1
¢) 310" — 7"

d) 13| 9% — 21
6) 17 | 102n+1 + 72n+1

Questao 76. (COLEGIO NAVAL) O nimero a, dividido por 11, deiva resto 2 e b, di-
vidido pelo mesmo divisor, deizar resto 3. Calcule o menor nimero a ser subtraido de

a® + b2, para que se obtenha um mailtiplo de 11.
Questao 77. Prove que, para todo n € N, 3 — 267 ¢ divisivel por 35.
Questao 78. Mostre que a equacio x> — 117y> = 5 nao possui solugoes inteiras.

Questao 79. Mostre que para todo n € N, € verdade que 13|7*"+1 + 6271,

Relatério

Nessa aula, estudamos conceito de congruéncia modular, demonstrando as pro-
priedades e chamando por vezes os alunos para irem até o quadro e resolverem alguns
problemas desafiantes, inclusive alguns problemas do Teste 1. Para nossa surpresa, os alu-
nos demonstraram bastante desenvoltura na resolucao dos exercicios, mostrando-se mais

uma vez surpresos com as aplicacoes das propriedades estudadas.

2.9 Teorema de Euler e Fermat

Plano de Aula

Tema: Teorema de Euler e Fermat e aplicacoes

Objetivos:

Levar o(a) aluno(a) a:
e Aplicar na resolucao de problemas o Teorema de Euler;

e Aplicar na resolucao de problemas o Teorema de Fermat.
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Contetdos:

Estudo do Teorema de Euler e Fermat.

Metodologia:

Iniciaremos a aula propondo alguns desafios que cujas resolugoes serao bastante
engenhosas com objetivo de levar os alunos a pensarem em uma maneira mais
pratica de resolvé-los. A partir dai, definiremos a funcao “fi” de Euler e, em seguida,

trataremos de uma maneira mais formal os conceitos a serem estudados.

Avaliacao:

Cada discente seréd avaliado através da participacao nas discussoes.

Recursos Didaticos:

Quadro branco, pincel, aparelho de som, notebook, data-show e apostila

Referéncias:
e Fomin, Dmitri. Circulos Matematicos. Rio de Janeiro: IMPA, 2012.

e Hefez, Abramo. Elementos de Aritmética. 22 ed. Rio de Janeiro: SBM,

2011.

e Moreira, Carlos Gustavo Tamm de Aratjo. Tépicos de Teoria dos N1u-
meros. Rio de Janeiro: SBM, 2012.

Texto didatico

0M9 por 23 ? Bem, apesar de ja termos conhecimento

Qual é o resto da divisao de 40
de varias propriedades da congruéncia modular, o problema proposto nao seria tao simples
de ser resolvido. No entanto, estudaremos a seguir o teorema de Fuler e, em seguida,
o teorema de Fermat, que serao ferramentas tteis na resolucao de problemas em que
queremos achar o resto da divisao de inteiros por nimeros primos. Como ja foi dito
antes, esses dois matematicos muito contribuiram para o desenvolvimento da Teoria dos

Niameros.
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Figura 23 — Leonhard Fuler

Fonte: google

Vejamos inicialmente a seguinte definicao:
Definicao 2.9.1. Seja m € N*. Seja m = p{* - p5® - ... - pS* a decomposi¢ao de m em
fatores primos. Definimos:
p(m) =pi - pg> i (= 1)(p2 — 1) (pa — 1),
onde
p:N*— N,
¢ chamada de funcao fi de Euler.

Por exemplo, vamos calcular ¢(20). Como 20 = 22-5, entao p(2%-5) = 227 1.5171(2—
1)(5—1) = 8. E qual ¢ o valor de ¢(36)?. Ora, p(36) = ©(22-3?) = 2271.3271(2—1)(3—1) =
12.

Note que se se p é primo, entdo ¢(p) = p — 1. De fato, pela defini¢ao vista,
o(p) =p" - (p—1) =p— 1. Por exemplo, p(23) =23 — 1 = 22.

A funcao ¢ é de grande utilidade na Teoria dos Numeros, em especial no estudo

do Teorema de Euler e do Teorema de Fermat.

Os préximos exemplos serao fundamentais para a sequéncia do nosso estudo.
e Exemplo 1 - Qual é o resto da divisao de 7°° por 207

Para resolvermos esse problema, notemos que

7 =9 (mod 20) = 7* = 81 = 1 (mod 20) = 7° = 1 (mod 20)
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Mas, como 50 = 8 - 6 + 2, temos

70 = (7% .7 =1-7* =9 (mod 20)
Portanto, o resto da divisao de 7% por 20 é 9.
e Exemplo 2 - Qual é o resto da divisao de 3'% por 347

Mais um vez, utilizando as propriedades de congruéncias estudadas, temos que

3' =81 =13 (mod 34) = 3° = 169 = —1 (mod 34) = 3'° = 1 (mod 34).

Mas, como 100 = 16 - 6 4+ 4, temos

3100 — (316)6. 31 = 1. 3! = 13 (mod 34),

donde concluimos que o resto dessa divisao é 13.

Notemos, porém, que (7,20) = (3,34) = 1 e que para resolvermos o exemplo 1,
foi crucial descobrirmos que 78 = 1 (mod 20) e, no exemplo 2, que 3'° = 1 (mod 34). No
entanto, é facil ver que p(20) = ¢(22-5) = 227 1.5!71.(2—1)-(5—1) = 5-4 = 8. Mais ainda,
também ¢ bastante simples verificarmos que ¢(34) = 2'71-17'71(2—1)(17—1) = 16. Em

outras palavras, nesses dois exemplos, podemos observar que
7920 =1 (mod 20) e que 39°3Y =1 (mod 34)

Esses dois fatos observados podem ser generalizados com o seguinte teorema.
Teorema 2.9.1 (Teorema de Euler). Sejam m,a € N comm > 1 e (a,m) = 1. Entao,

a?™ =1 (mod m)

A demonstracao desse teorema estd no apéndice desse trabalho.

Por exemplo, qual é o resto da divisao de 55! por 337 Ora, como (5,33) = 1, e
©(33) =3%-11°(3 — 1)(11 — 1) = 20, pelo Teorema de Euler, 5*° = 1 (mod 33). Dai,

501 = 560+ = (520)3 .5 = 1.5 = 5 (mod 33),

0 que mostra que o resto dessa divisao é 5.

Uma consequéncia desse Teorema serad vista a seguir.

Teorema 2.9.2 (Teorema de Fermat). Seja p um nimero primo e a € Z com (a,p) =
1. Entao,
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a? = a (mod p).
Demonstracao . Como p € primo, ¢(p) = p—1 e, mais ainda, como p 1 a, pelo Teorema
de Euler, teremos

a?®) =1 (mod p) = a*~' =1 (mod p).

Como a = a (mod p) e utilizando as propriedades das congruéncias, temos

p—1

a’” a=1-a(modp) = a’ = a(mod p)

Observagao: Sendo p primo, a € Z com (a,p) = 1, concluimos, na demonstracao anterior,

que
a?~! =1 (mod p)

Esse resultado é conhecido como Pequeno Teorema de Fermat.

Por fim, vamos analisar o seguinte situacao: quais sao os dois dltimos algarismos
do nimero 3'2' ? E claro que para descobrirmos esses dois algarismos, precisamos dividir
321 por 100. Como (3,100) = 1, uma boa estratégia ¢ utilizarmos o Teorema de Euler.
Com um simples célculo, descobrimos que ¢(100) = 40 e, portanto, 3*° = 1 (mod 100).
Dai

3121 — 340:3+1 — (340)3 .3=23 (mod 100).

Logo, os dois tltimos algarismos do ntiimero 3!?! é 03.

Porém, fazendo os devidos céalculos, também poderiamos descobrir que o menor
inteiro n tal que 3" = 1 (mod 100) é n = 20, ou seja, 3*° = 1 (mod 100) ( fica a cargo de
leitor fazer tal verificagao ). Dizemos nesse caso que 20 é a ordem de 3 com relagao a 100.

Em notagao, ord;go(3) = 20. De uma maneira geral, temos

Definigao 2.9.2. Sejam a,m € N*, com m > 1 e (a,m) = 1. Definimos como a ordem

de a com relacao a m como sendo o niumero natural tal que

ordy,(a) = min{i € N*;a' =1 (mod m)}.

Proposicao 2.9.1. Se k =ord,,(a), entdo k| o(m).
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Demonstracao . De fato, pela divisao euclidiana, podemos escrever
o(m)=kq+r, com0<r<k.
Dai, supondo, por absurdo, que r # 0, teremos
1 =a*™ = dkt = (%) a" = a” (mod m),

mas 1550 € um absurso pois supomos 0 < r < k e k é o menor expoente nao nulo tal que

a® =1 (mod m).
[

Vejamos abaixo alguns exemplos resolvidos que mostram aplicacoes do que acaba-

mos de estudar.

Exemplos resolvidos

1 Mostre que 18 | 5109 4+ 5,

2 Qual & o resto da divisao de 410 por 23?
Resolucao

1. Inicialmente, notemos que (5,18) = 1. Dai, podemos utilizar o Teorema de Euler. Te-
mos entao que p(18) = ¢(2-3%) =2171.3271.(2—-1)-(3—1) = 3-2 = 6. Portanto, 5° =1
(mod 18). No entanto, como 1000 = 6-166 + 4, segue que 5190 = (5196)6.5* = 1.625 = 13
(mod 18). Portanto, 5'% +5 = 13 + 5 = 0 (mod 18), como queriamos mostrar.

2. Note que (4,23) =1 e, como 23 é primo, pelo Pequeno Teorema de Fermat, temos
42371 = 422 =1 (mod 23) = (4*)° = 1° (mod 23) = 419 =1 (mod 23).
Portanto, o resto divisao de 41 por 23 & 1.

Exercicios

Questao 80. Determine:

a) ¢(30)
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b) ©(120)
c) p(35)

d) ¢(36)

Questao 81. Calcule 3", com 1 < n < 20 e conclua que, de fato, ordipo(3) = 20. Verifique

se € preciso calcular todas as poténcias de 3 para encontrar ordip(3).
Questao 82. Encontre o resto da divisao de 39°°°? por 14.
Questao 83. Prove que 222255%5 1 55552222 ¢ djvisivel por 7.
Questao 84. Mostre que nao erxiste inteiro x tal que 103 | 3 — 2.

Questao 85. O resto da divisao de 27° + 3 por 13 ¢é

a) 0
b) 1
¢) 2
d) 3
e) 4

Questao 86. Sen é um inteiro nao divisivel por 5, mostre que ao dividir n* — 1991 por

5, 0 resto € zero.
Questao 87. Demonstre que 61 | 20" — 1.

Questao 88. Mostre que, para todo n € N, € natural o numero

35, 2,0, 11
=-n —n —n.
50 3 15

Relatério

Nessa aula, trabalhamos com os alunos alguns problemas cujas resolucoes seriam
bastante engenhosas sem o uso dos Teoremas de Euler e Fermat. Houve bastante partici-
pacao dos discentes durante a aula e os mesmos mostraram-se muito entusiasmados com

as aplicacoes desses respectivos teoremas.
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2.10 Criptografia RSA

Plano de Aula

Tema: Estudo da Criptografia RSA

Objetivos:

Levar o(a) aluno(a) a:

e Estudar e compreender o conceito de Criptografia e sua aplicagao nos dias

atuais;
e Conhecer os métodos de Criptografia mais usados nos dias atuais;

e Fazer uso da Aritmética Modular e dos Numeros Primos como aplicacao da

ideia de Criptografia.

Contetdos:

Teorema de Euler e Fermat, Aritmética Modular, Criptografia.

Metodologia:
Iniciaremos a aula com um video no Youtube sobre Criptografia, em seguida
mostraremos o método de criptografia chamado RSA. Por fim, iremos propor

algumas mensagens para os alunos decifrarem.

Avaliacao:

Cada discente seréd avaliado através da participacao nas discussoes.

Recursos Didaticos:

Quadro branco, pincel, aparelho de som, notebook, data-show e apostila.
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Referéncias:

e Coutinho, S.C. Ntmeros Inteiros e Criptografia RSA. Rio de Janeiro:
IMPA, 2014.

e Fomin, Dmitri. Circulos Matematicos. Rio de Janeiro: IMPA, 2012.

e Hefez, Abramo. Elementos de Aritmética. 2* ed. Rio de Janeiro: SBM,

2011.

e Moreira, Carlos Gustavo Tamm de Araijo. Topicos de Teoria dos Ni-
meros. Rio de Janeiro: SBM, 2012.

e Oliveira, Maycon Costa de.Aritmética: Criptografia e outras aplica-
¢oes de Congruéncias.2013.74 f. Dissertagdo (Mestrado Profissional em
Matematica). Universidade Federal do Mato Grosso do Sul, Campo Grande.

Texto didatico

Maria e José sao dois adolescentes bastante estudiosos. Certo dia, José perguntou
a Maria: “qual é a matéria que vocé mais gosta?”. Maria respondeu: “PDWHPDWLFD”.

Sabendo-se que José conseguiu decifrar esse codigo, qual foi a resposta de Maria?

Bem, parece um pouco esquisita essa resposta, mas Maria utilizou uma forma de

codificar sua mensagem. Em outras palavras, ela criptografou a sua resposta.

Umas das areas mais importantes da Teoria dos Numeros é criptografia. O termo
criptografia vem do grego kryptos, “escondido”, e graphein, “escrita” e é um processo
através do qual uma mensagem é codificada de forma que apenas o emissor e receptor
da mensagem consigam decifréd-la. Nessa secao, estudaremos um método criptografico
chamado de RSA, que leva este nome devido aos seus inventores Ronald Rivest, Adi
Shamir e Leonard Adleman em 1977.
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Figura 24 — Criadores do método RSA - Da esquerda para a direita, temos Adi Shamir,
Ronald Rivest e Leonard Adleman.

Fonte: google

O RSA, por ser um método de chave piblica, permite que qualquer usuério codi-
fique mensagens, mas como a chave de decodificacao é secreta, s6 o destinatério legitimo

poderd decodifica-la.

A impossibilidade de quebrar a chave de decodificacao é possivel pela nao existéncia
de algoritmos eficientes para a fatoragao de inteiros em fatores primos, sobretudo, se
o ntimero de algarismos ¢ 100 ou maior. O tempo de codificacao de uma mensagem ¢é

praticamente desprezivel, mas o tempo de decodificacao pode tornar o processo inviavel.

Veremos abaixo como funciona tal método.

e Passo 1 - Estabelecer o seguinte critério abaixo ( que na verdade é arbitrario ),

associando a cada letra do alfabeto um nimero.

A B C D E F G H I J K L M
10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

N O P QR S T U V W X Y Z
23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35

Iremos codificar a palavra SPORT. Mas, antes disso iremos fazer a pré-codificacao.

De acordo com a tabela acima, a mensagem pré-codificada sera

2825242729

Segundo o método RSA, devemos escolher dois primos , p e g e calcular n = pq.
Por exemplo, se p = 5e ¢ = 7, n = 35. Para codificar a mensagem utilizaremos n. O

valor de n pode tornar-se piblico, ji p e ¢ precisam ser mantidos em segredo.



Capitulo 2. A parte prdtica do trabalho 88

e Passo 2 -Separar a mensagem em blocos, onde cada bloco deve ser composto por

numeros menores que n. Como no nosso caso, n = 35, teremos

28 —25—24-27-129

Na verdade, a maneira de escolher os blocos nao é tinica e eles nao precisam ter,
necessariamente, o mesmo tamanho. No entanto, é importante alguns cuidados serem
tomados, como por exemplo, nao iniciar um bloco com 0 para nao gerar problemas na
decodificacao ja que, por exemplo, o bloco 065 poderia ser confundido com o bloco 65.
Denotaremos b; cada bloco, onde ¢ = 1,2, 3, .., k. Para codificar a mensagem, precisamos
de n e de um inteiro positivo r tal que r seja inversivel modulo ¢(n). Em outras palavras,
o MDC entre e (p— 1) - (¢ — 1) deve ser igual a 1. No nosso caso, como p=5e q¢=7,
podemos, por exemplo, escolher r =5 ja que (5 —1)-(7—1) =24 e (5,24) =1 . O par

(r,n) sera a chave de codifica¢do e a regra de codificagao sera
b" = a (modn), com a < n.

Os valores de a encontrados, formarao os blocos da mensagem codificada. Vamos,

entao, efetuar os calculos da codificacao da palavra SPORT, considerando r = 5 e n = 35.

1 - Precisamos achar a tal que 28° = a (mod 35). Facilmente, descobrimos que nesse

primeiro bloco a = 28.
2 - Agora, calculemos 25° = a (mod 35) que facilmente resultara em a = 30.
3 - Nesse bloco, calculando 24° = a (mod 35), achamos a = 19.
4 - Basta calcular 27° = a (mod 35) onde acharemos a = 27.

5 - Por fim, nesse bloco, efetuando os calculos de 29° = a (mod 35), encontramos a = 29.

Agora, reunindo todos os valores de a encontrados, a mensagem codificada fica

28 —-30—-19 —27—-29

e Passo 3 - Agora, procederemos a decodificacao da mensagem. Devemos encontrar
a chave de decodificacao (d,n) tal que d é o inverso de r modulo p(n). Como

©(35) = 24 e r = 5, teremos

5d =1 (mod 24)
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Facilmente encontramos d = 5, pois 5-5 = 25 = 1 (mod 24).

Portanto, a chave de decodifacdo também é o par (5,35). Sendo a um bloco co-
dificado, denotaremos por D(a) o resultado do processo de decodificagdo do bloco a, de

forma que
D(a) = resto da divisao de a? por n

Bem, ficara a cargo do leitor fazer a decodificacao e verificar se de fato a mensagem
decodificada serd SPORT.

Obviamente, pelo fato de escolhermos primos pequenos, os calculos sao bastante
triviais. No entanto, o método RSA mostra-se bastante seguro quando a escolha dos primos
para formar a chave de codificagdo s@o muito grandes, com a diferenca [p — ¢| grande,

ficando assim extremamente dificil quebrar a mensagem e asssim desvendando-a.

Exercicios

Questao 89. Utilizando o método de Criptografia RSA , crie uma chave de codificagado,
mostre a um colega e peca pra ele fazer a codificacao de alguma palavra do nosso alfabeto.

De posse da mensagem codificada por seu colega, tente decodificd-la.

Questao 90. Utilizando o método RSA e considerando os primos d =3 ep =717, faca a
codificacao da palavra MATEMATICA.

Questao 91. Sabendo-se que n = 3552377 e que o produto (p—1)(q¢—1) € igual a 3548580,

encontre os valores de p e q.

Questao 92. A chave publica utilizada por determinado banco é a sequinte n = 10403 e
r = 8743. Recentemente, o computadores do banco receberam, de local indeterminado, a

sequinte mensagem:

4746 — 8214 — 9009 — 4453 — 8198

O que diz a mensagem enviada a esse banco?

Relatério

Iniciamos a aula com um video que trata de maneira ludica a criptografia. Em
seguida, falamos da importancia da criptografia nos dias atuais e definimos o método
criptogréfico chamado de RSA, mostrando como funciona tal método. Por fim, resolvemos

alguns exercicios bastante interessantes cuja participacao dos alunos foi intensa.
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3 Teste 2 e analise dos resultados

Com o objetivo de verificarmos o aprendizado dos alunos nos temas especificos
abordados durante o curso, realizamos um segundo teste chamado de “Teste 2”. As questoes
abordadas nesse teste foram semelhantes aos do “Teste 1”7. A analise por questao e analise

geral sera apresentada a seguir.

3.1 Andlise das questdes do Teste 2

Questio 1

Qual & o resto da divisdo de 7'?! por 13?

Alternativa correta: D

A tabela abaixo mostra o percentual de alunos (de um total de 18 participantes)

que assinalaram cada alternativa da questao 1.

Tabela 16 — Questao 1T2

Alternativa | Percentual de alunos
a 11,1
b 11,1
c 0
d 61,1
e 16,7

Essa questao tinha como objetivo verificar se os alunos compreenderam bem o
conceito de congruéncia modular e uma aplicagdo do Teorema de Euler. A partir da

Tabela 16, vemos que um percentual razoavel apropiou-se desse tema.

Questdo 2

Se hoje é sabado, que dia sera daqui a 999 dias?

(a) segunda-feira (b) sabado (¢) domingo (d) quarta-feira (e) sexta-feira

Alternativa correta: D
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A tabela abaixo mostra o percentual de alunos (de um total de 18 participantes)

que assinalaram cada alternativa da questao 2.

Tabela 17 — Questao 2T2

Alternativa | Percentual de alunos
a 9,0
b 0
c 0
d 94,4
e 0

Nessa questao, queriamos avaliar se os alunos apropriaram-se do tema Divisao
FEuclidiana, pois seria necessario, para resolver essa questao, realizar a divisao e analisar
o resto da mesma. Pelo percentual de acertos apresentado pela Tabela 17, concluimos

que o aproveitamento desse conhecimento foi bastante satisfatorio.

Quest3o 3

Em um pedagio, cada carro paga R$ 7,00 e cada motocicleta paga R$ 4,00. Sabendo que
foi arrecadado em um certo periodo de tempo R$ 142,00, a alternativa que apresenta a

menor e a maior quantidade possivel de motos, respectivamente, é:

(a) 10e 12 (b) 3e15 (c) 4e30 (d) 4e32 (e)de32

Alternativa correta: D

A tabela abaixo mostra o percentual de alunos que assinalaram cada alternativa

da questao 3.

Tabela 18 — Questao 3T2

Alternativa | Percentual de alunos
a 11,1
b 0
¢ 9,0
d 83,3
e 0

O objetivo dessa questao foi analisarmos os avancos no que se refere ao conhe-
cimento das Equacgoes Diofantinas verificando se os alunos conseguiriam criar o modelo
necessario bem como reslover de maneira satisfatoria a equacao. A partir da Tabela 18,

notamos que uma porcentagem bastante alta de alunos obtiveram sucesso nessa questao.
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Questdo 4

O nimero de divisores do ntimero 62 - 25 é

(a) 45 (b) 48 (c) 65 (d) 70 (e)80

Alternativa correta: B

A Tabela 19 mostra o percentual de alunos que assinalaram cada alternativa da

questao 4.

Tabela 19 — Questao 412

Alternativa | Percentual de alunos
a 9,0
b 77,8
c 9,9
d 5,5
e 9,9

Para obter corretamente o ntimero de divisores desse niimero, o aluno deveria ter
o conhecimento de decomposicao em numeros primos e, em seguida, efetuar o céalculo
do nimero de divisores. De acordo com a Tabela 19, um percentual de 77,8% alunos

obtiveram éxito nessa questao. Isso mostra que tal tema foi bem aproveitado pelos alunos.

Questdo 5
O resto da divisdo por 3 do ntimero 1 +3 4+ 3% +334+3* +3°+ ... + 39430 ¢
(a) 1 (b) 2 (c) 3 (d) 4 (e)5

Alternativa correta: A

A Tabela 20 mostra o percentual de alunos que assinalaram cada alternativa da

questao 5.

Tabela 20 — Questao 512

Alternativa | Percentual de alunos
a 100
b 0
c 0
d 0
e 0

O objetivo dessa questao era verificar se os educandos apropriaram-se de uma das

aplicagoes do lema dos restos. Vemos que 100% obtiveram éxito nessa questao mostrando
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um avanco consideravel de conhecimento. Destacamos, na figura abaixo, uma resposta

bastante interessante de um dos alunos avaliados.

Figura 25 — Resposta de um aluno - 4

g ) a ¥ SN Gl G
QUESTAO 5 _40&0 82 o p-'wam—‘(’o X Alua o e X

" : d : Yo g
;\;’.3'“\‘0 . 2 M :)SN&S\ Cu C

Nessa questao, o aluno generaliza e, a partir dessa generalizacao, observa que, o
resto serd portanto igual a 1. E claro que o rigor matematico nio foi respeitado nesse
caso, visto que o aluno necessitava considerar que x € Z, a > 1 e x # 0. No entanto, ja se
observa uma certa desenvoltura para um aluno do ensino médio tentar fazer generalizacoes

e que se configura um fato importante a se considerar.

Questdo 6
O resto da divisao de 31% + 61% por 3 &:

(a) 0 (b) 1 (c) 2 (d) 3 (e)4

Alternativa correta: C

A Tabela 21 mostra o percentual de alunos que assinalaram cada alternativa da

questao 6.

Tabela 21 — Questao 672

Alternativa | Percentual de alunos
a 9,0
b 11,1
C 77,7
d 5,5
e 0

Para resolver essa questao, bastava utilizar o Teorema de Euler ou o Lema dos
Resto. Analisando a Tabela 21 acima, observamos que 77,7% dos discentes obtiveram

sucesso na resolucao dessa questao, mostrando assim o avanco significativo.

Questio 7

Para que o nimero 6578608138a2 seja divisivel por 9, assinale a alternativa que possui

um par de valores que a e b, respectivamente, podem assumir.

(a) (3,6) (b) (1,4) (¢) (3,7) (d) (4,2) (e)(1,5)
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Alternativa correta: A

A tabela abaixo mostra o percentual de alunos que assinalaram cada alternativa

da questao 7.

Tabela 22 — Questao 712

Alternativa | Percentual de alunos
a 72,2
b 11,1
¢ 9,0
d 0
e 11,1

Com essa questao, desejava-se verificar se os alunos compreenderam os critérios de

divisibilidade que foram trabalhados no curso. Com base na Tabela 22 observa-se que

os alunos se apropriaram dos contetidos exigidos na questao, ji que a grande maioria a

resolveram com sucesso (72,2%). Em comparagdo com o teste 1, verifica-se um avango de

66,6%.

Quest3o 8

Se o resto da divisao de um inteiro n por 12 é 7, qual é o resto da divisao de 2n por 127

(a) 1 (b) 2 (c) 3

Alternativa correta: B

(d) 4 (e)5

A tabela abaixo mostra o percentual de alunos que assinalaram cada alternativa

da questao 8.

Tabela 23 — Questao 8T2

Alternativa | Percentual de alunos
a 11,1
b 66,6
c 16,7
d 5,5
e 0

De posse do Lema dos Restos, facilmente essa questao seria resolvida. Através

dessa questao, o objetivo era analisar se esse contetido foi bem assimilado pelos alunos

o que, de fato, ocorreu pois, ao analisarmos a Tabela 23, vemos que 66,7% dos alunos

acertaram essa questao. Na verdade, outra forma de resolver essa questao era utilizando

o conhecimento de congruéncia modular. A figura a seguir, mostra a estratégia utilizada

por um dos alunos avaliados.
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Figura 26 — Resposta de um aluno - 6
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Nessa resolucao apresentada pelo aluno, vemos um grande avanco em termos da

utilizacao da linguagem da Congruéncia Modular bem como as suas propriedades.

Questdo 9

(CMR - RECIFE) Sejam p;, ps e p3 ntimeros primos distintos que dividem n e 100n3 +
8n? 4 5n + 105. Entdo, o valor de p; + ps + p3 é

(2) 5 (b) 11 (c) 13 (d) 15 ()17

Alternativa correta: D

A tabela abaixo mostra o percentual de alunos que assinalaram cada alternativa

da questao 9.

Tabela 24 — Questao 9712

Alternativa | Percentual de alunos
a 9,0
b 11,1
C 0
d 77,8
e 2,9

Para resolver essa questao, o aluno teria que perceber que, como os primos pi, po
e ps sao fatores de n, também serao fatores de n3, n? e n. Portanto, para descobrir os
valores de py, ps e ps3, bastava decompor em fatores primos o nimero 105. De acordo com

a Tabela 24, verifica-se que 77,8% dos alunos obtiveram sucesso nessa questao.

Questdo 10
O menor natural n tal que 2™ — 1 seja divisivel por 7 é

(a) 1 (b) 2 (c) 3 (d) 4 (€) 5

Alternativa correta: C
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A tabela abaixo mostra o percentual de alunos que assinalaram cada alternativa

da questao 10.

Tabela 25 — Questao 10T2

Alternativa | Percentual de alunos
a 9,0
b 0
¢ 88,9
d 5,5
e 0

Para resolver eficientemente essa questao, uma possivel estratégia era analisar o
conjunto dos divisores de 7. De acordo com a Tabela 25, vemos que 88,9% dos discentes

obtiveram éxito nessa questao.

Questio 11

Pedro comprou um caderno com 96 folhas e numerou-as de 1 a 192. Vitor arrancou 25
folhas do caderno de Pedro e somou os 50 nimeros que encontrou escritos nas folhas. Esta

soma poderia ser igual a 19907

(a) SIM (b) NAO

Alternativa correta: B

A tabela abaixo mostra o percentual de alunos que assinalaram cada alternativa

da questao 11.

Tabela 26 — Questao 11T2

Alternativa | Percentual de alunos
a 27,8
b 72,2

Essa questao tinha o objetivo de verificar se os participantes do curso compreen-
deram bem o conceito de paridade e suas aplicagoes em situacoes do cotidiano. Vemos
que 72,2% dos participantes do curso obtiveram éxito e, comparando com a anélise da

questao 12 do Teste 1, vemos também um avanco de 16,7%.

Questdo 12

(UNICAMP-1993) De quantas maneiras podem ser escolhidos trés nimeros distintos, de

1 a 30, de modo que a soma dos trés seja par?
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(a) 2015 (b) 2020 (c) 2025 (d) 2030 (€)2035

Alternativa correta: D

A tabela abaixo mostra o percentual de alunos que assinalaram cada alternativa

da questao 12.

Tabela 27 — Questao 12T2

Alternativa | Percentual de alunos
a 16,7
b 5,5
C 11,1
d 66,7
e 0

Assim como na questao 11, essa questao também envolvia o conceito de Paridade de
Inteiros. No entanto, além da ideia de paridade, também seria necessario o conhecimento
de técnicas de contagem, porém esse assunto ja tinha sido estudado recentemente pelos
alunos e os mesmos também tinham visto no curso resolucoes desse modelo de questao e
compreedido muito bem. Vemos que 66,7% conseguirem acertar essa qusetao. Talvez os
demais nao obtiveram sucesso pelo fato de nao ter compreendido o fato de ter de utilizar

as técnicas de contagem.

Questdo 13

Se o resto da divisao de a e b por 6 é 3 e 2, respectivamente, qual é o resto da divisao de
a® 4+ b por 67

Alternativa correta: E

A Tabela 28 mostra o percentual de alunos que assinalaram cada alternativa da

questao 13.

Tabela 28 — Questao 13T2

Alternativa | Percentual de alunos

a 9,9
b 11,1
¢ 9,0
d 0

e 77,8
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E claro que para resolver essa questao seria bastante aplicar o Lema dos Restos.
Vemos que os alunos compreenderam bem esse contetdo pois, conforme a Tabela 28

77,8% conseguiram acertar essa questao.

Questio 14

Um marceneiro deseja cortar uma placa retangular de madeira de medidas 256 cm por
96 cm em quadrados iguais de maior lado possivel, de forma que nao haja desperdicio

(sobras) de madeira. Qual deve ser, em c¢m, a medida do lado de cada quadrado obtido?

(a) 15 (b) 18 (c) 20 (d) 24 (e)32

Alternativa correta: E

A tabela abaixo mostra o percentual de alunos (de um total de 29 participantes)

que assinalaram cada alternativa da questao 14.

Tabela 29 — Questao 14T2

Alternativa | Percentual de alunos
a 0
b 0
C 0
d 0
e 100

Essa questao é uma aplicacao clara do conceito de MDC. Através dos resultados

expostos na Tabela 29, notamos todos os alunos fizeram essa questao de maneira correta.
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3.2 Analise dos resultados

O gréfico abaixo ¢ uma anélise do percentual de acertos por cada questao do Teste

Percentual de acertos por questao
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Questies do Teste 2

Analisando os resultados do Teste 2, observamos um avanco significativo dos edu-
candos participantes do curso. O percentual médio de acertos neste tltimo teste foi de
79,75%. As questoes com maiores percentuais de acertos foram as questoes 5 e 14 ¢ a
questao com menor percentual de acerto foi a questao 1 com um percentual de 61,1%.
Apesar do curso ser realizado no segundo semestre, onde ji se percebe um certo cansaco
por parte dos alunos e apesar dos discentes ja terem suas responsabilidades académicas
e terem que ficar na escola no horario do contra-turno, os resultados foram satisfatorios
mostrando que é possivel abordarmos os temas tratados no curso no curriculo de matema-
tica do ensino médio, visto que apesar da aritmética fazer parte do curriculo obrigatorio
da educacao basica, nao é realizado um estudo mais aprofundado desse tema. Mais ainda,
a aritmética modular nao faz parte do curriculo obrigatorio o que ao nosso ver, é uma

chance perdida de serem trabalhados temas interessantes para os alunos.

E importante ressaltar, no entanto, a importancia de serem utilizadas estratégias
didaticas que possam viabilizar a construcdo do conhecimento. E de extrema importancia
que, na pratica do ensino de matematica, o professor esteja ciente que o uso de videos,
jogos, textos matematicos, etc. sao uteis e, porque nao dizer, necessarios para o0 sucesso
do processo ensino-aprendizagem. O ensino dos conceitos e temas abordados no curso sao

uma forma de cumprir o que orienta os PCN’s de matemética do ensino médio em [4,
p. 9

A Matemaética ciéncia, com seus processos de construcdo e validagao de
conceitos e argumentacoes e os procedimentos de generalizar, relacio-
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nar e concluir que lhe sao caracteristicos, permite estabelecer relagoes
e interpretar fenomenos e informacoes. As formas de pensar dessa ci-
éncia possibilitam ir além da descricao da realidade e da elaboracao de
modelos.

Sendo assim, a inclusao de alguns conceitos da Teoria dos Niimeros no ensino mé-
dio com uma abordagem mais aprofundada para alguns temas ja vistos no Ensino Fun-
damental é uma forma de despertar o interesse do aluno pela aprendizagem da disciplina

de matematica pelo cariter desafiante e curioso que tais temas possuem.

Acreditamos também que o material pedagdgico desenvolvido pode servir de apoio
para os docentes de matematica que atuam especialmente no ensino médio. Obviamente,
o material pedagogico aqui apresentado pode ser aperfeicoado, bem como os jogos, videos

e textos utilizados nas aulas propiciando, portanto, um aperfeicoamento desse trabalho.

3.3 Analise comparativa do percentual médio de acertos por con-

tetdo

Logo abaixo, segue a Tabela 30 que mostra a comparagao do desempenho dos
estudantes participantes do curso nos “Teste 17 e “Teste 2”7 em relacao aos contetidos

abordados nesses respectivos testes.

Como pode ser observado na tabela, houve avancos significativos em relacao a
todos os topicos abordados nas provas. Alguns desses avancos ja eram esperados, como
por exemplo os topicos de congruéncias, Teorema de Fuler e Fermat, Lema dos restos
e Equacoes Diofantinas. Ao dizer que “alguns desses avancgos ja eram esperados” nao
estamos de forma alguma sendo arrogantes, mas simplesmente entendemos que essa parte
tem sido negligenciada ao longo dos anos como parte do contetido programatico do ensino
bésico. Também entendemos que essa situacao deve ser mudada pois é justamente nesses
topicos que encontramos aplicacoes para temas como divisibilidade, algoritmo da divisao,
numeros primos, MMC e MDC.
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3.4 Analise comparativa dos resultados por nota

A Tabela 31 retrata as notas dos alunos no “Teste 1”7 e no “Teste 2”. Através dessa

tabela, é possivel detectar os avancos obtidos pelos alunos ap6s o curso ofertado.

Tabela 31 — Comparacao entre notas

Aluno(a) | Nota no Teste 1 | Nota no Teste 2 | Ny — Ny | Percentual de avango
(M) (N2)

A, 78 10,0 2.2 28.2%
A, 3,5 7,9 4,4 125,7%
As 4,2 7,9 3,7 88,1%
A, 6.4 7.0 1.5 23,4%
A 5 9.3 43 86%

A 2.9 71 42 144,8%
Az 3,5 6,4 2,9 82,8%
Ag 2,1 7,9 5,8 276,2%
Ay 7,8 9,3 1,5 19,2%
A1 1,4 7,9 6,5 464,3%
A 5.0 7.9 2.9 58%

Ar 3.6 7.9 43 119,4%
Ars 2.8 7.9 5.1 1821 %
Ay 5,0 7,1 2,1 42,5%
Az 3,0 7,9 2,9 58%

Asg 3,6 8,6 5,0 138,9%
Air 3,6 7,1 3,5 97.2%
Ars i3 7.9 3,6 83,7%

Na Tabela 31 observamos que todos os alunos obtiveram melhores notas no se-

gundo teste, sendo que a média da turma passou de 4,3 no primeiro teste para 8,0 no

segundo. Além disso, observamos que exceto pelo discente A7, todos obtiveram um nota

acima de 7,0 no segundo teste, ao contrario do primeiro teste em que apenas 2 atingiram

esse rendimento.

Nao podemos deixar de citar os alunos Ag e Ajg que tiveram um superagao muito

acima do esperado e atribuimos isso principalmente pela assiduidade, comprometimento

e participacao nos jogos e atividades que desenvolvemos ao longo do curso.

3.5 Analise comparativa do desempenhos nos Teste 1 e Teste 2

As tabelas a seguir demonstram o desempenho dos discentes participantes do curso

nos “Teste 17 e “Teste 2”. As células de cor verde, vermelho e em branco representam

questoes cujos discentes acertaram, erraram e nao responderam, respectivamente.
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Figura 27 — Desempenho no Teste 1

Questdes

Q| Ce | Qs | Qu | Qs | We | Q7| Qs | Qo | Qo | Q1| Qua | Qua | Qua

Alunos

Observando a Figura 16, notamos que as ()1, @7, Qg, Qg e Q1o foram as que mais
os alunos deixaram em branco. Acreditamos que isso se deve ao fato de terem sido modelos

de questoes que nao sao muito trabalhadas no ensino basico.

Figura 28 — Desempenho no Teste 2

Alunos

Observando a Figura 17, é nitida a verificacdo do avango dos alunos em varios
aspectos, mas destacamos o fato dos alunos sentirem-se mais confiantes em responder as

questoes nao deixando nenhuma em branco.
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4 Consideracdes Finais

O desejo de desenvolver esse projeto surgiu quando estadvamos cursando o mestrado
PROFMAT e nos deparamos com a disciplina MA 14 - ARITMETICA. Nessa disciplina,
tivemos experiéncias bastante interessantes com os desafios inerentes ao tema e entende-
mos que muitos desses desafios poderiam ser trabalhados no ensino médio e que, através
desses desafios, as aulas poderiam ser mais interessantes e, consequentemente, poderiamos
motivar os alunos para gostarem das aulas de matemética. A partir dai, desenvolvemos
o projeto obtendo resultados satisfatorios conforme analise dos resultados apresentados.
Sendo assim, esperamos com esse trabalho fomentar mais ainda o debate da reformulacao
do curriculo de matemaética na educacao béasica. Entendemos que trabalhar estes temas
utilizando jogos, videos e desafios possibilita um melhor aproveitamento da aprendizagem
por parte dos alunos. Na verdade, é fundamental que os professores de matematica na
sua pratica docente busquem sempre variados meios para que os alunos consigam éxito
no processo de construgao da aprendizagem e que, assim, consigamos melhores resultados
no que tange a aprendizagem dos alunos. Enfim, a proposta desse trabalho vem em con-
formidade com o objetivo do PROFMAT que é o aprimoramento da formacao profissional
de professores da educacgao basica para o ensino de matematica. Além disso, segundo as
normas que regem esse mestrado, o trabalho de conclusao final do PROFMAT deve versar
sobre temas especificos pertinentes ao curriculo de matemética da educagao basica com
impacto em sala de aula o que, no nosso entendimento, foi atingido na realizacao desse
trabalho.
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ANEXO A — Materiais utilizados nas aulas

A.1 Jogo do Resto

Este jogo foi utilizado na aula sobre o Algoritmo da Divisao.

Organizacao da sala: dividir a sala em duplas.

Material necesséario: um tabuleiro (ver figura 18) e um dado para cada dupla.
Contetdo abordado: Algoritmo da Divisao.

Como jogar: cada dupla sorteia uma ordem para os jogadores. Todos os jogadores
iniciam na primeira casa, que possui o niimero 25. Em cada rodada, na sua vez, um jogador
lanca um dado: o niimero de casas que o jogador deve avangar ¢ igual ao resto da divisao
do nimero da casa em que se encontra (dividendo) pelo nimero que sai no dado (divisor).

Ganha o jogo quem atingir primeiro a casa “Fim”.

Figura 29 — Jogo do Resto

) | _ .
70 9 6 5 35 16
33 39 27|71 4 14
28 0 51 10
Tchau

17 68 Fim | 96 80 _

53
25
15
Inicio 22 30 | 13 62

Fonte: Adaptado de ZENI, José Ricardo de Rezende

Metodologia: pedir para os alunos registrarem os calculos efetuados. Apés o jogo,
pode-se introduzir as questoes abaixo. Para respondé-las, os alunos deverao analisar a

divisao pelos niimeros de 1 a 6.

1. No comeco do jogo, quais os resultados do dado que nao permitem ao jogador
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avancar?
2. Qual é o maior ntimero de casas que um jogador pode andar?
3. Por que na casa “0” esta escrito a palavra “Tchau”

4. Estando em uma casa qualquer, quais os resultados no dado que nao permitem ao

jogador avancar?

A.2 Bingo dos Multiplos

Este jogo foi utilizado na aula sobre Numeros Primos.
Organizacao da sala: da forma tradicional, ou seja, cada aluno em sua cadeira.

Material necessario: um jogo de bingo e graos de feijao ou milho para marcacao

das cartelas.
Contetido abordado: Numeros Primos, Miltiplos e Divisores.

Como jogar: cada aluno receberd uma cartela, que, no nosso caso, continha 18
nimeros aleatorios entre 2 e 90 e alguns graos de feijao ou milho. As cartelas contém
ntmeros diferentes de forma que nenhuma cartela era exatamente igual a outra. Dentro
do globo, estarao apenas ntmeros primos de 2 até 90 e quando um desses primos for
sorteado, os alunos marcam os miltiplos desse primo que estao na cartela. Vence o aluno

que conseguir marcar todos os ntimeros de sua cartela.

Figura 30 — Cartela do Bingo dos Miltiplos

i  d

6| |20 53/60(71/83
1325/32 67/72/84
oo |17 48/99/69(78 88

Fonte: Foto tirada pelo autor

A.3 Texto: Magica com nimeros

Esse texto contém o desafio chamado de “magica dos niimeros” que seria utilizado
na aula cujo tema foi Paridade de Inteiros. Tal desafio é, na nossa concepc¢ao, uma excelente

forma de trabalhar o conceito de Paridade de Inteiros e sistema binério.
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Truques de adivinhacoes aritméticas tém sido apresentados a pessoas e alunos de
varios niveis de escolaridade e sempre causam surpresa e fazem muito sucesso. Vamos apre-
sentar o truque da adivinhacao egipcia com a subseqiiente exploragao das propriedades

aritméticas subjacentes a ele.

Nesse truque o apresentador pede a um espectador que pense em um numero de

10 a 100. O apresentador segue entao os seguintes passos:

1. Pergunta ao espectador se o nimero ¢ par ou impar. OQuvida a resposta, se for par,
pede ao espectador que divida o nimero por 2. Se for impar, pede a ele que subtraia

1 e que entao divida o resultado por dois.

2. Pergunta se o resultado obtido é par ou impar e, ouvida a resposta, pede ao espec-

tador para repetir o procedimento descrito no item 1.

3. O procedimento continua com cada novo resultado até o resultado (quociente de
uma divisdo por 2) tornar-se igual a 1, quando entao os céalculos do espectador

terminarao.

Quando o apresentador é informado de que o resultado é igual a 1, ele revela imediatamente

ao espectador o nimero pensado por ele.
Como funciona o truque da advinhagao egipcia
Suponhamos que o nimero pensado pelo espectador seja 52. Nas sucessivas eta-

pas, ele efetuard as contas da coluna abaixo a esquerda, enquanto simultaneamente o

apresentador ird fazendo, secretamente, as anotacoes da coluna a direita.

Aluno Professor
52 (nimero pensado) i
26 = v
13 ;
i
. 16
. ]
| £

Para cada ntimero impar informado pelo espectador, o apresentador anota “v” .
Nos sucessivos estagios da brincadeira, o apresentador marca as poténcias de 2, iniciando

em 2° = 1. Em seguida, o apresentador soma as poténcias de 2 correspondentes as marcas

v,

4416 + 32 = 52,
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e resgata o nimero que foi pensado pelo espectador!

O truque foi concebido observando o método das divisoes sucessivas por 2, usado
para representar um inteiro positivo no sistema binario, isto ¢, como soma de poténcias
(distintas) de 2, a partir de sua representagao no sistema decimal. Nesse método, tomando
como exemplo o nimero 52, fazemos a seguinte “escada” de divisoes sucessivas por 2,
até atingirmos quociente igual a 1, quando o algoritmo termina. Lendo da direita para
a esquerda os 0’s e 1’s, que sao o ultimo quociente e os restos das divisoes, obtemos
a representacao do nimero 52 (aqui representado no sistema decimal) no sistema de

numeracao de base 2:

52 = (110100)2 =1 x 22 + 1 x 2' + +0 x 22 + 1 x 22 + O x 2 + 0 x 20 =22 + 21 4 425 .

Na sequéncia das divisoes, um resto serd 0 quando o dividendo for par, e 1 quando o
dividendo for impar, dai a importancia de tomar nota apenas das poténcias de 2 corres-

pondentes aos restos impares.

O titulo adivinhagao egipcia é inspirado nos algoritmos de multiplicacao dos antigos
egipcios, baseados na decomposigao de inteiros positivos como somas de poténcias distintas
de 2.

Adaptado do artigo “Magicas com ntmeros”

Joao C. V. Sampaio, RPM 60.

A.4 Baralho do MDC

Este jogo foi utilizado na aula sobre MDC.

Organizacao da sala: dividir a sala em grupos de 4.

Material necessario: um baralho do MDC para cada grupo de 4 alunos.
Contetdo abordado: MDC, Conjunto dos Divisores.

Como jogar:
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As cartas com valores que representam MDC entre as probabilidades de formacao

de pares de conjuntos foram marcadas de forma diferente;
e Quando o grupo forma uma sequéncia de divisores completa ganha 200 pontos;

e Quando o grupo ao comparar 2 conjuntos de divisores, mesmo que estejam incom-
pletos, mas que estejam sendo formados na mesa, identificar o MDC e colocar a
carta de MDC nesse valor correto para os 2 ntimeros de conjunto de divisores em

questao, ganhara mais 200 pontos;

e Se o grupo conseguir formar as duas sequéncias de divisores e ainda tiver a carta de

MDC entre os dois ganha 500 pontos;

e Para iniciar o jogo, basta baixar a mesa uma sequéncia correta de 3 cartas de

qualquer nipe;

e S30 4 jogadores (como no jogo do buraco do baralho comum), 2 duplas que sentam
cruzadas, ou seja, os jogadores da mesma dupla nao sentam lado a lado, pois um
completara o jogo do outro sem saber as cartas que o outro tem e por isso, devem

sentar-se afastados;
e Cada jogador recebe 9 cartas e o que sobra forma o bolo da mesa;

e No final ganha quem acumular maior niimero de pontos.

Metodologia: a ideia é trabalhar, através desse jogo, o conceito de MDC, como
formar a sequéncia correta de cada conjunto de divisores e observar que todo conjunto
de divisores comeca com 1 e termina no proprio nimero. Para isso, foram escolhidos 7

numeros e o conjunto dos seus divisores:

D(10) = {1,2,5,10, }

D(12) = {1,2,3,4,6,12}

D(15) = {1,3,5,15}

D(20) = {1,2,4,5,10,20}

D(24) = {1,2,3,4,6,8,12, 24}
D(30) = {1,2,3,5,6,10, 15,30}
D(36) = {1,2,3,4,6,9,12, 18,36}

Cada conjunto de divisores ¢ um “naipe” do baralho. Sendo assim, sao 5 nipes, e
no nosso caso, cada naipe tem uma quantidade diferente de cartas. Vejamos a seguir um

exemplo de carta:
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Figura 31 — Carta Baralho do MDC

2 2
D(12) D(12)
D(12)
(zT)a
(zt)a (zrla

Fonte: Criado pelo autor

A parte interna da carta identifica de qual naipe (conjunto de divisores) ela é e as
pontas indicam um dos valores desse conjunto. Além disso, foram construidas cartas com
o valor do MDC de cada dupla de nimeros dentre os sete escolhidos formando, portanto,

66 cartas. Abaixo, segue um exemplo desse modelo de carta.
Figura 32 — Carta Baralho do MDC

10 10
MDC

Jan

01 01

Fonte: Criado pelo autor
Adaptado do blog http://bisbilhotarte.blogspot.com.br/p/jogos.html

A5 Jogo da Escova Diofantina

Este jogo foi utilizado na aula sobre Equacoes Diofantinas.

Organizacao da sala: dividir a sala em grupos de 4.
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Material necessario: um baralho comum no qual serdo retirados as figuras (rei,
dama e valete) dos quatro naipes e também os curingas para que se tenha um baralho

com 40 cartas composto por quatro sequéncias de As a 10.

Como jogar: Ap6s embaralhar as cartas, distribuir 3 para cada jogador. Abrir as
proximas 4 cartas e coloca-las no centro da mesa mostrando os niimeros. O monte restante
é posto de lado. O objetivo é jogar uma carta de modo que a soma do seu valor com o
valor de uma ou mais cartas da mesa dé 15, utilizando no maximo dois valores de carta
diferentes. O jogador coloca a sua frente as cartas retiradas da mesa, assim como a carta
de sua mao que permitiu a soma de 15, com a face voltada para baixo. Caso ele nao consiga
pegar nenhuma carta da mesa, deve simplesmente descartar na mesa uma das cartas de
sua mao e o jogo prossegue. Se o jogador conseguir pegar todas as cartas restantes na
mesa de uma tnica vez, o jogador fez uma escova diofantina. Quando os jogadores tiverem
utilizado suas 3 cartas, uma nova mao de 3 cartas é distribuida, utilizando o monte que
havia sido posto de lado. A partida prossegue da mesma maneira até que o monte de
cartas termine. A é feita a contabilizacao dos pontos, considerando que cada combinacao

resultante em 15 vale um ponto e, cada escova diofantina, vale cinco pontos.

Fonte: TCC do curso Licenciatura em Matematica de Rafael Prado dos Santos

A6 Apresentacio de video

Apresentacao de video, cujo link de acesso é https://youtu.be/MNpgJmNKuUQ.
Tal video é do programa Telecurso 2000 e foi utilizado na aula cujo tema foi Divisibilidade.

Nesse video é apresentado, de forma ladica, o conteido "Multiplos e divisores".

A.7 Apresentacdo de video

Apresentagdo de um documentario da BBC (British Broadcasting Corporation),
utilizado na aula cujo tema foi Ntumeros Primos, sobre a histéria dos Numeros Primos.
Nesse documentéario, cujo link de acesso é https://youtu.be/eHp0OcQy-2S4, é mostrado
a importancia dos nimeros primos ao longo da histéria e aplicacoes nos dias atuais. Na

execucao do video durante a aula, o documentario foi exibido até o minuto 10.

A8 Apresentacio de video

Exibicao de um video da Matemética Multimidia, que contém recursos educaci-
onais multimidias desenvolvidos pela Unicamp (Universidade de Campinas). Tal video,

cujo link de acesso é https://youtu.be/vj7DpfQ-pa0, foi utilizado na aula cujo tema



ANEXO A. Materiais utilizados nas aulas 114

foi Criptografia. Nesse video, de uma maneira bastante lidica e divertida, é introduzida

a ideia de Criptografia.
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ANEXO B — Teorema de Euler

O Teorema de Euler é um dos mais importantes na Teoria dos Niimeros. Estuda-

remos nessa secao a demosntracao desse belo teorema.

Antes de provrarmos, vamos lembrar que estudamos, ao longo do curso, o Pequeno

Teorema de Fermat que afirma que sendo p primo, a € Z com (a,p) = 1, tem-se que
a’~t =1 (mod p)

Por exemplo, 4371 = 1 (mod 3). No entanto, pelas condigdes expostas no teorema, nao
podemos generalizar para um inteiro qualquer, ou seja, por exemplo, notemos que 347! # 1

(mod 4). Através do Teorema de Euler, poderemos generalizar para todo inteiro.

Definicao B.0.1. Definimos como sistema completo de residuos médulo m , m € N,

m > 1 todo conjunto de nimeros inteiros {ry,ra,...,Ts} que satisfazem

i) ri Z r; (mod m) para todos i,j € {1,2,...,s}, tais que i # j.

i) Para todo n € Z eziste i € {1,2,...,s} tal que n =1y (mod m).
Por exemplo, seja m = 12, os conjuntos

o A=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11} e

o B={12,15,14,13,16,17,18,19, 20, 21, 22, 23}

sao exemplos de um sistema completo de residuos moédulo 12.
Definicao B.0.2. Chamamos de sistema reduzido de residuos modulo m, m € N,
m > 1, a todo conjunto de inteiros {r,rq,...,7s}, tais que
i) (r;,m) =1, para todo i € {1,...,s}.
i) ri Zr; (modm) sei,j €{1,2,....s} ei#j.
iii) Para cada n € Z, com (n,m) =1, existe i € {1,2, ..., s} tal que n = r; mod m.

Por exemplo, seja m = 15, um sistema reduzido de residuos, moédulo m, seria o
conjunto C' = {1,2,4,7,8,11,13,14}.

A proposicao a seguir serd fundamental para a demonstracao do Teorema de FEuler.
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Proposicao B.0.1. Sejam a,b,c € Z. Se (a,b) =1 e (¢,b) =1, entdo (ac,b) = 1.

Demonstracao . Suponhamos, por absurdo, que (ac,b) = d, com d # 1. Dai, podemos
decompor d em fatores primos e escrever d = py - pa -+ po. Considere o primo p;, com
i€ {1,2,...,a}. Como p; | d, temos que p; | b e p; | ac. Logo, como p; € primo, teremos

que p; | a ou p; | c. Mas

e sep; | a, teremos um absurdo pois p; serd um divisor comum de a e b e, por hipdtese,

(a,b) = 1.

e se p; | ¢, analogamente, teremos também um absurdo pois (¢, b) = 1.
Portanto, (ac,b) = 1.

Lema B.0.1. Sejam a € Z, m € N com m > 1 e (a,m) = 1. Se {ry,re,...,7s} € um

sistema completo de residuos modulo m, entao
{ary,ary, ...;ars}
também é um sistema completo de residuos modulo m.

Demonstracao . Com efeito, como (a,m) = 1, temos para i,j € {1,2,...,s}, pela pro-

priedade 8, estudada no tema Congruéncia, que
ar; = arj (mod m) = r; = r; (mod m) = i = j,

pois {r1,7a,...,Ts} forma, por hipdtese, um sistema completo de residuos.

Isso mostra que {ary,ary, ...,ars} sdo, dois a dois, ndo congruentes moédulo m e,

portanto, formam um sistema completo de residuos modulo m.

Proposicao B.0.2. Sejam a € Z, m € N comm > 1 e (a,m) = 1. Se {r1,72,...,7m)}

€ um sistema reduzido de residuos modulo m, entao
{ary,ary, ... aryom }
também um sistema reduzido de residuos modulo m.

Demonstracao . Seja {by,ba, ..., bs} um sistema completo de residuos mddulo m do qual
foi retirado o sistema reduzido de residuos {r,rs,...,ro@m)}. Ora, como (r;;m) =1, i €
{1,2,...,0(m)} e (a,m) = 1, pela proposi¢ao B.0.1, temos que (ar;,m) = 1, como

queriamos demonstrar.
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Proposicao B.0.3. Dado m € N, m > 1 todos os sistemas reduzidos de residuos modulo

m tem o mesmo numero de elementos.

Demonstracao . Sejam A = {ry,ra,....,7x} € B = {s1, S, ..., 8} dois sistemas reduzidos
de residuos mddulo m. Queremos mostrar que k = t. Com efeito, seja r; € {11,792, ..., v},
ie{l,2,...,k}. Como (r;;m) =1, pelo item iii da Definigcao B.0.2 existe um, e apenas
um elemento s; € {s1,S2,...,8:}, J € {1,2,...,t} tal que r; = s; (mod m). Portanto, isso
define uma funcao f de A em B. Vamos mostrar agora que f € injetiva. De fato, € claro
que sendo | € {1,2,...,k}, temos que r; = s; (modm) e r; = s; (modm) = i =1, pois
do contrdrio teriamos um absurdo pelo item i da Definigcao B.0.2, sendo assim k < t.
Analogamente, trocando os papéis dos sistemas, como o conjunto B também é um sistema
reduzido de residuos, teremos definida uma funcao g, de B em A também injetiva de forma

que teremos t < k. Portanto, sé nos resta concluir que k = t, sequindo o resultado.

Definicao B.0.3. Definimos a funcao fi de Euler , por
¢ : N*—= N,

em que (1) =1 e, param > 1, o(m) € o nimero de elementos de um sistema reduzido de
residuos modulo m, isto €, corresponde & quantidade de numeros inteiros entre 0 e m — 1

que a0 Co-primos com m.

Por exemplo, p(12) =4, ¢(6) = 2, ©(10) = 4. E claro que, se p é primo, p(p) = p — 1.

Teorema 2. [De Euler| Sejam a € Z, m € Z, com m > 1 e (a,m) = 1. Entdo

a?™ =1 (mod m).

Demonstracao . Seja ri,7a, ..., Tp(m) um sistema reduzido de residuos mddulo m. Como
(a,m) = 1, temos, pela proposi¢ao B.0.2, que o conjunto ary,ars, ..., arym) € também

um sistema reduzido de residuos modulo m. Sendo assim,

agp(m)rl Sy sz(m) =ary-arg--- arsp(m) =7y -Tg--- T@(m) (mod m)

Mas, como (1172 Ty, m) = 1, conclui-se , pela propriedade 8, estudada no

tema Congruéncia, que

a?™ =1 (mod m)
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