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Resumo

Este trabalho tem por objetivo abordar conceitos importantes da Geometria Euclidiana a
partir do estudo do tridngulo e seus pontos notaveis, dando forma ao nosso objeto principal
que é a Reta de Nagel e o circulo de Spieker. Buscamos com isso, estimular professores de
matematica e alunos, em particular do ensino médio, a trabalharem em sala de aula com
essa geometria, visando a melhoria dos processos de ensino e aprendizagem da matemaética.
Inicialmente abordamos conceitos introdutoérios necessarios ao nosso estudo, utilizando
a Geometria Euclidiana Plana. Em seguida, exibimos os resultados que caracterizam os
pontos notaveis do tridngulo através das propriedades e conceitos vistos anteriormente e que
sa0 necessarios a construgao do nosso objeto de estudo. Mostramos um quadro comparativo
entre as retas de Euler e Nagel, destacando suas principais propriedades e caracteristicas.
Com o objetivo de explorar novos conceitos, estendemos o nosso estudo tomando como base
o artigo A Reta de Euler e a Circunferéncia de Nove Pontos dos autores Rojas e Mendoza.
Abordamos a Geometria Afim, apresentando defini¢bes fundamentais basicas, formando
uma linguagem necesséria para falar sobre Algebra Linear com enfoque em conceitos
geométricos que sao desenvolvidos e utilizados. Mostramos que a propriedade universal
dos pontos no plano é fundamental para caracterizar os pontos notaveis de um triangulo.
Utilizamos algebra e métodos vetoriais em geometria, para obter as demonstracoes e

resultados relativos ao nosso objeto de estudo.

Palavras-chave: Geometria, Algebra Linear, Pontos Notéveis no Tridngulo, Reta de Euler,

Circunferéncia dos Nove Pontos, Geometria Afim, Reta de Nagel, Circulo de Spieker.






Abstract

This work aims to address important concepts of Euclidian Geometry originally from the
study of the triangle and its remarkable points, giving shape to our main object which
is the Nagel Point and the Spieker Circle. By that, we seek to stimulate maths teachers
and students, particularly in high school, to work in the classroom with this geometry,
aiming to improve the processes of teaching and learning of mathematics. Initially, we
present necessary introductory concepts to our study, using Flat Euclidean Geometry.
Then, we show the results that characterize the remarkable points of the triangle through
the properties and concepts previously seen that are necessary to the construction of our
object of study. We show a comparative picture between the Euler and Nagel straight lines,
highlighting their main properties and characteristics. In order to explore new concepts,
we extend our study by taking Euler’s Line and the Circumference of Nine Points of Tores
Rojas and Mendoza. We approach Affine Geometry, presenting essential basic definitions,
forming a necessary language to speak about Linear Algebra focusing on geometric concepts
that are developed and used. We show that the universal property of points in the plane
is fundamental for characterizing the remarkable points of a triangle. We use algebra and

vector methods to obtain the statements and results related to our study object.

Keywords: Geometry, Linear Algebra, Notable Points of a Triangle, Euler Line, Nine-
points Circle, Affine Geometry, Nagel Line, Spieker Circle.
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Introducao

A Geometria, seus axiomas, postulados, defini¢oes e teoremas sempre fascinaram os
homens desde os tempos primitivos. O interesse em seu estudo nasceu da necessidade dos
povos antigos de construir navios, casas, calcular distancias, pois era preciso sistematizar
as aplicagoes usadas no dia a dia, ja que as formas geométricas estavam presentes na
maioria das atividades realizadas por eles. Euclides foi um dos primeiros a mostrar de
forma coerente a construcao e provas de teoremas da geometria que sao utilizados até hoje.
A Geometria Euclidiana, tem grande importancia historica tanto para a matematica como
para sociedade em geral. Se hoje temos uma geometria plana sélida e eficaz, devemos isso

as civilizagbes antigas que conseguiram explorar e sistematizar esse ramo da ciéncia.

Acompanhando o desenvolvimento da Geometria esteve sempre o Triangulo, que
despertou o interesse de muitos sabios. Alguns como Pitagoras, que provou a existéncia de

relagoes entre os comprimentos dos lados de um triangulo retangulo.

A geometria do tridngulo é rica, ampla, surpreendente e apaixonante. Leonhard
Euler, século XVIII, foi um dos matematicos que mais contribuiu com esta geometria. A
colinearidade dos principais pontos notaveis do tridngulo despertou o seu interesse que,
em 1765, provou que o ortocentro, o baricentro e o circuncentro sao sempre colineares

independentemente do tridngulo escolhido e a reta que contém estes pontos foi chamada
de Reta de Euler.

Continuando o estudo dos triangulos, verificamos a existéncia de outros pontos
notaveis constituindo mais um alinhamento especial formado pelo incentro, o baricentro e
o ponto de Nagel, e a reta que contém esses pontos é conhecida como Reta de Nagel. O
Ponto de Nagel é o encontro das cevianas determinadas pelos pontos de tangéncia dos

circulos ex-inscritos com os lados do triangulo.

Com a finalidade de apresentar alguns teoremas e utilizar argumentos que facilitem
suas demonstracoes, pretende-se com este trabalho levantar questoes e discussoes que
proporcionarao o desenvolvimento de topicos da geometria plana, complementando e

auxiliando no seu aprendizado.

No primeiro capitulo é feita uma abordagem de alguns resultados basicos da

geometria do triangulo e seus pontos notaveis que serao utilizados nos capitulos seguintes.

No segundo capitulo mostraremos através da Geometria Euclidiana, a existéncia da
Reta de Euler e da Reta de Nagel, suas construgoes e propriedades e um estudo comparativo.
Ainda neste capitulo falaremos da existéncia do circulo de Spieker e mostraremos que o

seu centro também pertence a Reta de Nagel.
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No terceiro capitulo proporcionaremos a fundamentacao tedrica da Geometria afim
do plano euclidiano. Apresentaremos as propriedades que nos darao o suporte para provar
a existéncia dos pontos notaveis necessarios a construcao da Reta de Nagel, utilizando

conceitos algébricos e operacgoes vetoriais.

E, no tltimo capitulo, sabendo da existéncia da Reta de Nagel, faremos um estudo
de acordo com o artigo A Reta de Fuler e a Circunferéncia de Nove Pontos, dos autores
Rojas e Mendoza, veja [25], que nos proporcionarda um estudo algébrico para determinar
a existéncia do incentro, do baricentro e do ponto de Nagel e a sua colinearidade, que

definem uma reta.
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1 Nocoes Preliminares

Apresentaremos nesse capitulo alguns resultados e definigbes importantes relacio-
nados a geometria do triangulo e seus pontos notaveis, que nos darao suporte no decorrer
do trabalho.

1.1 Conceitos e Resultados Basicos

Nesta se¢ao algumas defini¢oes e demonstragoes foram extraidas de [16], [19] e [21].
Definicao 1.1.1. Duas retas sao ditas paralelas se elas nao se intersectam.

Teorema 1.1.1 (Angulo Alternado). Se uma reta intersecta duas outras retas de modo

que 0s angulos alternos internos sejam congruentes, entdao as duas retas sao paralelas.

A demonstracao deste teorema é encontrada na referéncia [10], paginas 71 e 72.

Figura 1 — Angulo Interno Alternado

Definicao 1.1.2. Paralelogramo é um quadrildtero convexo que possui os lados opostos

paralelos.

A B

Figura 2 — Paralelogramo
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Teorema 1.1.2. Se ABCD ¢é um paralelogramo, entdio:

i) Os lados opostos sao congruentes.

ii) Os dngulos opostos sao congruentes.

iii) Dois angulos consecutivos sao suplementares.
iv) As diagonais cortam-se ao meio.

v) Seus pares de lados opostos sio congruentes.

Reciprocamente, se um quadrildtero convero satisfaz qualquer item acima esse

quadrilatero é um paralelogramo.
As demonstragoes acerca desses teoremas, sdo encontradas em [21] e [7].
Teorema 1.1.3 (Base Média). Em um triangulo qualquer o segmento que une os pontos

médios de dois dos seus lados é paralelo ao terceiro lado e tem como medida a metade da

medida deste lado.

Figura 3 — Bases Médias de um Tridngulo

Na figura 3 os pontos M e N sao pontos médios de AB e AC, respectivamente, o
segmento M N ¢é paralelo a BC e 2- MN = BC.

Uma demonstragao deste teorema ¢ encontrada na referéncia [21].

Uma consequéncia do Teorema da Base Média é que todo tridngulo possui exata-
mente trés bases médias. De acordo com a figura 3, as bases médias do triangulo ABC
sao os segmentos M N, NP e MP. Sendo que M N é a base média relativa ao vértice A
(ou lado BC'); analogamente, NP e M P sao, respectivamente, as bases médias de ABC
relativas aos vértices B e C' (ou os lados AB e AC, também respectivamente). O triangulo
MNP que tem por lados as bases médias do tridngulo ABC' é o tridAngulo medial de
ABC.
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Definicao 1.1.3. Uma ceviana de um triangulo € um segmento que une um vértice a um

ponto do lado oposto.

Teorema 1.1.4 (Teorema de Ceva). Trés cevianas AD, BE e CF de um triangulo ABC

sao concorrentes se , e somente se,

BD CE AF
DC EA FB

1.

Demonstracdo. Suponha que as trés cevianas sejam concorrentes.

Figura 4 — Teorema de Ceva

Seja P o ponto de encontro das trés cevianas. Consideremos, a partir de agora,
que [ABC] denota a area de um tridngulo ABC. Observe que os tridngulos BDP e CDP

possuem a mesma altura kA com respeito as bases BD e DC| respectivamente.

E os triangulos ABD e ACD tém altura H com respeito as bases BD e DC,

respectivamente.

Assim,

1 R
[ABD] = ;H.BD e [ACD] = ;H.DC,

1, —— R
[BDP] = §h.BD e [CDP]= ih'DC'
Isto implica que

[ABP] [ABD]— |[BDP]

[ACP| ~ [ACD] — [CDP]
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Portanto

BD  [ABP]
CD [ACP]
Da mesma forma, obtemos
CE |(BCP] AF [ACP]

EA _[ABP| © FB [BCP|

Fazendo o produto das trés igualdades temos:

[ABP] [BCP| [ACP] BD CE AF

) . = . . =1.
[ACP] [ABP] [BCP] DC FEA FB
Suponha agora que
BD CE AF
DC A FB (1)

Vamos mostrar que as trés cevianas sao concorrentes.

Seja P o ponto de intersecdo das cevianas AD e BE. Vamos mostrar que C'F passa

por P.

Seja C'F" a ceviana que passa por P. Pelo caso anterior, temos

BD CE AF

. . = 1.2
DC FEA F'B (1.2)

Figura 5 — Reciproco do Teorema de Ceva

Devemos concluir que F' = F”.

Por (1.1) e (1.2), obtemos
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AF" AF
F'B  FB’
O que é equivalente a
A" | F'B _AF  FB
F'B F'B  FB FB
Como F e F’ pertencem ao segmento AB, entdo,
AF"+F'B AF +FB AB AB .
— = —— = =— = =— <= "B =FDB.
F'B FB F'B FB
Logo, F' = F'.
]

Teorema 1.1.5 (Teorema de Menelau). Considere um triangulo ABC' e os pontos N e

M interiores aos segmentos AB e AC, respectivamente, e L na semirreta BC, tal que C
estd entre B e L. Entdo:
0 NB A
LB NA MC

se, e so se, 0s pontos L, M, e N forem colineares.

Figura 6 — Teorema de Menelau

Demonstracao. Suponha L, M e N colineares e sejam AP, BQ) e C'R as perpendiculares
tragadas a partir de A, B e C, respectivamente, a reta em que se encontram L, M, e N.

E ficil ver que os tridngulos retangulos APN e BQN sao semelhantes, assim como os
triangulos retangulos QBL e RCL. Entao

o/ &y
=S
| &
=9

23
Sk
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Por outro lado, os tridngulos retangulos APM e C RM também sao semelhantes.

De modo que

Portanto,

ILC NB MA BQ RC AP _

- . — . . —1.
LB NA MC AP QB CR

Reciprocamente, vamos supor que

Figura 7 — Demonstragio - Teorema de Menelau

e que os pontos L, M e N nao sao colineares. Prolongamos LM até intersectar AB em

N;. Pelo que provamos anteriormente, temos que

LC N\B MA_1
LB N,A MC
assim
N,B NB
=— o N=N
N,A NA b

o que é um absurdo.

Dessa forma, L, M, e N sao colineares.
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Definicao 1.1.4. Lugar Geométrico é o conjunto de todos os pontos em um plano que

gozam de uma mesma propriedade geométrica.

Proposicao 1.1.6 (Bissetriz de um Angulo). A Bissetriz de um Angulo é o lugar geomé-

trico dos pontos que equidistam dos lados desse angulo.

Demonstragdo. Seja AOB um angulo dado. Vamos mostrar que sendo P um ponto do
mesmo, entdo d(P, AO) = d(P,BO) <= P & (bissetriz de AOB).

De fato, suponha que P pertenca a bissetriz de AOB e sejam M e N, respectiva-
mente, os pés das perpendiculares baixadas de P as retas OA e OB. Como M OP =N OP,
OMP = ONP = (90°) e OP é comum, segue que os triangulos OM P e ON P sao congru-
entes por LAAy. Dai, PM = PN, ou seja, d(P, AO) = d(P, BO).

N B

Figura 8 — Bissetriz do Angulo

Reciprocamente, seja P um ponto interior do angulo AOB, tal que PM = PN,
onde M e N sao os pés das perpendiculares baixadas de P, respectivamente as retas OA
e OB. Entao, os triangulos MOP e NOP sao novamente congruentes, agora pelo caso
CH?', consequentemente M OP =N OP, aonde P estd sobre a bissetriz de AOB.

O

Proposigao 1.1.7 (Mediatriz de um Segmento). Dado dois pontos A e B no plano, a

mediatriz de AB ¢ o lugar geométrico dos pontos do plano que equidistam de A e de B.

Demonstracdo. Seja P um ponto da mediatriz m do segmento AB. Se P é o ponto médio
M de AB, entao PA = PB.

1

Caso CH (cateto, hipotenusa) Esse caso é um caso particular do LLL e pode ser expresso da seguinte
forma:Se dois triangulos retdngulos tém congruentes um cateto e a hipotenusa, entéo esses triangulos
sao congruentes
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Agora suponha P # M, entao teremos os triangulos APM e BPM congruentes
pelo caso LAL, pois como M é ponto médio do segmento de reta AB entao AM = M B,
os angulos AMP e BM P ambos retos pois a reta m é uma perpendicular e o segmento

PM é comum aos dois tridngulos, portando PA = PB.

B

Figura 9 — Mediatriz de um Segmento

Agora considere o lugar geométrico (LG) dos pontos, do plano, equidistantes aos
pontos A e B. Tome um ponto P qualquer de LG, logo PA = PB. Considere M ponto
médio de AB, e r a reta que passa por P e M forma os triangulos AMP e BM P congru-
entes pelo caso LLL, pois o segmento PM é comum aos dois tridngulos, os lados AM e
M B por M ser ponto médio e PA = PB por P pertencer a LG. Assim os angulos AMP

e BMP sio congruentes e iguais a 90°. Logo a reta r é a mediatriz do segmento AB.

B

Figura 10 — Mediatriz do Segmento AB

O
Teorema 1.1.8 (Bissetriz Interna). A bissetriz interna Al, do angulo A de um tridngulo
AB
ABC divide o lado oposto BC' na razao Vi Tok ou seja,
I,.B AB

N
Q
N
Q
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em que I, € o ponto de interseccio da bissetriz interna com o lado BC'.

Demonstracio. Seja R o ponto de interseccao da paralela a bissetriz Al, tragada pelo
ponto C, com a reta AB. E fcil ver que BAI, = CAI, = ACR = A}A%C, com isso,
AR = AC. Pelo teorema de Tales, temos que

B | C

a

Figura 11 — Teorema da Bissetriz Interna

A5 _ 1D

RA  I,C
Como RA = AC, temos

AB _ L

AC  I,C

]

Proposigao 1.1.9. Seja ABC' um triangulo tal que BC = a, CA=0, AB=c, e S@]CL AI

a bissetriz relativa ao angulo A com I, em BC. Definindo m = I,B, entdo I,B = T e
c
Lo-t
b+ c

Demonstragao. Usando o teorema 1.1.8 temos que

AB AC c a-c
I,B 1,C m a—m b+c
Portanto,
IB— a-c |
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Figura 12 — Consequéncia do Teorema da Bissetriz Interna

Consequentemente

I,

Q
I

S
|

3
I

S
|

1.2 Relagoes Métricas no Tridngulo em Relacao aos

Circulos Inscrito e Ex-inscritos

Definicao 1.2.1. Um circulo ex-inscrito de um triangulo é um circulo externo ao triangulo,

tangente a um de seus lados e as extensoes dos outros dois.

Figura 13 — Circulo Ex-inscrito ao Lado AC' do Tridngulo ABC

Todo triangulo possui trés circulos ex-inscritos distintos, cada um tangente a um dos
lados do triangulo. O centro do circulo ex-inscrito é chamado de ex-incentro do tridngulo

que € o ponto de interseccao das bissetrizes dos angulos externos de um triangulo.
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Proposicao 1.2.1. Seja ABC um triangulo de lados AB = ¢, BC = a, CA =1b ¢
semiperimetro p. Sejam D, E e F o0s pontos onde o circulo inscrito em ABC' tangencia
0s lados BC, CA, AB, respectivamente, e suponha, ainda, que o circulo ez-inscrito a AC
tangencia tal lado em N e os prolongamentos de BC e BA respectivamente em M e P.

Entao,

(a) AE=AF =p—a, BF=BD=p—-b, CE=CD=p—c.
(b) BM = BP = p.

(c) CN=CM =p—a, AP=AN =p—c.

(d) DM = FP = b.

(e) O ponto médio de AC também é o ponto médio de EN .

(f) BC + CN = BA + AN = p.

Figura 14 — Segmentos Notaveis do Triangulo ABC

Demonstracao.

(a) Denotando AF = AE =z, BF = BD =y e CE = CD = z. Temos que y + z = a,

r+2z="bex+y=c. Resolvendo o sistema encontramos xr =p—a,y=p—bez=p—c.

(b) Sendo BM = BP =t e CM = CN e AP = AN, temos que

2t = BM + BP = (BC +CM) + (BA+ AP)
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2t = (BC + BA)+ (CN + AN)

A=a+c+AC =a+b+c=2p,

de modo que t = p.

(c) Como em (b), temos que CM = CN e AP = AN. Por outro lado,

AP=BP-BA=p—c ¢ CM=BM—-BC=p—a.

(d) Temos que DM = BM — BD =p— (p—b) = b. A prova que F'/P = b é anéloga.

(e) Basta provar que CN = AE.

De fato, pelo item (a), temos AE = p — a e pelo item (c), temos também que
CN =p—a.

(f) Temos que CM = CN e AP = AN. Logo BC+CN =a+(p—a)=pe BA+ AN =
ct+(p—c)=p

O

1.3 Semelhanca

Até o momento, consideramos apenas conceitos basicos de semelhanca de tridngulos
e seus critérios conhecidos. Nesta sec¢ao, abordaremos brevemente a no¢ao de semelhanca
em um contexto mais geral, de forma independente da definicao classica para semelhanca
de triangulos. Para uma leitura mais detalhada sobre o assunto, recomenda-se consultar

as referéncias [14] e [28].

Definicao 1.3.1. Seja r um nimero real positivo. Uma semelhanca de razao r no plano

T € uma transformacao o : ™ — w que satisfaz a sequinte condigcdo: se X eY sao pontos

quaisquer dem e X' = o(X), Y’ = o(Y) sdo os seus correspondentes, entio X'Y' =r- XY .

1 é uma semelhanca, de razio —,

Toda semelhanga ¢ uma bijecao e sua inversa o~
,

se r for a razao de o.

Duas figuras F' e F’ sao ditas semelhantes, se existe uma semelhanca o que

transforma uma na outra tal que o(F) = F".

Uma semelhanca de razao 1 é chamada de isometria. Neste caso, as figuras seme-

lhantes sao ditas congruentes.
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1.4 Homotetia
A abordagem realizada nesta se¢do pode ser encontrada nas referéncias [14] e [28].
Seja O um ponto arbitrario do plano 7 e £ um ntumero real tal que k # 0.

Definicao 1.4.1. A homotetia de centro O e razdo k ¢ a transformacio ¢ : ™ — m que a
'~ k- OA

x|

cada ponto A do plano 7 associa o ponto A’ = ¢p(A) tal que O

AI

0

Figura 15 — Homotetia de Ponto

Toda homotetia é uma correspondéncia biunivoca, cuja inversa é a homotetia de

mesmo centro e razao 1/k.

Se k=1, entao A = A’ e portanto a homotetia é simplesmente a transformacao
— —
identidade. Se k = —1, entdao OA" = —OA e, neste caso, a transformacao ¢ uma simetria

em relagdo ao ponto O (ou rotagao de 180° em torno de O).

A figura 16 ilustra um exemplo de homotetia direta, que se obtém considerando a
figura F' com centro O e razao k > 1. A transformagao geométrica associa cada ponto X

de F ao ponto X’ de F’ sobre a semirreta-reta OX, de origem O.

Figura 16 — Homotetia de razdo (2,5) Transforma F em F".
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A figura 17 ilustra um exemplo de homotetia inversa, que se obtém considerando a

figura F' com centro O e razao k < 0.

Figura 17 — Homotetia de Razao (-2) Transforma F em F’.

Se o ponto O pertence a uma reta r, entao a imagem de r por uma homotetia de
centro O ¢ coincidente com r. Se O nao pertence a uma reta r entdo r’ = ¢(r) é uma reta

paralela a r, conforme ilustra a figura .

Figura 18 — Homotetia Transforma r em r’
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A homotetia, portanto, preserva angulos. Além disso, se A e B sao dois pontos
quaisquer do plano e se A’ = ¢(A) e B’ = ¢(B) entao A’B’ = |k|- AB. De fato, OA’ =
k|- OA e OB’ = |k| - OB, logo os tridngulos OAB e OA’'B’ sio semelhantes pelo critério
LAL.

Figura 19 — Homotetia - Semelhanca dos Tridngulos

Portanto, toda homotetia é uma semelhanca. Logo, a homotetia transforma qualquer

figura F' em uma figura F” semelhante a F.

Proposicao 1.4.1. Uma homotetia de razao k, transforma uma circunferéncia de raio r

e centro C numa circunfréncia de raio |k|r cujo centro é a imagem de C' pela homotetia.

Demonstracao. Considere uma homotetia ¢ de centro O e razao k. Seja P um ponto
arbitrario da circunferéncia I'(C,r) de centro C' e raio r. Se P’ = ¢(P) e C' = ¢(C),
entdo C"P’ = |k| - CP = |k|r, ou seja, P’ pertence a circunferéncia I'(C’,7’) de centro C" e
raio 7 = |k|r. Logo a imagem de I'(C, r) pela homotetia esta contida na circunferéncia
L, .

Agora, tome um ponto @ arbitréario da circunferéncia T'(C”,r'). Seja ¢! a homotetia
(inversa) de centro O e raio 1/k. Entao, ¢~*(C’) = C e o ponto P = ¢~(Q) pertence a
['(C,r). De fato, da homotetia ¢! segue-se que: PC = ‘%‘ -QC". Como Q € I'(C’,r"),
temos que QC" = |k|r, logo PC = ﬁ|k3|r =7

Por outro lado, ¢(P) = ¢(¢~1(Q)) = Q, donde concluimos que T'(C’,r") esta
contida na imagem de I'(C, r) pela homotetia ¢.

Portanto, a homotetia ¢ transforma a circunferéncia I'(C,r) na circunferéncia
L, r).

]
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1.5 Pontos Notaveis do Tridngulo

Nesta se¢ao apresentaremos algumas definigoes e propriedades geométricas relativas
aos pontos notaveis mais conhecidos do triangulo que sao o Incentro, o Circuncentro, o
Baricentro e o Ortocentro, bem como outros que sao bem menos conhecidos como o ponto
de Gergonne, o ponto de Nagel e o ponto de Spieker, e que constituirdo os pré-requisitos

necessarios para auxiliar na construcao do objetivo do nosso trabalho.

1.5.1 Incentro

Proposicao 1.5.1. Dado um triangulo ABC qualquer, as trés bissetrizes internas se

intersectam num ponto chamado de tncentro.

Figura 20 — Bissetrizes Concorrentes

Demonstracio. Seja ABC' um triangulo e Al,, Al, e Al. suas bissetrizes, conforme a
figura 20.

Utilizando o teorema 1.1.8, em relacao as suas bissetrizes, temos

I.B_ 4B
,C AC
I,C _ BC
LA AB
A _AC
I.B  BC

Multiplicando as trés igualdades temos

I.LB ,C I,A AB BC AC _
I,C I,A I.B AC AB BC

L,

e pelo teorema 1.1.4 concluimos que as trés bissetrizes se intersectam em “I”.
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]

Uma outra maneira de provar que as trés bissetrizes internas se intersectam num
unico ponto, é verificando que o Lugar Geométrico dos pontos interiores ao triangulo ABC

e que equidistam dos seus lados é o conjunto formado apenas pelo incentro.

Proposicao 1.5.2. O incentro € o centro da circunferéncia inscrita no triangulo, onde o

rato € iqual a distancia do incentro a um dos lados do triangulo.

Figura 21 — Circunferéncia Inscrita

Demonstracao. Sejam BI, e C'I. as bissetrizes relativas aos vértices B e C, respectivamente,
e I o seu ponto de intersecao. Como o ponto I pertence as bissetrizes B, e C'I., entao
IF =TFE e IG = IF, em que E, F,G sao os pés das perpendiculares baixadas desde I
sobre os lados BC, AC e AB, respectivamente. Como IE = IG, entdo, pela proposicao
anterior, I pertence a bissetriz do angulo A. Logo, as trés bissetrizes passam por um mesmo
ponto I chamado de incentro que sera o centro da circunferéncia inscrita no tridngulo,
pois equidista dos lados do tridngulos e E, ' e GG sdo os pontos de tangéncia do circulo
com os lados BC, AC e AB.

]

O teorema a seguir mostra a area de um triangulo em fungao do raio da circunfe-

réncia inscrita.

Teorema 1.5.3. Sejam a, b e ¢ as medidas dos lados BC', CA e AB do triangulo ABC),
respectivamente, e seja r a medida do raio da circunferéncia inscrita. Entao, a drea do

triangulo ABC' pode ser calculada por

[ABC] =p-r
a+b+c

onde p = 5
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Demonstracao. De acordo com a fig 21, a area do tridngulo ABC é a soma das areas dos
triangulos AIB, BIC e CIA, que possuem altura igual a r, raio da circunferéncia inscrita.

Portanto,

[ABC] = [BIC] + [CIA] + [AIB]

a-r b-r c-r

[ABC] 5 + 5 + 5
a+b+c

[ABC’]z( 5 ) r
[ABC] =p-r.

1.5.2 Baricentro

Definicao 1.5.1. A mediana de um triangulo, é um segmento de reta que liga o vértice

ao ponto médio do lado oposto.

Proposigao 1.5.4. As trés medianas de um triangulo se encontram em um unico ponto.

Este ponto é chamado de baricentro do triangulo.

Figura 22 — Medianas Concorrentes

Demonstracao. Podemos verificar esta afirmacao, utilizando o teorema 1.1.4. Se M,, M, e

M. sao os pontos médios relativos aos lados BC, AC' e AB, respectivamente, temos
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BM, CM, AM,

M,C MyA MgcB

Entao

BM, CM, AM,

. . =1
M,C MyA McB

Consequentemente, AM,, BM, e C M, se encontram em um ponto G chamado de

baricentro.
O]

Proposicao 1.5.5. O baricentro divide cada mediana, a partir do vértice correspondente,

na razao de 2:1.

Figura 23 — Medianas Concorrentes - Demonstragio

Demonstragdo. Sejam M,, M, e M. os pontos médios dos lados BC, AC' e AB. Aplicando

o teorema 1.1.5 (Teorema de Menelau) no tridngulo AM,C', temos

BM, M,C" GA

. . =1. 1.3
BC  M,A GM, (1.3)
Observando a figura 23, verificamos que
BM, 1 M,C
= — e = 1

BC 2

=
o

Logo, substituindo em (1.3), temos
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GM(Z

GA

GM,

De maneira analoga, podemos fazer o mesmo para as outras medianas e encontra-

remos

1.5.3 Circuncentro

Proposicao 1.5.6. As trés mediatrizes dos lados de um triangulo ABC qualquer se en-

contram num ponto chamado circuncentro que € o centro da circunferéncia circunscrita.

Demonstracio. Seja ABC um triangulo qualquer, r, s e t, respectivamente, as mediatrizes

dos lados BC', CA e AB, e O o ponto de intersecao das retas r e s.

Figura 24 — Mediatrizes Concorrentes

Pela caracterizagao de mediatriz de um segmento como lugar geométrico, temos
OB = OC (pois O € r) e OC = OA (pois O € s). Concluindo assim que OB = OA e
segue novamente da caracterizacdo de mediatriz como lugar geométrico que O € t. Logo
o circuncentro ¢ o centro da circunferéncia circunscrita ao triangulo com raio igual a

distancia do circuncentro a um dos vértices. O]
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1.5.4 Ortocentro

Os segmentos de reta que passam pelo vértice de um tridngulo e intersectam o
lado oposto (ou prolongamento) perpendicularmente é a altura do tridngulo relativo a este

vértice.

Proposicao 1.5.7. Em qualquer triangulo ABC, as trés alturas se intersectam em um

50 ponto que é chamado de ortocentro.

Demonstracao. Considere um triangulo ABC qualquer, representado pela figura 25. trace
por A, B e C, respectivamente, retas r, s e t paralelas a BC, CA e AB, também respecti-
vamente, e sejam rNs = {P}, sNt={M}, tNr={N}. Como os quadriladteros ABCN
e ABMC' sao paralelogramos, segue que CN = AB = CM e dai, C' é o ponto médio de

MN. Analogamente, B é o ponto médio de M P e A é o ponto médio de PN. Por outro
lado, a altura relativa a BC também é perpendicular PN, j& que BC e PN sao paralelos.
Do mesmo modo, as alturas relativas AC' e AB sao perpendiculares respectivamente a
MP e MN. Segue que as alturas do tridngulo ABC' sdo mediatrizes dos lados do tridngulo
MNP. Como ja provamos que as mediatrizes dos lados de um tridngulo sao concorrentes,
concluimos assim que as alturas de ABC' também sao concorrentes. Utilizamos nessa
demonstracao um tridangulo acutangulo, mas o mesmo raciocinio pode ser aplicado aos

casos de triangulos retangulos e obtusangulos.

Figura 25 — Ortocentro de um Tridngulo Acutangulo

]

Corolario 1.5.8. O circuncentro de um triangulo é o ortocentro de seu triangulo medial.

Demonstragdo. Pela demonstracao da proposicao 1.5.7, sabemos que ABC' é o tridngulo
medial do tridngulo M NP e as mediatrizes dos lados de M N P sao as alturas de ABC;
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portanto, o circuncentro de M N P coincide com o ortocentro de ABC'. Os demais casos

sao analogos. [

1.5.5 Ponto de Gergonne

Proposicao 1.5.9. As cevianas que unem cada vértice de um triangulo ABC ao ponto
de contato do circulo inscrito com o lado oposto intercectam-se no mesmo ponto chamado

de Ponto de Gergonne.!
Usaremos o Teorema de Ceva para demonstrar a existéncia do ponto de Gergonne.

Demonstracao. Sendo a bissetriz o conjunto de pontos que equidista dos dois segmentos

que formam o angulo e o centro da circunferéncia inscrita é o incentro, temos que

Figura 26 — Ponto de Gergonne

AE=AF, BF=BD e CE=CD.

Substituindo AF por AE, BD por BF e C'D por C'E, logo verificamos que

AE_OD.BF:J’ 1.4
CE BD AF
entao
AE CE BF
CF BF AB (1.5)

1 Joseph Diaz Gergonne foi um matemético francés, nasceu em 19 de junho de 1771 na cidade de Nancy

e faleceu em 04 de maio de 1859 em Montpellier, Franca
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Consequentemente, as trés cevianas que ligam os vértices ao ponto de tangéncia da

circunferéncia se intersectam em um ponto chamado de ponto de Gergonne.

1.5.6 Ponto de Nagel

Dado um triangulo ABC' qualquer, os segmentos que ligam cada vértice ao ponto
de tangéncia dos circulos ex-inscritos ao lado oposto sao chamados de Cevianas de
Nagel'.

Proposicao 1.5.10. As trés cevianas de Nagel se intersectam num unico ponto N, cha-

mado de Ponto de Nagel.

Demonstracao. Considere um tridngulo ABC' qualquer, representado pela figura 27. Sendo
AB = ¢, AC = b e BC = a, entdo pela proposicio 1.2.1, item (c), temos que BX =p — c,
CX=p—-bAY =p—¢c,CY =p—a, AZ=p—be BZ=p—a.

Figura 27 — Ponto de Nagel

1 Christian Heinrich von Nagel (1803 - 1882) Professor de matemética e gedmetra alemao. Seus trabalhos

mais conhecidos sao da geometria do tridngulo. Nasceu em Stuttgart, Alemanha e faleceu em Ulm,
Alemanha.
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Sendo assim,

AY CX BZ p—-c p—b p—a

—_— === = = 1.
CY XB ZA p—a p—c p—>»

Portanto, pelo teorema 1.1.4, as cevianas sao concorrentes.
]
Corolario 1.5.11. Dado um triangulo ABC' qualquer, o segmento que liga o vértice a

um ponto do lado oposto é uma ceviana de Nagel se, e somente se, esse ponto dividir o

perimetro do triangulo ao meio.

Demonstracao. De acordo com a figura 27 a circunferéncia ex-inscrita oposta ao vértice

A, intersecta o lado BC' do triangulo em X.

Entao, conforme a proposigao 1.2.1, item (f), temos que AC+CX = AB+BX = p,
onde AX ¢é uma ceviana de Nagel do tridngulo ABC.

Suponha agora que exista outro ponto X’ em BC, conforme figura 28, que satisfaca
AB+BX' =p

Figura 28 — Unicidade da Reta de Nagel

Logo,

AB+ BX'=AB+ BX

O que é equivalente a

BX' = BX

Como X e X' pertencem a uma mesma semirreta de origem B, segue-se
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BX'=BX <— X=X’

Por raciocinio analogo, se considerarmos as cevianas de Nagel que cortam os lados

AC e AB, obteremos o mesmo resultado.

1.5.7 Ponto de Spieker

Definicao 1.5.2. O ponto de encontro das bissetrizes internas do triangulo medial de
um triangulo ABC é chamado de Ponto de Spieker' do triangulo ABC. O Ponto de

Spieker é o incentro do triangulo medial.

Figura 29 — Ponto de Spieker

A existéncia do ponto de Spieker é 6bvia, uma vez que ji sabemos que as trés

bissetrizes se encontram em um tnico ponto.

1 Theodor Spieker(1823 - 1913)Professor de matemética alemao que escreveu um livro escolar amplamente

utilizado de geometria plana. Uma cépia deste livro foi dada a Albert Einstein por seu tutor quando
Einstein tinha doze anos, e rapidamente o levou a se interessar pela matemaética superior.
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2 A Reta de Nagel e o Circulo de
Spieker

Neste capitulo mostraremos que, em um triangulo qualquer, o incentro I, o bari-
centro GG, o ponto de Spieker S e o Ponto de Nagel N sao colineares. A reta que contém

esses pontos é conhecida como Reta de Nagel.

Muitos professores de Mateméatica nao estao cientes de que existe esse alinhamento

especial e, normalmente nao é mencionado nos livros de geometria.

A abordagem nesse capitulo utilizard puramente os elementos geométricos apresen-

tados anteriormente, que serao de grande importancia na construcao da reta de Nagel.

2.1 Demonstracao da Reta de Nagel

Proposicao 2.1.1. Em qualquer triangulo, o incentro I, o baricentro G e o Ponto de
Nagel N sao colineares, e a distancia do baricentro ao ponto de Nagel é sempre o dobro da
distancia do incentro ao baricentro. A reta que contém estes pontos é chamada de reta
de Nagel.

Figura 30 — Reta de Nagel

Demonstracao. No caso do tridngulo ser equilatero a Reta de Nagel nao estd definida, pois

o incentro, o baricentro, o ponto de Spieker e o ponto de Nagel coincidem.

Em triangulos isésceles, temos que a bissetriz, a mediana, a ceviana de Nagel
relativas a base do triangulo e uma bissetriz do triangulo medial sdo coincidentes, logo, o
incentro, o baricentro, o ponto de Nagel e o ponto de Spieker estao alinhados, conforme

ilustra a figura 31.
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Figura 31 — Reta de Nagel - Tridngulo Isésceles

Tracemos a mediana AM,, relativa ao lado BC, bem como a reta que passa por [
e G. Em seguida, prolongamos IG até o ponto L tal que GL = 2 IG (ver figura 32). Os

angulos M,GI e AGL sao congruentes, por serem opostos pelo vértice. Pela propriedade do

baricentro AG = 2 - GM,, logo os segmentos AG e G'L sao proporcionais, respectivamente,
aos segmentos GM, e GT e os tridngulos AGL e M,G1I sao semelhantes, pelo critério LAL
de semelhanca. Logo, o angulo ALG = M,IG e portanto, as retas contendo AL e TM,

sdo paralelas pelo Teorema 1.1.1 (Angulo Alternado).

A

B M C

a

Figura 32 — Reta de Nagel - Demonstracio

Vamos agora mostrar que L é o ponto de Nagel. Para isso, é necessario demonstrar

que L pertence a ceviana de Nagel do triangulo ABC.

Prolongaremos entdo, o segmento AL até o lado BC em E. pelo Corolério 1.5.11,
o ponto E deve dividir o perfmetro ao meio a partir do vértice A, ou seja, AB + BE = p,

onde p é o semiperimetro do tridngulo ABC.

Como AB = ¢, AC =be BC = a, temos que
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Figura 33 — Reta de Nagel - Construcio para Demonstragio

AB+BE =p=
BE=p—AB= BE=p—c.

Pela figura 33, observamos que

BE =BD + DE.

Vamos entao determinar os comprimentos de BD e DFE.

Primeiramente, vamos determinar o comprimento de DE. Tracamos os segmentos
perpendiculares AD e TF e, podemos entdo observar que os tridngulos ADE e IFM,
sao semelhantes, visto que ambos sao triangulos retangulos em D e F', respectivamente
e, tal como j4 foi mostrado anteriormente, AE e IM, sdo paralelas. Logo, os angulos
DAFE = FIM,. Usando o critério AA de semelhanca de tridngulos podemos concluir que

os tridngulos sao efetivamente semelhantes.
Assim, podemos estabelecer a seguinte relagao:
DE AD
FM, IF’

Sendo I o incentro do tridngulo, temos que I F' = r, onde 7 é o raio da circunferéncia
inscrita (segmento perpendicular a cada um dos lados a partir do incentro) no tridngulo
ABC e AD ¢ a altura relativa ao lado BC'.

Podemos afirmar que:

[ABC|=r-p e [ABC]:;-CL-M.

Igualando as equagoes acima, teremos entao a seguinte relacao
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AD  2-p
T oa
O que resulta,
DE 2- . 9.
e e, consequentemente que DFE = (—p) - F'M,.
FM, a a

De acordo com o teorema 1.2.1 item (a), o comprimento da tangente BF' é sim-

plesmente p — b.

Assim, é possivel afirmar que

1 1
FMa:BMa—BF:§a—(p—b):ia—p+b

1 1 b—c
FM, — —~a— - _ ,
54 2(a+b—|—c)—|—b 5

Por consequéncia,

DE = (). FI, = (

a a 2 a

27p)'(b—c)_p(b—c)

Agora, vamos determinar o comprimento do segmento BD . No tridngulo ABD,
temos que BD = ¢ - cos(ABD).

E utilizando a lei dos cossenos, teremos

b = a® + & — 2a(c - cos(ABD)).

Consequentemente,

a2+c2—62)_(a2+c2—62
- 2a

Finalmente estamos em condigoes de provar que:

BD =c¢-cos(ABD) = ¢ ( ).

2ac

BE=BD+DE=p—c.

De fato,

— a?+A-. pb—c) A+ - +2p0b—c)
BE =( 2a )+ a ): 2a

B _ A+ =0+ (a+b+c)b—c) (a*+ab—ac)
B 2a B 2a
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- a+b—c a+b—c
BE =a-( oa )= (

— 1
B :§(a+b+c)—c

BE—p—-c

Assim concluimos que o ponto L pertence a ceviana de Nagel e que, de maneira
analoga, podemos fazer o mesmo para BL e C'L e encontraremos o ponto de Nagel N,

S 1
concluindo assim que L = N e que IG = 3 IN. O]

2.2 O Circulo de Spieker

Definigao 2.2.1. O circulo de Spieker de um triangulo ABC' € o circulo inscrito no seu

triangulo medial.

De acordo com a defini¢ao 1.5.2, o Ponto de Spieker é o centro do circulo de Spieker,

ou seja, ¢ o encontro das bissetrizes internas do triangulo medial.

Proposicao 2.2.1. O ponto de Spieker é o ponto médio do segmento IN da Reta de Nagel
do triangulo ABC'.

Figura 34 — Demonstracio: S ¢ o Ponto Médio de TN
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Demonstracao. Como ja sabemos, o baricentro G divide a mediana na razao 2 : 1, por
1
esse motivo uma homotetia de centro G e k = —3 transforma o tridngulo ABC' no seu

triangulo medial M, M,M., conforme ilustra a figura 34.

O incentro do triangulo ABC' é transformado no incentro do triangulo M, M, M.
que é o centro da circunferéncia de Spieker do triangulo ABC'. De acordo com a proposicao
1.4.1, isto acontece porque a imagem de uma circunferéncia sob uma homotetia é também
uma circunferéncia, bem como o centro da circunferéncia é transformado no centro de sua
imagem. A homotetia transporta o ponto I para o ponto S. Logo, para isso acontecer é

necessario que I, G e S sejam colineares com IG = 2-GS.

Como
__ 1 __ ___
[G:§~[N e IG=2-GS
Entao,
Gs-1.1v
=3 .
Somando os termos, temos
- 1 — 1
IG+GS=—--IN+—--1IN.
3 6
Portanto,
__ 1 —
1S=—--1IN.
2

]

Como ja nos utilizamos dos instrumentos matematicos anteriores para o estudo da

Reta de Nagel e do Circulo de Spieker, podemos entao concluir que:

I, G e N sao sempre colineares;

G divide TN de modo que GN = 2 - IG.

~
=

G divide TN de modo que IG =

W

e S é o ponto médio de IN.
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Proposicao 2.2.2. O incentro de um triangulo € o ponto de Nagel do seu triangulo medial.

Demonstracao. De fato, pelas propriedades da Reta de Nagel, a homotetia de centro GG
e razdo k = —2 transporta o incentro de um tridngulo para o seu ponto de Nagel. Com
a notagao estabelecida pela proposigao 2.2.1 (ver figura 34), a homotetia de centro G e
k = —2 transporta o incentro do tridngulo medial (ponto S de Spieker) para o seu ponto

de Nagel. Logo o incentro do tridngulo ABC' é o ponto de Nagel do seu triangulo medial.

O

Proposicao 2.2.3. Dado o triangulo ABC' e sejam Q1, Q2 e Q3 0s pontos médios dos
segmentos que unem o ponto de Nagel N do triangulo aos vértices A, B e C, entdo o
triangulo Q1Q2Q3 é congruente ao triangulo medial de ABC' e os seus lados sdo tangentes

a circunferéncia de Spieker.

Figura 35 — Triangulos Q1Q2Q3 e M,M,M, Congruentes

Demonstracao. Seja a transformacao composta pela homotetia de centro N e k = 2 seguida
da homotetia de centro G e k = —5 A primeira homotetia transporta o triangulo QQ1Q2Q)3,
para o tridngulo ABC' e a segunda transporta o triangulo ABC' para o triangulo M, M, M...

Isto porque a primeira homotetia duplica o comprimento dos lados do triangulo Q1Q2Qs,
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enquanto que a segunda os divide em duas partes iguais. Desta forma, o comprimento
dos lados do triangulo M, M,M. ¢é igual ao comprimento dos lados do Q)1Q2(Q)3, logo, pelo

critério LLL de congruéncia, os triangulos sao congruentes.

Da mesma forma, a transformacao transporta a circunferéncia inscrita do triangulo
(Q1Q2Q)3 na circunferéncia inscrita do tridngulo M,M,M., ou seja, transporta o incentro

do triangulo Q1Q2Q)3 para o incentro do triangulo M, M, M..

De fato, ja sabemos que o ponto S divide I N, logo a homotetia de centro N e
k = 2 transporta o ponto S para o ponto I. Como IG = 2 -GS, a homotetia de centro
Gek= —3 transporta novamente o ponto I para o ponto S. Assim, o ponto S é a sua

propria imagem sob a transformacao.

Portanto, as duas circunferéncias inscritas tém o mesmo centro e também o mesmo
raio, visto que os triangulo M, MM, e Q1(Q2()3 sdo congruentes, logo as suas circunferéncias

inscritas sdo coincidentes.

O

Proposicao 2.2.4. As cevianas de Nagel de um triangulo ABC' passam pelos pontos de

tangéncia do circulo de Spieker no triangulo medial.

Demonstracao. Seja T o ponto de tangéncia do circulo inscrito com M, M, e P a intersecao

da reta CT com o lado AB. Como consequéncia, temos que M,T é paralelo a AP,
1 —

AM, = M,C' e MM, = 3 - AB. Observe que os triangulos CT'M, e C'PA sao semelhantes,

com razao de semelhanca 2.

_ —b
Pela proposicao 1.2.1, temos a medida do segmento M, T = pT’ conforme

ilustrado na figura 36.

Usando argumentos de semelhanca, temos

CA AP
CM, M,T
CA —b
como =2e M,T = L, temos entao que
CM, 2

AP=p—b

Podemos constatar que o ponto P divide o perimetro do triangulo ABC ao meio,

logo pelo corolario 1.5.11, C'P é uma ceviana de Nagel.

Se usarmos raciocinio analogo, podemos fazer o mesmo para AR e BS, e chegaremos
a conclusao que R e S pertencem as cevianas de Nagel relativas aos vértices A e B,

respectivamente, como ilustra a figura 36.
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Figura 36 — Ponto de Contato - Cevianas de Nagel

2.3 A Reta de Euler

Teorema 2.3.1. Em um triangulo qualquer, o Ortocentro H, o Baricentro G e o Circun-
centro O estdao sobre uma mesma linha reta e a distancia do Ortocentro ao Baricentro € o
dobro da distancia do baricentro ao Circuncentro. A reta que contém estes trés pontos é
chamada de Reta de Fuler.

Demonstracao. Faremos uma anélise semelhante a demonstracao da reta de Nagel vista

na proposicao 2.1.1.

Em um triangulo equildtero a reta de Euler nao esta definida, pois neste triangulo

a mediatriz, a bissetriz e a altura coincidem e os trés pontos também coincidem.

Em triangulos isésceles, a mediana, a mediatriz e a altura relativa a base sao
coincidentes, logo, o baricentro, o ortocentro e o circuncentro pertencem a um mesmo

segmento. Assim, a reta que contém esse segmento é a reta de Euler do triangulo.

Suponha que os angulos do triangulo ABC' sdo agudos, para garantirmos que os trés

pontos sao internos ao triangulo. Para um tridngulo com um angulo obtuso ou retangulo,
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Figura 37 — Reta de Euler

a prova é andloga. Portanto, podemos supor que ABC' néo ¢ isésceles.

Neste caso, a mediana é distinta da mediatriz, o que implica que o baricentro G e

o circuncentro O sao pontos distintos. Tome a reta r determinada por G e O.

Na semirreta com origem em O e contendo G tome um ponto P tal que GP = 2-GO.
Seja M, o ponto médio do lado BC. Considere a mediana e a mediatriz relativas ao lado
BC. Os triangulos GPA e GOM, sdo semelhantes pelo caso LAL de semelhanca, pois,
GP = 2-GO (por construcio) os angulos AGP = M,GO (opostos pelo vértice) e
AG = 2-GM, (propriedade do baricentro). Logo, os angulos APG = M,0G. Portanto, as
retas contendo AP e OM, sao paralelas pelo Teorema 1.1.1. Mas como OM,, é perpendicular
a BC e paralela a AP, segue que P pertence a altura de ABC relativa ao lado BC. Da
mesma, forma, relativamente & mediana e a mediatriz do lado AC, mostramos que P

pertence a altura de ABC.

Como P ¢ a interseccao de duas alturas, concluimos que P = H em que H é o

ortocentro do triangulo ABC.

2.4 A Circunferéncia de Nove Pontos

A demonstra¢ao do Teorema a seguir, encontra-se em [16], pagina 18.

Teorema 2.4.1. Em um triangulo ABC', os pontos médios dos seus lados, os pés das
alturas e os pontos médios dos segmentos que unem os vértices do triangulo ao ortocentro,

pertencem a uma mesma circunferéncia.

Demonstracdo. Considere o triangulo ABC, e os pontos médios M,, M, e M., dos lados

BC, AC e AB, respectivamente. Sejam H,, H, e H. os pés das alturas referentes aos
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Figura 38 — Circunferéncia de Nove Pontos

vértices A,B e C, respectivamente. Sejam D,, D, e D, os pontos médios dos segmentos
HA, HB e HC, onde H é o ortocentro do tridngulo.

Pelo Teorema 1.1.3, temos que MyM. // BC' /| DyD.e DyM. /] AH /| MyD..
Como AH é perpendicular a BC, segue-se que MyM.D,D, é um retangulo e, portanto,
esta inscrito em uma circunferéncia cujo didmetro é dado por suas diagonais, a saber,
MyDy e M.D.,.

De modo anélogo verifica-se que M, M,D,D, e M,M_.D,D,. também sao retangulos
que possuem as diagonais M, Dy, e M.D.., respectivamente, comuns ao retangulo M, M_.D,D...
Portanto estao inscritos na mesma circunferéncia, cujo centro R é dado pela intersecao de
suas diagonais. Deste modo mostramos que os pontos médios dos lados e os pontos médios
dos segmentos que ligam o ortocentro aos vértices pertencem a uma circunferéncia, falta

mostrar que os pés das alturas também pertencem a esta circunferéncia.

O segmento AH, é perpendicular ao lado BC, ja que AH, é a altura relativa a
base BC. O segmento M,D, é um didmetro da circunferéncia que contém os seis pontos,
logo, sendo o triangulo M,D,H, retangulo em H, e M,D, um didmetro da circunferéncia
(pois sao vértices opostos de um dos retdngulos inscritos citados acima), entao H, também
pertence a circunferéncia. De forma analoga mostra-se que as alturas H, e H. também

pertencem a circunferéncia e temos entdo os nove pontos, como queriamos demonstrar. [
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Corolario 2.4.2. O raio da circunferéncia de nove pontos de um triangulo é a metade do

raio da circunferéncia circunscrita neste triangulo.

1
Demonstracao. De fato, considere o tridangulo ABC' e uma homotetia de centro G e k = —5

Essa homotetia transporta o triangulo ABC no seu tridngulo medial. Consequentemente,
pela proposicao 1.4.1 a circunferéncia circunscrita no triangulo ABC' é transformada na

circunferéncia inscrita no triangulo medial que ¢ a Circunferéncia de Nove Pontos.

]

Corolario 2.4.3. O centro da circunferéncia de nove pontos estd localizado na reta de
Euler, ele € o ponto médio do segmento que liga o ortocentro ao circuncentro. Além disso,
a distancia do centro do circulo de nove pontos ao baricentro é a metade da distancia do

baricentro ao circuncentro e um terco da sua distancia ao ortocentro.

Demonstracao. Pela demonstracao do teorema 2.3.1, temos que AH =2-OM,. Como D,
é o ponto médio do segmento AH, entao D,H = OM,. Pela demonstracao do teorema
2.4.1, D,R = M,R que é o raio da Circunferéncia de Nove Pontos. Os angulos HﬁaR e
OM,R sio congruentes, pois AH//OM, e os triangulos HD,R e OM,R sio congruentes,
pelo critério LAL de congruéncia. Logo, HR = OR e HRD, = ORM,. Sendo M,RH o
suplemento de H RD,, concluimos que H RO forma um angulo raso, donde HR e RO sdo

colineares.

Da Reta de Euler, vimos que

2.06=GH =GR+ RH=GR+0OR=GR+GR+ 0G,

donde obtemos

S
Q
l!ﬂ
2
i~y

Por outra parte,

RH=0OR=0G+GR=2-GR+GR=3-GR

logo,

Podemos assim concluir que

R:

3
=

-m:

DN | —
Wl =



2.5. Analogia entre as Retas de Nagel e de Euler de um triangulo 61

2.5 Analogia entre as Retas de Nagel e de Euler de
um triangulo

A analogia notavel entre o circulo de nove pontos e a Reta de Euler e o circulo de
Spieker e a reta de Nagel, é contrastada na tabela abaixo e ilustrada nas Figuras 39 e 40,

onde podemos comparar semelhancas nos dois resultados.

M, M,
He /\ R G o /N
B M, c B Ha M,
Figura 39 — Reta de Nagel do Tridngulo ABC Figura 40 — Reta de Euler do TriAngulo ABC
A

Figura 41 — Segmentos OGRH e IGSN
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Tabela 1 — Comparacao entre as Retas de Nagel e Euler de um Tridngulo

Reta de Nagel

Reta de Euler

O circulo de Spieker ¢ a circulo inscrito no
triangulo medial do tridngulo ABC' e seu raio
mede a metade do raio da circulo inscrito no
triangulo ABC.

O circulo de nove pontos é o circulo circuns-
crito ao triangulo medial e seu raio mede
metade do raio da circulo circunscrito no tri-
angulo ABC.

O Incentro I, o baricentro GG e o ponto de
Nagel N de qualquer triangulo sao colineares,
onde GN = 2-GI e o ponto médio de IN é o
centro do circulo de Spieker S e NS = 3-SG

O circuncentro O, o baricentro GG e o ortocen-
tro H de qualquer tridngulo ABC' sao coline-
ares, onde GH = 2 - GO e o ponto médio de
OH ¢ o centro da circulo de nove pontos R,

tal que HR = 3 - RG

O circulo de Spieker ¢ tangente aos lados do
triangulo medial, nos mesmos pontos onde os
lados sao cortados pelas linhas que ligam os
vértices do tridngulo ABC' com o seu ponto
Nagel.

O circulo de nove pontos corta os lados do
tridangulo ABC nos pés das alturas baixadas
dos vértices.

A circulo de Spieker toca os lados do trian-
gulo cujos vértices sao os pontos médios dos

segmentos do ponto de Nagel aos vértices do
triangulo ABC'

O circulo de nove pontos passa pelos pontos
médios dos segmentos que ligam o ortocentro
aos vértices do tridngulo ABC.

Os dois segmentos OGRH e IGSN se entrecruzam, cada um deles cortando o

outro de forma equilibrada, se encontrado no baricentro G.

Ao todo, esse conjunto sistematico de correspondéncias entre as propriedades das

Retas de Euler e Nagel (incluindo as correspondéncias entre as propriedades dos circulos

de nove pontos e de Spieker) constituiu uma analogia matemética notavel e complexa.
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Outra situacgao interessante é que qualquer dois segmentos de reta que se cortem
em proporc¢oes de comprimento idénticas terao sempre retas paralelas definidas por suas

pontas (ver Teorema de Thales em [21], paginas 148 a 154).

Figura 42 — Proporcionalidade dos Segmentos

Figura 43 — Linhas Paralelas e Segmentos Proporcionais
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3 Os Fundamentos da Geometria
Afim

Alguns topicos ensinados em um curso introdutério de algebra linear sao muitas
vezes motivados por referéncia ao ensino fundamental da geometria. A geometria é tratada
como algo conhecido pelo aluno e a sua referéncia d4 uma melhor compreensao dos

conceitos algébricos que, em principio, podem ser considerados bastante abstrato.

O interessante e importante é que podemos inverter esse processo. De posse do
conhecimento da algebra linear, os conceitos geométricos podem ser definidos e desenvol-
vidos. O uso de métodos vetoriais em geometria, geralmente fornece novas maneiras de
ver problemas antigos e também ajuda a demonstrar conexdes profundas e bonitas entre

algebra e geometria, facilitando ao estudante a compreensao e o dominio dessa teoria.

Nesse capitulo apresentaremos a geometria afim. Um espago afim é definido em
termos de uma acao de um espago vetorial V em um conjunto E, de modo que um vetor
atua em um ponto A de E enviando-o para B de E, definindo um tinico vetor zﬁ . Podemos
pensar em 1@ como uma flecha que comega no ponto A e termina no ponto B e que

possui dire¢ao, sentido e comprimento.

Ao introduzirmos um produto interno em um espago afim, a geometria Euclidiana

pode ser definida e uma teoria matematica muito interessante pode ser desenvolvida.

A Geometria Afim estuda as relagoes entre pontos e retas definidos num conjunto.
Ponto e reta sao os objetos bésicos onde introduziremos um sistema baseado no conceito
de vetor, e por esse motivo se faz necessario distinguirmos o espaco de pontos que é o

Espaco Afim do Espaco Vetorial que é o espaco que contém todos os vetores.

No presente capitulo apresentaremos algumas defini¢oes algébricas que ajudarao
na constru¢ao dos pontos notaveis do tridngulo, da reta de Nagel e do circulo de Spi-
eker, segundo o Artigo de Rojas & Mendonza, ver [25], bem como alguns resultados,

demonstragoes e defini¢oes apresentadas em [27].
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3.1 Espacos Vetoriais e Subespacos

Definigao 3.1.1 (Espagos Vetoriais). Seja V um conjunto nio-vazio qualquer de objetos
no qual estao definidas duas operagées, a adigio e a multiplicacao por escalares (nimeros
reais). Por adi¢ao entendemos uma regra que associa a cada par de objetos u e v um objeto
u~+ v, chamado a soma de u com v; por multiplicagcdo por escalar entendemos uma regra
que associa a cada escalar k e cada objeto v em V um objeto kv, chamado o multiplo de v
por k. Se os sequintes axiomas sdo satisfeitos por todos objetos u, v e w em V e quaisquer
escalares k e l, entao dizemos que V € um espago vetorial e os objetos de V serao chamados

de vetores.

(a) Se u e v sio objetos em V entao u+ v é um objeto em V;
(b) u+v=0v+u;
(¢) ut (v+w) = (u+ ) +w;

(d) Existe um objeto 0 em V, chamado vetor nulo ou vetor zero de V, tal que 0 + u =

u+0=u para cada v em V;

(e) Para cada uw em V, existe um objeto —u, chamado um negativo de u, ou simétrico
de u, tal que u+ (—u) = (—u) +u = 0;

(f) Se k é qualquer escalar e v é um objeto em V, entdao kv é um objeto em V;
() l-(u+v)=1-ut+1-v;

(h) (k+1)-v=Fk-v+1-v;

(i) k- (lu) = (k) - u;

(G) 1 -u=u.

Dentro de um espago vetorial V, existem subconjuntos S tais que eles sdo um

espaco vetorial. Esses conjuntos sao chamados subespaco de V.

Definigao 3.1.2 (Subespagos Vetoriais). Seja V um espaco vetorial e S um subconjunto
nao vazio de V. O subconjunto S € um subespaco vetorial de V se S € um espago vetorial
em relacao a adigdo e a multiplicacao por escalar definidas em V,ou seja, se estiverem

satisfeitas as sequintes condigoes:

I)0es;

II) Para quaisquer u,v € S, tem-se: u+v € S;
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III) Para quaisquer k € R,u € S, tem-se: ku € S.
Da definicao de subespaco, podemos observar o seguinte:

e Todo espaco vetorial admite no minimo dois subespacos: o conjunto 0, chamado
subespaco zero ou subespacgo nulo, e o préprio espaco vetorial V. Esses dois sao
os subespacos triviais de V. Os demais subespacos sdao denominados subespacos

préprios de V.

e Todo subespaco S de V contém o vetor nulo.

3.2 Combinacao Linear

Definigao 3.2.1. Seja V um espago vetorial sobre um corpo K. Dados v1,...,v, € V e

ai,...,a, numeros reais. Entdo, o vetor

U= ai0] + agUa + ...+ a,v,

¢ um elemento de V ao que chamamos combinacao linear de vi,. .., v,.

3.2.1 Dependéncia Linear

Definigao 3.2.2. Seja V um espago vetorial e v1,...,v, € V. Dizemos que o conjunto
{v1,...,0,} € Linearmente Independente (LI), ou que os vetores v1,...,v, sio (LI), se a
equacao

a10] + agUy + ...+ ayv, =0

implicar que a1 = as = ... = a, = 0.

Caso contrdrio, dizemos que {v1,...,v,} € Linearmente Dependente (LD), ou que
0s vetores vy, ..., U, sio (LD).
Teorema 3.2.1. Os vetores v1,...,v, sio Linearmente Dependentes (LD) se, e somente

se, um destes vetores for wma combinagdo linear dos outros.

A demonstracao deste Teorema, encontra-se em [2], pagina 112.

Das defini¢oes acima podemos fazer algumas observacoes importantes:
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Observacao 1. O wvetor nulo, em todos os espacos vetoriais, € sempre dependente em

relacao aos demais, pois:

0=0-01+0-03+...+0-7,,.
Como conclusdo, temos que qualquer conjunto que possuir o vetor nulo é LD.

Definicao 3.2.3. Seja S um subconjunto de vetores de um espago vetorial V. Dizemos
que S gera V se todo elemento de V é combinacdio linear de elementos de S, ou seja, dado

v eV existem v1,...,0, €S eaq,...,a, €R, tais que V= a101 + ...+ a,v,.

3.2.2 Base de Espacgos Vetoriais

Definicao 3.2.4. Um conjunto finito S de vetores de um espaco vetorial V € uma base de

V se
(a) Os vetores de S sdo Linearmente Independentes, e

(b) Os vetores de S geram V.

Ou seja, uma base de um espaco vetorial V é um conjunto gerador linearmente
independente de vetores de V. Assim, se S = v1, 13, ..., v, é uma base, se qualquer vetor

w de V pode ser expresso como uma combinacgao linear

W= a101 + asU3 + ... + a,v,,

de vetores de S.

Exemplo 1. A base canonica do R™ é formada pelos vetores unitdrios

er = (1,0,0,...,0),e5 = (0,1,0,...,0),...,e, = (0,0,0,...,1).

Se T € um vetor de R" | entdo

T =111+ T+ ...+ Tp€p.

Logo, os vetores €1, €3, ..., e, geram R™ .

3.2.3 Dimensao de Espacos Vetoriais

Definicao 3.2.5. Seja V um espaco vetorial, se B = {v1,03,...,0,} € uma base de V,
dizemos que a dimensdo de V é n e indicamos por dimV = n. Se B € infinito, dizemos

que a dimensao de V € infinita e se B =0, a dimensdo é zero.
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3.3 Espaco Afim

E uma representacao de R", sem dar a origem uma posicao privilegiada, separando

os conceitos de ponto e vetor.

Definicao 3.3.1. Seja V um espaco vetorial de dimensdo finita n sobre o corpo dos
numeros reais R. Um conjunto nao vazio E diz-se um espaco afim associado a 'V se existir
uma aplicagio de ® : E XV — E que a cada par (A, i) € E x V faz corresponder um

elemento de E, denotado por A & u, satisfazendo as sequintes condicoes:
i) (Adv)®u=Ad (U+u) para todo A € E e quaisquer que sejam v e 4 de V;

i1) Para cada ponto A € E, a fungio de V em B dada por i — A@ U € uma bijegdo.

Os elementos de E chamam-se pontos do espaco afim e os elementos de V vetores.

Sempre que um conjunto nao vazio E e um espago vetorial V forem tais que todo
elemento A de [E e todo elemento @ de V determinarem univocamente um ponto A @ @ de
E, obedecendo as propriedades acima, diremos que [E é um espaco afim associado a um

espaco vetorial V e os elementos de V chama-se vetores livres de E.

Seja [E um espaco afim associado a um espaco vetorial V sobre um corpo R. Dois
pontos (P, Q) € E x E, determinam um tnico vetor chamado de vetor de translagdo de P
a () e denotado por 1@, tal que

P@ =uU<= Q=Pdu,
que decorre imediatamente da definigao 3.3.1, item (it).

Logo, vale sempre a seguinte relacao

PaPO=Q. (3.1)

Proposicao 3.3.1. Sendo E um espaco afim associado ao espaco vetorial V e P, () pontos

de E, entao, de acordo com as definigcoes, sao verdadeiras as sequintes proposicoes:

(a) O espago vetorial V tem um elemento especial que é o seu vetor nulo, 0, o qual tem
a propriedade P & 0 = P para todo P € E.

_—% —
(b) Sejam P, P’ € E dados, verifica-se que PP’ =0 < P = P,

(¢) Dados P, Q e R em &, é satisfeita a sequinte relagao: 1?65 + Cﬁ = ]TF%



70 Capitulo 3. Os Fundamentos da Geometria Afim

(d) PG = —QP.

Demonstracao.

(a) A bijecao exigida no item (ii) da definigdo 3.3.1, também garante que ha um s6 vetor
i €V tal que P @ @ = P. Da definicao 3.1.1, item (e), temos que 0 = @ + (—@) e
da defini¢ao 3.3.1, item (i), temos que (P @ (4 + (—u))) = (P ® @) & (—u)), mas
P@ (i + (—i) = P®0, logo

¥
N
=
I
o
¥
|
=
(=)
I
|
I

Pe0=(Pa i+ (-0)=(Pad

ainda do item (e), @+ (—if) = 0 < @ + 0 = 0, que segundo o item (d) é @ = 0.

I
g
3
g
I

g

(b) De fato, pelo item (a) da proposicao 3.3.1, como PP’ =0 < P @0
(c) Pela definicao 3.3.1, item (i), e da identidade 3.1, segue-se que

Q

Figura 44 — Representagio Geométrica da Soma de Vetores

Po(PQ+QR) = (Po PQ) o QR

Como
PoPG=Q,
logo
(P@@)@@z@@@zfi
Vé-se que

P®(PO+QR)=R—=P® PR,
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consequentemente

PG + QR = PL. (3.2)

(d) J& sabemos que

PQ+ QR = PR

e fazendo R = P, temos

PG+ QP = PP =10, (3.3)

Pelo item (e) da defini¢do 3.1.1, temos

QP + (—-QP) =70, (3.4)

assim, igualando as expressoes (3.3) e (3.4), acarreta

PG+ QP = QP + (—QP),

somando —Qﬁ em ambos 0s membros, resulta

7O -at

3.3.1 Subespaco Afim

Seja £ um espaco afim associado a um espago vetorial V e F C [E um subconjunto
nao vazio de E. Dizemos que F é um subespaco afim ou uma variedade linear de E se

existe um subespago vetorial W C V| tal que:

i) Para qualquer A, B EFi@ eWw;
it) AcFedue W= Aauckl.



72 Capitulo 3. Os Fundamentos da Geometria Afim

Exemplo 2. Se E ¢ um espaco afim associado a um espago vetorial V, qualquer subcon-

junto F = {A} de E, onde A é um ponto, é um subespago afim associado ao subespago

vetorial W = {0}, visto que ﬂ —0eWeque A 0= A.

3.3.2 Dimensao do Espaco Afim

Seja E um espaco afim associado a um espaco vetorial V, a dimensao de E é
a dimensao de V como espaco vetorial. Em particular, retas e planos sao espacos ou
subespacos afins de dimensao 1 e 2, respectivamente. Um espaco afim de dimensao n, é

um n-Plano.

3.4 Os Fundamentos Da Geometria Euclidiana

Nesta secao, acrescentaremos ao espaco vetorial V uma nova estrutura: a do espaco
vetorial Euclidiano. Comecemos por definir a nocao de médulo ou comprimento de um
vetor ¥ de V. Essa nocao depende da fixagdo de uma unidade de comprimento em V|
isto é, a cada segmento de reta de [E podemos associar um ntimero real nao negativo, seu

comprimento, que ¢ a sua medida em relagao aquela unidade.

Para isso, precisaremos da nog¢ao de produto interno e a partir dela definiremos

modulo ou comprimento de um vetor.

3.4.1 Produto Interno

Definicao 3.4.1. Seja V um espago vetorial real e i, v e w € V. Dizemos que o produto

interno € uma fungio ( ;) :V xV — R que associa a cada par de vetores i, v € V um
7

numero real, denotado por (i, V), de tal modo que sejam vdlidas as sequintes propriedades:

it) (\i,¥) = N, V), para todo k € R;

w) (@, >0 e (d,d) =0 se esomentese u=0.

Decorrem da definigdo 3.4.1 as seguintes propriedades:

=,

I) (7,0) = (0,@) =0 para todo @€ V;

1) (it + ¥, @) = (@, @) + (¥, @);
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II1) (u, AUy = \(u, v);
Demonstracao.

I) Segue facilmente das propriedades acima que

—

(it,0) = (0,a) = (0.7,4) = 0 - (7, 1) = 0.

IT) Utilizando as propriedades (i) e (7ii), teremos,

(@ + ¥, @) = (@, + 7) = (i, @) + (@, 0) = (@) + (7, 7).

3.4.2 Norma de um Vetor

Defini¢ao 3.4.2. Seja V um espago vetorial real munido de wm produto interno ( , ).
Para cada vetor @ € V, chamamos de norma ou comprimento de i ao nidmero real dado

por ||dl| = /(@ @) ou (i, @) = ||i]|*.

Seja V um espago vetorial com produto interno e i € V e a € R. seque diretamente

da definicao 3.4.2 as sequintes propriedades:

Como o produto interno é sempre positivo para i # 0 e nulo para @ = 0, teremos

sempre,
i) |0]| = 0 <= @ = 0.

i) ||@| >0 para i # 0.
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3.4.3 Espaco Vetorial Euclidiano

Definicao 3.4.3. Seja V um espaco vetorial. Se a cada par @ e U de vetores pudermos as-
sociar univocamente um nimero real (U, V) satisfazendo as propriedades (i), (i), (iii) e (iv)

da definicao 3.4.1, dizemos que V possui uma estrutura de espago vetorial Euclidiano.

3.4.4 Vetor Unitario

Num espago vetorial com produto interno e norma definida por ||| = /(, 1),

dizemos que o vetor @ é unitario se ||| = 1 ou (u,u) = 1.

Normalizacao de um Vetor

—

Dado um vetor @ € V nao nulo, de um espago vetorial com produto interno (i, U)

que nao seja unitario.

Podemos sempre associar ao mesmo um vetor unitario fazendo:

£

v=-—-. O vetor ¢ é unitario, pois:

=

HﬁHQ=< i %>:<“:“>=1.
ERCTERG

3.4.5 Vetores Ortogonais

Defini¢ao 3.4.4. Dizemos que dois vetores, i e U € V, sdo ortogonais se (u,0) =0 e

indicamos por u L v.

A relagdo é claramente simétrica, isto é, se @ é ortogonal a ¥/, entao (u, v) = (v, d) =

0, logo ¥ é ortogonal a .

Notamos que 0 € V é ortogonal a todo @ € V, pois

(0,@) = (0-u,@) =0- (@,d) = 0.

Reciprocamente, se @ é ortogonal a todo @ € V, entdo (i, @) = 0 e, portanto, @ = 0

pela defini¢ao 3.4.1, item (v).
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3.5 Espacos Euclidianos

Apresentaremos agora um espago afim [E, cujo espaco V dos vetores livres é um

espago euclidiano, isto é, assumiremos que em V, estd definido um produto interno.

Ao definirmos norma para elementos de V, este passa a ser um espago vetorial

Euclidiano, consequentemente, E ¢ um espago afim Euclidiano.

O produto interno de V permite definir distancia entre dois pontos em E e desse

modo obter, em E, quando a dimensao é 3, o quadro completo da geometria euclidiana.

3.5.1 Espaco Afim Euclidiano

Definimos Espagos Vetorial Euclidiano, como sendo espacos vetoriais munidos de

um produto escalar. Agora temos

Definicao 3.5.1. Um espaco afim associado a um espago vetorial euclidiano denomina-se

Espaco FEuclidiano.

Definicao 3.5.2. Seja E um espago euclidiano e P e QQ pontos de E. A distancia entre P
e Q, que denotaremos de d(P,Q) é o nimero real ndo negativo cujo quadrado equivale ao

produto interno entre o vetor por eles definidos e ele mesmo, ou seja
(A(P,Q))* = (PQ- PQ).

consequentemente

d(P.Q) = |IPG| = V(PG - PQ).

Temos, portanto, para quaisquer ponto P, (), R e S € E e & um vetor qualquer do

espago vetorial V| que d(P, Q) goza das seguintes propriedades
i) d(P,Q) = d(Q, P).
ii) d(P,Q) > 0.

iii) d(P,Q) = 0 = PO = 0.
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Com efeito temos d(P, Q) = 1/ (P(j : P(,j) =0& ]@ = 0.

iv) d(P,Q) = d(P & @,Q & 7).

iv) PO = RS = d(P,Q) = d(R. S).

Com efeito temos d(P, Q) = \/(@ : }@) = \/(}@ : ]@> =d(R,9).

Estas propriedades sao consequéncia imediata das defini¢bes e propriedades de

espaco afim e de norma de um vetor.

3.6 Retas, Planos e Tridngulos

Para que possamos trabalhar com tridngulos em um espaco afim E, é importante

definirmos retas e planos nesse espaco, generalizando os conceitos da geometria elementar.

Vamos observar durante a nossa exposicao, que alguns conceitos e defini¢coes sao

parecidos com os estudos de retas e planos que aprendemos na geometria analitica.

Para o estudo de pontos, retas e planos, podemos considerar a dimensao do espago
vetorial dimV > 2.

3.6.1 Retas

Sendo E um espaco afim associado a um espaco vetorial V, dados um ponto fixo

P € E e um vetor 7€ Ve ¥ # 0, chamaremos de reta o subespaco afim de E definido por:

R(P,0) ={P&tv:teR}. (3.5)
Vemos que, como P®0-7 = P, entdo P € R(P, 7). Se Q € R(P,7), entao @ = 17,
para algum t € R. De fato,
O=Patie PO =t

Obviamente, se A, B € E, A # B, esses dois pontos pertencem a reta R(A, /@),
que passa por A e B, ja que

° B:A@l-zﬁ;

e A=A®0-AB.
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Proposicao 3.6.1. Dados dois pontos P, Q € E e dois vetores u, U € V, as retas R(P, W)

e R(P,v) serdo iguais se, e somente se, 1@ e U forem maltiplos de v, ou seja,
R(P,@) = R(P,) & PO = A, @ = B¢
para algum \, B € R.

A demonstragao dessa proposigao encontra-se em [25].

Definicao 3.6.1. Dados dois pontos distintos P, Q) € E. O segmento de reta com extre-
midades P e Q (ou definido por P e Q) é o conjunto

m:{XGE:X:P@v@,ogtgl}.

Dizemos que trés pontos A, B e C' sao colineares se pertencem a uma mesma reta,
isto é, existe um nimero real A\ tal que A(% =\ Ag.

3.6.2 Planos

Sendo E um espaco afim associado a um espaco vetorial V, dados um ponto fixo
P € Ee v, u €V, linearmente independentes, o plano que passa por P e contém os vetores

diretores v e u, é definido por

P(P,i,v) ={P @ (su+tv) € E:s,t €R}.

Proposicao 3.6.2. Sejam uj e vy vetores linearmente independentes em V, os planos
P(P,i,v) e P(P,ui,v1) sdo iguais se, e somente se os vetores Pij, i e U sdo combinagao

linear de uy e vy, ou seja

P(P,@,7) = P(P, @, 5,) & PG, @, € [d,0].

A demonstracao dessa proposi¢do encontra-se em [25].
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3.6.3 Triangulos

Definicao 3.6.2. Sejam A, B e C trés pontos distintos e ndo colineares. Chamamos de

triangulo ABC' ao conjunto constituido dos segmentos AB, BC' e AC.

Figura 45 — Conjunto de Trés Pontos nido Colineares

Proposicao 3.6.3. Um triplo de pontos A, B, C' € E, determinam um triangulo ABC
no espaco afim E se, e somente se, os vetores B e 1@ forem linearmente independentes
em V.

Demonstracao. Suponha que, zﬁ e 1@ sao L.D., entao existe a # 0 e § # 0 tais que

o T 40 W =0 = A= (). 7

Como A & E = B, temos entao

Assim,

B e R(A,@).

Consequentemente, os pontos A, B e C' sdao colineares.

Por outra parte, a expressao (3.2) nos diz que

BC = BA+AC.

Eseﬂe@séoL.].,entéoA#BeA;«éC’.
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—

Mas, como B? = —zﬁ + B, entao B? =+ 0, caso contrario, terfamos 0 =
—B + 1@, o que é um absurdo, pois E e 1@ sao L.I., logo B # C.

Agora vamos mostrar que os pontos A, B e C' nao sao colineares:

Com efeito, suponha A, B e C colineares. Logo o ponto C' € R(A, f@) que resulta

C—A@) AB
ﬁ@:xﬁ

;»@—A-E:ﬁ,

logo 1@ e 1@ sao L.D., o que contraria a nossa hipotese inicial.
O

Proposigao 3.6.4. Se os pontos A, B e C' determinam um triangulo em &, entao existe

um unico plano passando por A, B e C que denotaremos por

Pape = P(P.AB, AC).

A demonstragao da existéncia e de unicidade desse plano encontra-se em [25],

pagina 79.

3.6.4 Circunferéncia

Definiremos circunferéncia, de acordo com os autores [25], pagina 83.

Definigao 3.6.3. Dados Py € E e v um nimero real positivo, denotaremos por C(Py,T) a

circunferéncia em E de centro Py e raio r, definida por

C(Py,r)={Q € E:d(Q, P) =r}.
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3.7 Propriedade Universal de Pontos num Plano P

Esta propriedade é fundamental e importante para que possamos compreender a
caracterizacao dos pontos notaveis do tridngulo, que serdao necessarios para definirmos a

Reta de Nagel e o circulo de Spieker. Utilizaremos a demonstragao [25], pagina 79.

Dado trés pontos nao colineares A, B, e C' em um espago afim E, o plano determi-

nado por A, B, e C' é dado por

Panc = P(A AB,AC)

Papc={A® (51@ + 7/@) : B,7 € R}.

Se P pertence ao plano P4 p ¢, entdo podemos colocar de maneira tnica na forma

P:A@(ﬂﬁ—l—w@),

logo,

AP = (BAB +~AC). (3.6)

Vamos entdo considerar um ponto arbitrario O € E, e utilizar a expressao (3.2)

para decompor 1@, ﬁ e 1@

AP =40+ 0P
AB =40 +0B
AC = 40 + OC

substituindo em (3.6) e considerando E = —0—121, temos

ﬁ:@Jrﬁ:ﬂ(ﬁJrO?)Jm(@jt(ﬁ).
ﬁ:—@+ﬁm+6@+w@+7@.
@:(—1+6+7)E+5@+7@,

OP = (1— 8 —+)OA+ BOB +~0C,
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e considerando o« = 1 — 8 — 7, chegamos portanto a equacgao

OP = aOA + BOB +vOC (3.7)

que independe da escolha do ponto O € E.

Proposicao 3.7.1. Sejam «, 5, v € R tais que o+ + v = 1, entdo existe um unico
—
ponto P € Pa,p,c tal que a-OA+5-O?+’y-O?:ﬁ, para todo O € E.

Demonstracao. Para mostrar a unicidade, considere P, € Pa,p,c um ponto qualquer, tal

que

OP, = a-0A+3-0B+~-0C = 0P

:>O—P1>:O7>’,

que implica

T =0P - 0P, = PO+ OP = PP,

Portanto P, = P.

Agora, para mostrarmos a existéncia, definimos o vetor

17:&-0—121%—5-0?—1-7-0?.

Se P =0 @ v, entao

OP—5—a-0h+ 5.0 +7-00 =

OB —GA 45 AB 4420,

logo

AP0+ 0P =5 AB 4+ I0,
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mostrando assim que P € Py,p,c.



83

4 Caracterizacao dos Pontos Nota-

veis do Tridngulo

No presente capitulo utilizaremos os métodos e conceitos basicos do capitulo anterior
para verificarmos a existéncia e a construcao do incentro I, do baricentro G, do Ponto
de Nagel N e da reta de Nagel de um tridngulo, aplicando o conhecimento algébrico em

problemas geométricos.

4.1 Ponto que divide um segmento em uma razao
dada

Proposicao 4.1.1. Seja E em espago afim sobre o espago vetorial V. Dados A, B € E e
a € Ry, existe um unico ponto P € AB, tal que ﬁ =a- ﬁ

Demonstragdo. Seja P um plano contendo os pontos A e B. A fim de usar a propriedade
universal dos pontos num plano, vamos supor a existéncia de P, para encontrar os

candidatos a coeficientes.

Seja O € E um ponto qualquer de P, entao, podemos escrever

P 30+ oP
{ﬁ:%w'é

logo,

AP =a-PB = A0+ 0P = a- (PO + OB)

que resulta

H
O?:OA—FQ-O?

1+« (4.1)

expandindo a expressao, temos

e a soma dos coeficientes

1 n «Q _1+a
l+a 14+a 1+«
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Portanto, definindo o ponto P satisfazendo (4.1), pela propriedade universal dos

pontos no plano ele existe e é tinico. Em particular fazendo O = A, temos

ﬁ:ﬂ+a-ﬁ:a-(ﬁ+ﬁ)

14+« 14+«

AP-(14a)=a- (AP + PB)

AP- % AB (4.2)

(1+«)

garantindo assim, que o ponto P pertence a zﬁ :

Voltando a equacao

AP-(1+0a)=a- (AP + PE)

chegamos entao a expressao

AP = a- PB.

4.2 Ponto Médio entre Dois Pontos

A fim de se determinar o ponto médio do segmento AB, buscamos definir o ponto
P € AB, com /ﬁ = ﬁ . De acordo com a proposic¢ao 4.1.1, esse ponto esta definido para

a=1.

Observe que pela expressao (4.1), quando a = 1, temos

o7

(OA + 0B) (4.3)

DN | —

ou equivalentemente

P:O@;-(@H(ﬁ) (4.4)

Em particular, se fizermos O = A, teremos

P:Ae;;-(ﬁ):w@: (AB). (4.5)

1
2
Que é a expressao do ponto médio entre A e B, onde P pertence ao segmento que

liga os dois pontos.
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4.3 Cevianas determinadas pelos pontos que dividem

os lados numa dada razao

Seja X € E um ponto sobre o lado BC' do tridngulo ABC, tal que BX —a- ﬁ,

com a € R. Vamos, entao determinar o vetor que representa a ceviana AX: .

De acordo com a proposicao 4.1.1, temos que

A R

Figura 46 — Angulo Interno Alternado

BY o X0 0% - 20+ 0C

+ «

Agora, fazendo O = A, obtemos

¢ _ AB+a-AC

1+«

Que é a expressao que caracteriza a ceviana AX.
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4.4 Teorema de Ceva

Nesta secao, encontraremos um critério em termos das razoes em que trés cevianas
concorrentes, através dos vértices de um tridngulo A, B e C, dividem os respectivos lados

opostos.

Teorema 4.4.1. Seja o triangulo ABC' formado pelos pontos A, B e C € E e os pontos
de cada lado do triangulo, opostos aos vértices A, B e C, respectivamente, X, Y e Z € E.

Suponha que

Figura 47 — Cevianas Concorrentes - Teorema de Ceva

=
IBX| _m_ . WYL _d_, , 1AZ) _f__
|XC|  m VA e \ZB| 9

. 7 = 7 .
Entao AX, BY e CZ sdo concorrentes, se, e somente se,

a-B-v=1 (4.7)

Demonstra¢io. Usando a expressao (4.6), podemos escrever as equagoes que caracterizam

as cevianas. Assim,

IBX| _ - (4B +a-AC
W_a:ﬁ_a-ﬁ:ﬂ_<l+a )

— —
Y B . BA
jw'gA“:ﬁﬁ:g.mm:(?w )
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|47 CA+~. CB
Mmﬂjﬁﬂ@ﬁmk(iﬁy)

A seguir vamos determinar o ponto P, encontrando a intersecdo das retas AX e

BY.

Pela figura 47, podemos concluir que z@ = hy - R e ﬁ’ = hy - B—§>/ para hq,
hs € R. SejaPEBﬂB—}}, entao

v By IR

Considerando ﬁ = —B? e substituindo, obtemos

AB = AP - BP

AD = hy- AX — hy - BY

—
que substituindo B e BY, temos

@:hl.<m>_h2_(m>

1+ 1+ 4

fazendo B? = B_1>4 + 1@ , resulta

. ]’Ll . hl.Oé . B hQ ) —_— B hgﬁ .—>
ﬂ%(Ha) ﬁJr(Ha) AC e (BA + AC) BA

—
Considerando BA = —@ , substituindo, e agrupando os termos semelhantes, temos

hl h2 hgﬂ hl-a h? _
U+af+ﬂ+ﬁf+ﬂ+6)_4'Z§+[O+af_ﬂ+ﬁ)'28_0

Sabendo que os vetores 1@ e 1@ sao linearmente independentes, concluimos que

hy ho heB
Gra) " G1p arp 70

hl.Oé hg

u+ay‘u+@):0
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(14 «) _a(l+p)

Resolvendo o sistema encontramos hy = ———— g = —"".
af+a+1 af+a+1

Assim

af+a+1 1+«

1+ (Z§+aﬁﬂn

AP—— ' (AB+a-A0) (4.8)

af+a+1

af+a+1 1+ 4

Eﬁzaﬂ+m‘6%+ﬂ§ﬂ

BP=— % . (BC+p-BA) (4.9)

af+a+1

Observe que o vetor C'_}>7 ¢ também um multiplo de C? , portanto @ = hs - 67
para hg € R.

Podemos escrever

CP =

(CA+~-CB) (4.10)

Para obtermos outra expressao para ﬁ, podemos utilizar (4.8) ou (4.9), que

chegaremos a mesma conclusao.

Usando, entao, a expressao (4.8) podemos fazer

AP=AC+CP=—  (AB+a-AC)
af+a+1
Gh-— 1 (AB+a. ad)- 0
af +a+1

(ﬁ)’—i /@4—& AC — 1@ (af +a+1)]

aff +

Para que possamos comparar a expressao acima com a expressao (4.10), necessita-
remos fazer A§ = A(2 +C § Assim podemos escrever

Cﬁ—i 1@4—6@4—@ AC — ﬁ (af +a+1)]

aff +a+
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1 —
Desse modo, temos que
hs — 1 —

1+7 af+a+1 147 af+a+1

ha af N\ i (her 1 .CB=0
[ )| )

. - et ? U .
Tendo em consideragao que os vetores C'A e C'B sao linearmente independentes,

concluimos que

h3 Oé.ﬁ .
1+v aB+a+1
1+y af+a+1

Da primeira equagao, obtemos
he a.B.(1+7)
g=— = 1
af+a+1
que substituindo na segunda, teremos
a.f.y.(14+7) B 1

(1+7).(af+a+1) (af+a+1)

Dessa forma concluimos que

a.fy=1.

Para mostrar a reciproca, suponha que a.3.7 = 1 e seja P o ponto de intersecao

H -
de ﬁ e BY. Vamos mostrar que se v = —6, entdo C'Z também passa por P.
.

Considere

147

— 1
CA+—.CB

- (T ch) [ Tag
1+—
.8
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ﬁ:(a-ﬁ.(ﬁ+0§>)

1+ ap

Agora, utilizaremos a expressao (4.11) que foi obtida a partir da interse¢ao de AX
—
e BY . Logo

1 —
ﬁ:m-(aﬂ.m+@>).

Queremos mostrar que existe h € R, tal que 677 =h- C? .

Portanto,

—
1 e oa-B-CA+CB
M'W'CMC)—”( T+aB )

( a.f3 ha5>az+< 1 h )5@:0

aB+a+1 1+ap aB+a+1 1+ap

7 ? . . .
Como os vetores C'A e C'B sdo linearmente independentes, chegamos a um sistema

de equagoes

. B h.a. _0
af+a+1 14+a8

1 h
af+a+1 14+af

Cuja a solucao é

1+ ap
S aBta+l
Logo,

cpo 1tels =2

af+a+1

—
Concluimos entao que C? contém o ponto P. Portanto, B , BY e 6’7 sao0

concorrentes.



4.5. Cevianas Concorrentes de um Triangulo 91

4.5 Cevianas Concorrentes de um Triangulo

Nesta secao, vamos encontrar a caracterizacao do ponto de interse¢ao das cevianas

de um triangulo qualquer em func¢ao da razao em que os seus lados sao divididos.

Proposicao 4.5.1. Seja o triangulo ABC' formado pelos pontos A, B e C' € E e X,

Y e Z € E os pontos dos lados BC', CA e AB, que os dividem nas razoes o, 5 e 7,

respectivamente. Se a.f.y = 1, entdo as trés cevianas AX, BY e CZ sao concorrentes em

1 . (@,5_0—1>4+O?+a.0?), onde O € E

um ponto P caracterizado por O? =
af+a+1

¢ um ponto arbitrario qualquer.

BX =a- - XC

Figura 48 — Cevianas Concorrentes

Demonstracao. Representaremos as cevianas pelas retas R4 x, Rpy € Re,z que passam

pelos pontos A e R, Be X, Y e Z, respectivamente, conforme ilustra a figura 48.

Vamos agora determinar o ponto de intersecao das retas Rar € Rps. Seja P €
RarNRp,s, o ponto P pode ser obtido através da soma dos pontos referentes aos vértices

A e B, respectivamente

Usando a expressao (4.6), podemos escrever

1+«

ﬁ:a.ﬁ:m:(m)
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—
Y =3-YA= BY = W)

1+~

i I I Cm)

P:A@kl-ﬁ@ﬁ:kl-ﬁ.

P:C@k3~67<:>(ﬁ:k3-c7.

No triangulo da figura 48, temos a seguinte relacao

A= AP+ B = AP BP

1@%—04-1@

(a+1)

BC +3-BA

Bk (B+1)

— ko -

. k?l ) klOé ] _ ]CQ ) _ k25 -—>
@_(a—i—l) @+(a+1) ac B+ 1) BC B+ B4

fazendo B? = B—1>4 + 1@ , temos

]Cl k?l.Oé k;2 — k’gﬁ N -
(a+1).@+(a+1).’@_(5+1)'<BA+1@)— BA— AB =

Considerando B—1>4 = —zﬁ e substituindo, obtemos

k1 ko ko. ki« ko -
(a+1)+(5+1)+(6+1)_1] AB+ [(a+1)_(6+1) Ac=0

Sabendo que os vetores ﬁ e 1@ sao linearmente independentes, concluimos que

ky o k.3

@+D)  G+) T Bry Y

]{31.& _ ]{?2 —0
(a+1) (B+1)
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(a+1) _a(B+1)

Resolvendo o sistema encontramos k| = ———— e kg = ————.
af+a+1 af+a+1

Assim

P-do| 2t

e e R T R P e R

045+04+1 af+a+1

af+a+1 af+a+1

Temos entao que P € R4 g, bem como P € Rps.

Vamos agora determinar a caracterizacao do ponto notavel P, das ceviana que

possuem as mesmas propriedades. Para isso, vamos utilizar a seguinte expressao

py e [“D ] X

af+a+1

Substituindo (4.6) na expressao, temos

1P [ (a+1) 1_/@+a-@_@+a-@

af +a+1 (a+1)  aB+a+1’

Para encontrarmos a caracterizacao, basta apenas utilizarmos um outro ponto

qualquer O € E. Temos entao que

AP =40+ 0P
AB = A0 + OB
AC = A0 +0C

logo,

@—1—0‘}%:;-(@4—0@%—0&@4—@.@)
af+a+1
O_}%_OM m+@+a@+a0?—a5@—am @

Considerando B = —@)1, resulta

OP = W : (aﬂ.(ﬁlJrO?Jra.O‘(f) (4.12)
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Podemos observar que a expressao (4.12) acima obedece a exigéncia da propriedade
—
universal dos pontos em P | de que a soma dos coeficientes de O A, O? e O? seja igual a
1.

De fato, expandindo temos

a.f — 1 Q@
p__ Y  oi.__t gL«
© af+a+1 0 +0z5+a—|—1 O +a.5+a+1

e a soma dos coeficientes

. n 1 n Q _af+l4+a
af+a+1 af+a+1 af+a+1 aof+a+1

A expressao (4.12) nos fornece a caracterizagdo de qualquer intersecdo de cevianas

de um triangulo, garantindo a sua existéncia e unicidade no plano.

4.6 Caracterizacao dos Pontos Notaveis de um Trian-

gulo

Vamos agora encontrar a caracterizagdo dos principais pontos notaveis do triangulo
que serao usados em nosso estudo. Para tal, utilizaremos os instrumentos matematicos visto
nas segoes anteriores e que nos darao o suporte necessario para entender o desenvolvimento

do nosso trabalho.

4.6.1 Caracterizacao do Baricentro

Seja o triangulo ABC' formado pelos pontos A, B e C' € E e os pontos médios de
cada lado do triangulo, opostos aos vértices A, B e C, respectivamente M,, M, e M. € E.
As medianas de ABC' serao representadas pelas retas R a,, Rp um, € Rom, que passam
pelos pontos A e M,, B e M, C' e M., sdo concorrentes em um ponto G chamado de

Baricentro, conforme ilustra a figura 49.

De fato, considerando as razoes em que os lados sao divididos, temos

||BMa|| —a=1 ||C b|| _ 6 -1 ¢ ||A CH == 1.
122,C| [ My Al IM.B
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Figura 49 — Caracterizagio do Baricentro

Pelo teorema 4.4.1, temos que

0 que nos garante que as trés cevianas sao concorrentes e o ponto GG de concorréncia,

segundo a expressao (4.12) da proposicao 4.5.1, é dado por

07:1~(O_f4+(ﬁ+@) (4.13)

W

G—O@;(@ﬁo‘é%ﬁ) (4.14)

que é a caracterizacdo do baricentro do triangulo ABC.

4.6.2 Caracterizacao do Incentro

Seja o triangulo ABC' formado pelos pontos A, B e C' € E. Considere os pontos I,

I, e I, € E pertencentes aos lados BC', C'A e AB, respectivamente, definidos pelas razoes
a, 3 ey, conforme a proposicao 4.1.1. As cevianas serao representadas pelas retas R4 z,,
Rp.1, € Re,1. que passam pelos pontos A e I,, B e I, C e I, respectivamente, conforme

ilustra a figura 50.

Denotemos por a, b e ¢ o comprimento do lado BC, C'A e AB, respectivamente, e

Considere 2p = a + b+ ¢ o perimetro do tridngulo ABC'.
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Figura 50 — Caracterizagao do Incentro

Pensando em termos da razao em que os lados sao divididos, temos

—
IBL _c_, IOl _a_, , WAL _b
ILC| b 1A« ILB| @

Podemos notar que, pelo teorema da bissetriz interna da geometria Euclidiana

classica, as retas Ra,1,, R, € Re 1, sao as bissetrizes internas do triangulo.

Logo, pelo teorema 4.4.1, temos que

Logo, as trés bissetrizes sao concorrentes e o ponto I de intersecao, segundo a

expressao (4.12) da proposicao 4.5.1, é dado por
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:a+b+c. :%.

5 b (a-0—1>4+b-bO-B>+c-(ﬁ) b (a-0—1>4+b-bO-B)+c-(ﬁ)

Sabemos que o ponto caracterizado é tinico, portanto I é o incentro do triangulo
ABC.

07—“-(T>4+2[;-O?+;p-0?. (4.15)

1:0@(%-@+QI;-O-B>+2;-O?>. (4.16)

que é a caracterizacao do incentro do triangulo ABC.

4.6.3 Caracterizacao do Ponto de Nagel

Seja o tridngulo ABC formado pelos pontos A, B e C' € E. Considere os pontos

N,, Ny e N. € E pertencentes aos lados BC, C'A e AB, respectivamente, definidos pelas
razoes «, [3 e vy, conforme a proposicao 4.1.1. As cevianas serdo representadas pelas retas
Ran,, Ren, € Ren, que passam pelos pontos A e N,, B e N, C' e N,, respectivamente,

conforme ilustra a figura 51.

Denotemos por a, b e ¢ o comprimento do lado BC', C'A e AB, respectivamente e

Considere 2p = a + b+ ¢ o perimetro do tridngulo ABC'.

Figura 51 — Caracterizagdao do Ponto de Nagel
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Pensando em termos da razao em que os lados sao divididos, temos

—
IBNal _p=c_ ICNJl _p—a_,  JANJ _p-b _
INC| P INA|l P e INE|  p-a

Observe que as retas Ra n,, Rp.n, € Re,n, sao as cevianas de Nagel do triangulo
ABC.

Portanto, pelo teorema 4.4.1, temos

p—c p—a p—>b

1.
p—b p—c p—a

Oéﬁ’}/:

Logo, as trés cevianas de Nagel sao concorrentes e o ponto N de concorréncia,

segundo a expressao (4.12) da proposicao 4.5.1, é dado por

1 _ _
g .C’Wﬁ+@+p9aﬁ
p—a p—c p—b p—b
P
p—>b —b
— 1 (p—a)-OTi%—(p—b)-O?—%(p—c)-O?
ON = .
p—a+p—b+p—c p—b
p—2b
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Sabemos que o ponto caracterizado é tnico, portanto N é o ponto de Nagel do
triangulo ABC

p p

O_fvz<1—“>-(ﬁ+<1—) OB + (1—C>~0?*. (4.17)

Ou, equivalentemente

p

N:O@[(l_a).m+(1_) om(l_) (ﬂ (118

4.6.4 Caracterizacao do Ponto de Spieker

Seja o triangulo ABC' formado pelos pontos A, B e C' € E e os pontos médios
de cada lado do tridngulo, opostos aos vértices A, B e C, respectivamente A, B’ e
C" € E. O tridngulo A’B’'C’ é o triangulo medial de ABC'. As bissetrizes de A’B'C" serao
representadas pelas retas Rars,,, Rp/ s, € Rers., que passam pelos pontos A'e Sy, B
e Sp, C" e Sci. Seja 2p = a+ b+ ¢ o perimetro do triangulo ABC' e seja p o perimetro do
triangulo A’B'C".

?—A>ﬁ—>

R —
No triangulo da figura 52, temos que C'B’ = — - €

=

B'A=—.
2

Figura 52 — Caracterizagiao do Ponto de Spieker

O ponto de Spieker S ¢é o incentro do tridngulo medial. Da secao 4.6.2, j& sabemos
que as trés bissetrizes de um triangulo sao concorrentes e sua caracterizagao pode ser

obtida pela expressao (4.16), portanto
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100
— b
[=0a (L .04+ -0B+~.0C).
2p 2p 2p
Ou, equivalentemente,
— b
Ol =~ .0A+-- 0B+ .0C.
2p 2p 2p
De modo que fagamos as substituigoes relativas ao referencial do triangulo A’B'C’,
ou seja,

b
) | )
5 — 2] — 5)—> — — —

0$=2L oA L\ g\ gé_ 2 oY op s S oc
P D P 2p 2p 14
— — —
oS- .04+ .08+ .00 (4.19)
2p 2p 2p

Vamos agora desenvolver uma expressao para Og, no referencial do triangulo ABC'.

Como o ponto O é arbitrario, podemos fazer O = A em (4.19), e teremos entao

<

— — —
B:a-A’nLQl;-ABqLZCp-AC’. (4.20)

De acordo com a figura 52, temos que

Como A’ é o ponto médio de ﬁ, podemos entao utilizar a expressao (4.4)

1
MQZO@§-(O?+@).
Fazendo M, = A’ e O = A, teremos entao

A’:A@i-(@h@),

ou a expressao equivalente

Substituindo em (4.20), segue-se que
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b 1@ c B

2 2 2 2

Z§::“.24Z§+28y+

2p

Agrupando os termos semelhantes
b
A= (pas) abe (Lo p) 22
4p  4p 4p  4p

Para encontrarmos a caracterizacao, basta apenas utilizarmos um outro ponto

qualquer O € E. Temos entao que

A =40+ 08
AB = A0 + OB
AC = 40 +0C

logo,

A0 +08 = (14 £)- (10 +0B)+ (£ + 1) (40 + 5O)

Considerando @ = —O—zzl e substituindo, obtemos

@:Q_a_c_a_b)@u(a ﬂiﬁ+c b)aa

ap " dp ap " dp

Simplificando

e substituindo, temos

5§21<y—“>.52+;(y—b>~5§+1<r—c>-58. (4.21)



102 Capitulo 4. Caracteriza¢io dos Pontos Notdveis do Triangulo

Ou equivalentemente,

S:O@B(l—“)-(74+1<1—£9>~0?+;<1—2;>-07*1, (4.22)

2p 2

que ¢é a caracterizagdo do ponto de Spieker em relacao ao Triangulo ABC.

4.6.5 Caracterizacao do Ponto de Nagel do Tridangulo Medial

Para chegarmos a caracterizacao do ponto de Nagel do tridangulo medial, utilizare-

mos a expressao (4.18), logo
N=O® [(1—2) -(ﬁi+<1—z> -0’3@(1—2) -(ﬁ]

Ou, equivalentemente,

oN = (1-2).04+ (1-2) - 0B+ (1) -0C.

p p p

Faremos agora as substitui¢oes relativas ao referencial do triangulo A’B’C’, consi-

derando N’ o ponto de Nagel do tridngulo medial. Temos entao que,

D
N~—~"
al

)|,
N2 NLOB + [1—

Q
=
|
|
—
RS
N~
)
S|
+
|
VR

7 N
N3
"

!/ a / b ! C !
ON'=|1—-| - OA+(1—-]- OB +(1—-|-0C"
p p p
. 7 . A
Vamos desenvolver uma expressao para ON’, no referencial do tridngulo ABC.
Como o ponto O é arbitrario, podemos entao fazer O = A na expressao anterior, e teremos

entao

— a — b — & -
AN’:(l—>-AA’+<1—)~AB’+<1—>‘A g (4.23)
p
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De acordo com a figura 52, temos que

AB' =

5oAC | Go_AB
2 2

Ja sabemos que A’ é o ponto médio de B?, podemos entao utilizar a expressao
(4.3), logo

Agrupando os termos semelhantes

—
AN’:l-(1—“+1—C>-ﬂ§+;-<1—a+1—b>-@.

2 P D P j%
—
AN’ = i-/ﬁiﬂ A
2p 2p

Para encontrarmos a caracterizacao, basta apenas utilizarmos um outro ponto
qualquer O € E. Temos entao que

AN' = 40 + ON'
AB = A0 + OB
AC = 40+ 0C

logo,

@JFO—NE:;;-(ﬁnLO?H;p-(BJr@).

Considerando B = —O—}l e substituindo, obtemos

ON —0A- L. 20+ . 0B- < .0h+ = .00
2p 2p 2p 2p
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Simplificando, temos

—
ON’za-@ﬂ;;-(ﬁjL;p-(ﬁ. (4.24)

Ou, equivalentemente

N' =
s ;

a~(7>4+b~0?+c-0?>, (4.25)
P 2p 2p

que é a caracterizacao do ponto de Nagel do tridngulo medial em relagdo ao
Tridngulo ABC.

4.7 A Reta de Nagel

Teorema 4.7.1. O incentro I, o baricentro G e o ponto de Nagel N de um triangulo sdo

colineares.

Demonstracao. Desconsiderando os casos onde os pontos sao coincidentes, vamos admitir

que G # I, e que 1@ ¢ um vetor nao nulo em V.

Partindo das expressoes que caracterizam o baricentro, o incentro e ponto de Nagel

num plano, temos

0C = 204+ 0B + 00,

w

oi= . a6+l oy~ od
2p 2p 2p

p p

ON — (1_a>(74+(1_;)@+(1_0)@

Utilizando a expressao

()_J>V:<1—g>(7>4+<1—2>0‘3>+<1—;>(ﬁ

podemos reescrevé-la da seguinte maneira

OTV>=(OT>4+O?+@)—< OA+

Tendo em consideracao que
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(OA + OB + 0C) = 30G

e que também

;-B+z-0@+;-o?*:207

ey . .
Logo, podemos escrever ON da seguinte maneira

ON =300 — 201

Como O é um ponto arbitrario qualquer, podemos entao fazer O = I, obtendo
o
entao a seguinte relacao IN = 3@ — 2ﬁ.

Como ﬁ = 0, deduzimos entéo que

IN = 3IC

Isto mostra que os pontos I, G e N sao colineares e podemos escrever:
¢ I=150-1G
¢« G=IaIC
e« N=I&IN =I&3IC

Esse raciocinio nos leva a concluir que o vetor fé transporta o ponto I para os

pontos I, G e N e que esses pontos pertencem a reta R, 72, conforme figura abaixo

Figura 53 — Colinearidade dos Pontos I, G e N
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4.8 Consequéncias da Caracterizacao dos Pontos No-
taveis
Neste secao, apresentaremos algumas consequéncias do estudo realizado no capitulo

anterior.

Proposicao 4.8.1. As cevianas de Nagel de um triangulo ABC' passam pelos pontos de

tangéncia do circulo de Spieker no triangulo medial.

Demonstracao. Denotaremos por R, U e T" os pontos de tangéncia de cada lado do triangulo

medial, opostos aos vértices A', B" e (', respectivamente, conforme a figura 54.

Figura 54 — Pontos de Tangéncia do Circulo de Spieker

Utilizando a expressao (4.6), podemos escrever as equagdes que caracterizam as

cevianas. Assim, comparativamente, segue que

- A'B’—I—am
AR= ————
(a+1)

Como vamos aplicar a expressao ao triangulo medial, temos que

p—>b
||B’R||_< 2 ) p—>b

= = (.

IR (PSC) e
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Logo,
p—>b\ —=
A'B" + A CY — — — —
Ak — <p—0> -9 AB+(p-b)-AC _(p—c)-AB +(p—b) AT
(p—b+1) (p—b+p—c) a
p—c

a
—

Agora, vamos desenvolver a expressao para A'R, no referencial do tridngulo ABC.

Podemos, entao, escrever

Ah— AA+ AL

e de acordo com a figura 54, temos que

— =
e AC' =BA=

| 2]

—
A'B'=C'A=

Ja sabemos que A’ é o ponto médio de Bié, podemos, entao, utilizar a expressao

(4.3), logo,

AX = L (AB + AC)

que substituindo em (4.26), segue que

T

BN

2

— —
__> J— J—
Ahsap. p=o BA (p-b) CA
a 2 a
—

—;-(@Jr/@wrﬁ: (p;C)-BAJr(p_b)-

2 a

Agrupando os termos semelhantes

i B_(pQ—QC)l_EJFl

1
2 2a

0 que resulta

E:(p—b)@gp—c)_[@.

2 2

A seguir vamos comparar a equacao acima com a expressao que caracteriza o ponto

de Nagel

(p—b)] e

(4.26)

(4.27)
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weoslfpg) ohe3) e (-3) ]

p

Fazendo O = A, teremos

(= ENCENCPL

p

vael(-2) o o)

que podemos escrever

v=ae 2. |(12

p

) 0B + (121 (75]
Substituindo a expressao (4.27) na equagao acima, teremos entao que

N = A@—ﬁ

ou, equivalentemente
—> 2a
AN = E

Mostrando entao que o ponto R pertence a ceviana de Nagel.

Se usarmos raciocinio analogo, para os pontos U e T', chegaremos a mesma, con-

clusdo de que esses pontos pertencem também as cevianas de Nagel como ilustra a figura 54.

Proposicao 4.8.2. O Incentro de um triangulo é o ponto de Nagel do seu medial.

Demonstragio. De fato, se compararmos as expressoes (4.24) e (4.15), veremos que elas

sao iguais quando o referencial é o triangulo ABC'. Ou seja,

ON' =% GA+2 0B+ .00
2p 2p
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(‘ﬁ:“.@u; ()—1§+— oC

2p

Como a caracterizagdo dos pontos é tnica, chegamos a conclusao que

207@0—N>’—07:0

ON' +10 =0

—
IN'"=0

Portanto I = N'.
Il

Proposicao 4.8.3. O ponto de Spieker é o ponto médio entre o Incentro e o ponto de
Nagel.

Demonstracao. De acordo com a expressao

s=00[3{1-5) 0he5(1-5) 0B5(1-5,) ¢

equivalentemente, temos a seguinte equacao

Podemos escrever entao

ol fy e b g o[ -0 e 2) )

p

Das expressoes que caracterizam o Incentro e o ponto de Nagel, vem que

s=0@ Lot +on

que é a equacao do ponto médio
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Esse raciocinio nos leva a concluir que S é o ponto médio entre os pontos I e N.

]

Proposicao 4.8.4. A distancia de um vértice do triangulo ao incentro é igual ao dobro

da distancia do vértice oposto do seu triangulo medial ao ponto de Spieker.

Figura 55 — Circulos Inscritos nos Tridngulos Medial e Principal

Demonstracao. Partindo da equagao

ON = 300 — 201

e utilizando a expressao do ponto médio, pois S bissecta o segmento I N, temos
1 = —
(ﬁ:a(()NH’ﬁ)@()N:z@—(‘ﬁ

que substituindo na equacao anterior, chegamos a expressao

208 = 30C — O1.

Como o ponto O é arbitrario em [, podemos entao fazer O = I, e teremos entao a

seguinte relacao

9T = 3I1C — If
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Como ﬁ = 0, temos

278 = 31C
I’é:;fé

S:f@g-ﬁ.

Da caracterizacao do baricentro, temos

I@:1~(ﬁ4+1§+@)

wl

que substituindo

1-(I71+I?+I‘5)

3
S=Ta".
@2

W

1 /=
S=1e_-(TA+IB+IC).
Da equacao do ponto médio, temos que
1 =
C’:I@§-(IA+T§)
logo,

S:f@;[(ﬁufﬁwfé}
s-[rel @ m)el @

1
S=Cas- Ic.
Ou equivalentemente

— 1
S =3 ¢ (4.28)

que implica

d(I,C) =2-d(C", ).
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Se usarmos o mesmo raciocinio, permutando os pontos A’, B e C’, chegaremos a

conclusdo semelhante

— 1

BS = B — d(I,B) = 2-d(B,S). (4.29)

— 1 — ,

AS =2 TA = d(I,4) =2 d(4',S), (4.30)
0

Proposicao 4.8.5. O raio do circulo de Spieker é metade do raio do circulo inscrito no

triangulo principal.

Demonstracao. Para encontrarmos a relagao entre os raios dos circulos, usaremos a expres-

sao (4.6), que caracteriza a ceviana em func¢ao da razao em que os lados de um tridngulo
e s 2 ? ~ . oA

sao divididos. Pela figura 55, vemos que [K e SR sao cevianas dos triangulos IBC' e

SB'C’, respectivamente.

Como K e R sao os pontos de tangéncia dos circulos inscritos nos lados dos trian-

gulos ABC e A'B'C’, respectivamente, podemos escrever

e No triangulo IBC

—
IBK| _p—b _
|KC| e

logo

— ﬁ—i—a@i

IK = TESY (4.31)

e No triangulo SB'C’

5)
BRI\ 2 ) p-b

IrC - (BF) P

logo

(4.32)
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As relagoes (4.28) e (4.29), fornecem

Eﬁ:;@@@:ﬂﬁ

EL;ﬁ@ﬁzﬁé

que substituindo na expressao (4.31), obtemos

— — — — —
—  2B'S +2aC'S B'S +aC'S SB' + aSC’
IK = =2 — | = =2
(a+1) (v +1) (a+1)

onde comparando com a expressao (4.32), implica em

K = —2.Sh

K =2 RS

como consequeéncia temos

d(I,K)=2-d(R,S)
O

Proposicao 4.8.6. Os pontos médios entre o ponto de Nagel N e cada vértice do triangulo

ABC' formam um triangulo congruente ao triangulo medial.

Demonstracao. Designaremos por (1, (J2 € Q3 os pontos médios entre o ponto de Nagel e

os vértices A, B e C, respectivamente, conforme ilustra a figura 56.

Recorrendo a expressao (4.5), podemos definir as equagdes dos ponto Q1, Q2 e Q3.

Assim,

1
QI:AGB?FV (4.33)
QQZB@;-EJ? (4.34)

1
Q?,:Oea?-ﬁf\f (4.35)

Sendo entao )7 € E ponto médio entre o vértice A e ponto de Nagel, podemos

fazer
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— =

O (BA+ BN)
1 — 1 —

Q1:<B@2-BN)@2-BA

que implica

—

Q201 =

1 —> 1
L BA= d(@2.Q) = 5 - d(B,A) =
Por um raciocinio andlogo, permutando os pontos )1, ()2 e (J3, veremos que a

demonstracao acima serve para mostrar também que

—>

Q:Q c‘é — d(Qs,Q2) = = - d(C, B) =

l\’)\»—t

2

—>

Q) = 5 AC = d(Q1, Q) = 5 - d(A,0) =
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esse raciocinio nos leva a concluir que o triangulo Q1Q2Q3 é congruente ao triangulo
medial A'B'C".
Vamos agora mostrar que o circulo de Spieker estd inscrito no tridngulo (1 Q-Q)s.

Para isso, bastar mostrar que a caracterizacao do incentro do tridngulo )1(Q)2()3 é a mesma

caracterizagdo do circulo de Spieker.

]

Proposicao 4.8.7. O triangulo formado pelos pontos médios entre o ponto de Nagel N e

cada vértice do triangulo ABC possui o mesmo incentro do triangulo medial.

Demonstracao. De fato, utilizando a expressao que caracteriza o incentro no triangulo

Q1Q2Q3, temos

b
— 2

-0Q)s3.

— a4 — b —
OQ3:*'OQ1+%‘OQ2+

oI =
2p

<63
~——

=N
N———

c
2p
onde I" é o incentro do triangulo Q1Q2Q)s.

—
Vamos encontrar a expressao para OI', no referencial do tridngulo ABC'. Fazendo
O = A, temos

Al =2 a0+ a0

—
— - AQs.
o o Q3

c
2p
Como os pontos 1, Q2 e (Y3 sdo os pontos médios entre os vértices do tridngulo

ABC' e o ponto de Nagel N, podemos entdo utilizar a expressao (4.33). Logo

QL=A® - FV@ITQ::;FV
ITQ;:;(/@%—AN)
T%:;-(-ﬁ+AN)
Substituindo, segue-se que
ﬁ:2629-;-FV+£9-;-(1@+FV)+2CP-;-(@+FV).

Agrupando os termos semelhantes
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— —
AN [ a b c b @ c ? AN b ? c ?
AI/ _ . _ . _ - . A R = — —_— A _— A .
2 <2p+2p+2p>+4p +4p 2 +4p +4p

Utilizando a caracterizagao do ponto de Nagel e fazendo O = A, podemos escrever

ﬁ:;.[(l_;) m@)mp AB+ £ AC
P (g ) e gd) ®

Para chegarmos a caracterizagao, basta apenas utilizarmos um outro ponto arbitra-

rio O € E. Temos entao que

Al = 40 + O
AB=A40+0B
AC = 40+ OC

Considerando @ = —@)1 e substituindo, obtemos

2 Adp

Simplificando

1 b 1 ¢ )_b+c_2p—a_1 a

—+—— -+ —+1
<2+4p 2+4p+ 4p 4p 2 4p

e substituindo, temos

S

op:(;_;).m(l_b).om(l_c).w.
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(7,:1_<1_a>.(74+;.<1_b).@+1.<l_c>..o—d

2 2p 2p

Ou equivalentemente,

2 2p 2

1’_0@[1.<1—a>~cﬁ1+1~(1—29)-0?4&(1—59)4@]

que é a mesma expressao que caracteriza o ponto de Spieker em relagao ao Triangulo
ABC.

Como a caracterizagdo de um ponto é tinica, temos entao que

O =08 < O —03 =0

—
I'S=0

Portanto I' = S.

Assim, os dois tridangulos possuem o mesmo incentro, e como consequéncia o circulo

de Spieker também esta inscrito no tridngulo Q1Q2Q)3
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Conclusao

Esse trabalho foi desenvolvido tomando-se como base um resultado classico obtido a
partir da Geometria Fuclidiana no intuito de torna-lo mais conhecido. O tema foi abordado
de modo que pudesse atingir alunos do ensino fundamental, alunos do ensino médio e
alunos da Graduacao. Focamos o nosso objetivo no tema principal que é o alinhamento
especial do incentro, baricentro e ponto de Nagel, dando destaque a alguns teoremas
e demonstragoes que muitas vezes sao considerados dificeis ou extensos. Apesar desses
teoremas e demonstracoes nao estarem incorporados as praticas escolares e, até mesmo na
formacao de professores, sua forma aqui utilizada e suas generalizagoes sao frequentemente
utilizadas em demonstragoes de problemas geométricos. Dentro do tema fizemos um estudo
a partir da Geometria Afim, utilizando Algebra Linear, no intuito de apresentar novas
formas de abordar problemas interessantes em Geometria Euclidiana. Esperamos que os
objetivos propostos tenham sido atingidos com a realizagao deste trabalho e que venham a
contribuir como fonte de pesquisa, tornando mais conhecidos alguns teoremas da Geometria

Fuclidiana Plana e suas aplicacoes.
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