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RESUMO

Em matemética um problema em aberto é uma questao nao resolvida. Esse traba-
lho visa apontar a importancia da utilizacdo de problemas matematicos em aberto
no ensino médio, quebrando a concepcdo de estudantes deste nivel escolar de que
todos os problemas matemaéticos tém solucdo. A utilizacdo de problemas em aberto
incentiva o uso de atividades investigativas fundamentais para a construgao do co-
nhecimento, mas estd ausente no ambiente escolar, acarretando prejuizos na for-
magao dos estudantes. Assim, realizamos uma pesquisa de problemas matematicos
em aberto acessiveis ao estudante do ensino médio com desenvolvimento de contet-
dos necessarios a compreensao dos problemas pesquisados, abrangendo a Teoria dos
Ntumeros com o Principio da Inducao Matematica e varios resultados sobre niime-
ros primos, a Anilise Combinatéria com tépicos sobre Superpermutagdes minimas,
quadrados magicos, diagramas e jogos e a Geometria com problemas de encontrar
pontos com distancias racionais aos vértices de um poligono regular, o problema de
Fagnano e problemas de empacotamento. O trabalho apresenta trés sugestoes de
atividades que relacionam conteiidos matematicos do ensino médio com problemas
em aberto, para professores utilizarem em sala de aula. A primeira atividade pro-
poe inserir o Principio da Inducdo Matematica no ensino médio através da busca de
uma expressao para o numero de diagonais de um poligono convexo e de problemas
relacionados a sequéncia de Fibonacci, a segunda atividade trabalha as proprieda-
des das progressoes aritméticas através de quadrados magicos e a terceira atividade
aplica conceitos de geometria a um problema de empacotamento. A pesquisa apre-
senta uma selecdo de questoes que citam problemas matemaéticos em aberto que
pode servir como fonte de consulta para professores ou como lista de exercicios para
o aluno que quer se aprofundar em matematica.

Palavras-chave: Problemas em aberto. Teoria dos Ntumeros. Numeros primos.
Combinatéria. Geometria.






ABSTRACT

In math an open problem is an unresolved question. This research aims to show out
the importance of using open problems in teaching mathematics to high school stu-
dents, breaking the conception of students of this school level that all mathematical
problems have a solution. The use of open problems encourages the use of inves-
tigative activities that are fundamental for the construction of knowledge, but it is
absent in the school environment, causing losses in the training of students. Thus, we
performed a research of open mathematical problems accessible to the high school
student with the development of contents necessary to understand the problems re-
searched, including Number Theory with the Principle of Mathematical Induction
and several results on prime numbers, Combinatorial Analysis with topics on min-
imal superpermutations, magic squares, diagrams and games, and Geometry with
problems of finding points with rational distances to the vertices of a regular poly-
gon, the Fagnano’s problem and packaging problems. The present study presents
three suggestions of activities that relate mathematic contents of high school with
open problems for teachers to use in the classroom. The first activity proposes to
insert the Principle of Mathematical Induction in high school through the search
for an expression for the number of diagonals of a convex polygon and problems
related to the Fibonacci sequence, the second activity works the properties of arith-
metic progressions through magic squares and the third activity applies geometry
concepts to a packaging problem. The research presents a selection of questions that
cite open mathematical problems that can serve as a source of inquiry for teachers
or as a list of exercises for the student who wants to delve into math.

Keywords: Open problems. Number Theory. Prime numbers. Combinatory. Ge-
ometry.
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1 INTRODUCAO

O objetivo deste trabalho é apontar a importancia da utilizagdo de problemas
matematicos em aberto no ensino médio, quebrando a concepcao de alunos dos ensinos
basico e médio de que todos os problemas matematicos tém solucao, desenvolvendo no
aluno o poder de duvidar, fundamental na formagao do pensamento critico, promovendo
a investigacao matematica e aproximando a matematica ensinada nas escolas de ensino
médio das pesquisas feitas nos centros universitarios. Sobre a importancia da pesquisa

matematica D’Ambrosio destaca que:

Assim como no processo de constru¢ao da Matemética como disciplina,
a esséncia do processo é a pesquisa, na construcao do conhecimento para
cada aluno, a esséncia do processo tem que ser a pesquisa. Dificilmente
o aluno de Matematica testemunha a acao do verdadeiro matemaético
no processo de identificacdo e solugao de problemas. O professor faz
questao de preparar todos os problemas a serem apresentados com ante-
cedéncia; consequentemente, o legitimo ato de pensar matematicamente
é escondido do aluno, e o tinico a conhecer a dindmica desse processo
continua sendo o professor. O professor, com isso, guarda para si a emo-
¢ao da descoberta de uma solugao fascinante, da descoberta de um ca-
minho produtivo, das frustragdes inerentes ao problema considerado e
de como um matematico toma decisoes que facilitam a solucao do pro-
blema proposto. O que o aluno testemunha é uma solugdo bonita, efi-
ciente, sem obstaculos e sem duvidas, dando-lhe a impressao de que ele
também conseguira resolver problemas matematicos com tal elegancia.
(D’AMBROSIO, 1993, p. 36).

Definicao 1: Um problema matemdtico em aberto é uma questio nao resolvida, ou
seja, uma questao em que a solucao nao foi encontrada ou nao se provou que a questdo

ndo tem solucao.

Os problemas em aberto podem despertar o interesse do aluno pela investigacao
matematica, pois existem problemas que sao faceis de enunciar, mas cujas solucoes ainda
nao foram encontradas e que despertam um fascinio especial. Um problema desse tipo é

a conjectura de Collatz (1910-1990) ou Problema 3n + 1 cujo enunciado é:

Problema em Aberto 1 (Conjectura de Collatz): Dado um nimero natural, n, e a

sequéncia que seque a sequinte lei de formacao:

. ’ . A . e n
i) se n for par, o préximo termo na sequéncia sera 57

ii) se n for impar, o préximo termo seré igual a 3n + 1.

Esta sequéncia termina sempre em 17
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Por exemplo, comecando com o niimero 3, obtém-se:
3—+10—-5—-16—8—=4—2—=1

Definicao 2: Chama-se de orbita do nimero n a sequéncia de nimeros gerada através

deste processo até chegar a 1.
Figura 1 — Orbita do niimero 3 na conjectura de Collatz

k-ésimo termo
N

16
151
14 -
13 4
12
11 -
10

> k

P! i
— p
1| 23 45678

Fonte: Elaborada pelo autor

A conjectura de Collatz é um problema matematico em aberto com enunciado
acessivel ao estudante da educacao basica e ja testado para milhares de niimeros com
uso de supercomputadores sempre terminando em 1, mas matematicamente ainda nao foi
provado.

Acredita-se que a solucao da conjectura de Collatz abrira novos caminhos para a

matematica e o seu poder em motivar alunos a pesquisa matematica pode ser constatado
nas palavras do matematico Derek Jennings

outra razao é que, por ser facil de apresentar e entender, tem potencial
de atrair jovens para a mateméatica. Eu mesmo soube de sua existéncia
no ensino médio e néo resisti ao seu encanto (BBC BRASIL, 2016).

Para uma abordagem mais completa da Conjectura de Collatz o leitor pode con-
sultar o trabalho The 3n+1 conjecture de Laarhoven (2009).
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O uso de problemas em aberto no ensino da matemética é fundamental para criar
um ambiente interativo entre o aluno e o professor e proporcionar o aprendizado através
da investigagao, permitindo a constru¢ao de um conhecimento mais sélido. Assim, é con-
traditério o professor de matematica nao apresentar problemas em aberto aos seus alunos,

como destaca Sacristan

Penso que o mais importante é a dicotomia entre as atividades de en-
sinar e aprender, introduzida artificialmente por uma pratica escolar
inadequada. O pesquisador /professor aprende principalmente investi-
gando, mas, no momento em que entra na sala de aula, esquece que
o estudante, para aprender, precisa investigar. Assim separa as duas
atividades, pois ndo percebeu que sdo interligadas, ou por que nao se
interessa em aprender a utilizar métodos adequados para conecta-las.
Outros motivos também se fazem presentes, como a ideia de que a in-
vestigacao é reservada a um grupo especial de pessoas, assim como a
ideia de que a descoberta sé é importante quando alguém a faz pela pri-
meira vez conforme os registros académicos. Ocorre também, por parte
dos professores, o receio de se depararem, durante a aula, com problemas
cuja resposta nao conhecem de imediato. Com essa concepc¢ao se perde
a motivacdo pedagdgica da descoberta e se reduz o ensino a transmissao
do produto histérico da investigacao, perdendo-se o valor da compreen-
sao do processo de produgado desse conhecimento (SACRISTAN , 1998,
p. 60).

A matematica nao pode ser entendida ou apresentada ao aluno como uma disci-
plina que ja estd pronta e deve ser aprendida e estudada, desqualificando-a como ciéncia
e sim mostrar o seu carater investigativo para solidificar o conhecimento. Neste sentido,
Siegel e Borasi (1994, p. 205) indicam algumas consequéncias do conhecimento através da
investigacao:

o conhecimento matemaético é falivel; o conhecimento matematico é cri-
ado através de um processo nao-linear no qual a geragao de hipdteses
tem um papel chave; a producdo do conhecimento matematico é um
processo social que ocorre com a comunidade de pratica; e o valor ver-
dadeiro do conhecimento matemaético é construido através de praticas
retoricas.

Percebemos, entao, que o uso de problemas em aberto valoriza a construcao do
conhecimento promovendo a investigacao que possibilita ao aluno aprender matematica

numa dinamica que permita reflexdes e descobertas.

Apesar do uso de atividades investigativas se mostrar fundamental para o apren-
dizado em matematica, estd ausente no cotidiano escolar da educacao basica, o que nao
acontece no ensino superior com os projetos de iniciagao cientifica que incentivam os es-
tudantes de graduagao a pesquisa. Assim, o proposito deste trabalho se concentra na
investigacdo de problemas matematicos em aberto e na formulacao de estratégias para

apresenta-los aos alunos do ensino médio.






25

2 PROBLEMAS EM ABERTO DE
TEORIA DOS NUMEROS

Neste capitulo, discutiremos sobre a Teoria dos Ntumeros e, especificamente, sobre
os nimeros primos, apresentando problemas em aberto com enunciados de facil compre-
ensao para um estudante do ensino médio. Alguns termos basicos foram suprimidos por
serem usuais aos estudantes deste nivel, e para uma abordagem completa o leitor pode
consultar o livro Aritmética de Hefez (2016).

Os nimeros primos guardam muitos segredos e mistérios que podem estimular o
estudante da educacao bésica a refletir sobre a Teoria dos Numeros e suas aplicagoes,

estimulando o pensamento critico e a construcao de ideias que fomentem a pesquisa e,
consequentemente, estimule o aluno a aprender matematica, como destaca Abramo Hefez

Esses niimeros desempenham papel fundamental e a eles estao associados
muitos problemas famosos cujas solugdes tém resistido aos esforgos de
varias geragoes de matemadticos (HEFEZ, 2016, p.122)

Existem problemas aparentemente simples e fundamentais sobre os niimeros pri-
mos que tém permanecido sem resposta como as conjecturas de Goldbach e a dos Primos
Gémeos. Por isso, os alunos e professores de mateméatica da educacao basica nao podem

deixar de lado o conhecimento sobre estes problemas.

2.1 A Caracterizacao dos Numeros Naturais

Nesta sec¢do, tendo como referéncia a abordagem de Lima et al. (1997, p. 29-31),
iremos mostrar a construcao dos ntimeros naturais IN, de forma axiomatica, ou seja, a

partir de uma lista de fatos descritos como axiomas podem ser deduzidos teoremas.

A origem e o conceito de niimero ocorreram simultaneamente com o nascimento e
desenvolvimento da matematica e foram as exigéncias matematicas e as necessidades do

ser humano que alavancaram o desenvolvimento deste conceito.

No desenvolvimento deste trabalho iremos considerar N = {1, 2, 3, 4, 5,...} o
conjunto dos nimeros naturais e ZZ = {...,-2,-1,0,1,2,...} o conjunto dos nimeros inteiros

formado pelos naturais, seus opostos negativos e o zero.

Os numeros naturais 1, 2, 3,4, 5, ... surgiram como uma escala padrao que nos per-

mite a operagao de contagem e a sua totalidade o conjunto dos ntimeros naturais
N={1,234,5,...}

foi formalizada por Giussepe Peano (1858-1932) a partir dos seguintes axiomas:
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i. Todo niimero natural tem um tnico sucessor;
ii. Numeros naturais diferentes tém sucessores diferentes;

iii. Existe um tnico natural chamado de um e denotado por 1, que nao é

sucessor de nenhum nimero natural;

iv. Seja X é um conjunto de niimeros naturais. Se 1 é elemento de X e o

sucessor de todo elemento de X é elemento de X, entdao X= IN.

Os fatos acima sao conhecidos como Axiomas de Peano. O axioma iv), chamado
de axioma da inducao, serve como método de demonstracao para proposigoes referentes

a0s numeros naturais como veremos a seguir:

2.1.1 Principio de Inducao Matematica

A abordagem desta subsecao pode ser encontrada em notas de Indugdo matemdtica
de Hefez (2009).

Definigao 3: Uma sentenga matemdtica P(n) que dependa de uma varidvel natural n é
dita aberta sobre o conjunto dos naturais se possui valor logico verdadeiro ou falso

quando substituimos n por um numero natural dado qualquer.

Por exemplo, considere
P(n): n é par,
temos P(1) é falsa, pois 1 é impar e P(2) é verdadeira, visto que 2 é par.

O axioma de indugao pode ser enunciado usando uma sentenga matematica aberta

da seguinte maneira:

Principio de Indugdo Matematica: Seja P(n) uma sentenga aberta sobre IN.

Suponha que

i. P(a) é verdadeira para algum a natural; e
ii. qualquer que seja k natural, k > a, sempre que P(k) é verdadeira, segue
que P(k + 1) é verdadeira.

Entao, P(n) é verdadeira para todo n natural maior ou igual a a.

Como ilustragao, observemos o seguinte exemplo:

Exemplo 1: Vamos mostrar que a soma S, = 1+2+34---+n dos n primeiros numeros

naturais € dada por
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n(n+1)

Considerando a senten¢a P(n): 1+24---4+n = sobre os numeros natu-

1-(1+1)

5 . Supondo que, para algum k natural,

rais, note que P(1) é verdadeira, pois 1 =
P(k) € verdadeira, ou seja,
k(k+1)

1+2+---+k= —5 “somando k + 1 a ambos os membros’

)

k(k + 1)

k41
5 tk+

1+2+ - +k+k+1=

k
1+2+~-+k+k+1:@w&ﬂ§+n

Lioe o phyke1o BFUERD) DG+ 4

A dltima igualdade mostra que P(k + 1) é verdadeira. Assim, P(n) é verdadeira

para todo natural n.

Em determinadas situacoes, ao fazer uma demonstragao por inducao, na passagem
de k para k + 1, sente-se a necessidade de admitir que a proposicao ¢ valida nao apenas
para k mas para todos os niimeros naturais menores ou iguais a k. A justificativa de um
raciocinio deste tipo se encontra no Segundo Principio da Indug¢ao Matematica, conforme

¢ apresentado a seguir:

Segundo Principio de Indugao Matematica: Seja P(n) uma sentenga aberta

sobre IN. Suponha que

i. P(a) ¢ verdadeira para algum a natural; e
ii. qualquer que seja k natural, k > a, P(a) e P(a+1)e...e P(k) = P(k+1)

¢é verdadeira.

Entao, P(n) ¢ verdadeira para todo n natural maior ou igual a a.

Uma aplicacado do segundo Principio da Inducao Matematica é provar que na

sequéncia (1,1,2,3,5,8,13,...), conhecida como a sequéncia de Fibonacci (1170-1250),

7

qualquer termo na posicao n é menor que (Z)n, para qualquer n natural.

Na sequéncia de Fibonacci os dois primeiros termos sao iguais a 1 e cada termo,
a partir do terceiro, é soma dos dois imediatamente anteriores. Assim, podemos defini-la,

recursivamente, da seguinte maneira:

Seja F, uma sequéncia de niimeros naturais tal que

F,=F, o+ F,_1, se n natural e n > 2

{5:5:1
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Considerando a proposi¢ao P(n) : F, < (¥)™ sobre os nimeros naturais n, observe
que P(1) e P(2) sdo verdadeiras, pois Fi =1 < e F, =1 < (1)% Sejan > 2, vamos
supor que P(i) : F; < (%)Z é verdadeira para todo natural 7 tal que 1 < ¢ < k. Assim,

Frpn=Fa+F < (D V+ =D+ @ =@ G+ < (D= D
Em outras palavras, mostramos que se a proposicao P(i) é valida para todos os

valores naturais menores ou iguais a k, entdao P(k + 1) é vélida. Logo, pelo Segundo

Principio da Indu¢ao Matemética, a proposicao P(n) é vélida para todo natural n.
Considerando a sequéncia de Fibonacci:
1, 1,2, 3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584, 4181, 6765, ...

e encontrando os restos da divisao dos termos desta sequéncia por 2, obtemos uma sequén-

cia que se repete a cada trés termos, ou seja, periddica de periodo 3
1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,1,0,1, 1,0, 1, 1, ...
O periodo desta sequéncia ¢ chamado de periodo de Pisano.

Se encontrarmos os restos da divisao dos termos da sequéncia de Fibonacci por 3,

encontramos a sequéncia
1,1,2,0,2,2,1,0,1,1,2,0,2,2,1,0,1, 1, 2,0, ...
que tem periodo de Pisano 8.

Em geral, o periodo de Pisano é o periodo que a sequéncia dos restos das divisdes

dos termos da sequéncia de Fibonacci por um natural n com o qual se repete.

Tabela 1 — Periodo de Pisano

n parte periddica periodo de Pisano
1 0 1
2 011 3
3 01120221 8
4 011231 6
5) 01123033140443202241 20
6 | 011235213415055431453251 24

Fonte: elaborada pelo autor

Apesar de trabalhoso, nao é dificil encontrar a sequéncia dos restos das divisoes
dos termos da sequéncia de Fibonacci por n, mas, sobre o Periodo de Pisano, a seguinte

questao encontra-se nao resolvida:

Problema em Aberto 2: Encontrar uma formula geral para o periodo de Pisano em

termos de n.

Resultados parciais deste problema podem ser encontrados no trabalho The Fibo-
nacci Sequence Under Various Moduli de Renault (1996, p. 17-34).
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2.2 Os Numeros Primos

Nesta secao, trabalharemos com os ntimeros primos, conceituando-os e provando
a sua infinitude. Algumas defini¢oes, teoremas e demonstragoes foram extraidos do livro
FElementos de Aritmética de Hefez (2006).

Entre os nimeros naturais existem niimeros que funcionam como blocos basicos que
permitem a construcao de todos os niimeros naturais maiores que 1 pela multiplicagao, ou
seja, existem nimeros primitivos que nao podem ser gerados pela multiplicacao de outros
nimeros, como 2, 3 e 5 e outros nimeros secundarios gerados a partir da multiplicacao

de ntimeros primitivos, comoo 6 =2-3 eo 10 =2-5.

Os numeros primos sao conhecidos pela humanidade ha muito tempo e sobre os

primeiros trabalhos com estes niimeros Jucimar Peruzzo menciona

Ha indicios de que também no antigo Egito ja se tinha algum conheci-
mento sobre este tipo de nimeros. No entanto, os registros mais antigos
de um estudo sobre ndmeros primos deve-se aos gregos (PERUZZO,
2008, p. 19).

Definicao 4: Dados dois numeros inteiros a e b, com b # 0, diremos que b divide a,
denotado por b | a, se existir k natural tal que a = kb. Nesse caso, diremos também que a

¢ maltiplo de b ou b € divisor de a.
Por exemplo, 4 ¢ divisor de 20, pois 20 = 5 - 4.

Teorema 1 (Divisao Euclidiana): Sejam a e b inteiros com b # 0. Existem dois inicos

nimeros inteiros q e r tais que a =bq+1r, com 0 < r < |b].

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada no livro Elementos de Arit-
mética de Hefez (2006, p. 35-36).

Por exemplo, o quociente e o resto da divisao de 17 por 3 sdo, respectivamente,
5e 2 pois 17 = 3 -5+ 2 e a divisao de -19 por 5 tem quociente -4 e resto 1, pois
—19=5-(—4)+ 1.

Quando dividimos um nimero inteiro a por 2, temos a = 2k +r com k € Z e

r=0ou l.

e Ser =0, entdao a = 2k e a é par;

e Ser=1,entdo a =2k + 1 e a é impar.

Classificar um ntimero inteiro em par ou impar é classifici-lo quanto a paridade.
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Defini¢ao 5: Um nimero natural d é dito divisor comum de a e b se d|a e d|b.

Por exemplo, 4 é divisor comum de 12 e 32.

Defini¢ao 6: O numero natural d é o maior divisor comum (mdc) de a e b naturais,

se possui as sequintes propriedades:

1. d € divisor comum de a e b; e

ii. se c € divisor comum de a e b, entdo c|d.

Por exemplo, o mde(12,18) = 6. Para provar a existéncia do maior divisor comum entre
dois niimeros inteiros nao-negativos, Euclides (330 a.C - 285 a.C.) utilizou o seguinte

resultado:

Lema 1 (Lema de Euclides para o mdc): Sejam a,b e n nimeros inteiros. Se existe

mdc(a,b — an), entdo

mdc(a,b) = mdc(a,b— an).

Demonstragao: Sendo d = mdc(a, b — an), entdo d|a e d|(b — an), mas b = b — an + an,
segue que d|b. Logo, d é divisor comum de a e b. Se existe ¢ divisor comum de a e b, entao

cla e c|(b— an). Assim, c|d e d = mdc(a,b). m

Exemplo 2: Vamos calcular o mde(162,372).
Pela divisao Euclidiana, 372 = 162 - 2 + 48 e pelo Lema de Euclides
mde(162,372) = mde(162,372 — 162 - 2) = mdc(162,48).
Repetindo o mesmo procedimento, 162 =48 -3 4+ 18 ¢
mde(162,48) = mdc(162 — 48 - 3,48) = mdc(18, 48),
mais uma vez, 48 =18 -2+ 12 e

mdc(18,48) = mdc(18,48 — 18 - 2) = mdc(18,12) = 6.

O procedimento acima é conhecido como Algoritmo de Fuclides, podendo ser sis-

tematizado e repetido até encontrarmos uma divisao que deixe resto zero.

Definicao 7: Um nimero natural p maior que 1 € primo se possui como divisores apenas

1 e ele proprio, ou seja, 1 e p.

Por exemplo, 5 é primo.
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Definicao 8: Um numero natural n maior que 1 que ndo é primo é dito composto e
pode ser expresso como produto de dois naturais ny e ng tais que 1< ni, ng < n, ou seja,

n="mn1ns.
Por exemplo, 12 é composto, pois 12 =4 - 3.

Definicao 9: Dois niumeros naturais a e b sao ditos primos entre si ou co-primos se

possuem apenas o numero 1 como divisor comum. Por exemplo, 9 e 14.

Note que segue da definicdo de maximo divisor comum que se os nimeros naturais a e b

sao primos entre si, entdo mdc(a, b) = 1.

2.2.1 O Teorema Fundamental da Aritmética

Nesta subse¢ao, abordaremos um dos principais teoremas da Teoria dos Ntumeros
que garante que um nimero natural maior que 1 pode ser escrito como produto de niimeros
primos. Por exemplo, 2100 é escrito de maneira tinica, a menos pela ordem dos fatores,

como 22-31.52. 71,

Lema 2 (Lema de Euclides): Sejam a,b,p nimeros inteiros com p primo. Se p|ab,

entdo pla ou plb.

Corolario 1: Se p,p1,p2, ..., Pn SGO primos e, se p|p1-P2-. .. Dn, entdo p = p; para algum

i=1,2,....n.

Demonstragao: Usando inducdo, a proposicao é verdadeira para n = 1, pois se pi|p

entdo p; = p. Supondo que p|p; - p2 - ... px, entdo p = p; para algum i = 1,2, ... k, mas
se plp1 - P2 ... Pk Pre1, entao, pelo Lema de Euclides, p|p; - p2 - ... - pgp ou p|pgi1.
Observe que se p|pgi1, entao p = pri1, € se p|p1-p2- - .. Pk, a hipotese de indugao garante

que p =p; para algum i =1,2,... k. m

Teorema 2 (Teorema Fundamental da Aritmética): Todo nimero natural maior
que 1 ou € primo ou se escreve de modo tnico (a menos da ordem dos fatores) como

produto de numeros primos.
Demonstracgao: Se n é primo nao ha o que provar, mas se n é composto vamos utilizar
o Segundo Principio de Indugdo Matematica. Considere P(n) a seguinte sentenga aberta

sobre os numeros naturais:

P(n): n se escreve de modo unico como produto de nimeros primos
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Observe que P(2) é verdadeira, pois 2 é primo. Supondo que P(k) é verdadeira para todo
natural 2 < k < n. Pelo fato de n ser composto, n = ny.ny com 2 <n;,ny < n. Dessa
forma, por hipétese de indugao, temos que n; e ny podem ser escritos como produto de

primos e, consequentemente, n também vai ser escrito como produto de primos.

Para provar unicidade suponha, por absurdo, que n possa ser escrito de duas

maneiras diferentes a menos da ordem de seus fatores, ou seja,

nN=pi-pP2:... PN =0q g2 ... 4,
com p; e ¢; numeros sendo i € {1,2,... k} e je{1,2,...t}.

Observe que p; é divisor de n = ¢ - qo - ... q;, poisn = pj -pa ... pi, € dessa

forma n = p; - a com a natural. Assim,n =p;-a=¢q, - qs....-q e py divide q1.q2 - ... - q;.

Como p; ¢ primo e todos os fatores ¢; também sao primos, conclui-se que p; = g;
para algum j e podemos reordenar os ¢; de forma que p; = ¢; sem perda de generalidade.
Segue que p; P2+ ... Ppr =DP1-q2- ... q € como p; ¢ nao-nulo podemos simplificar a

igualdade acima e obter ps - ... pr =¢q2 - ... Q-

Repetindo este procedimento, chegaremos a conclusao que k =t e apds um rear-

ranjo dos indices de g;, encontramos p; = qi,p2 = ¢, - .., Pr = Gk, provando a unicidade.m

O Teorema Fundamental da Aritmética ndo recebe este nome por acaso, pois

justifica a construcao de todos os nimeros naturais através dos niimeros primos.

Em 1801, Gauss escreveu um livro-texto avangado sobre teoria dos nu-
meros, o Disquisitiones Arithmeticae. Entre tépicos de alto nivel, ele
ressaltou que nao devemos perder de vista duas questoes muito bésicas:
“QO problema de distinguir os nimeros primos dos nimeros compostos
e o de resolver os ultimos em seus fatores primos é conhecido como um
dos mais importantes e mais tteis em aritmética."(STEWART, 2014, p.
27).

Assim, dizemos que os nimeros primos sao aqueles que geram os demais a partir
da operacao de multiplicacao e a representac¢ao tnica para todo e qualquer niimero natural
abre diversas possibilidades de aplicagdo, como em criptografia que estuda métodos de se

codificar e decodificar uma mensagem.

A criptografia com nimeros primos é bastante utilizada e se baseia na escolha de
dois nimeros primos grandes que sao multiplicados gerando um produto que sera um
grande nimero composto. A mensagem, entdao, é convertida numa sequéncia de niimeros
por algum método convencional e a seguir é codificada por uma operagao baseada nesse

grande nimero, produto dos dois niimeros primos.

A mensagem s6 podera ser decodificada por uma segunda operacao matematica
baseada no conhecimento dos dois niimeros primos originais. Logo, se alguém conseguir

fatorar o grande nimero gerado, tera a chave para decifrar a mensagem.
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A teoria da criptografia mostra que um sistema criptografado que utiliza ntimeros
primos é tao mais seguro quanto maiores forem os nimeros primos utilizados na sua
estrutura, despertando uma busca por ntimeros primos grandes, inclusive hé prémios em

dinheiro para quem descobrir primos muito grandes (LEMOS, 2010).

Até hoje nao se conhece uma maneira simples de encontrar niimeros primos gran-
des. Essa questao tem motivado matematicos e Eratdstenes (276 a.C a 196 a.C) criou um

método para encontrar niimeros primos que discutiremos na préxima subsegao.

2.2.2 O crivo de Eratostenes

E um algoritmo simples que permite encontrar todos os primos possiveis até um

determinado nimero natural que funciona da seguinte forma:

1. Verifica-se o maior valor a ser testado. Este valor corresponde a raiz quadrada de

n, arredondado pra baixo;
2. Cria-se uma lista com os valores inteiros de 2 até n;
3. Encontra-se o primeiro elemento da lista, o nimero primo 2;
4. Removem-se da lista todos os multiplos de 2 encontrados;
5. O préximo ntmero da lista é primo;
6. Todos os nimeros multiplos desse niimero devem ser removidos da lista;

7. Os passos 5 e 6 sao repetidos até que o proximo item da lista seja o maior valor
a ser testado /n. Se o ntimero n ainda estiver na lista ele é primo, caso contririo

composto.

Este algoritmo é eficiente mas muito lento, ja que requer uma grande quantidade
de passos para que o problema seja resolvido, e s6 convém aplica-lo para valores pequenos
de n. A ideia principal é dividir o niimero natural n, sucessivamente, pelos niimeros primos
que nao excedam a y/n e a razao de o maior valor a ser testado para um nimero natural
n nao poder exceder /n se deve ao fato de que n sendo composto, entdao n = be com b e
¢ naturais tais que 1 < b, ¢ < n. Supondo que b < ¢, temos que b* < be, ou seja, b> < n o

que implica em b < \/n.

Exemplo 3: Vamos aplicar aplicar o crivo de Erastétenes para encontrar os numeros

primos menores que 5H0:
12 passo: O maior valor a ser testado é 7, pois 8>/ 50,

22 passo: Criando uma lista de valores de 2 a 50;



34

Capitulo 2. PROBLEMAS EM ABERTO DE TEORIA DOS NUMEROS

de 2;

2,8 4, 56 17 8 9, 10,
11,12,18,14,15,16,17,18,19,20,
21,22,23,2/,25,26,27,28,29,30,
31,52,33,34,55,36,37,38,39,40,
41,42,43,44,45,40,47,48,49,50

32 e 42 passos: Encontra-se o primeiro elemento da lista e remove-se os maltiplos

2, 8 4, 56,178 9,10,
11,12,18,1/,15,16,17,18,19,20,
21,22,28,2/,25,26,27,28,29,50,
31,52,33,3/,95,36,37,38,39,/0,
41,12,48,)1,45,16,47,/8,49,50

5% passo: 3 € primo e remove-se 0s multiplos de 3;

2, 8,4, 5 6,17 8,9, 10,
11,12,18,1/,15,16,17,18,19,20,
21,22,28,2/,25,26,27,28,29,50,
81,32,33,34,85,56,37,58,39,40,
41,12,48,/,15,16,47,18,49,50

62 passo: 5 € primo e remove-se 0s multiplos de 5;

2, 8 4, 56,178 09,10,
11,12,18,1/,15,16,17,18,19,20,
21,22,23,2/,25,26,27,28,29, 30,
31,52,33,34,55,36,37,38,39,40,
41,12,48,/4,15,16,47,18,49,50

7° passo: T € primo e remove-se os multiplos de 7;

2,8/, 56,17 8,0, 10,
11,12,18,1/,15,16,17,18,19,20,
21,2228 24,25 26,27,28,29,30,
31,32,33,34,35,56,37,58,39,40,
41,42,48,44,45,46,47,48,49,50

&8 passo: Os numeros primos de 1 até 50 sao

2.3 5 7 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43 ¢ 47.
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2.2.3 A infinitude dos nimeros primos

Ao se estudar os nimeros primos um dos primeiros questionamentos que surge é
sobre quantos nimeros primos existem. Euclides provou, em sua obra Os Elementos, a

existéncia de infinitos nlimeros primos, conforme apresentado no préximo teorema:
Teorema 3 (Euclides): O conjunto formado pelos nimeros primos é infinito.

Demonstragao: Para qualquer conjunto finito {py, ps, ..., p-} de ntimeros primos, consi-
dere o nimero n = p; - ps - ... - p, + 1. Este niimero n nao ¢é divisivel por nenhum ntmero
primo p;, (1 <i <), logo n é primo ou divisivel por um primo diferente de py, po, ..., p;.

Assim, o conjunto {pi, ps, ..., pr} nd0 pode ser a cole¢ao de todos os nimeros primos. m

Sobre a prova de infinitos primos proposta por Fuclides surge uma questao inte-

ressante:

Problema 1: O sucessor do produto dos r primeiros primos consecutivos € primo para

qualquer valor natural de r?

Resolugao: Estamos interessados em saber se o conjunto {pi, ps, ..., p,} de niimeros pri-
mos usado na demonstracao anterior fosse formado pelos r primeiros nimeros primos,
entdao o nimero n = py - Ps - ... - pr + 1 é primo? A resposta é que para alguns valores de r

o nimero n é primo e podemos verificar isto por inspecao.

Tabela 2 — Sucessor do produto de niimeros primos

r | nimeros primos n=2-3-...-pr+1 Fatoracao
1 2 24+1=3 3

2 2e3 2:3+1=7 7

3 2,3eb 2-3-5+1=31 31

4 2,3,5e7 2:3:5-7+1=211 211

5 2,3,5,7¢e 11 2-3:5-7-11+1=2311 2311

6| 2,3,5,7,11e13 |2-3-5-7-11-13+1=30031| 59509

Fonte: elaborada pelo autor

Verificamos que sucessor do produto dos seis primeiros niimeros primos é o nimero
2-3-5-7-11-19+1 = 30031 = 59 - 509 que nao ¢é primo.

Definicao 10: O primordial de um nimero natural n € o produto de todos os nimeros

Primos menores ou iquais a n, sendo denotado por nFt.

Por exemplo, 10# = 2-3-5-7 = 210. Observe a seguinte questao nao resolvida sobre o

nimero primordial:
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Problema em Aberto 3: Existem infinitos primos da forma n# + 1 oun# — 17

Uma abordagem mais completa deste problema pode ser consultada no artigo On
the Primality of n!£1 and 2 x 3 x5 x -+ X p+ 1 de Caldwell e Gallot (2001).

Problema 2: Mostrar que existem infinitos numeros primos da forma 6n + 5 com n

natural.

Resolucao: Ao dividirmos um nimero natural por 6 o resto da divisdo pode ser 0, 1, 2,
3, 4 ou 5, ou seja, todo nimero natural pode ser escrito como 6n, 6n + 1, 6n + 2, 6n + 3,
6n + 4 ou 6n + 5 e desses os Unicos que podem ser primos sdo 6n + 1 e 6n + 5, pois 6n,

6n + 2 e 6n + 4 sao pares e 6n + 3 é multiplo de 3.

O produto de nimeros da forma 6n + 1 é também da forma 6n + 1, visto que

Agora vamos usar um argumento semelhante ao usado por Euclides para mostrar

que existem infinitos niimeros primos. Supondo, por absurdo, que existe uma lista finita

de primos da forma 6n + 5, ou seja, 6n; + 5,6ns +5,...,6n, + 5, 0 nimero
N=6-(6n;+5)-(6ng+5)-...-(6n,+5)+5,
nao é divisivel por nenhum dos primos da lista 6ny + 5,6n5 + 5, ..., 6n, + 5 e, consequen-

temente, deve ser divisivel por niimeros primos da forma 6n + 1. Logo, N é um produto
de nimeros da forma 6n + 1 sendo também da forma 6n + 1, o que é um absurdo, pois N

¢é da forma 6n + 5. Entao, existem infinitos niimeros primos da forma 6n + 5.

2.3 Numeros Primos em Progressao Aritmética

Nesta se¢ao, abordaremos a distribuicdo dos ntimeros primos e, especificamente,
resultados sobre sequéncia de niimeros primos em progressao aritmética. Para uma analise
mais detalhada desse tema, o leitor pode consultar o artigo "Recorréncias, progressoes
aritméticas e teoria ergddica: teoremas de van der Waerden e de Green-Tao", publicado

na revista Matemdtica Universitaria, n. 48, 2010, p. 39-51, indicado nas referéncias.

Definicao 11: Uma progressao aritmética, denotada por PA, é toda sequéncia numérica
em cada termo, a partir do sequndo, € igual ao anterior mais uma constante r chamada
razio da PA. Por exemplo, a sequéncia (2,5,8,11,...) é uma PA com primeiro termo

ap =2 e razdo r = 3.
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Um termo qualquer de uma PA, com primeiro termo a; e razao r, é dado por
a; + (n—1) - r, para todo n natural. Assim, a sequéncia formada pelos nimeros da forma
6n+5=11+4(n—1)-6 é uma progressao aritmética e constata que é possivel encontrar
infinitos primos em progressoes aritméticas. Um resultado importante sobre este tema foi
encontrado por Dirichlet (1805 - 1859).

Teorema 4 (Dirichlet): Se a e b sdo nimeros naturais primos entre si, entao a progres-

sao aritmética
a,a+b,a+ 2b,a+ 30, ...

possui infinitos numeros primos.

Ao encontrar progressoes aritméticas com infinitos termos primos, por exemplo
6n 4+ 5, com n natural, cujos termos sao 11,17,23,29,35,41, ..., observe que, apesar de
ter infinitos niimeros primos, ndo sao todos os termos primos, visto que 35 = 6-5+ 5 nao
¢ primo. Existe uma busca por progressoes aritméticas formadas somente por nimeros
primos, por exemplo, a sequéncia 3, 5 e 7 é uma progressao aritmética formada s6 por
trés nimeros primos e as maiores ja encontradas contém 26 primos (ANDERSEN;, 2017).

Em 2016, Takeshi Nakamura encontrou uma destas progressoes aritméticas dada por

149836681069944461 + 7725290 - 23# - n

sendo #23 =2-3-5-...-23 = 223092870 e n inteiro tal que 0 < n < 25.

Sobre progressoes aritméticas formadas apenas por ntmeros primos observe os

seguintes resultados:

Teorema 5: Ndo existe progressao aritmética formada por trés ou mais niumeros primos

distintos cujo primeiro termo é 2 ou cuja razdo é um numero impar.

Demonstragao: O primeiro termo a; da PA nao pode ser 2, sendo a PA(2,2+r,2 +
2r, .. .) teria pelo menos dois dos trés primeiros termos niimeros primos pares, o que é um
absurdo, pois 2 é o tnico primo par. Entdo, a; é primo impar e razao r da PA(ay,a; +
r,a; + 2r,...) ndo pode ser impar, sendo teria o segundo termo a; + r primo par, outro

absurdo. m

Teorema 6 (Teorema de Corput): Ezxiste uma infinidade de progressoes aritméticas

formadas por trés nimeros primos.

Por exemplo, (3,11,19), (5,11,17), (7,19,31) e (11,29, 47).
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Teorema 7 (Teorema de Green e Tao): Dado um nimero natural n qualquer, exis-

tem primos p1,Pa, - - ., Pn tais que

Pi+1 — Pi = Pi — Pi—-1

para todo i natural tal que 2 <1 <n —1.

Em outras palavras, Green e Tao (2008) provaram a existéncia de progressoes
aritméticas s6 formadas por niimeros primos de tamanhos arbitrarios. Sobre progressoes
aritméticas infinitas, o resultado a seguir mostra que nao ¢é possivel s6 possuir nimeros

primos.

Teorema 8: Nao existe uma progressao aritmética com infinitos termos formada apenas

pPor nUmMeros primos.

Demonstracao: Seja a progressao
a,a+b,a+2b,a+3b,...,

suponha, por absurdo, que a +nb = p onde p é primo para todo n natural. Se colocarmos

N = n + kp, k natural, temos:
a+ Nb=a+ (n+kp)b=a+nb+ kpb=p+ kpb = p(1 + kb)
entdo, a + Nb ¢é divisivel por p e, consequentemente, nao ¢ primo, o que é um absurdo. m

Sobre progressoes aritméticas formadas por niimeros primos existem as seguintes

questoes nao resolvidas:

Problema em Aberto 4: Ezistem infinitas progressoes aritméticas formada por trés ni-

meros primos distintos cujo primeiro termo € 37

Em 1939, Van der Corput (1890-1975) provou o Teorema 6 sobre a existéncia
de infinitas progressoes aritméticas de 3 primos, mas nao necessariamente iniciadas pelo
numero 3. Varias progressoes aritméticas iniciadas por 3 sao conhecidas, mas nao se
sabe se hd uma infinidade delas. Por exemplo, (3,5,7), (3,11,19), (3,13,23), (3,17,31),
(3,23,43), (3,31,49), (3,37,71).

Problema em Aberto 5: Existem sequéncias arbitrariamente longas de nimeros primos

consecutivos em progressao aritmética?

Em 1967, Lander e Parkin encontraram a primeira sequéncia de 6 primos consecu-
tivos em PA, com primeiro termo 121174811 e razao 30. A maior sequéncia ja encontrada
possui 10 niimeros primos consecutivos em uma PA cujo primeiro termo é um nimero de
93 algarismos e razao 210 (DUBNER et al., 2001).
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Olhando para a sequéncia dos numeros primos 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29,
31, 37, 41, ... é dificil perceber uma regularidade na frequéncia com que aparecem na
sequéncia dos niimeros naturais, pois as vezes estao separados por trés niimeros compostos

consecutivos como 13 e 17 e as vezes por cinco como 23 e 29.
Problema 3: Mostre que existem 1000 nimeros compostos consecutivos.
Resolucao: Para responder esta pergunta precisamos do conceito de fatorial.

Definicao 12: O fatorial de um nimero natural n, denotado por n!, é dado por

1,sen=20
n!l =
n(n—1),sen >0

Como consequéncia, temos 0! = 1! = 1 e o fatorial de um niimero n natural maior

que 1 é o produto dos n primeiros nimeros naturais. Por exemplo, 4! =4-3-2-1 = 24.

Voltando para a pergunta de encontrar 1000 nimeros compostos consecutivos,

considere a seguinte sequéncia de niimeros naturais
1001! 4 2;1001! + 3;1001! + 4;...;1001! + 1000; 1001! + 1001

e note que temos 1000 numeros consecutivos compostos, pois o nimero 1001! + k é

divisivel por k para todo k£ natural tal que 2<k< 1001.

Assim, existem 1000 niimeros compostos consecutivos e percebe-se que nao existe
uma regularidade entre a quantidade de ntiimeros compostos entre dois nimeros primos

consecutivos e de fato a sequéncia
m+D!+2;(n+ 1) +3(n+ 1) +4;..;(n+ D +n;(n+ D)+ (n+ 1)
para cada n natural, é formada por n ntimeros naturais compostos consecutivos.

O resultado acima prova a existéncia de intervalos arbitrariamente longos de nu-

meros naturais nos quais todos os nimeros sao compostos, nenhum é primo.

Sobre a distribuicao de nimeros primos existe um importante resultado que ga-
rante a existéncia de primo em um intervalo do tipo |n, 2n[ postulado por Joseph Bertrand
(1822-1900) em 1845 e demonstrado por Chebyschev (1821-1894) em 1852 (AIGNER; ZI-
EGLER, 2002).

Teorema 9 (O Postulado de Bertrand): Para cada nimero natural n, existe algum

numero primo p tal que n < p < 2n.

A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em As provas estao n’o Livro
de Aigner (2002, p. 9-12).
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Uma outra questao mais geral que o Postulado de Bertrand permanece nao

resolvida:

Problema em Aberto 6: Se k € um niumero natural, existe sempre nimero primo entre
kn e (k+1)n?

Note que se k = 1 é verdadeira, pois ¢ o Postulado de Bertrand. Para k = 2 ¢
verdadeira e foi resolvida por Bachraoui (2006) e Loo (2011) provou ser verdadeira o caso
k= 3.

2.4 Numeros Primos Gémeos

A abordagem desta secao se baseia no artigo Primos gémeos e outras conjecturas
de Pantoja (2012).

Os numeros naturais primos cuja diferenca é 2 sao chamados primos gémeos, ou
seja, pares de numeros primos da forma (p,p + 2). Por exemplo, (3,5), (5,7), (11,13),

(17,19), e assim sucessivamente.

Sobre a quantidade de nimeros primos gémeos existe a seguinte questao nao re-

solvida:

Problema em Aberto 7 (Conjectura dos Primos Gémeos): Existem infinitos pa-

res de numeros primos gémeos?

Acredita-se na existéncia de infinitos pares de nimeros primos gémeos e Zhang
(2013) descobriu que ha infinitos pares de primos que estdo a menos de 70 milhdes de
unidades uns dos outros. Apesar de 70 milhoes parecer um nimero muito grande, a
existéncia de qualquer fronteira finita, nao importando seu tamanho, significa que os

intervalos entre nimeros primos consecutivos nao continuam crescendo para sempre.

Os primeiros pares de primos gémeos menores do que 250 sao (3, 5), (5, 7), (11,
13), (17, 19), (29, 31), (41, 43),(59, 61), (71, 73), (101, 103), (107, 109), (137, 139), (149,
151),(179, 181), (191, 193), (197, 199), (227, 229), (239, 241). Curiosamente, com exce¢ao
de (3, 5), todos esses pares de primos podem ser escritos como (6k — 1,6k + 1) e a
justificativa é que todo niimero natural pode ser escrito como 6k — 2, 6k — 1, 6k, 6k + 1,
6k + 2 ou 6k + 3 e desses os Unicos que podem ser primos sao 6k — 1 e 6k + 1, pois os
outros sao miultiplos de 2 ou de 3. O teorema de Dirichlet prova a existéncia de infinitos
primos da forma 6k —1 e 6s+ 1, k e s naturais, mas nao ¢ possivel concluir a partir deste
fato que existem infinitos pares de ntimeros primos gémeos, visto que (6k — 1,65+ 1) é

um par de primos gémeos se 6k — 1 e 6s + 1 sdo primos e k e s sao iguais.
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Defini¢ao 13 (A Funcao Phi de Euler): E uma fungio ¢ : N — IN tal que, para um

numero natural n, ¢(n) € a quantidade de nimeros menores que n co-primos com n.
Por exemplo, ¢(8) =4, pois 1, 3, 5 e 7 sdo co-primos com 8.
Observagao 1: ¢p(n) < n —1 para todo n natural e se n € primo, entao ¢p(n) =n — 1.

Por exemplo, ¢(7) = 6, pois 1, 2, 3, 4, 5 e 6 sdo co-primos com 7.

Teorema 10: Seja p um numero primo. Entdo,

1. ¢(p™) = p" — p"~! para todo n natural;

2. ¢(mn) = ¢(m) - ¢(n) para quaisquer m e n naturais;

k

3. Sen =p{'-ps?-...-p* em que p; sao nimeros primos distintos e x; naturais, entdo

wen (A (-2 (-3)

Observe a seguinte equivaléncia entre pares de ntimeros primos gémeos e a fungao
¢ de Euler:

Teorema 11: Os numeros p e p+ 2 sdo primos gémeos se, e somente se,

o(p) + o(p +2) = 2p.

Demonstragao: Se p e p 4 2 sdo primos, entdo ¢(p) =p—1e ¢(p+2) = p+ 1 donde

o(p) +o(p+2)=p—1+p+1=2p.

Reciprocamente, supondo, por absurdo, que p é composto, ou seja, p = c¢-d com c e d
nimeros primos tais que 2 < ¢,d < p, usando a Observagao 1, em que ¢(n) < n — 1,

temos
o(p) = d(c-d)=d(c) d(d) < (c—1)(d—1)=cd—c—d+1<p—-2—-2+1=p—3
mas, por hipétese, ¢(p) + ¢(p+2) =p— 1+ p+ 1 = 2p, donde segue que:
2p=¢(p)+¢(p+2) <p—-3+0(p+2)
2p<p—3+o(p+2)
op+2)>p+3

um absurdo, pois ¢(p +2) < p+ 1, portanto p é primo. Note que se p = c¢-d com ¢ ou d
composto usamos o teorema fundamental da Aritmética escrevendo os niimeros compostos

como produto de primos. O caso em que p + 2 é composto é andlogo. m
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Em 1849, Alphonse de Polignac (1826 — 1863) apresentou a seguinte versao mais
geral deste problema (LIN; ZHIPENG, 2004):

Problema em Aberto 8 (Conjectura de Polignac): Para qualquer nimero n natu-
ral par existem infinitas duplas de numeros primos com diferenca n, ou seja, duplas de

nidmeros primos da forma (p,p +n).

Observe que para n = 2 é a conjectura dos primos gémeos.

Analogamente, um terno de nimeros naturais primos da forma (n,n + 2,n +4) é
chamado de terno de primos trigémeos. Vamos mostrar que (3, 5, 7) é o tnico terno de
primos trigémeos que existe. Todo niimero natural é da forma 3k, 3k + 1 ou 3k + 2 com

k natural. Assim, temos 3 possibilidades:

esen=3k,n+2=3k+2en+4=3k+ 4, entao n é miltiplo de 3 e o tnico
multiplo de 3 primo é 3, portanto o terno é (n,n + 2,n+4) = (3,5,7);

esen=3k+1,n+2=3k+3en+4=3k+5, entdo n+ 2 é miltiplo de 3 e o inico
multiplo de 3 primo é 3, portanto o terno é (n,n+2,n+4) = (1,3,5) que ndo é um

terno de primos gémeos;

esen=3k+2,n+2=3k+4en+4=3k+6, entdo n+4 é miltiplo de 3 e o inico
multiplo de 3 primo é 3, portanto o terno é (n,n + 2,n+4) = (—1,1,3) que nao é

um terno de primos gémeos.

2.5 Foérmulas que Geram Numeros Primos

Nesta secao, abordaremos o artigo Ezistem funcoes que geram os nimeros primos?

de Ribenboim (1993).

Em outras palavras, estamos interessados em encontrar uma funcao f, tal que

dado um nimero natural nao nulo n, f(n) seja um nimero primo.

Encontrar nimeros primos de uma forma simples é um dos maiores desafios da
matematica, visto que até hoje nao se encontrou uma férmula que fornecesse todos os
numeros primos em sequéncia. Existem tentativas mais modestas de se encontrar férmulas
que fornecam apenas ntimeros primos, embora nao todos eles. Uma delas resultou em um

polinémio descoberto pelo matematico suigo Leonhard Euler (1707-1783):
f(n) =n?—n+41.

Encontrando alguns valores de f(n), temos
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f(0) =41, que é nimero primo;

f(1) =41, que é niimero primo;

f(2) =43, que é niimero primo;

f(3) =47, que é niimero primo;

f(4) = 53, que é niimero primo;

f(5) =61, que é nimero primo;

f(6) =71, que é nimero primo;

f(7) = 83, que é nimero primo;

e f(40) = 1601, que é nimero primo.

Parece que sempre obteremos ntimeros primos mas é possivel verificar que para
n entre 0 e 40 todos os valores de f(n) sdo nimeros primos e se n miltiplo de 41, ou
seja, n = 41k, k natural, f(n) é multiplo de 41 e ndo é primo, mas nao se sabe, de forma

generalizada, que outros valores de n produzirao valores primos de f(n).

Sobre encontrar polindmios do tipo
f(n) = aknk + a/kflnk_l + -+ ain + Ao (ak # O)

cujos coeficientes ay, ap_1,...,a; € ag s@o numeros inteiros e que gerem nuimeros primos,

existem as seguintes nao resolvidas:

Problema em Aberto 9 (Conjectura de Schinzel e Sierpinsk): E verdade que para
todo polinomio f(n) de coeficientes inteiros e sem divisores diferentes de 1 comuns, de

grau maior ou igual a 1, existe um nimero n tal que f(n) seja primo?

Problema em Aberto 10: Erxistem infinitos niimeros primos da forma n* + 1, com n

natural?

Observe que se n é impar, entdo f(n) = n? + 1 é par e exceto para n = 1, temos
f(n) é composto. Assim, f(n) = n? + 1 somente poderd ser primo se n é par mas nao
necessariamente, pois f(8) = 8 +1 = 65 = 5- 13 que é composto. Esse comportamento

nao é especifico para este polindomio, mas é geral.

Teorema 12: Dado um polinémio f(n) com coeficientes inteiros, existe uma infinidade

de inteiros m tais que f(m) é composto.
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Demonstragao: Considere f(n) = azn* +ap_1n* 1+ +a;n+ ag com todos os coefici-
entes inteiros e a; # 0. Fixado o valor de n = ny, tal que f(ng) = p ¢ um nimero primo.

Entao, para qualquer inteiro ¢, considere

fno +tp) = ar(no +tp)* + ar—1(no +tp)* " + -+ + ai(no + tp) + ag
f(no +tp) = (axnk + ax_1nf™ + -+ aing + ag) +p- Q(t)
f(no +tp) = f(no) +p-Q(t)
flno+tp) =p+p-Q(t)
flno+tp) =p-[1+Q(t)]

onde Q(t) é um polinémio de varidvel ¢ com coeficientes inteiros.

Observe que p divide f(ng +tp) e [1 + Q(t)] pode ser diferente de 1. Variando o ¢

obtemos o resultado. m

Pierre Fermat (1601-1665) também fracassou na tentativa de encontrar uma for-
mula que gerasse nimeros primos e conjecturou que os nimeros da forma F, = 22" +1
eram sempre primos, o que vale para Fy = 3, F} =5, Fy, = 17, F5 = 257 e F, = 65.537 mas
Euler mostrou que F5 = 4.294.967.297 = 641 - 6.700.417 nao ¢é primo. Nao foram encon-
trados outros nimeros primos de Fermat F},, com n > 4, e a seguinte questao permanece

sem resposta:

Problema em Aberto 11: Os nimeros de Fermat sao compostos para todo natural n

maior que 4%
Observe a seguinte questao sobre a sequéncia dos nimeros de Fermat:

Problema 4: Sendo F,, = 2*" + 1 mostre que F, = Fy- Fy - ... - F,_; + 2 para todo n

natural.

Resolucao: Vamos usar indugao sobre n. Observe que F; =5 =3+ 2 = F,y + 2. Supo-

nhamos que Fp = Fy- Fy - ... - Fy_1 + 2, entao
Fo-Fyoo i Fyq Fpy+2=(F,—2) - F,+2
= (2% +1-2)- (2% +1)+2
= (2" -1 (2" +1) +2
=(2¥)?2-1+2
=22 41
= Fri1

Assim, F,, = Fy- Fy - ...- F,,_1 + 2 para todo n natural.
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No campo dos niimeros primos, Fermat deu varias contribui¢oes para a matematica

e podemos destacar o resultado que se segue:

Teorema 13 (O Pequeno Teorema de Fermat): Dado um nimero primo p, o ni-

mero aP? — a € divisivel por p para todo a inteiro.

Exemplo 4: Como aplicagdo deste teorema vamos mostrar que, para todo n € IN, é

natural o numero

3 - n 2 4 n 11
g gt .
Escrevendo a expressao acima da sequinte forma
3 2 11 3 2
5(n5—n)+§(n3—n)+ﬁn+gn—l—§n
3 2 30
g(n5 —n)+ g(n3 —n)+ "

3

e usando o Pequeno Teorema de Fermat, temos que n®> —n = 5k; e n®> —n = 3ky com

ki, ko inteiros. Assim,

3 2 30
—.5k1 + =.3ky + —
551—1—332—1—1571

3]{?1 + 2]{32 + 2n

e a soma de naturais é natural.

Em 1637, Pierre Fermat propos um teorema mas sem publicar a sua prova que
tornou-se em um grande desafio para os matematicos ao longo dos anos e somente em
1995 o matemaético britdnico Andrew Wiles conseguiu demonstra-lo (SINGH, 2002).

Teorema 14 (O Ultimo Teorema de Fermat): A equacio =" + y" = 2" ndo possui

solugao no conjunto dos numeros naturais, quando n natural maior que 2.

Observando o Teorema de Pitdgoras, em que a soma dos quadrados dos catetos
¢ igual ao quadrado da hipotenusa, Fermat modificou a equacao 2% + y? = 22, que tem
infinitas solugoes, para uma nova equacao da forma z™ + y™ = 2", com expoentes n > 2,

afirmando que nao tem solugoes.

Considerando polindomios com mais variaveis, existe o seguinte resultado devido a

Fermat:

Teorema 15: Se p um nimero primo impar e existem x e y naturais tais que p = x> +12,

entao p = 4k + 1, k natural.

Demonstracgao: Temos trés casos a considerar: x e y pares, x e y impares ou x e y com

paridades distintas,
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i. Se z e y fossem ambos pares, terfamos que 22 + y? seria um ntimero par,
contrariando a hipodtese.

ii. Se x e y fossem ambos fmpares, novamente terfamos que z? + y? seria um
numero par, contrariando a hipdtese.

iii. Se x e y tém paridades distintas, suponhamos, sem perda de generalidade,
que x seja par e y impar, ou seja, r = 2k e y = 2t + 1 com k e t naturais,
segue que x2 = 4k?, y?> = 4t + 4t + 1 e, consequentemente, % + y? =
4k + (482 + 4t +1) = 4(k*+1?+t) + 1. Portanto 2% +y? é da forma 4k +1.m

Em particular, este teorema mostra que existem infinitos niimeros primos da forma
22 + y? com x e y naturais, pois se p = 22 + 3% pode ser escrito como 4k + 1 que
representa termos de uma progressao aritmética, entao, pelo Teorema 4 de Dirichlet,

existem infinitos niimeros primos.

Existem expressoes que produzem nimeros primos e um exemplo é proceder da
seguinte maneira:
i. Escolha dois niimeros naturais x e y, com y # 0;
ii. Em seguida, encontre o nimero a = z(y + 1) — (y! + 1);
iii. Por fim, aplique estes niimeros na férmula

Fley) = L5 M la? 1] - (@~ 1)] 42

Por exemplo, se x =2ey=3,entdoa=2-3+1)—3!+1)=8—-T=1¢e f(2,3) =2
que é primo. Vamos usar o seguinte teorema para justificar uma aplicacao interessante da

expressao acima.

—1'+1
Teorema 16 (Teorema de Wilson): Se p é um numero primo, entdo p=Di+! é
p
um numero natural.
—D'+1
Calculando para = = u e y=p—1, com p primo, encontramos
p—DI+1 p—1)+1
L I e e R L .

Assim, é possivel encontrar todos os niimeros primos p através da expressao de

f(z,y). Por exemplo, para obter o ntimero primo 13, fazemos

12041
13

x — 36846277 e y = 12.

Observe que esta nao é uma maneira simples e pode gerar varios primos repetidos, por
exemplo, fazendo = = 5 e y = 10, obteremos a = —3628746, logo f(5,10) = f(2,3) = 2

que é um nimero primo.

A demonstracao desta formula pode ser encontrada em Watanabe (2012).
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2.6 A Espiral de Ulam

E uma maneira de se encontrar niimeros primos descoberta pelo mateméatico Sta-
nislaw Ulam em 1963 (STEIN; ULAM; WELLS, 1964). A espiral é construida iniciando

normalmente com o niimero 1 no centro e prosseguindo, em espiral, para o exterior:

Figura 2 — Espiral de Ulam

37-36—35-34—33-32-31
3|3 17-16—-15-14-13 30
3|9 1|B 5—4—3 12 29
-4'0 1|9 6 1—2 1'1 28
4|1 2|0 7—8—9-10 27
4'2 2'1—22—23—24—25—25
43—44—45—45—4?—43—49...

Fonte: https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=143179

Em seguida, assinale todos os niimeros primos e obtenha a figura seguinte:

Figura 3 — Ntumeros primos na espiral de Ulam

'3:5$.3"—35—35—3“—33—33—{31;-'
38 (170-16—15—14—{13) 30
s o~ A
39 18 (5% 4—(3) 12 (29)
| 4 1 oA

40 (19) 6 1—( 2 ){11) 28

.-'"'L. \._r’ .-"'L"\. N

'«f'_ra W0 7 8= 1910 II?
a.} 21—22{23}-24—25—26

(43)-44—a5—46 {il.i:- 48—49. ..

Fonte: https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=143179

Os ntimeros primos, com a exce¢ao do 2, encontram-se em diagonais alternadas e
os niimeros primos obedecem a uma funcao quadrética do tipo p(z) = 42 + bz + ¢ com b
e ¢ constantes inteiras. Por exemplo, a diagonal que comeca pelo nimero 3 ¢ determinada

pela funcao definida por:
p(r) = 42? — 20 + 1.

Observe que p(1) = 3,p(2) = 13,p(3) = 31,p(4) = 57 e assim por diante, como mostra a
Figura 3.

Na pratica, estas diagonais podem servir para encontrar niimeros primos grandes.
Ulam usando um computador conseguiu observar uma espiral com nimeros de 1 a 65025

e ficou surpreso de que algumas diagonais parecem ter mais primos que outras.
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Figura 4 — Espiral de Ulam 200x200 com primos na cor preta

-
b LERLEP . e e R .

Fonte: https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=1924394

Na maioria das vezes a espiral ¢é iniciada com o niimero 1 no centro, mas é possivel
comegar com qualquer niimero, e a mesma concentragao de primos ao longo de linhas
diagonais, horizontais e verticais é observada. Comegando com 41 no centro da um exemplo
particularmente impressionante, com uma diagonal contendo uma sequéncia ininterrupta
de 40 primos gerados pelo polindmio de Euler p(n) = n? —n+41, parte da qual é mostrada

na Figura 5.

Figura 5 — Espiral de Ulam centrada no ntimero 41

600 598 597 596 535
508 507 506 505 504

299|23?’ 236 235 234

38| 185 184 183 182
o
302

303 70
304 52| 89
48 58

110|81 60| 50

112 B4 BS BG6 B7 B8

200 201 202 203 204 205 206 207 208 209 210|267

252 253 254 255 256.259 259 260 261 282.264 265 266

314 315 316 318 319 320 321 322 323 324 325 326 327 328 328

384 385 386 387 388 350 351 352 383 354 385 396. 398 389 400
484 485 466 ABB 4GB0 ATO AT1 AT2 473 474 475 476 477 478

548 545 550 551 552 553 554 555556 558 558 560 561 562
B44 545 646.643 645 B50 651 652 654 655 B56 B57 658 660

Fonte: https://en.wikipedia.org/wiki/Ulam spiral
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2.7 A Conjectura de Goldbach

Um dos mais antigos problemas matematicos em aberto esta entre os mais faceis
de enunciar e foi proposto por Christian Goldbach (1690-1764) numa carta que escreveu

para Leonhard Euler.

Problema em Aberto 12 (A conjectura de Goldbach): Todo nimero natural par

maior que 2 pode ser expresso como soma de dois numeros naturais primos?

Tabela 3 — Conjectura de Goldbach

nimero par | soma de primos
4 242
6 3+3
8 3+5
10 5+5
12 S5+7
14 T+7
100 3+97

Fonte: elaborada pelo autor

Acredita-se que tal conjectura seja verdade, mas ainda nao foi provada e o mais
recente avango foi a solugao da chamada conjectura fraca de Goldbach, em 2013, pelo

matematico peruano Harald Andrés Helfgott.

A conjectura fraca de Goldbach: Todo niumero impar maior que 5 pode ser escrito

como soma de 3 numeros naturais primos.

Tabela 4 — Conjectura fraca de Goldbach

nimero impar | soma de primos

7 2+243

9 3+3+3

11 3+3+5

13 3+3+7

15 3+5+7

17 3+7+7
103 3+3497

Fonte: elaborada pelo autor

Esta conjectura recebe o nome de "fraca" porque a conjectura de Goldbach, cha-
mada de "forte", sobre a soma de dois ntimeros primos, se demostrada, demonstraria

automaticamente a conjectura fraca de Goldbach.
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Considerando valida a Conjectura forte de Goldbach. Entao, para todo k natural,
maior que 1, existem p; e py primos tais que 2k = p; +po. Somando 3 a ambos os membros

desta ultima igualdade, temos
2k +3=p1+p2+3=2k+1)+1=p +ps+3,

como 2(k+1)+1 é impar e maior que 5, concluimos que todo impar maior que 5 pode ser es-

crito como soma de trés niimeros primos. Por exemplo, se 34 = 11423, entao 37=11+23+-3.

Tabela 5 — Conjecturas forte e fraca de Goldbach

Conjectura Forte | Conjectura Fraca
4=24-2 7=2+2+3
6=3+3 9=3+3+3
8=3+5 11=3+3+5
10=3+7 13=3+3+7
12=5+4"7 15=3+5+7
14=7+7 17=3+7+7

100=3+97 103=3+3+97

Fonte: elaborada pelo autor

A Conjectura Forte ndo pode ser obtida através da Conjectura Fraca, pois nao
sabemos se existe um numero p primo, tal que possamos escrever todos os impares na

forma p; + py + p.

2.7.1 Outros resultados

A solucao da conjectura fraca, por Helfgott, é, sem duvida, o maior avango na
tentativa de se provar a Conjectura forte de Goldbach. Listamos aqui alguns resultados
parciais que foram obtidos (WANG, 2002):

— O Crivo de Brun: Em 1915, Viggo Brun (1885-1978) introduziu um crivo
para estimar quantidades de ntimeros primos em um conjunto de ntmeros

naturais e usou este crivo para demonstrar o seguinte resultado:

Se k um numero par e suficientemente grande, entdao k é a soma de

dotis naturais, cada um tendo no mdximo nove fatores primos.

, . 15
Este resultado, apesar de valer para niimeros maiores que 3%, representou um

grande avancgo em dire¢ao a conjectura de Goldbach.

— O Teorema de Shnirelmann: Em 1931, o matematico russo Lev Genrikho-

vich Shnirelmann (1905-1938) usou o Crivo de Brun e provou que:

Todo nimero natural maior que 1 pode ser escrito como soma de nao

mais de 20 nimeros primos.
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— O Teorema de Vinogradov: Em 1937, o russo Ivan Matveevich Vinogradov
(1831-1983) provou que:

Todo niumero impar suficientemente grande pode ser escrito como a

soma de trés niumeros primos.

Este resultado ficou conhecido como a conjectura fraca de Goldbach para ni-

meros grandes.

— O Teorema de Chen: Em 1966, o matemético chinés Jing-Run Chen (1933-
1996), provou que:

Todo numero par suficientemente grande é a soma de wm niumero
primo com um numero que seja produto de no mdximo dois nume-

T0S Primos

— O Teorema de Ramaré: Em 1995, o matematico francés Olivier Ramaré

provou que:
Todo numero par é soma de, no mdximo, seis NUMEros primos.

Este teorema pode ser entendido como uma extensao do Teorema de Shnirel-

mann.

2.8 Primos Palindromos

Um nuimero ¢ chamado de palindromo quando lido da esquerda para direita ou da
direita para esquerda possuem os mesmos digitos, por exemplo 11, 101 e 16561 sdao primos
palindromos. Existe o nimero de Belphegor que possui dois grupos de 13 algarismos iguais
a zero e um algarismo 1 ladeando 666 e as vezes representado por 10(13)6660(13)1 ou
1000000000000066600000000000001 que é um primo palindromo (NISHIYAMA, 2012).

Pouco se sabe sobre os primos que sao palindromos e esta em aberto o seguinte

problema:

Problema em Aberto 13: Ezistem infinitos nimeros primos, representados no sistema

de numeracio decimal, que sdo palindromos?

Um fato interessante é que nimeros primos podem ser palindromos dependendo do
sistema de numeracgao, por exemplo o nimero 31 é primo e nao é palindromo no sistema

decimal mas se representarmos sistema bindrio, obtemos
31=1-2" +1-2°+1-2241-2+ 1= 11111

que é primo e palindromo.
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Defini¢ao 14 (Primo Permutavel): Um nidmero primo é dito permutdvel quando

qualquer rearranjo de seus algarismos produz uwm nimero primo.

Por exemplo, 37 é um primo permutavel, pois 37 e 73 sdo primos. Os primeiros nimeros
primos permutéaveis sao 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 31, 37, 71, 73, 79, 97, 113, 131, 199, 311,
337, 373, 733, 919, 991, .. ..

Lema 3: Um numero primo permutdavel maior que 5 so pode conter, em sua representacao

decimal, os algarismos 1, 3, 7 ou 9.

Demonstracao: Se um ntimero primo possuir os algarismos pares 0, 2, 4, 6 ou 8, algum
de seus arranjos é par, e se possuir o algarismo 5, possui arranjo multiplo de 5, portanto
um nimero primo, maior que 5, que possui algum dos algarismos 0, 2, 4, 5, 6 ou 8 nao é

primo permutavel.

Teorema 17: Um niumero primo permutdvel nao pode conter, em sua representacao de-

cimal, todos os algarismos 1, 3, 7 e 9 simultaneamente.

Demonstracao: Considere N um natural que possui, em sua representacao decimal,

todos os algarismos 1, 3, 7 e 9, e tome o seguinte arranjo Ny dos algarismos de N

No=didy...d,_47931 = didy...d,_s - 10* + 7931,

onde dids . ..d,_1d, representa d; - 10"~ ' +dy - 10" 2 4 .- +d,,_1 - 10 + d,,.

Usando a divisao Euclidiana, os seguintes arranjos k;, com 0 < ¢ < 6, do niimero

7931, deixam diferentes restos quando divididos por 7:

— koy=7931=1133-74+0
— ky =1793 = 256-7+1
ko =9137 =1305-7+ 2
ks =7913 =1130-7+3
ks =7193 =1027-7+4
— ks =1793 = 276-7T+5
— k¢ =7139=1019-7+6

Assim, os 7 ntimeros naturais da forma N; = didy...d,_4 - 10* + k;, para 0 < i < 6,
também tém diferentes restos na divisdo por 7. Portanto, um deles é miltiplo de 7 e nao

pode ser primo. Como todos os N; sdo arranjos de N, entdo N nao é um primo permutavel.

Sobre os niimeros primos permutaveis existe a seguinte questao nao resolvida:
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Problema em Aberto 14: Existem infinitos nimeros primos permutdveis?

Defini¢ao 15 (Primo Reversivel): Um nidmero primo que ndo € palindromo é dito
primo reversivel ou omirp (palavra primo de trds para frente) quando a reflexao dos

seus algarismos resulta em wm primo diferente.

Por exemplo, 107 é um primo reversivel, pois 701 é primo. Note que todo primo permutéavel
que nao é ou nao tem arranjo palindromo é reversivel e os primeiros primos reversiveis
sao 13, 17, 31, 37, 71, 73, 79, 97, 107, 113, 149, 157, .. ..

Alguns niimeros primos reversiveis possuem a propriedade de espelho, por exemplo,

37 é 0 12° nimero primo e o seu espelho 73 é 21° nimero primo.

Sobre os niimeros primos reversiveis existe a seguinte questao nao resolvida:

Problema em Aberto 15: Existem infinitos niumeros primos reversiveis?

Defini¢ao 16 (Primo Circular): Um nimero primo é circular se a qualquer rotag¢io

de seus algarismos produz outro primo.

Por exemplo, 197 é um primo circular, pois 971 e 719 sao primos. Os primeiros niimeros
primos circulares sao 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 37, 79, 97, 113, 131, 197, .... Sobre os niimeros

primos circulares existe a seguinte questao nao resolvida:

Problema em Aberto 16: Existem infinitos nimeros primos circulares?

Sobre palindromos, mas nao necessariamente primos, existe uma outra questao em

aberto chamada Algoritmo 196.

Algoritmo 196: Um procedimento que se produz rapidamente palindromos para
a maior parte dos nimeros naturais positivos. Este algoritmo depende da operacao da

sequéncia "reverter-entao-adicionar', nos instruindo a:

e escolher qualquer inteiro positivo de dois ou mais digitos;
e reverter os digitos deste nimero;
e adicionar este nimero revertido para o ntimero original.
Se o resultado for um nimero palindromo, entao este processo é completo. Se

nao, repita este processo no nimero resultante e o continue repetindo até que o nimero

palindromo seja alcancado. Por exemplo, 69
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69+96 = 165,
1654651 = 726,
726+627 = 1353,

1353+3531 = 4884

que é palindromo.

Existem ntimeros naturais que ainda nao foram encontrados palindromos aplicando-
se o Algoritmo 196, por exemplo, 196, 295, 394, 493, 592, 689, 691, 788, 790, 879, 887, 978
, 986, 1495, 1497, 1585, 1587, 1675, 1677, 1765, 1767, 1855, 1857, 1945, 1947, 1997, . ...
Estes ntimeros sao conhecidos como niimeros de Lychrel e o nimero 196 é considerado

como o primeiro nimero Lychrel.

Problema em Aberto 17: E possivel se obter um nimero palindromo aplicando o Al-

goritmo 196 ao nimero 196¢

Estimativas sobre a quantidade de iteragoes para se obter um palindromo, em
funcao do niimero de algarismos, podem ser encontradas no artigo Numerical Palindromes
and The 196 Problem de Nishiyama (2012).

Uma outra questao interessante é sobre o misterioso ntimero 6174, abordada no
livto The Mysterious Number 6174 de Nishiyama (2013), que estd associado a seguinte

operagcao:
A Operagao de Kaprekar
12 passo: Escolha um nimero natural qualquer de dois ou mais algarismos;

22 passo: Subtraia do maior niimero o menor nimero formado pelos algarismos do

numero escolhido;
32 passo: Continue repetindo esta operacao para cada novo nimero.

Se o nimero escolhido é formado por quatro algarismos que nao sejam todos iguais,

o resultado é surpreendente e para verificarmos vamos testar para o nimero:

- 4539

9543 — 3459 = 6048
8640 - 0468 = 8172
8721 - 1278 = 7443
7443 - 3447 = 3996
9963 - 3699 = 6264
6642 - 2466 = 4176
7641 - 1467 = 6174
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Observe que ao encontrarmos o nimero 6174 a operacao 7641 — 1467 = 6174 se
repete e o nimero 6174 é chamado de nicleo de Kaprekar para um ntmero de quatro
digitos. A justificativa se deve ao fato de escolhendo-se quaisquer quatro digitos z, ¥, z

nao todos iguais e supondo 9 > x >y > z >t > 0, a operacao de Kaprekar

fornece as seguintes relagoes

Um ntmero serd repetido sob a operagao de Kaprekar se o niimero abed resultante
puder ser escrito usando os quatro digitos iniciais x, y, z e t. Entao, podemos encontrar os
24 possiveis numeros formados pelos algarismos e verificar se eles satisfazem as relagoes

acima. Acontece que apenas a combinacao abcd = ytxz satisfaz as equagoes e encontramos

0 seguinte sistema

zyzt

- tzyx

abed
d=10+t—=x
c=10+2z—y
b=y—1—=z
a=x—1

z=10+t—x
r=104+2—-1-y
tl=y—1—-=2
y=x—1t,

que podemos organizar da seguinte maneira:

extraindo-se um subsistema apenas com as variaveis y, z e t

r+z—t=10 (1)
r+y—2=9 (2)
y—z—t=1 (3)
r—y—t=0 (4),

-2 =y+2z—-t=1
2)—4)=2y—2+t=9
B)=y—z—-t=1,
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que resolvendo pelo processo de escalonamento

3z—t=11 = 3z—t=11
2 =2 5t =5,

encontramos t =1,z =4,y =6 e x = 7, ou seja, abcd = ytxz = 6174. Portanto, 6174 é o
unico numero inalterado pela operagao de Kaprekar para quatro digitos nao todos iguais.
E possivel mostrar que qualquer nimero com quatro digitos nao todos iguais, através da
operagao de Kaprekar, resulta em 6174 em no maximo 7 iteragoes (NISHIYAMA, 2013).

Se considerarmos nimeros de trés digitos encontramos um nicleo de Kaprekar

igual a 495, por exemplo 725

752 — 257 = 495
954 — 459 = 495

Sobre niimeros com dois digitos nao é possivel encontrar um ntcleo, pois aplicando-

se a operacao de Kaprekar, nao demora muito pra perceber um ciclo repetitivo
09 — 81 — 63 — 27 — 45 — 09.

Em geral, nao se sabe se a aplicacdo da operagao de Kaprekar para niimeros com
mais de quatro algarismos resulta em uma constante, como 6174 para niimeros de quatro

algarismos e 495 para ntumeros de trés algarismos.

2.9 Numeros Perfeitos

A abordagem desta se¢ao pode ser encontrada no livro Elementos de Aritmética
de Hefez (2006, p. 101-103)

Um nimero natural é perfeito se a soma de seus divisores é igual ao seu dobro,
por exemplo, o nimero 6 ¢é perfeito, pois seus divisores naturais sao 1, 2, 3 e 6 cuja soma é
igual a 12. Simbolicamente ¢ comum denotar a soma dos divisores de um nimero natural

n por o(n). Assim, afirmamos que um ntimero natural n é perfeito se o(n) = 2n.

Os numeros perfeitos estdo intimamente ligados a soma dos divisores, portanto

vamos encontrar esta soma usando o Teorema Fundamental da Aritmética.

Soma dos Divisores de um ntmero natural: Se n = pi' - p3? - ... - pi* em que
p; sao fatores primos distintos e x; niimeros naturais, entao a soma dos divisores de n é

dada por

o) =@l +pi+...+)E+p3+ - +032) (PR + e+ D),
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usando que a soma .S, dos termos de uma progressao geométrica nao constante finita com

ai.(¢"—1)
qg—1

() pp =1\ (p5t -1 pt -1
o(n) = )
p1—1 p2—1 pr—1

Observe que se p é primo, o(p) = 1 + p e se os nimeros a e b sdo primos entre si, entao a

primeiro termo a; = 1 e razao q é S, = , temos

funcdo o é multiplicativa, ou seja, o(a - b) = o(a) - o(b). Por exemplo, considerando p e ¢

primos distintos os divisores do produto pg sao 1, p, q e pq, de forma que

o(pg) =1+p+q+pg=1+p)(1+q) =a(p)- a(q).

Este resultado pode ser generalizado usando o Teorema Fundamental da Aritmética e

inducao.

Teorema 18 (Teorema de Euclides-Euler): Um nidmero natural n é perfeito par se,

e somente se, n = 21 . (28 — 1), onde 28 — 1 € primo e k > 2.

Demonstracao: Observe que 27! e 2¥ — 1 sdo primos entre si, portanto
o2kt (2F - 1)) = o2k ) - o (2F - 1)
o212 —1) =1 +2+-- 28 (2P —1+1).

Utilizando a soma dos termos de uma progressao geométrica, temos
o2k (28 —1) =(2F—1) -2k
o2kt (2F - 1)) =22k 1. (28 — 1)

ou seja, se o(n) = 2n e n = 2. (2¥ — 1) ¢ perfeito.

Para provar a reciproca, procedemos assim. Sendo n um nimero perfeito par. Por

ser par podemos escrever n = 2¥"1.m com k > 2 e m fmpar e por ser perfeito, temos

o(n) =2n
o(2t.m)=2.21.m
o281 - a(m) =28 - m

(2F —1)-0(m)=2%-m

segue que 2F — 1 divide 2% -m. Como 2F e 2¥ — 1 sdo primos entre si, concluimos que 2% — 1

divide m. Logo, existe M natural tal que (2% — 1) - M = m. Assim,

(25— 1) o(m) = 25 - (2 — 1) M
o(m)=2~-M,
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mas m e M sdo divisores de m, portanto o(m) > m + M, segue que
28 M =ca(m)>m+ M =2 M,

portanto o(m) =m+ M e m e M sao os unicos divisores de m. Particularmente, M = 1

em = 2% —1 é primo. Logo, n é da forma
n=2F1.(28 —1) com 2¥ — 1 primo. =

Assim, para encontrarmos niimeros perfeitos precisamos encontrar niimeros primos
da forma 2¥ — 1, chamados de Primos de Mersenne e denotados por Mj,. Os resultados a

seguir sao importantes para encontrar nimeros de Mersenne que sao primos.
Lema 4: Sejam a e n numeros naturais. Temos
a"—1=(a—D(a" 1 +a" 2+ - +a+1)

Demonstracao: Vamos provar usando inducao sobre n. Observe que se n = 1 a afirmacao

¢ verdadeira, pois a' — 1 = a — 1. Suponhamos agora que
a*—1=(a—-1)(a*"1+ad" 2+ +a+1)
escrevamos
a"*tl—1=a-ad" -1
=a-a*—ad" +a* -1
=a(a—1)+d" -1

usando a hipotese de inducgao, temos

"t —1=d*a-1)+(a—-1)(a*t+ad*2+-- +a+1)

=(a—1)(a"+a"1+a" 24+ - +a+1).m
Teorema 19: Se 2% — 1 € primo, entdo k é primo.

Demonstracio: Usando o Lema 1, temos 2F —1 =21 4282 ... 4 k41

Suponhamos agora, por absurdo, que k é composto, entdo k = m -n com m e n

naturais tais que m,n > 2 e

o que é um absurdo, pois 2¥ — 1 é divisivel por 2™ — 1 que ¢ diferente de 1 e de 2¥ — 1.m



2.10. Os Numeros Primos de Sophie Germain 59

Assim, para um nimero de Mersenne M, = 2¥ — 1 ser primo é necessario que k

seja primo mas nao suficiente, por exemplo 2! — 1 = 2047 = 23 - 89.

Usando valores primos de k e o Teorema de Euclides-Euler podemos encontrar

numeros perfeitos. Por exemplo,

Tabela 6 — Ntimeros perfeitos

nimero k primo | 2F — 1 é primo | 2871(2F — 1)
2 3 6
3 7 28
5 31 496

Fonte: elaborada pelo autor

Sobre ntimeros perfeitos existem as seguintes questoes nao resolvidas:
Problema em Aberto 18: Existem infinitos nimeros perfeitos?
Problema em Aberto 19: Existe algum nimero perfeito impar?

Um nimero primo nao pode ser perfeito, pois sendo p um ntmero natural primo
qualquer, como os tinicos divisores naturais de um ntimero primo sao 1 e o proprio niimero
p, entdo o(p) = p+ 1. Se p fosse perfeito, o(p) = 2p e, entdao, p+1=2p=p =1, 0 que

nao é possivel, visto que p é primo. Portanto, um niimero primo nao pode ser perfeito.

2.10 Os Nuimeros Primos de Sophie (Germain

Nesta secao, abordaremos os niimeros que ficaram famosos apds Sophie Germain
usé-los para provar um dos casos do Ultimo Teorema de Fermat (Teorema 14 p.45),
que afirma que " 4y" = 2" nao possui solu¢do no conjunto dos niimeros naturais, quando

n > 2, com n inteiro. Sophie Germain provou o caso n = p, quando p e 2p+ 1 sdo primos.

Definicao 17: Um numero natural primo p é dito de Sophie Germain se 2p+ 1 é primo

também.

Por exemplo, 3 ¢é primo de Sophie Germain, pois 2 -3 4+ 1 = 7 que ¢é primo, 7 nao

é primo de Sophie Germain ja que 2 -7+ 1 = 15 que nao é primo.

Em relagao a quantidade de nimeros primos de Sophie Germain a seguinte questao

encontra-se nao resolvida:

Problema em Aberto 20: Existem infinitos nimeros de Sophie Germain?
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2.11 Outros Problemas em Aberto sobre Numeros

Primos

Nesta secao, apresentaremos outros problemas em aberto sobre niimeros primos,
coletados dos livros Prime numbers: the most mysterious figures in math de Wells (2005)
e Os mistérios matemdaticos do professor Stewart: resolvidos por Hemlock Soames e o dr.
Watsup de Stewart (2015).

Em 1912, Edmund Landau listou quatro problemas sobre niimeros primos. Os dois
primeiros foram a Conjectura de Goldbach e a Conjectura dos Primos Gémeos, ja
mencionadas, e os outros dois foram a Conjectura de Legendre e o Quarto problema,
listados a seguir (STEWART, 2015):

Problema em Aberto 21 (Conjetura de Legendre): Eziste nimero natural primo

entre n* e (n + 1)2, para qualquer n natural?

Em 1965, Chen Jingrun provou para todo n natural que existe sempre um niimero
que é primo ou produto de dois primos entre n? e (n + 1)? (STEWART, 2015).

Problema em Aberto 22 (O Quarto problema de Landau): Ezistem infinitos ni-

meros naturais primos p tais que p — 1 € quadrado perfeito?

Os cinco primeiros niimeros naturais primos que satisfazem a condigao sao 2, 5,

17, 37 e 101.

Problema em Aberto 23 (Conjectura de Brocard): Ezistem pelo menos quatro ni-
meros naturais entre (pn)* e (pny1)?, para todo n natural sendo p, o n-ésimo nimero

Primo.

Em outras palavras queremos saber se entre os quadrados de dois nimeros na-
turais primos consecutivos existem pelo menos quatro nimeros naturais. Por exemplo,
considerando os ntimeros primos 2 e 3, temos entre 22 = 4 e 32 = 9 existem os naturais
5,6,7e8.

Em 1876, Henri Brocard (1845-1922) propds a seguinte questdo, sobre nimeros

naturais, que também se encontra nao resolvida:

Problema em Aberto 24 (O problema de Brocard): Encontrar valores de n natu-

rais para que n! + 1 seja um quadrado perfeito.

Estamos interessados em encontrar naturais de n e m tais que n! +1 = m?2. Por exemplo,
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M+1=5% 5l+1=112 ¢ ' +1=T12

Nao sao conhecidos outros valores de n maiores que 7, mas Overholt (1993), as-
sumindo a validade de um outro problema nao resolvido, a Conjectura do abc, provou

que existe apenas uma quantidade finita de solugoes.
Problema em Aberto 25 (Conjectura de Andrica): A desigualdade

\/anrl - \/pn <1

¢ valida para todo n natural sendo p, o n-ésimo niumero primo.

Problema em Aberto 26 (Conjectura de Firoozbakht): A desigualdade

n pn > n+1/pn+1

¢ valida para todo n natural sendo p, o n-ésimo nimero primo.

Problema em Aberto 27 (Conjectura do Nimero Primo Equilibrado): Sendo p,

0 n-ésimo numero primo. FExistem infinitos niumeros primos p,, para n > 2, tais que

Pn-1 + Pnt1 0

Pn = 9

Por exemplo, p3 = 5 é média aritmética entre ps =3 e py = 7.

Problema em Aberto 28 (Conjectura de Oppermann): Para todo natural n maior

que 1, existe ao menos um niumero primo entre
n(n—1) en?
e ao menos outro numero primo entre
n? en(n+1).
Se esta conjectura for verdadeira, entdao a Conjectura de Legendre ¢ verdadeira, pois

existird ao menos dois primos entre n? e (n+1)? sendo um no intervalo entre n? e n(n+1)

e outro no intervalo entre n(n + 1) e (n + 1)%

A conjectura também implica que ao menos um nimero primo pode ser encontrado

em cada revolucao da Espiral de Ulam.
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Problema em Aberto 29 (Conjectura de Grimm): Para cada elemento de um con-
junto de numeros compostos consecutivos pode-se atribuir um niumero primo distinto que

o divida.

Por exemplo, se os niimeros sao 32, 33, 34, 35 e 36, entao os primos atribuidos serao 2,

11, 17, 5 e 3, respectivamente.

Em 1644 Marin Mersenne afirmou que os nuimeros da forma 2" — 1 sdo primos
paran = 2,3,5,7,13,17,19,31,67, 127 e 257 e compostos para todos os outros os outros
naturais n tais que 1 < n < 257. Acabou-se demonstrando que Mersenne cometera cinco
erros: n = 67 e 257 dao nimeros compostos e n = 61,89 e 107 dao ntimeros primos.
Em 1989, Paul Bateman, John e Samuel Wagstaff Jr. enunciaram a seguinte conjetura,
conhecida como nova conjectura de Mersenne (STEWART, 2015):

Problema em Aberto 30 (Conjetura de Bateman-Selfridge-Wagstaff): Para qual-
quer natural p impar, se qualquer uma das duas sequintes condicoes for satisfeita, entdo

a terceira também serd:

1. p=24+1 oup = 4* £ 3 para algum natural k;

2. 2P — 1 € primo;

22 +1

3. € primo.

Problema em Aberto 31 (Conjectura de Rassias): Para cada nimero natural primo
p mator que 2, existem py e ps primos tais que py < p2 €

p1+p2+1
pzi
P

Problema em Aberto 32 (Conjectura de Lemoine): Todos os nimeros naturais im-
pares maiores que 5 podem ser representados como soma de um primo impar e o dobro

de um primo.

Tabela 7 — Conjectura de Lemoine

impar maior que 5
T=3+2-2
9=54+2-20u9=3+2-3
11=542-30ull=7+2-2
13=34+2-50ul3=7+2-3
17=342-Toul7T=7+2-5

Fonte: Elaborada pelo autor
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Problema em Aberto 33 (Conjectura de Beal): Se A+ BY = C*, onde A, B,C, x,y

e z sGo naturais com x,y e z maiores que 2, entdo A, B e C tém um fator primo comum.

Tabela 8 — Conjectura de Beal

A* 4+ BY = C* | Fator primo comum
23 4 93 = ot 2
P +63=3 3
74+ 77 =983 7
33° +66° = 33° 11
345 + 51% = 854 17
19* 4+ 383 =573 19

Fonte: Elaborada pelo autor

Esta conjectura é uma generalizacdo do Ultimo Teorema de Fermat (Teorema
14 p.45) criada por Andrew Beal, banqueiro e matematico amador, em 1993, que desde
1997 oferece um prémio em dinheiro por um contraexemplo ou uma demonstragao. O

valor do prémio aumentou varias vezes e atualmente é de um milhao de délares americanos

(BANQUEIRO... 2013).
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3 PROBLEMAS EM ABERTO DE
COMBINATORIA

Neste capitulo, discutiremos sobre Analise Combinatéria, abordando problemas em
aberto de contagem, de jogos e de diagramas. Este assunto é fundamental para desenvolver

no aluno a sua capacidade de raciocinio.

Embora a Anélise Combinatoéria disponha de técnicas gerais que per-
mitem atacar certos tipos de problemas, é verdade que a solucdo de
um problema combinatoério exige quase sempre engenhosidade e a com-
preensdo plena da situacao descrita pelo problema. Esse é um dos en-
cantos desta parte da Matemaética, em que problemas faceis de enunciar
revelam-se por vezes dificeis, exigindo uma alta dose de criatividade para
sua solugdo. [...] Se a aprendizagem destes conceitos se faz de maneira
mecanica, limitando-se a emprega-los em situacoes padronizadas, sem
procurar habituar o aluno com a anélise cuidadosa de cada problema,
cria-se a impressao de que a Analise Combinatoria é somente um jogo
de férmulas complicadas. (MORGADO, 1991, p. 3)

Para uma abordagem mais completa sobre Andlise Combinatéria indicamos os
livros Introdug¢io a Andlise Combinatdria de Santos, Mello e Murari (2008) e Andlise
Combinatéria e Probabilidade de Morgado et al (1991).

3.1 O Problema da Superpermutacao Minima

Nesta secao, discutiremos a seguinte questao:

Imagine que vocé deseja assistir a uma série de TV, composta de n episodios, em
que nao ¢ possivel determinar a ordem dos episodios apenas assistindo-os, qual o numero
minimo de episodios que vocé deve assistir para garantir que assista todos os n episodios

da série de TV na ordem correta?

Para ilustrar o que queremos dizer no problema de como assistir aos n episédios
da série de TV na ordem correta, suponha que n = 2, ou seja, apenas 2 episodios. Se
rotularmos arbitrariamente um dos episédios "1"e do outro episédio "2", podemos assistir
aos episddios na ordem "1", "2" e depois "1" novamente. Entdo, independentemente de
qual episddio é realmente o primeiro episddio, vimos os dois episdédios consecutivamente
na ordem correta. Além disso, isso é claramente minimo e ndo ha como assistir menos de

3 episddios, garantindo que vocé veja ambos os episdédios na ordem correta.

Permutagoes Simples: Dados n objetos distintos ay, as, . . . , a, de quantos modos

é possivel ordena-los?
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Por exemplo, para os objetos 1, 2 e 3 ha 6 ordenagoes: 123, 132, 213, 231, 312 e
321. No caso geral temos n modos de se escolher o objeto que ocupara o primeiro lugar,
n — 1 modos de se escolher o que ocupara o segundo lugar, ..., 1 modo de escolher o objeto

que ocupara o ultimo lugar. Portanto, o nimero de modos de ordenar n objetos distintos
énn—1)n-2)-...-1=nl

Definicao 18: Cada ordenacao de n objetos distintos é chamada permutagao simples
de n objetos e o numero de permutagoes simples de n objetos distintos é representado por
PB,. Assim, P, = n!.

Defini¢ao 19: Dado o conjunto {1, 2, ..., n} a menor a sequéncia que contém todas
as n! permutagoes simples do conjunto como subsequéncias de tamanho n é chamada

superpermutacdo minima.
Vamos encontrar, por inspegao, superpermutacoes minimas para n = 1, 2, 3 ou 4:

e Para n = 1, a superpermutacao minima ¢ 1 e tem comprimento 1;
e Para n = 2, a superpermutagdao minima ¢é 121 e tém comprimento 3. Neste caso, as
subsequéncias sao:
12 e 21
e Para n = 3, a superpermutacao minima ¢ 123121321 e tem comprimento 9. Neste
caso, as subsequéncias sao:
123, 231, 312, 121 (ndo convém),
213, 132 e 321
e Para n = 4, a super permutacdo minima é 123412314231243121342132413214321 e
tem comprimento 33. Neste caso, as subsequéncias sao:
1234, 2341, 3412, 4123, 1231 (ndo convém),
2314, 3142, 1423, 4231, 2312 (nao convém),
3124, 1243, 2431, 4312, 1213

2134, 1342, 3421, 4213, 2132

)
)
nao convém),
nao convém),

)

o~ o~ o~ o~

1324, 3241, 2413, 4132, 1321 (ndo convém),

3214, 2143, 1432 e 4321

Para valores naturais de m maiores ou iguais a 5 fica muito trabalhoso encontrar
uma superpermutagao minima por inspecao, mas a listagem dos casos menores n = 1, 2,

3 ou 4 nos fornece uma nog¢ao do que pode acontecer.
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Suponhamos que conhecemos uma superpermutacao minima com n — 1 objetos e
queremos construir uma superpermutacao minima com n objetos. Para fazer isso, basta
substituir cada subsequéncia que representa uma permutacao P;, com ¢ natural, tal que
1 <i<(n—1)!, dos n—1 objetos pela subsequéncia P, _1nP,_; e conecta-las através dos
termos comuns.

Por exemplo, se comegarmos com a superpermutacao minima "121" de dois objetos, subs-
tituimos a permutacao "12" por "12312" e a permutacao "21" por "21321", obtemos a

superpermutacao minima de trés objetos "123121321".
12312
21321

Super permutacao minima de 3 objetos: 123121321.

Repetindo este procedimento podemos obter uma super permutagao minima de 4

objetos através desta super permutacao minima de 3 objetos, como descrito a seguir:
- superpermutacao minima de 3 objetos: 123121321;
- todas as permutacoes de 3 objetos: 123, 231, 312, 213, 132 e 321;

- subsequéncias para formagao de uma super permutacao minima de 4 objetos:
1234123, 2314231, 3124312, 2134213, 1324132 e 3214321

1234123
2314231
3124312
2134213
1324132
3214321

Superpermutacao minima de 4 objetos:123412314231243121342132413214321.

Utilizando o procedimento acima encontramos a superpermutagao minima para os

casos n =5 e n = 6, encontrando os seguintes resultados:

e Para n = 5, a superpermutacao minima é

123451234152341253412354123145231425314235142315423
124531243512431524312543121345213425134215342135421
324513241532413524132541321453214352143251432154321
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e tem comprimento 153. Um fato curioso é que, para n = 5, existe uma outra

superpermutacao minima, dada por

123451234152341253412354123145231425314235142315423
124531243512431524312543121354213524135214352134521
325413251432513425132451321543215342153241532145321

e Para n = 6, a superpermutacao minima é

1234561234516234512634512364513264513624513642513645213645123465123415
6234152634152364152346152341652341256341253641253461253416253412653412
3564123546123541623541263541236541326543126453162435162431562431652431
6254316245316425314625314265314256314253614253164523146523145623145263
1452361452316453216453126435126431526431256432156423154623154263154236
1542316542315642135642153624153621453621543621534621354621345621346521
3462513462153642156342165342163542163452163425163421564325164325614325
6413256431265432165432615342613542613452613425613426513426153246513246
5312463512463152463125463215463251463254163254613254631245632145632415
6324516324561324563124653214653241653246153264153261453261543265143625
1436521435621435261435216435214635214365124361524361254361245361243561
2436514235614235164235146235142635142365143265413625413652413562413526
41352461352416352413654213654123

e tem comprimento 872.

Definigao 20: O somatorio dos termos de uma sequéncia {1, xs,...,x,} comn € IN,
denotado pela letra grega sigma (3), é definido por:

Nap=a1 4+ a2+ + Ty,

k=1

onde k natural (1 < k <n) € o indice do somatdrio.

5
Porexemplo,2211;:21+2-2—|—2-3+2~4—|—2'5:30.
k=1

Sobre as superpermutacoes destacamos as seguintes questoes nao resolvidas:

Problema em Aberto 34: A superpermutacao minima de n objetos € unica a menos da

troca de nomes sobre os seus objetos para todo natural n > 5%

Observe que a superpermutacao minima de dois elementos 1 e 2 pode ser 121 ou
212 que sao iguais se invertermos os papéis dos objetos “1” e “2” e verificamos que para

n = 5 existem duas superpermutacoes minimas distintas.
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Problema em Aberto 35: Qual o comprimento de uma superpermutacdo minima de n

objetos?

Johnston (2013) conjecturou que a superpermutacdo minima de n objetos tem
n

comprimento igual a Z n!, para todo natural n > 6.
k=1

Tabela 9 — Comprimento das superpermutac¢oes mininas

n Superpermutacao minima Comprimento N+214-.-+nl
1 1 1 =1
2 121 3 1+21=3
3 123121321 9 "+2043'=9
4| 123412314231243121342132413214321 33 11 +21+ 31+ 4! =33
5 153 1+ 214+ 344! 4+ 5! = 153
6 872 11420+ 3!+ 4! + 5! + 6! = 873
Fonte: elaborada pelo autor
Observe que para n = 6 o comprimento da superpermutacdo minima é 872, en-
6
tretanto Z k! = 873 e pouco se sabe sobre sua veracidade para valores naturais de n

k=1
maiores que 6.

3.2 Numeros Binomiais e o Triangulo de Pascal

Nesta se¢ao, abordaremos os niimeros binomiais e algumas propriedades do trian-

gulo de Pascal.

Definicao 21: Dados n e p numeros naturais, tais que n > p, chamamos de numero

binomial de n sobre p, denotado por (Z), 0 numero

( ) > :
p) pl(n—Dp)
o numero n € chamado numerador e o numero p denominador do niumero binomial.

Por exemplo, o nimero binomial de 5 sobre 2 é

5 5!
pu— :1
(2) o3

Se no numero binomial de n sobre p temos n < p, adotamos que

()

Por exemplo, (g) = 0.
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Os numeros binomiais apresentam diversas propriedades, dentre as quais podemos
destacar:

Dois niimeros binomiais de mesmo numerador n e cuja soma dos denominadores é

igual ao numerador n sdo chamados complementares e sao iguais, ou seja,

0)-00)

Esta é uma consequéncia imediata da definicao do binomial de n sobre p. Por exem-

’ -0

Binomiais de n sobre 0 e de n sobre n sao iguais a 1, pois 0! =1 e

e Relacao de Stifel:

Demonstragao:

(Z)*(#ﬂ>:mdiw+ 2

p+ 1! (n—p—1)!

_nl-(p+1)+n!-(n—p)
b (1 p)

nl-(p+1+n-—np)
(D (n-p)!

nl-(n+1)
(p+ 1! (n—p)!

(n+ 1!
(p+1)!-(n—p)

(n—l—l)
= . n
p+1
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Definicao 22 (Tridngulo de Pascal): O triingulo de Pascal é uma tabela de nimeros
binomiais do tipo (;), dispostos em linhas e colunas de forma triangular, de tal forma que
0s numeros binomiais de mesmo numerador n, situam-se na mesma linha e os de mesmo

denominador p na mesma coluna.

0
n
1
n
2
n
3
n
4
n

O RO WO NO RO O
e N i R )
NDORN W NN =N O
W W WwWw NW RFWw O
B R R W N = O

n n n n n n
0 1 2 3 4 n
A tabela tem forma retangular e o usamos o termo triangulo pelo fato de os nimeros

binomiais (;) serem nulos se n < p. Assim,

(o)

() () ) G) (2)
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Podemos calcular os ntimeros binomiais no tridngulo de Pascal usando que o pri-
meiro e o tltimo elemento de cada linha sao sempre iguais a 1, pois (3) = (Z) = 1l earela-
¢ao de Stifel para encontrar os demais niimeros binomiais, visto que (;) + (pil) = (ZID’
entao somando-se dois nimeros binomiais consecutivos de uma mesma linha, o resultado

encontra-se abaixo do binomial da direita. Assim,

e s T
= ba

T e e e e
e
| S ]
R

— — — —
= b
— R R R

e
o =
e
o

(o) (0) (2) (5) (3)
(90) () () (5 ) - ) Gl ()

e o triangulo de Pascal também pode ser expresso da seguinte forma:

1

1 1

1 2 1

13 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1

E possivel encontrar os nimeros da sequéncia de Fibonacci no tridngulo de Pas-
cal somando os elementos das diagonais. Lembrando que na sequéncia de Fibonacci os
dois primeiros termos sao iguais a 1 e cada termo, a partir do terceiro, ¢ soma dos dois

imediatamente anteriores.
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Figura 6 — Ntimeros de Fibonacci no tridngulo de Pascal

K 12 diagonal: 1
»* 7 23diagonal: 1
o 7 3adiagonal: 1+1
< 7 # 42diagonal: 1+ 2

o0 7 7 # 5idiagonal:1+3+1

S o 7 4 6idiagonal: 1+ 4+3

# #
lﬂ' r ,J ’ ’/ &
F J'J ra e s "’
# . - - # . d_ l
# # o
I iy P P L + 72diagonal: 1+5+6+1
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# o # . P #
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# # # “ -
# - # * P
# - # “ P
- # F 2 -
- ol L4 i’
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I 2 A . .
. . 4 #
¢ # o -
’ B .
rs s -“’
1/ I3 n.? 1,.-
P
P £ P
/J # -
-
- - »
r A4 5 4 1
A B
e -
- o~
‘
c R 10 10 5 1
r 5 )

6 15 20 16 6 1

Fonte: Elaborada pelo autor

A sequéncia formada pelas somas das diagonais é (1, 1, 2, 3, 5, 8, ...) e estamos
interessados em mostrar que esta sequéncia coincide com a sequéncia de Fibonacci dada

por

Fl == F2 = 1
F,=F, >+ F,_1,sen natural e n > 2

Escrevendo as diagonais em func¢ao dos ntimeros binomiais na forma (;), temos:

[ ]
[©N

O 12 ntmero de Fibonacci no triangulo de Pascal

[ J
D~

O 22 ntimero de Fibonacci no tridangulo de Pascal

O 32 ntimero de Fibonacci no triangulo de Pascal é

[ ]
[©N

O 42 ntmero de Fibonacci no triangulo de Pascal

[©N

@
/N /N /N /N

O 52 nimero de Fibonacci no triangulo de Pascal
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Considerando D,, a soma dos elementos da n-ésima diagonal. Note que

() () ()BT

usando a relagao de Stifel, podemos escrever o somatério acima como soma de dois outros

() s)

somatorios

SIGNE

i
L

i
~ o

3
|

Il
= e
Il Il |
o O ~ o
3
|
I N
|
=l
~
+
. x 3
|
gl
/N
3
|
= 7
|/\
_
|
—_
S—
~_—

I
= 3
Il |
o
7N
3
|
T DN
|
=l
N~
+
<. 3
LM
VR
3
|
S.ow
|
<
~_

= Dn—l + Dn—27

ou seja, D, = D,_1 + D,_5 e as duas primeiras diagonais tém soma igual a 1, que é

exatamente a sequéncia F;,, de Fibonacci.

Sobre o niimero de vezes que um determinado valor, diferente de 1, pode aparecer

no triangulo de Pascal, a seguinte questao ainda nao foi resolvida:

Problema em Aberto 36 (Conjectura de Singmaster): Hd um nimero natural n

tal que nenhum niumero aparece mais do que n vezes no triangulo de Pascal?

Em outras palavras, num tridngulo de Pascal infinito, existe um limite para o

numero de apari¢oes de um nimero natural diferente de 17

Um nimero natural k s6 pode aparecer nas k primeiras linhas do triangulo de
Pascal, uma vez que a partir da linha k£ 4+ 1 todos os ntimeros sao iguais a 1 ou maiores
que k. Para solucionar a conjectura de Singmaster precisamos saber quantas vezes cada
numero aparece no triangulo de Pascal o que é uma tarefa facil para nimeros pequenos,
como o 4 que aparece duas vezes na linha 4, mas para nimeros grandes é muito trabalhoso,
por exemplo, o nimero 3003 é o primeiro nimero a aparecer 8 vezes sendo duas vezes na
linha 14, duas na 15, duas na 78 e duas na 3003.

3.3 Quadrados Magicos

Nesta se¢ao, abordaremos os quadrados magicos que representam uma excelente
ferramenta de aprendizagem capaz de desenvolver habilidades em relagao a utilizacao de

operagoes matematicas.
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Definicao 23: Um quadrado madgico de ordem n, para todo n natural maior que 2, é
uma tabela quadrada de nimeros naturais distintos composta de n linhas e n colunas, tais
que a soma de qualquer linha, coluna e diagonal dd sempre o mesmo valor k, chamado

constante magica.

Figura 7 — Quadrado méagico de ordem 3 com k = 36

36 36

9 14 | 13 36

16| 12 | 8 (36

11 10 15 |36

36 36 36

Fonte: elaborada pelo autor

Se os n?

nimeros do quadrado mégico de ordem n estdo sequenciados de 1 a n?, a
soma S de todos os nimeros do quadrado magico de ordem n pode ser encontrada usando

a soma dos ¢ primeiros termos de uma progressao aritmética, entao

i 1+n°
S:1+2+---+n2:<a1;a>-i:< zn>n2

e a constante magica k, soma de cada linha, coluna ou diagonal, é k = %, ou seja,

k = (#) - n. Por exemplo, num quadrado méagico de ordem 3 numerado de 1 a 9 a

constante magica é k = (%) -3 =15.

Figura 8 — Quadrado méagico de ordem 3 com k = 15

15 15

2 7 6 |15

9 5 1 15

4 3 8 |15

15 15 15

Fonte: elaborada pelo autor

Propriedades dos quadrados magicos de ordem 3 numerado de 1 a 9:

Considerando o seguinte quadrado mégico, temos:
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Figura 9 — Quadrado magico de ordem 3 genérico

a b C
d e f
g h i

Fonte: elaborada pelo autor

1. O termo central é sempre igual a 5;

Observe que a +b+c=15e g+ h+ i = 15. Somando estas duas equagdes, temos
a+b+c+g+h+i=15+15
(a+i)+(c+g)+(b+h)=30

mas a+1i¢=c+g=>b+ h=15— e, portanto

15—e+15—e+15—-—e=30
45 — 3e = 30
e=95
. Os cantos sao sempre nimeros pares;

Supondo, por absurdo, que os cantos sao os impares 1, 3, 7 e 9 devemos colocar nos

cantos opostos numeros que somem 10.

Figura 10 — Cantos do quadrado méagico de ordem 3

1 b 3
d 5 f
7 h 9

Fonte: elaborada pelo autor

Entao, teriamos uma linha ou coluna com os niimeros 1 e 3, o que é um absurdo, pois
o maior valor que dispomos ¢ 9 e 14349 = 13 que é menor que a constante magica
15, como também, os cantos opostos ndao podem ter paridades distintas, visto que
a soma deles seria impar e quando somada ao termo central que ¢é impar e igual a

5 seria par sendo diferente de 15 a constante magica.
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Assim, temos a seguinte solugao para um quadrado magico de ordem 3 com niimeros

sequenciados de 1 a 9 que podem gerar outras solugoes através rotagoes e reflexdes.

Figura 11 — Quadrado méagico de ordem 3 numerado de 1 a 9

2 7 6
9 5 1
4 3 8

Fonte: elaborada pelo autor

Usando os ntimeros naturais consecutivos 1,2, ..., n? para preencher um quadrado
magico de ordem n, considerando que as rotagoes e reflexoes de um quadrado magico

constituem o mesmo quadrado magico, existem precisamente:

— Um tnico quadrado magico de ordem 3;
— 880 quadrados magicos de ordem 4;

— 275.305.224 quadrados magicos de ordem 5;

Nao se sabe o nimero exato de quadrados magicos de ordem 6, mas foi estimado
que seja da ordem de 10* (STEWART, 2009). O calculo da quantidade de quadrados

magicos apresenta o seguinte problema nao resolvido:

Problema em Aberto 37: Qual a quantidade de quadrados mdagicos de ordem n dife-

rentes, a menos de simetria de rotacao e reflexoes, para todo n natural maior que 57

3.3.1 Quadrados magicos de quadrados perfeitos

Existem quadrados magicos em que todos os seus nimeros sao quadrados de nu-
meros naturais, ou seja, quadrados perfeitos e o primeiro deles de ordem 4 foi encontrado

por Leonhard Euler em 1770 (BOYER, 2005).
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Figura 12 — Quadrado magico de Euler de quadrados perfeitos de ordem 4

68’ 29° 41 37
170 317 79" 32°
59° 28 23" eI
11" 777 8 49’

Fonte: http://mathgardenblog.blogspot.com.br/2016,/05/Euler-magic-square.html

Sobre os quadrados mégicos de quadrados perfeitos existe a seguinte questdao nao

resolvida:

Problema em Aberto 38: Encontrar um quadrado mdgico de quadrados perfeitos de

ordem 3.

Este problema foi proposto pelo matematico Edouard Lucas em 1876 e alguns
resultados chegaram perto. Por exemplo, o quadrado encontrado pelo matematico Lee

Sallows.

Figura 13 — Quadrado de quadrados perfeitos de Lee Sallows de ordem 3

| 1272 | 462 | 582
| 22 [ 1132 | 94
| 742 | 822 | 972

Fonte: http://www.multimagie.com /English /SquaresOfSquares.htm

Observe que este quadrado tem todas as linhas, colunas e uma diagonal com soma 21.609,
mas a diagonal 1272 + 1132 4 972 = 38.307, portanto ndo é magico. Euler conseguiu
encontrar o seguinte quadrado magico em que apenas dois termos nao sao quadrados

perfeitos:

Figura 14 — Quadrado mégico de Euler de ordem 3

| 3732 | 2892 | 565
360721 | 4252 | 232
| 2052 | 5272 [22121

Fonte: http://www.multimagie.com /English /SquaresOfSquares.htm
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3.3.2 Quadrados magicos de niimeros primos

O primeiro quadrado magico de ordem 3 formado apenas por ntimeros primos foi
encontrado por Sayles em 1913 e possui constante mégica 177. (SHULDHAM, 1914).

Figura 15 — Quadrado méagico de niimeros primos de Sayles

|71 | 5 |101
| 89 |59 |29
| 17 [113 |47

Fonte: http://http://www.multimagie.com/English /BimagicPrimes.htm

Considerando a progressao aritmética (a —4r, a—3r, a—2r, a—r, a, a+r, a+2r,
a+ 3r, a+ 4r) de 9 termos, com a e r naturais, podemos dispor os seus termos num

quadrado magico de ordem 3 da seguinte forma:

Figura 16 — Quadrado méagico de ordem 3 de niimeros em PA

a-3r | a+2r | a+r

atdr| a a-4r

a-r a-2r | a+3r

Fonte: elaborada pelo autor

Em geral, os termos de uma progressao aritmética com n? termos podem ser ni-
meros de um quadrado magico de ordem n e o Teorema de 7, do capitulo 2, de Green
e Tao, afirma que existem progressoes aritméticas de niimeros primos de tamanhos arbi-
trarios, portanto existem quadrados magicos de niimeros primos de ordem n, para todo
n natural maior que 2. Por exemplo, o quadrado magico de ordem 3 com nimeros primos

em progressao aritmética dada por 210n — 11, com n natural e 1 < n < 9.

Figura 17 — Quadrado mégico de ordem 3 de ntimeros primos em PA

1669 199 | 1249

619 | 1039 | 1459

829 | 1879 | 409

Fonte: elaborada pelo autor
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3.4 Operacoes entre Conjuntos

Definicao 24: Uma familia F' de conjuntos é dita fechada em relacio a operagio de

uniao se a uniao de quaisquer dois conjuntos da familia pertence a familia F', ou seja,

AB€ F= AUB€ F.

Por exemplo,

Fy = {{1}’ {2}’ {1’ 2}}

¢ uma familia fechada formada por dois elementos 1 e 2 e composta por trés conjuntos
{1}, {2} e {1,2} mas Fy = {{3},{4}} ndo é uma familia fechada, visto que {3}U{4} =
{3,4} ¢ F,.

Sobre familias de conjuntos fechadas em relacdo a unido existe a seguinte questao

nao resolvida:

Problema em Aberto 39 (Conjectura de Peter Frankl): Para qualquer familia fe-
chada finita F de conjuntos finitos, exceto {0}, existe um elemento que pertence a pelo

menos metade dos conjuntos da familia F?

Em outras palavras, se m é o niimero de elementos, entao existe um elemento que

pertence a pelo menos [F] conjuntos de ', onde [z] denota o menor inteiro que é maior
ou igual a x.
Por exemplo, dado o conjunto A = {1, 2, 3, 4, 5, 6} vamos pegar a familia F' dos subcon-

juntos de A que s6 tem nimeros pares, ou seja,

F={{2}, {4}, {6}, {24}, {2,6}, {46}, {246} }

A familia formada pelos trés elementos 2, 4 e 6 e composta por 7 conjuntos é
fechada para a unido, pois a uniao de quaisquer dois conjuntos que s6 possuem nimeros
pares também possuem nuimeros pares. Neste caso, cada elemento pertence a exatamente

[7/2] = 4 dos 7 subconjuntos de F', por exemplo, o niimero 2 pertence aos conjuntos

(2}, {24}, {2.6) e {2,4,6).

Um avango importante deve-se a Maric, Zivkovic e Vuckovic (2012) que provaram a
validade da conjectura para uma familia fechada formada por até 12 elementos e composta

por até 50 conjuntos.
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3.4.1 O Diagrama de Venn

Os Diagramas de Venn sao curvas fechadas simples desenhadas sobre um plano
que constituem uma importante ferramenta para o estudo da Teoria de Conjuntos, permi-
tindo a representacao das relagoes de pertinéncia e inclusao. Por exemplo, vamos usar um
diagrama de Venn para representar os conjuntos A={1,2,3,4}, B={2,4,5,6} ¢ C={0,1,2,5}.

Figura 18 — Diagrama de Venn para 3 conjuntos

A B

aVA

C

Fonte: elaborada pelo autor

Na representacao por Diagrama de Venn as regides internas comuns a dois ou
mais conjuntos representam a intersecao entre os conjuntos e a totalidade destas regides
internas de um ou mais conjuntos representa a uniao. Os diagramas de Venn possibilitam
representar qualquer elemento envolvido no universo em que se esta trabalhando, por
exemplo se estamos trabalhando com dois conjuntos A e B subconjuntos de um conjunto

universo U, terlamos as seguintes possibilidades para um elemento x de U:

Figura 19 — Diagramas de Venn para 2 conjuntos

XEA e xZB X&A e xEB XEA e xEB X&A e x&B

Fonte: elaborada pelo autor

Observe que no diagrama de Venn com dois conjuntos temos 4 regices distintas,
pois um elemento qualquer pode pertencer ou nao a cada um dos conjuntos, ou seja, temos
2.2 = 2% = 4 possibilidades. Em geral um diagrama de Venn com n conjuntos possui 2"

regioes distintas.
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Para representar quatro ou mais conjuntos, torna-se dificil fazer um figura simples e
simétrica que mostre todas as possibilidades, ndo sendo possivel fazer apenas com circulos.

Por exemplo, é comum tentar representar 4 conjuntos A, B,C e D da seguinte forma:

Figura 20 — Falsa representacao para 4 conjuntos

c D

Fonte: elaborada pelo autor

Observe que ndo é um diagrama de Venn, pois ndo representa todas as 2* = 16
possibilidades e faltam as regides dos elementos comuns apenas aos conjuntos A e D e

dos elementos comuns apenas aos conjuntos B e C'.

Definicao 25: Uma regido S do plano é convexa se, e somente se, o segmento determi-

nado por dois pontos quaisquer dessa regiao estiver contido nela, ou seja,

VA,Be S,ABC S

Figura 21 — Regiao convexa

Fonte: elaborada pelo autor

Existe um método, desenvolvido por Venn, que utiliza regides nao convexas capaz
de representar todas as possibilidades para um numero qualquer de conjuntos, em que

cada curva sucessiva delimita um conjunto que intercepta todos os outros.
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Figura 22 — Diagramas de Venn para 4, 5 ou 6 conjuntos

>

Construgdo geral de Venn para 4 Construgao geral de Venn para 5 Construgdo geral de Venn para 6
conjuntos conjuntos conjuntos

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Diagrama_de Venn/media/File:Venn5.svg

O uso de triangulos ¢é alternativa para a representacao usando apenas regioes
convexas, por exemplo a representacao com 4 conjuntos A, B, C' e D pode ser feita como

na Figura 23 abaixo.

Figura 23 — Diagramas de Venn para 4 conjuntos com tridngulos

A

Fonte: Elaborada pelo autor
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Sobre a representacao por diagramas de Venn para conjuntos utilizando triangulos,

temos a seguinte questao nao resolvida:

Problema em Aberto 40: Encontrar um diagrama de Venn que se utilize apenas de

triangulos para representar 8 conjuntos.

Apresentamos aqui uma solucdo para o caso de 6 triangulos bastante elaborada

por apresentar 26 = 64 regioes.

Figura 24 — Diagramas de Venn para 6 conjuntos com triangulos

Fonte: Jeremy J. Carroll
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3.5 A Torre de Hanoi

E um jogo, criado pelo matematico francés Edouard Lucas em 1883, formado por
n discos de didmetros distintos com um furo no seu centro e uma base com trés pinos.
O objetivo do jogo consiste em transferir todos os discos inicialmente em um dos pinos
para um outro pino sempre respeitando a regra de que nenhum disco com didmetro maior

esteja sobre um outro disco com diametro menor.

Figura 25 — Torre de Hanoi de 3 pinos

Fonte: Aritmética - Abramo Hefez

O questionamento mais comum é encontrar o niimero minimo de movimentos para trans-

ferir os n discos de um pino para outro pino.

Enumerando os discos de 1 a n do menor para o maior e a quantidade @} movi-
mentos para transferir os discos de 1 a k para um outro pino com 1 < k& < n. Observe que

se forem transferidos os discos de 1 a n — 1 para um outro pino com (,,_; movimentos

Figura 26 — Torre de Hanoi de 3 pinos - movimento 1

1 | =2

Fonte: Aritmética - Abramo Hefez

precisamos de 1 movimento para transferir o disco n para um outro pino

Figura 27 — Torre de Hanoi de 3 pinos - movimento 2

‘ L ~

L=

)

Fonte: Aritmética - Abramo Hefez

e mais (Q,,_1 para transferir os discos de 1 a n — 1 para o pino em que se encontra o disco

n

Figura 28 — Torre de Hanoi de 3 pinos - movimento 3

rL|—‘-\
=
—

Fonte: Aritmética - Abramo Hefez
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Usando o principio da inducao e esta ideia podemos deduzir uma féormula para
@,. No entanto, uma maneira pratica é Q,, = Q,,_1 + 1+ @, _1 e se tivéssemos apenas um

disco precisariamos de apenas um movimento, entao podemos escrever a seguinte relagao:

l,sen=1

@n = 2-Qn1+1, sen>1

Explicitando a relagao a anterior, conclui-se que o nimero minimo de movimentos

para resolver o problema da Torre de Hanoi, com n discos, é @),, = 2" — 1, para n > 1.

Uma outra forma de se obter uma férmula explicita para @, é analisando quantas
vezes se move cada um dos discos para, em seguida, somar todos esses movimentos. Entao,

note que:

e o disco n move-se apenas 1 vez (do poste inicial para o poste final);

e 0 disco n — 1 tem de se mover o dobro das vezes que o disco n se move, isto é 2

vezes (uma para sair de cima do disco n e outra para voltar para cima do disco n);

e 0 disco n— 2 tem de se mover o dobro das vezes que o disco n — 1 se move, ou seja, 4
(uma para sair de cima do disco n — 1 e outra para voltar para cima do disco n — 1,

isto repetido tantas vezes quantas o disco n — 1 se tem que mover).

Continuando este processo, conclui-se que o disco 1 se move o dobro das vezes do
disco 2. Entao, Q, =1 +2+22 4+ 23 4 ... 4272 1 27~ gegue que

20, =2+224+22 420 ... 4 2v 1 420

2Q, = —1+1+24+22+23 424 ... g 20714 on

Concluimos que o nimero minimo de movimentos para se transferir n discos de

um pino para outro, sem que nenhum disco maior esteja sobre um disco menor, é 2™ — 1.

Apesar da solu¢ao do problema inicial da torre de Hanoi, existem variagoes do
problema da torre de Hanoi que promoveram questdoes mais complexas e ainda nao re-
solvidas. A variante mais conhecida é o acréscimo do niimero de pinos disponiveis para

empilhar os discos (PEREIRA; RODRIGUES, 2003).

Problema em Aberto 41: Considerando uma torre de Hanoi composta por 4 pinos A,
B, C e D com n discos de diametros diferentes, inicialmente no pino A, encontrar o
numero minimo de movimentos para transferir todos os discos para o pino D sem que

nenhum disco maior esteja sobre o menor.
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Varias propostas de resolucao ja foram apresentadas, mas sem garantir um ntimero
minimo de movimentos. Um dos algoritmos mais conhecidos, proposto por Frame-Stewart,

baseia-se num parametro ¢, com 1 < ¢ < n, e consiste nos seguintes passos:

Figura 29 — Torre de Hanoi de 4 pinos

Alll

Fonte: Elaborada pelo autor

e 12 passo: Transferir a pilha dos n — i menores discos do primeiro pino para um poste

auxiliar, usando os quatro pinos no processo;

Figura 30 — Torre de Hanoi de 4 pinos - movimento 1

ahll

Fonte: Elaborada pelo autor

e 22 passo: Transferir a pilha dos restantes ¢ discos maiores do primeiro pino para
o poste destino, utilizando o algoritmo original das Torres de Hanoi com 3 pinos

(ignorando o pino que contém os n — i discos menores);

Figura 31 — Torre de Hanoi de 4 pinos - movimento 2

LAld

Fonte: Elaborada pelo autor

e 32 passo: Transferir os n — ¢ discos menores do pino auxiliar para o pino final,

utilizando novamente os quatro pinos no processo.

Figura 32 — Torre de Hanoi de 4 pinos - movimento 3

L1lLlA

Fonte: Elaborada pelo autor

Garantir se o algoritmo acima minimiza o nimero de movimentos constitui na
solucdo da chamada conjectura de Frame-Stewart, primeiros autores a apresentarem o
algoritmo (RAND, 2018).
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3.6 Os Cubos de Langford

O matematico escocés C. Dudley Langford estava observando o seu filho que brin-
cava com trés pares de cubos coloridos, dois de cada cor, quando percebeu que o seu
filho arrumou os cubos de forma que entre os dois cubos amarelos, por exemplo, existia
um cubo, entre os dois cubos azuis existiam dois cubos e entre os dois cubos vermelhos
existiam trés cubos (MAGELA, 2013).

Figura 33 — Cubos de Langford com 3 pares

Fonte: Elaborada pelo autor

Em seguida, Langford avaliou a configuragao assumida pelos trés pares de cubos e
concluiu que essa é a inico maneira possivel, a excecao do caso simétrico, ou seja, obtido
por reflexao da direita para a esquerda. Entao, Langford se questionou se seria possivel
fazer o mesmo com mais cores. E descobriu ser possivel com 4 pares de forma tnica a

menos da sua reflexdo da seguinte forma:

Figura 34 — Cubos de Langford com 4 pares

Fonte: Elaborada pelo autor

Uma maneira alternativa de se pensar nestes arranjos é trocar cubos coloridos por
nimeros. Por exemplo, no caso de 3 pares (1,1,2,2,3,3), temos dois algarismos iguais a 1,
dois algarismos iguais a 2 e dois algarismos iguais a 3 e o seguinte arranjo 3 1 2 1 3 2,
observe que entre os algarismos iguais a 1 existe apenas um algarismo (2), entre os alga-
rismos iguais a 2 existem dois algarismos (1 e 3) e entre os algarismos iguais a 3 existem

trés algarismos (1, 2 e 1). Chamaremos cada arranjo de arranjo de Langford.

Problema em Aberto 42: Encontrar uma expressio para o niumero de arranjos dos n

pares de niumeros
1,1,2,2,...,n,n,

tais que os numeros k e k estejam separados por k nimeros, com 1 < k < n.
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Para o caso de 4 pares (1,1,2,2,3,3,4,4), temos o seguinte arranjo 4 1 312 4 3 2,
nao existem arranjos para 5 ou 6 pares, conforme demonstraremos a seguir e para 7 pares

existem as seguintes 26 solugoes possiveis:

Tabela 10 — Arranjos de Langford para 7 pares

Arranjo de Langford
73625324765141
72632453764151
72462354736151
73161345726425
71416354732652
71316435724625
74151643752362
72452634753161
57263254376141
37463254276151
57416154372632
572362534716114
17126425374635
57141653472362
17125623475364
27423564371516
62742356437151
26721514637543
36713145627425
51716254237643
23726351417654
41716425327635
52732653417164
35743625427161
35723625417164
24723645317165
Fonte: http://datagenetics.com/blog.html - Nick Berry

Se num arranjo de Langford, para algum valor de n, o elemento k estiver numa
posicao ay, entao o outro elemento £k estard numa posicao by = ai + k+ 1. Somando todas

as posicoes dos 2n elementos, temos
dag+ Y by=1+2+3+--+2n.
k=1 k=1

Substituindo b, por ar + k + 1 e usando a soma dos termos de uma progressao

aritmética no segundo membro da equacao acima, segue que

Z Zak—i-k—i- (1—;2n)-2n
1+2
Zak+2ak+2k+21_( + n).Qn
k=1
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n 1 1+1 2+4
e () (5 0 (5
k=1 2 2 2

o primeiro membro da equagao acima é um nimero inteiro positivo, pois todas as posic¢oes

aj sao numeros inteiros, entao o segundo membro da equagao

(3n4— 1> .

deve ser um numero inteiro positivo.

Quando dividimos um ntimero natural por 4 existem quatro restos possiveis 0, 1,
2 ou 3. Entao, todo inteiro n é expresso de uma das quatro formas 4t, 4t 4+ 1, 4t + 2 ou

4t + 3, com t inteiro. Assim, temos:

e se n =4t com t € 7, entao

—1 A1
(3"4 )-n:(34>-4t:(12t—1)-teZ

e sen=4t+ 1 com t € Z, entao

<3n4—1) R lS-(thzl)—l] 1) = (6t+1)2(4t+1) ¢z

e sen =4t + 2 com t € 7, entao

<3n4—l> o [3-(415—22)—1] 4t 12) = (12t +5)(2t + 1) ¢

e sen =4t + 3 com t € 7, entao

<3n4—1) o [3-(41523)—1] (4t +3) = (3t +2)(4t + 3) € Z

Concluimos que se existe um arranjo de Langford com n pares, entao n dividido

por 4 deixa resto 0 ou 3, o que demonstra nao existir arranjos com 5 ou 6 pares.
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3.7 O Problema das Rainhas

Imagine colocar 8 rainhas num tabuleiro de xadrez de dimensao 8x8 de forma que

nenhuma delas se confrontem, ou seja, quaisquer duas rainhas ndo podem estar numa

mesma linha, coluna ou diagonal.

O matematico cego Franz Nauck resolveu o quebra-cabecas por completo em 1850.

O enigma conta com 92 solugoes: 12 delas sao basicas, e as 80 restantes sao obtidas por

giros e simetrias.

Figura 35 — Solugbes do problema das 8 rainhas

;] 8 8 8
a b cde f g h a b c de t g h a b e de f g h a b cde t g h
8 8 8 e 8 8 8 8
7 7 7 7 7 7 7
B B 6 [ B ] ]
5 Wy 5 5 5 5 5 5
4 4 4 4 4 4 4
3 3 3 3 3 3 3
2 Wy 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1
a b cdoe f g h a b cde f g h | abcdet gh a bcde f g h
Solugdo unica | Solugdo dnica Il Solugdo Gnica 111 Solugdo Unica IV
B 8 8 8
a b c de f g h a b c d e t g h a b ¢ d e t g h
] iy ] 8 il 8 B 8 8
T T 7 7 T 7 7
8 8 [ [ 6 ] ]
5 5 5 5 5 5 ¥ 5
4 4 4 4 4 4 4
3 3 a a 3 3 3
2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1
a b c d e f g h | a b c d e f g h | a b ecdef gh a b c d e f g h
Soluglo Gnica V Solughio anica VI Solugho Gnica VI Soluglio Gnica VII
B B 8 a
a b c da f g h a b e d e { g h a b e da f g h a b c d e { g h
a i 8 8 a ] ] 8 ]
7 7 7 7 7 7 7 7
L] L] 6 6 ] 1] 6 6
5 5 5 5 5 5 5 5
4 4 4 4 4 4 4 4
3 3 ] 3 3 3 3 3
2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 = i 1 1 1 1
a b ¢c d e | g h | a b c d e { g h a b c d e I g h a b c d e { g h

Solugo Gnica X

Solugho Gnica X

‘Solugho Gnica XI

Solugho Gnica Xl

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Problema_ das_oito_ damas

Problema em Aberto 43: Encontre uma maneira de nao confrontar 1000 rainhas em

um tabuleiro de xadrez com dimensoes 1000x 1000.
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Em agosto de 2017 a Universidade de St. Andrews, na Escécia, e o Clay Mathe-
matics Institute, nos Estados Unidos, se uniram para anunciar uma competicao com um

prémio de US$ 1 milhdo para quem conseguir resolver essa questao (RUBIO, 2017).

Quando expandimos o problema das rainhas para tabuleiros maiores a sua solugao
fica exponencialmente mais complexa. Por este motivo, a busca por um algoritmo capaz
de solucionar o problema para um nimero grande de rainhas é essencial, pois o desafio
vai além de um mero problema teérico sem qualquer aplicagao pratica. Caso solucionado,
pesquisadores acreditam que o algoritmo capaz de resolver o problema das rainhas também
poderia solucionar outros problemas considerados impossiveis envolvendo criptografia,
com inumeras aplica¢Oes praticas; uma delas seria, por exemplo, tornar a navegacao na

internet mais segura e dificil de ser interceptada.

3.8 As Fracoes Egipcias

Nesta segao, falaremos sobre fragao egipcia que ¢ uma fragao ou soma de fragoes

unitarias da forma —. Por exemplo,
n

3 1 1 1

AR TIETTS

As fragoes tiveram origem no Egito antigo e surgiram da necessidade de se medir
as terras apos as enchentes. A medicao das terras era feita esticando cordas e verificando
o numero de vezes que a unidade de medida estava contida no terreno. No entanto, na
maioria das vezes, a medi¢do dificilmente resultava em um nimero inteiro de cordas o
que originou a criacdo dos nimeros fracionarios que eram representados com o uso de
fragdes, porém os egipcios s entendiam a fracdo como uma unidade, ou seja, fragoes cujo
numerador é igual a 1. Quando as fra¢cbes nao eram unitarias, expressavam em forma de
adicao de fragoes unitarias. (BOYER, 1996, p. 13).

~ a’ ’ ’ o o~ ~ , . 7.
Dada uma fracao 5 é possivel fazer sua decomposicao em fragoes egipcias utili-

zando o seguinte procedimento:

— Escreve-se o denominador b em um produto de dois fatores p e ¢, ou seja,
a a

b pogq

+ - - .
— Sendo r = u, decompoe-se a fragdo da seguinte forma:
a

p-qg p-T q-T

Se r nao for inteiro, o procedimento precisa ser reaplicado nas fragoes encontradas até

encontrar todas as fragoes na forma —.
n
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Por exemplo, considerando a fragao

2 2
21 3.7
entao
3+7
=2 =05
Ty
Segue que
21 N 1
21 3.7 3.5 7-5
2 1 N 1
21 15 35

A principal razao de se representar as fracoes desta forma estd ligada a operacao

de divisao e para entender melhor, vamos analisar os seguintes exemplos:

Exemplo 5: Como dividir a quantidade de graos contida em 5 sacos de feijao por 8

pessoas?

Se tivéssemos 4 sacos, cada pessoa receberia a metade de cada saco. Assim, cada
uma das 8 pessoas recebe a metade de um saco e sobra um tnico saco que dividido por 8

d& mais um oitavo de um saco para cada um, portanto cada pessoa recebe % = % + é.

Exemplo 6: Numa festa em que o nimero de convidados superou o nimero de bolos exis-

tiam 58 bolos para 87 convidados. Como dividir os bolos igualmente entre os convidados?

Note que se dividirmos cada bolo ao meio ficamos com 58 x 2 = 116 metades que
sao suficientes para os 87 convidados. Dando uma metade para cada convidado sobram
116 —87 = 29 metades que se dividirmos em trés partes iguais obtemos 29-3 = 87 metades
divididas por trés, ou seja, 87 sextos. Assim, cada um dos 87 convidados recebera % + %
de cada bolo e o nimero 2 = 1 + ;.

A escrita de uma fracao qualquer em fragoes unitarias deu origem a varios proble-
mas, alguns deles muito dificeis e alguns em aberto, por exemplo, em 1948, os matematicos

Paul Erdos e Ernst Straus enunciaram a seguinte questao:

Problema em Aberto 44 (Conjectura de Erdds-Straus): Provar que qualquer que

seja o numero natural n > 1 existem naturais a,b e c, tais que
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Alguns pesquisadores exigem que os denominadores das fragoes unitarias a,b e ¢

sejam distintos entre si escrevendo a escrevem o problema da seguinte forma:

Problema em Aberto 45: Provar que qualquer que seja o niimero naturaln > 5 existem

naturais distintos a,b e c, tais que

4 1 1 1
— =4 4=
n a b c
, 1 L. L
O fato é que para n = 2, temos 3=71 + 3 + > de forma tnica, mas a, b e ¢ nao sao
1
distintos entre si e para n > 2 se existir solucao para — = —+ 3 + —, com a, b e ¢ naturais,
n a c
4 1 1 1
entao existe solugdo — = — + — 4+ —, com x,y e z naturais distintos, por exemplo,
n o xr Yy =z
4 +1+1_1+1+ 1
3 2 2 3 1 4 12
Thomas Hagedorn, em 2000, demonstrou que para todo natural n impar, nao
T 1 1
divisivel por 3, existem naturais impares x, y e z, distintos entre si, tais que — = —+—+—
n o x y =z

(MACHIAVELO, 2007).

3.9 A Sequéncia de Kolakoski

Definicao 26: A sequéncia de Kolakoski ¢ uma sequéncia autogeradora infinita formada
por blocos de digitos 1 ou 2 em que um bloco € um digito ou par de digitos diferentes do

digito usado no bloco anterior.
Vamos construir uma sequéncia utilizando apenas os seguintes procedimentos:

1. Leia os digitos sequencialmente;

2. Se o digito for 1, entao o proximo bloco possui um digito senao possui dois digitos.

Para construir a sequéncia, comece com o digito 1 que consiste no primeiro bloco
e da a informagao que o préximo bloco s6 tera um digito 2, dando a sequéncia 12. Agora,
o 2 significa que o proximo bloco tera dois digitos 1, entao anexe 11 e obtenha 1211. O
terceiro digito 1 diz que o quarto bloco tem um digito 2, assim como o quarto digito 1
diz que o quinto bloco tem um digito 2, ou seja, a sequéncia fica 121121. Assim, obtemos

a sequéncia

(1]2]11]2]1]22]1]22]1 1[2]11]...]
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e para obtermos a sequéncia de Kolakoski precisamos repetir o segundo digito 2 para obter

o terceiro e ficar com a sequéncia

[1]22]11]2]1]22[1]22[1 1[2]11]...|

Observe que em cada digito ocorre uma "execugao" de um ou dois termos conse-

cutivos, e escrever os comprimentos dessas execugoes da exatamente a mesma sequéncia:

1,221,1, 2, 1,22, 1,2,2.1,1, 2 ,1.1,...
N e N N e N G N
r2 2 1 1 9 1 2 2 1 9

Sobre esta sequéncia existem as seguintes questoes nao resolvidas:

Problema em Aberto 46: Sendo k, o n-ésimo termo da sequéncia de Kolakoski encon-

trar uma expressao geral para k,.

Problema em Aberto 47: Na sequéncia de Kolakoski a frequéncia de digitos 1 € igual
a de digitos 27
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4 PROBLEMAS EM ABERTO DE
GEOMETRIA

A Geometria surgiu nas civilizagoes antigas através da experimentagao para suprir
necessidades cotidianas relacionadas ao plantio, construgoes e movimento dos astros, sendo
usada para cédlculo de perimetros, dreas e volumes. Euclides (300 a.C.), em sua obra Os
FElementos, apresentou a geometria como ciéncia de natureza logica e dedutiva, em que

cada afirmacao deveria ser deduzida de outras mais simples de maneira logica e sucessiva.

Os problemas geométricos sempre despertaram o interesse das pessoas e 0s mais
marcantes objetivavam construcées com uma régua nao graduada e um compasso, sendo

conhecidos como: “Os trés problemas classicos de Geometria”. Eles sao:

e a quadratura do circulo: construir um quadrado com area igual ao de um circulo
dado;

e a duplicagao do cubo: construir um cubo com volume igual ao dobro do volume de

um cubo dado;

e a trisseccao do angulo: dividir um angulo qualquer em trés partes com medidas

iguais.

A busca pela solugdo destes problemas promoveu o desenvolvimento da geometria
Euclidiana, levando a descobertas, das quais destacamos as cOnicas e curvas cubicas.
Pierre Laurent Wantzel, em 1837, provou a impossibilidade da solugao dos trés problemas
classicos somente com régua e compasso (BARBOSA; ASSIS NETO, 2011).

Apesar da origem remota a Geometria Euclidiana nao esta totalmente pronta e
varias questoes ainda permanecem sem solucao. Assim, apresentaremos, neste capitulo,
alguns problemas em aberto de Geometria Euclidiana acompanhados de um desenvolvi-

mento tedrico e de algumas solugdes parciais se existirem.

Alguns tépicos basicos de Geometria nao serao discutidos por serem usuais aos
estudantes do ensino médio, e para uma abordagem completa o leitor pode consultar o
volume 2 da cole¢ao Topicos de Matematica Elementar - Geometria Euclidiana Plana de
Muniz Neto (2012).

4.1 Tridngulos

Nesta secao, abordaremos propriedades e problemas em aberto sobre triangulos.
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Definicao 27: Um triangulo ABC é um poligono de trés lados, denotado por AABC,

que tem por vértices os pontos A, B e C, por lados os segmentos AB, AC e BC e por
dngulos internos os dangulos LABC (ou ABC), /BCA (ou BCA) e [CAB (ou CAB).

Quanto a medida de seus lados um tridngulo pode ser classificado em:

e cquilatero, se possui os trés lados com medidas iguais;
e isosceles, se possui dois lados com medidas iguais;

e escaleno, se nao possui lados com medidas iguais.
Quanto a medida de seus angulos internos um triangulo pode ser classificado em:

e acutangulo, se possui os trés angulos internos agudos, ou seja, com medidas menores

que 90°;

e retangulo, se possui um angulo interno reto, ou seja, um angulo com medida 90°.
Neste caso, o lado oposto ao angulo reto é chamado hipotenusa e os outros dois

lados sdo chamados catetos;

e obtusangulo, se possui um angulo interno obtuso, ou seja, um angulo com medida

maior que 90°.

Figura 36 — Classificagdo de um tridngulo quanto aos dngulos

AL B, A, B A,
tridngulo acutdngulo tridngulo obtusangulo ~ tridngulo retdngulo

Fonte: Elaborada pelo autor

Em geometria a nogao de congruéncia estd associada a mesmo tamanho e forma,
ou seja, através de movimentos rigidos podemos sobrepor as duas figuras congruentes e
estabelecer uma correspondéncia entre seus pontos. E importante ressaltar que figuras
congruentes nao sao necessariamente iguais, por exemplo, se considerarmos um segmento
de reta AB com medida 3 cm e um outro segmento de reta C'D medindo 3 ¢cm, os conjuntos
de pontos destes dois segmentos sao desiguais. Assim, dois segmentos sao congruentes se
possuem a mesma medida, como também, dois angulos sao congruentes se possuem a

mesma medida.
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Defini¢ao 28: Dois tridngulos sao congruentes (simbolo =) se for possivel definir uma
correspondéncia entre seus vértices de modo que sejam congruentes os pares de lados

correspondentes e também sejam congruentes os pares de angulos correspondentes.

A definicdo de congruéncia de tridngulos da todas as condigdes que devem ser
satisfeitas para que dois tridngulos sejam congruentes. Essas seis condig¢oes sdo congruén-
cias entre os trés lados e entre os trés angulos, mas existem condi¢oes minimas chamadas
de casos de congruéncia que estabelecem a congruéncia entre triangulos a partir de trés

elementos congruentes. Esses casos de congruéncia sao:

— 12 caso (LAL): Se dois tridngulos tém ordenadamente congruentes dois lados e

o angulo compreendido entre esses lados, entao eles sao congruentes;

— 2° caso (ALA): Se dois tridngulos tém ordenadamente congruentes um lado e

os dois angulos a ele adjacentes, entao esses triangulos sao congruentes;

— 32 caso (LLL): Se dois tridangulos tém ordenadamente congruentes os trés lados,

entao esses triangulos sao congruentes.

A demonstracao destes casos de congruéncia pode ser feita admitindo-se a validade

de um deles e os outros serem obtidos como consequéncias.

Definigao 29: Um ponto M é o ponto médio do segmento AB se, e somente se, M
pertence a AB e AM = MB.

Figura 37 — Ponto médio de um segmento

Fonte: Elaborada pelo autor

Definicao 30: Duas retas sao perpendiculares quando sio concorrentes e formam qua-

tro angulos congruentes.
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Figura 38 — Retas perpendiculares

(x:90<> 6=90°
A 1 e
——
r B=go° | V=90

Fonte: Elaborada pelo autor

Se as retas sao perpendiculares, entao formam angulos com medidas 90°.

Definicao 31: Ceviana de um triangulo é o segmento com extremidades em um dos

vértices do triangulo e em um ponto da reta suporte do lado oposto a esse vértice.

Figura 39 — Cevianas do vértice C de um triangulo

L

Fonte: Elaborada pelo autor
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Definicao 32: Mediana de um triangulo ¢ a ceviana com extremidades num vértice e

no ponto médio do lado oposto a esse vértice.

Figura 40 — Mediana de um tridngulo

M B

Fonte: Elaborada pelo autor

Definigao 33: Altura de um triangulo é a ceviana com extremidade num vértice do
triangulo perpendicular a reta suporte do lado oposto a este vértice. Esse lado é chamado
de base da altura e o ponto de intersecao entre a altura e o seu lado ou seu prolongamento

¢ chamado pé da altura.

Figura 41 — Altura de um tridngulo

B,

2

2 A . 33 .
triangulo acutdngulo triangulo obtusangulo tridngulo retdngulo

Fonte: Elaborada pelo autor

Definicao 34: Bissetriz Interna de um triangulo é a ceviana de que divide o angulo

interno desse vértice em dois angulos congruentes.
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Figura 42 — Bissetriz interna de um triangulo

Fonte: Elaborada pelo autor

Teorema 20 (O Teorema de Pitagoras): Em todo triangulo retingulo, o quadrado da

hipotenusa € igual a soma dos quadrados dos catetos.

Demonstracao: Dado um triangulo retangulo de hipotenusa a e catetos b e c,

Figura 43 — Triangulo retangulo com lados a,b e ¢

b

C

Fonte: Elaborada pelo autor

considere um quadrado de lado b+ ¢ e quatro tridngulos retangulos congruentes ao trian-

gulo retangulo dado como mostra a figura 44.

Figura 44 — Demonstragao do teorema de Pitagoras

b b e b

b

[ b b C

Fonte: Elaborada pelo autor
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Na figura da esquerda, retiramos do quadrado de lado b + ¢ quatro tridngulos
congruentes ao triangulo retangulo dado, restando um quadrado de lado a. Na figura da
direita, retiramos tambem do quadrado de lado b+ ¢ os quatro tridngulos congruentes
ao triangulo retangulo dado, restando um quadrado de lado b e um quadrado de lado c.
Logo, a area do quadrado de lado a é igual a soma das areas dos quadrados cujos lados

medem b e c. m

De outra forma, a area do quadrado de lado b + ¢ é igual a soma da area do

quadrado de lado a com a area de quatro tridngulos retangulos de catetos b e ¢, ou seja,

b-c
2
B+2-be+c=a>+2-bc

(b+c)P=a*+4-

V+ct=dm

Defini¢ao 35: Uma tripla Pitagorica (x,y,z) consiste de trés nimeros naturais x,y e

2 tais que 22 + 1y? = 22

Se os numeros x,y € z nao possuem, simultaneamente, divisor comum a tripla é
chamada primitiva. A tripla primitiva mais comum é a (3,4,5) que origina uma infinidade
de outras triplas nao-primitivas da forma (3k,4k,5k) com k > 1 inteiro, por exemplo
(6,8,10).

Lema 5: Dada uma tripla pitagdrica primitiva (x,vy,z), entdo x e y tém paridades dis-

tintas e z € impar.

Demonstracao: Se = e y sao ambos pares, entdo 22 e y? sdo pares, logo a soma z? +

2 ¢ par e z é par, assim, (z,¥, 2) ndo é uma tripla pitagérica primitiva, pois x,y e

y =z
z tém 2 como divisor comum. Observe que x e y ndo podem ser ambos impares, ou seja,

da forma 2k + 1 para algum k natural, pois

22 = (2k; + 1)% + (2ky + 1)?
= 4k? + 4ky + 1+ 4k3 + 4ky + 1
= 2(2k% + 2k3 + 2k1 + 2k2 + 1),

entdo z? é par, mas nao ¢ multiplo de 4, o que é um absurdo, pois sendo z? par, temos 2
também ¢é par, ou seja, 2 = 2k para algum k natural e, consequentemente, 2> = (2k)? =
4k* ¢ multiplo de 4. Resumindo, em toda tripla pitagérica primitiva (x,v, 2), temos que

r ou y € par e o outro impar e, consequetemente, z é impar. m
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Lema 6: Se v e u sdo numeros naturais, com v > u, mdc(v,u) = 1 e de paridades

diferentes, entao:
a) mde(v: +u? v —u?) =1;
b) mdc(2uu, v? +u?) = 1;

c) mde(2vu, v? — u?) = 1.

Demonstragao: Para o item a), vamos usar o Lema de Euclides:
mdc(v?, v + u?) = mde(v? v? + u? — v?) = mde(v?, u?) = 1,
pois mdc(v,u) = 1. Calculando

mdc(v? + u? v? — u?) = mde(v? + u?, v* + u? + v* — u?)

mdc(v? + u?, v? — u?) = mde(v? + u?, 20?),
como mdc(v? v? 4+ u?) = 1, segue que
mdc(v? + u?, v? — u?) = mde(v? + u?, 2),

mas v e u tém paridades diferentes, portanto v? 4+ u? é impar e ndo tem 2 como divisor.

Entao,
mdc(v? + u? v? —u?) = 1.
Para os itens b) e ¢), observe que
mdc(u, v? + u?) = mdc(u, v? + u* — u - u) = mde(u,v?) = 1,
analogamente, mdc(v, v? + u?) = 1. Agora, temos
mdc(u, v? + u?) = mdc(v,v* + u?) = mde(2,v? + u?) = 1,

entao,

mdc(2vu, v? + u?) =1

Procedendo da mesma forma, temos

mdc(u,v? — u?) = mde(v,v? — u?) = mde(2,v? — u?) =1

entao,

mde(2vu,v? —u?) =1m
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Teorema 21: A tripla de nimeros naturais (x,y, z) € uma tripla pitagorica primitiva se,

e somente se, ¢ da forma
r=2uv, y=u®—1°ez=u’40?

U e v sao numeros naturais primos entre si que possuem paridades distintas.

Demonstragao: (=) Se (z,y, z) uma tripla pitagérica primitiva, entao
2?4y = 22

2?2 = 2% g2

2? = (z —y)(z +y)
Podemos supor, sem perda de generalidade, que y e z sao impares, pois, pelo Lema
5, x e y tém paridades distintas e z é impar, portanto z — y e z + y sdo pares, ou seja,

existem kp e ko naturais tais que z —y = 2k e z +y = 2ky. Mas y e z sd@o primos entre

si, portanto o maior divisor natural comum entre z —y e z + y é 2 e, consequentemente,

k=52 eky = Z;r—y sdo primos entre si também.

Observe que 22 = (2 — y)(z + y), ou seja, (2 — y)(z + y) é um quadrado de um
ntmero natural, entdo, pelo Teorema Fundamental da Aritmética, 5% e ”Ty sao quadrados
de nimeros naturais. Assim, considere u e v naturais tais que

=Y oo 2ty 2
=v" e =u
2 2 ’
logo z =u? +0v?, y=u?—v? ez? = (2 —y)(2z +y) = 2u? - 20* = Ww*? = z = 2uv com

u e v primos entre si.

(<) Reciprocamente, (2uv,u? — v? u? + v?) é uma tripla pitagérica, pois
(2uv)? + (u? — v?)? = duv? + vt — 2u%0? + ut
= v+ 20%u® + u?
= (V2+u?) m
Os ntimeros naturais x = 2vu, z = u* + v* e y = u? — v? sao dois a dois primos

entre si, como mostrado no Lema 6. Entao, podemos encontrar triplas pitagoricas dando

valores para u e v, por exemplo,

Tabela 11 — Triplas pitagéricas

wlvly=u?—v? | z=2uw | z=1u®+°
211 3 4 )
3|2 5 12 13
411 15 8 17
413 7 24 25
5|2 21 20 29

Fonte: elaborada pelo autor
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Considerando (a,b,c) e (z,y,2) duas triplas pitagéricas tais que a? + b* = ¢?
e 22 + y? = 2%, podemos produzir uma terceira tripla pitagérica da seguinte forma:

(az — by)? + (ay + bx)? = (cz)?
A justificativa é a seguinte:
(a®+ ) (2* +y?) =222
a’x? + V?y? + a®y? + b2a? = 222
a’*x? — 2abry + V*y* + a®y? + 2abxy + b?2? = 22>
(ax — by)?® + (ay + bx)* = *22
Por exemplo, as triplas (3,4,5) e (15,8,17) produzem a tripla (13,84,85).

4.2 A Formula de Herao

E possivel calcular a drea de um triangulo em funcao das medidas de seus trés

lados usando a expressao encontrada por Herdo de Alexandria (10 d.C.- 80d.C.).

Teorema 22 (Férmula de Herao): A drea S de um tridngulo com lados medindo a,b

e ¢ é dada por

a+b+c

5 o semiperimetro do triangulo.

S =\/pp—a)(p —b)(p — ) sendo p =

Demonstracao: Considerando um triangulo de lados medindo a, b e c e h altura relativa

ao lado que mede b, a area S = CR Assim, vamos encontrar A em funcdo de a,b e c.

Figura 45 — A férmula de Herao

Fonte: Elaborada pelo autor

Aplicando o teorema de Pitagoras nos triangulos ABD e BC'D, temos
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AABD : 22+ h? = ¢?
ABCD : (b—x)*+ h? = a?,
desenvolvendo a segunda equagao do sistema acima, temos
b? — 2bx + 2° + h? = a®
b — 2bx + ¢* = @’
b2 + % — a?

T = )

2b

substituindo na primeira equagao do sistema,

2
<b2;b_a2> _|_h2202
22 B2+ 2 — a2\’

N 2b ’

usando que a diferenca entre dois quadrados ¢ o produto da soma pela diferenga, segue

o (Lte-ay [ vty -d
n 2b 2b

B2 b* +c® +2bc —a®\ [a® — (b + c* — 2bc)
B 2b 2b

co[regee] g
|

- l(b+c+a J(b+c—a) la+b —b+c)]

que

h

Y

fazendo a + b+ ¢ = 2p, temos

e [21)(21? - 2@)] [(229 —2¢)(2p — 2b)]

2b 2b
B2 e~ a)(z;— b)(p — ¢)
o Vplo — a)(z;— b)(p— )

e a area

S=/plp—a)p—b)(p—c).m
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Definicao 36: Um triangulo é dito heroniano se possui como medida de seus lados e

de sua drea numeros inteiros positivos.

Por exemplo, o tridangulo com lados medindo 13, 14 e 15 é heroniano, pois sua area é

S = \/21.(21 —13)(21 — 14)(21 — 15) = +/21.8.7.6 = 84.
Teorema 23: Todo triangulo retangulo cujos lados tém medidas inteiras é heroniano.

Demonstracao: Dado um triangulo retangulo de lados com medidas inteiras a,b e c,

sendo b e ¢ os catetos e a sua hipotenusa. A area S do triangulo é S = —C, o triangulo é
heroniano se o produto dos catetos be é par. Provamos no Lema 5 que se (b, ¢, a) é tripla
pitagérica primitiva, entdo b e ¢ tém paridades diferentes e a é impar, portanto b ou ¢
é par e S é um numero inteiro, mas se (b, ¢,a) nao for uma tripla pitagérica primitiva,
eliminamos os fatores comuns de a, b e ¢ e ficamos com uma tripla pitagérica primitiva. m

mi ma

Um tridngulo que tem todos os lados com medidas racionais 7, -

m.
e e, pode
ser alterado, em escala, e transformado num triangulo de lados com medidas inteiras,
multiplicando-se as medidas dos seus lados pelo minimo multiplo comum dos denomina-

dores n1,n9 e n3 das fragoes que representam as medidas de seus lados.

Existe uma maneira, proposta por Carmichael em 1915 (BUCHHOLZ, 1989), ca-

paz de gerar triangulos heronianos dada por:

A parametrizacdo de Carmichael: Para inteiros m,n e k tais que m e n sao
2

primos entre si, m >n >1emn > k* > , 0 tridngulo com lados medindo a,b e ¢

2m+n
onde

a = n(m?+ k?),
b=m.(n>+k*) e

c=(m+n)-(mn—k?)

¢ heroniano.

Por exemplo, para m =2, n =1 e k = 1, temos lados medindo 5, 4 e 3 e area 6.

Teorema 24 (A Lei dos Cossenos): Para um triangulo ABC' com lados medindo a, b,

¢ opostos aos vértices A, B, C' respectivamente, tem-se

=0+ —2-b-c-cosA
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Figura 46 — A lei dos cossenos

Fonte: Elaborada pelo autor

Teorema 25 (A relagdo de Stewart): Considerando um triangulo ABC com lados
medindo BC = a, AC = b e AB = ¢ e x a medida do segmento AD, chamado cevi-

ana, onde D é um ponto do lado BC, temos 2*> -a+a-m-n="0*-m+c*-n.

Figura 47 — Relagdo de Stewart

Fonte: Elaborada pelo autor

Demonstragao: Aplicando a Lei dos Cossenos nos triangulos ABD e AC'D, temos

AABD : 2 =2 +m?* -2 -2 -m - cos(a)
AACD :¥* =2*+n?>—2-z-n-cos(180° — a).

Usando que cos(180° — o) = —cos(a), temos

AABD : 2 =2>+m? -2 -2 -m - cos(a)
AACD : V* =22 +n*+2-2-n-cos(a),

multiplicando a primeira equacao n, a segunda por m e somando as duas equacgoes, obte-

1mos
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nc +mb? = nz? + maz? + nm? + mn?

= (n+m)z* + mn(m +n)
= ax? + mna. m

Uma aplicacado interessante da relagdo de Stewart é a seguinte questao:

Problema 5: Num triangulo ABC' de lados AB, AC e BC, considerando pontos Ay, By

e C1 que dividem, respectivamente os lados BC, CA e AB do triangulo numa mesma

razio, determinar o menor valor para a expressio (AA;)* + (BBy)* + (CCh)2.

Figura 48 — Tridngulo com lados divididos na mesma razao k

® k-BC A _(1-k) BC

Fonte: Elaborada pelo autor

Resolucao: Sendo k > 0 e usando que BA; = k-BC,CB, =k-CAe AC, = k- AB,

podemos aplicar a relacao de Stewart no tridngulo AABC' com o segmento AA;

(AA))? - a+a-k-a-(1—k)-a=0" k- -a+c*(1—k)-a (simplificando por a),
(AA)? 4+ k(1 — k)a® = kb? + (1 — k)
(AA))? = A1 — k) + kb* — k(1 — k)d®.
Analogamente, podemos encontrar
(BB1)? =a*(1 — k) + k2 — k(1 = k)b? e (CCL)? = b*(1 — k) + ka® — k(1 — k)c?,
adicionando as trés equagoes, encontramos

(AA)? + (BB)*+ (CC)? = (K* =k +1) - (a® + b* + ¢?),

observando a expressdo acima, o termo T' = k? — k+ 1 possui valor minimo quando k =

W N

pois é uma funcao quadratica que tem valor minimo no vértice igual a (%)2 — % +1=

Assim,

(AA)? + (BB1)* + (CCL)* > (3) - (@ + 0> + 7).
Observe a seguinte questao nao resolvida, apresentada num artigo de Smarandache

(2010), sobre problemas em aberto de geometria elementar:
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Problema em Aberto 48: Se Py, P, ..., P, sdo pontos que dividem os lados A1 A, AsAs,

..., A Ay de um poligono numa dada razao, determine o menor valor da expressao

(PLA)? + (PAy)2 + -+ (P,A,)2.

Medianas de um triangulo

Considerando um triangulo cujos lados medem a, b e ¢ e m a medida da mediana
relativa ao lado que mede b, podemos aplicar a relagdo de Stewart no triangulo ABC' e

para obter a medida da mediana m.

Figura 49 — Medida de uma mediana de um tridngulo

Fonte: Elaborada pelo autor

b b b b
2. b+b- -2 =a2. 24+ 2.2
mebAbg g =at g ey

4m* =2+ (a® + A) - b?

1
m = §~\/2(a2+c2) — b2

Uma questao interessante é a de encontrar tridngulos com lados e medianas com
medidas inteiras, por exemplo o triangulo com lados medindo a = 136, b =170 e ¢ = 174
cujas medianas medem 158, 131 e 127, mas a sua area nao ¢ um nimero inteiro, portanto

nao é heroniano.

Problema em Aberto 49: Encontrar um triangulo heroniano em que as medianas tém

medidas expressas por numeros inteiros positivos.

Os maiores avangos para este problema se devem a Buchholz e Rathbun (1997) que
encontraram um conjunto infinito de tridngulos heronianos com duas medianas inteiras,

por exemplo o tridngulo com lados medindo a = 52,6 = 102 e ¢ = 146 tem medianas
44/949,97 e 35 e area S = 560.
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Um problema interessante proposto pelo matematico italiano Giulio Carlo Fagnano
dei Toschi (1682-1766) é o de inscrever num tridngulo acutangulo um outro tridngulo com
o menor perimetro possivel (PERALTA, 1994).

Problema 6 (O problema de Fagnano): Encontrar num tridngulo acutingulo ABC

um triangulo inscrito RST de perimetro minimo, ou seja, estamos interessados que a
soma RS + ST + TR seja minima.

Figura 50 — O problema de Fagnano

R

Fonte: Elaborada pelo autor

Resolucgao: Considere R’ o ponto simétrico de R em relacao a reta AC' e R” o ponto

simétrico de R em relagao a reta AB

Figura 51 — Parte 1 da resolucdo da problema de Fagnano

Fonte: Elaborada pelo autor

e note que RS + ST + TR = R'S + ST + TR” ser4 minimo quando os pontos R, S,T e

R estiverem alinhados.
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Pela simetria dos pontos R’ e R’, temos AR’ = AR = AR" e o angulo /R'AR"
mede o dobro da medida do &ngulo /BAC, entdao o triangulo AR'R" é isosceles de base
R'R" e o angulo /BAC deve ser agudo. como também, a existéncia dos pontos T e S
estd condicionada ao fato do tridngulo ABC ser acutangulo. Entdao, R'R” serd minimo
quando AR for minimo, isto acontece quando AR for perpendicular a BC, ou seja, AR é
uma das alturas do tridngulo ABC'. Assim, o tridngulo RST', inscrito no triangulo ABC,

tem perimetro minimo quando R, S e T sao os pés das alturas do tridngulo.

Figura 52 — Parte 2 da resolucao da problema de Fagnano

Fonte: Elaborada pelo autor

Considerando uma mesa de bilhar triangular existe uma questao interessante com
aplicagoes em sistemas dindmicos que ¢ a de encontrar uma trajetoria triangular periédica
para uma particula que ao tocar a borda da mesa de bilhar se reflete segundo o angulo

de incidéncia.

Figura 53 — Reflexdo de uma particula num bilhar triangular

Fonte: Elaborada pelo autor
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Observe que para uma mesa de bilhar no formato de um tridngulo acutangulo
o tridngulo de perimetro minimo encontrado na resolu¢cao do Problema de Fagnano
¢ uma trajetéria triangular peridodica, mas para um triangulo obtusangulo a seguinte

questao encontra-se nao resolvida:

Problema em Aberto 50: Ezxiste pelo menos uma trajetoria triangular periodica para

uma particula que se movimenta num bilhar com o formato de um triangulo obtusangulo?

Schwartz (2008) com auxilio computacional provou a existéncia de uma trajetéria
triangular periédica para tridngulos com angulo obtuso de no maximo de 100 graus.
Mesmo sendo afirmativa a existéncia de uma trajetoria periédica um questionamento
natural é sobre a quantidade de trajetérias peridédicas nao resolvido até mesmo para

triangulos acutangulos.

4.3 Pontos com Distancias Racionais aos Vértices de

um Poligono

Encontrar pontos no interior de um poligono cujas distancias a todos os seus
vértices sejam numeros racionais é um problema que nao estd solucionado para todo
tipo de poligono, entao, nesta secao, apresentaremos a solucao para o caso do triangulo

equilatero de lado 1 e discutiremos algumas condig¢oes para o caso do quadrado de lado 1.

Problema 7: Considerando um triangulo equilatero ABC, de lado n natural, e P um
ponto do seu interior, com PA = dy, PB = dy e PC = ds, encontrar P, tal que dy,dy e

dz sdo inteiros positivos.

Figura 54 — Ponto no interior de um tridngulo equildtero

B

Fonte: Elaborada pelo autor
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Resolucao: Aplicando a Lei dos Cossenos nos triangulos ABP e AC'P, temos

Figura 55 — Ponto no interior de um triangulo equildtero - Resolugao

Fonte: Elaborada pelo autor

AABP :di=n*+d?—2-n-d; - cos(a)
AACP :d3=n*+d? —2-n-d; - cos(60° — a)

Isolando os termos trigonométricos em cada equagao:

2 d2 _ d2
cos(a) = n+2n(1112 e cos(60° —a) =

n?+di —d3
271(11 ’

usando que cos(60° — a) = cos(60°).cos(a) + sen(60°) - sen(a) = cos(a) + V3 56”(04)’

2
temos
1 3 2+ d?—-d2
—-cos(oz)+£~se (a) :%
1 2 d2 _ d2 2 d2 _ d2
2 2nd; 2 2ndy

P4 di 4 d3 — 2d;

2nd1\/§ ’

substituindo as expressoes de sen(a) e cos(a) na relagdo fundamental da trigonometria

sen?(a) + cos?(a) = 1, segue que

n® + d3 + d3 — 2d3 2+ W d -\t
2nd1\/§ 2ndl .
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Encontrar um ponto no interior de um triangulo equilatero de lado medindo n
com distancias inteiras aos seus vértices equivale a encontrar valores inteiros positivos
dy,dy e d3 que satisfagam a esta ultima relacdo e também condigoes para que seja um
ponto do interior do triangulo. Uma solucao para n = 112 é dy = 57,dy = 65 e d3 = 73
(MARTINEZ, 2009).

Figura 56 — Ponto no interior do tridngulo equilatero de lado 112

112 112

112 C

Fonte: Elaborada pelo autor

Assim, podemos afirmar que existe ponto no interior de um tridngulo equilatero

57 ], — 05

de lado 1 cujas distancias aos seus vértices sao niimeros racionais com d; = 35, 115

73

edgzm.

Problema em Aberto 51: Encontrar um ponto do plano cujas distancias aos quatro

vértices de um quadrado de lado unitdrio sejam numeros racionais.

Figura 57 — Ponto no interior de um quadrado

B C

Fonte: Elaborada pelo autor
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Encontrar um ponto no interior de um quadrado de lado 1 cujas distancias aos
vértices sejam racionais equivale a encontrar um ponto no interior de um quadrado de
lado inteiro positivo n em que as distancias dy, ds, ds e dy aos vértices sejam expressas
por ntimeros inteiros positivos, pois se existir tal ponto basta dividir as distancias inteiras

o . dy dy d3 dy
encontradas por n para se obter as distancias racionais —, —, — e — de um ponto do

n'n'n n
interior de um quadrado de lado 1 aos seus vértices.

Se considerarmos um quadrado de lado inteiro positivo n com vértices nos pontos
(0,0),(n,0),(n,n) e (0,n) de um sistema cartesiano de coordenadas, podemos encontrar
as distancias dy, ds, d3 e dy de um ponto P(z,y) aos vértices do quadrado de lado n usando

o Teorema de Pitagoras e obtendo as seguintes relagoes:

Figura 58 — Quadrado de lado n num sistema cartesiano

Fonte: Elaborada pelo autor

(1): d? = 2% + ¢?
(2):d3=(n—x)*+4°

(3): di = (n—x)* + (n —y)?
(4): df = 2*+ (n —y)?

Note que se adicionarmos as equagoes (1) e (3), obtemos a mesma soma das equa-
coes (2) e (4), portanto d? +d3 = d3+d3. Desenvolvendo os produtos notaveis nas relagoes
(3) e (4), obtemos

(2):di=(n—2)?+y*=d5 =2+ y* —2zn+n? = 2an = d3 — dj + n?

(4):di =2+ (n—y)* = dj =a2>+n” = 2yn+y* = 2yn = di — di + 0,

mas
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(2ndy)? = 4n? - &3
=4n? - (22 + y?)
= 4n? - 2% + 4n?y?
= (2nx)? + (2ny)*
e

Usando que d} + d3 = d3 + d?, temos
B—di=d5—d} e & —d3=d%—d3,
portanto
(2ndy)? = (df — dj +n?)* + (d5 — dj + n?)%

Encontrar um ponto com distancias dy, ds, d3 e d4 inteiras aos vértices de um quadrado de

lado n inteiro equivale a encontrar soluc¢oes inteiras que satisfacam as seguintes equacgoes:
B+dB=d+d e (2nd))? = (&3 — d2+n?)? + (&3 — d2 +n?)?

como também, condicbes para que o ponto com estas distancias aos vértices esteja no

interior do quadrado e nao foi descoberto.

Podemos interpretar a equagao
(2ndy)? = (&3 — d3 +n2)? + (& — &3+ n?)?,

como um tripla pitagérica do tipo a? = b? + ¢? e buscar solucdes inteiras positivas. Por

exemplo, se considerarmos um quadrado de lado n =4 e d; = 5, temos

(2-4-5)% = (d5 — d3 +4%)* + (df — dj + 4°)
(40)% = (d% — d2 + 16)% + (d? — d2 + 16)?

tentando associar ao triplo pitagérico (40, 32, 24) podemos fazer dy = 5 e d3 = 3 para
obter

(40)? = (5% — 32 +16)% + (d? — 3% + 16)?
(40)2 = (25— 9+ 16)% + (d? — 9 + 16)?
(40)2 = (32)% + (d2 + 7)*



4.4. O Tijolo de Euler 119

e para d3 + 7 = 24 encontramos d; = /17 que nao ¢ inteiro. Assim, conseguimos apenas
trés distancias racionais, visto que dy = 5, dy = 5, d3 = 3 e dy = /17. Outro detalhe

importante é que estas distancias encontradas nio satisfazem a equacio d? + d3 = d3 + ds.

Existe uma infinidade de pontos do interior de um quadrado de lado 1 que possuem
trés distancias racionais aos seus vértices e encontrar estes pontos equivale a encontrar
solugoes inteiras que satisfazem apenas a equagao (2nd;)? = (d5—d3+n?)*+(d2 —d3+n?)?,
mas para a quarta distAncia ser racional é necessdrio que a equagao d? + d3 = d3 + d3
também seja satisfeita (SHARMA, 2015).

4.4 O Tijolo de Euler

Definicao 37: O tijolo de FEuler ¢ um paralelepipedo reto-retangulo em que todas as

arestas e diagonais das faces tém medidas expressas por numeros inteiros positivos.

Figura 59 — Tijolo de Euler
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Fonte: http://www.obaricentrodamente.com/2015/07 /o-tijolo-de-euler.html

Encontrar tijolos de Euler é uma aplicagao natural de triplas pitagoricas, pois todas
as faces do so6lido sao retangulos e as medidas de suas diagonais sao encontradas através do
teorema de Pitagoras. O menor tijolo de Euler ja encontrado tem arestas A = 240, B = 117
e C' = 44 e diagonais das faces Dap = 267, Dac = 244 e Dpc = 125, sendo descoberto
em 1719, pelo mateméatico Halcke. Se a diagonal interna do paralelepipedo que nao esta
contida numa das faces também tem como medida um ntmero inteiro, o paralelepipedo

diz-se perfeito.
Problema em Aberto 52: Encontrar um tijolo de Fuler perfeito.

J& foram encontrados alguns paralelepipedos de arestas inteiras com diagonal in-
terna inteira e apenas duas diagonais de suas faces inteiras, sendo considerados parale-
lepipedos quase perfeitos, por exemplo, o paralelepipedo com arestas A = 672, B = 153
e C' = 104, diagonais das faces Dyp = BW, Djc = 680 e Dpe = 185 e diagonal
interna D pc = 697.
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4.5 Problemas de Empacotamento

Nesta se¢ao, abordaremos alguns problemas de empacotamento que possuem mui-
tas aplicagoes na confec¢ao de embalagens com melhor aproveitamento do espago ou menor

desperdicio de material.

4.5.1 O empacotamento de circulos

Imagine que vocé precise empacotar circulos de mesmo raio, sem haver sobreposi-
¢ao, envolvendo todos eles com um menor perimetro possivel e que o conjunto de espacos
vazios da sua embalagem seja a menor possivel. Ao tentar arranjar os circulos, nestas con-
digoes, vocé esta procurando a densidade méaxima da embalagem, o que significa ter uma
maior fracdo da area da embalagem ocupada pelos circulos. Matematicamente, definimos

a densidade de uma embalagem da seguinte forma:

Definicao 38 (Densidade): Sendo E uma embalagem com drea total Ag que comporta

n circulos de raio R a sua densidade, denotada por A\, é

n-mw- R2

A= A,

Exemplo 7: Considerando trés circulos de raio R, temos pelo menos duas possibilidades:

1. Os centros dos trés circulos estao alinhados.

Figura 60 — Empacotamento com 3 circulos na forma linear

D001 ¢

Fonte: Elaborada pelo autor
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Neste caso, a embalagem é formada por um circulo de raio R e um retangulo
de dimensoes 2R e 4R. Usando que um circulo de rato R tem perimetro 2R e
drea TR2, assim como o retdngulo de dimensoes a e b tem drea ab, encontramos

o perimetro 2rR + 8R, a drea Ap = 8R?> + mR? e a densidade da embalagem
A=———=0,84;
T
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2. Os centros dos trés circulos sao vértices de um triangulo equildtero.

Figura 61 — Empacotamento com 3 circulos na forma triangular

Fonte: Elaborada pelo autor

Neste caso, a embalagem € composta por um triangulo equildatero de lado 2R, trés
retangulos de dimensoes R e 2R e um circulo de raio R. Usando que a drea do

triangulo equildtero de lado L é %\/g; encontramos o perimetro é 2r R+ 6R, a drea

2
Ap = 6R% 4+ R2\/3+ 7R? ¢ a densidade da embalagem \ = ST ~

6R2 + R2\/3 + TR?
0, 87;

Observe que a configuracao triangular € melhor, pois a embalagem tem menor perimetro,

menor drea e mator densidade.

Exemplo 8: Para o caso de quatro circulos de mesmo raio R vamos analisar trés possi-
bilidades:

1. Os centros dos circulos estao alinhados.

Figura 62 — Empacotamento com 4 circulos na forma linear

000

Fonte:Elaborada pelo autor
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.
-
P

Py

Neste caso, a embalagem é formada por um circulo de raio R e um retangulo de
dimensoes 2R e 6R, portanto o perimetro é 2r R+ 12R, a drea é Ap = 12R? + 7 R?

A R?
” ~ 0,83

e a densidade da embalagem é \ = PR + 7 k?
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2. Os centros dos circulos sao vértices de um quadrado.

Neste caso, a embalagem é formada por um quadrado de lado 2R, quatro retangulos

de dimensoes R e 2R e um circulo de raio R, o perimetro é 2n R+ 8R, a drea ¢ da

At R?

embalagem é Ag = 12R* + nR? e a densidade da embalagem é \ = R - a2 ~

0,83;

Figura 63 — Empacotamento com 4 circulos na forma quadrada

<
% &

Fonte:Elaborada pelo autor

3. Os centros dos circulos sao vértices de um losango que ndo é quadrado.

Figura 64 — Empacotamento com 4 circulos na forma de losango

Fonte: Elaborada pelo autor

Observe que o quadrildtero com vértices nos centros dos circulos € um losango, visto
que € um quadrildatero equildtero de lado 2R e pelo fato de uma de suas diagonais ter
medida 2R, podemos entender este losango como a justaposicao de dois triangulos
equildteros de lado 2R. Assim, a embalagem € formada por dois triangulos equildteros
de lado 2R, quatro retangulos de dimensoes R e 2R e um circulo de raio R.
Entdo, o perimetro é 2R + 8R, a drea é Ag = 8R?> 4+ 2R*\/3 + nR? e a densidade
4 R?
~ 0, 86.
8R2 + 2R2\/3 + mR2

da embalagem é \ =

Observe que as trés configuracoes tém o mesmo perimetro mas a configuracao de losango

apresenta menor drea e maior densidade, portanto é mais eficiente.
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Empacotando circulos no plano bidimensional os exemplos 7 e 8 dao a ideia de
um padrao mais denso, ou seja, de uma maneira mais eficiente de se cobrir o plano com

circulos que nao se sobrepoem.
Figura 65 — Empacotamento do plano com circulos

Arranjo Hexagonal Arranjo Quadrado

Fonte: Elaborada pelo autor

Para encontrar as densidades destes arranjos basta pegar uma menor parte que se

repete:
3- Acircu o 3 R2
e Arranjo Hexagonal: A\ = l = T = = T~ 0,907;
Ahexégono regular 6 - M 2\/§
Acircu o R2
e Arranjo Quadrado: A = o _ T _T o 0,785.

Aquadrado (2R>2 B 4

Em 1831, Gauss (1777-1855) demonstrou que o arranjo de circulos de mesmo raio

com maior densidade é o hexagonal. Em 1890, Axel Thue enunciou o seguinte teorema:

Teorema 26: O arranjo hexagonal reqular de circulos no plano é o mais denso. A den-

. o
sidade desse arranjo é T~ 0, 90690.

Thue foi o primeiro a resolver o problema do empacotamento de circulos no plano
para todos os arranjos regulares ou irregulares, mas a sua demonstracdo nao foi aceita
porque se verificou estar incompleta e, em 1940, L. F. Toth conseguiu completar a de-

monstragao (MISTRY, 2016).
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E comum em uma regidao do plano limitada avaliar a melhor forma de empacotar
circulos. Por exemplo, empacotando circulos em um triangulo equildtero existe a seguinte

questao nao resolvida:

Problema em Aberto 53: Qual o menor lado do triangulo equildtero capaz de embalar

n circulos de raio 1, para todo n natural maior que 157

Este problema possui solugdo encontrada por Friedman (2016) para n < 15 e
para qualquer n expresso como soma dos k primeiros nimeros naturais, ou seja, n =
14+ 24 ---+ k para todo k natural.

Figura 66 — Triangulo equildtero empacotando de 1 a 15 circulos

n=1eL=2/3 n=2e L—2+..'-.‘\."_ n=3e L=z+z~.-“' n=4el=#/3 |

YV Y

n=5eL=4+23 n=6eL=4+2J/3 n=7el=2+7/3 n=8el=2+2/3+2J33/3

IYY VY

n=9e¢ L=6+2\3 n=10eL=6+23 n=11el=4+2JI+4J6/3 n=12¢ L=4+4/3

A

n=13 e L=4+2v6/3 + 103/3 n=14el=8+2]3 n=15¢ L=8+2\3

Fonte:http://www2.stetson.edu/ efriedma/cirintri/
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Usando outras formas para empacotamento no plano observe a seguinte questao:
Problema 8: Quais poligonos requlares pavimentam o plano?

Resolucgao: Estamos interessados em encontrar poligonos regulares que cubram o plano
sem deixar espacos e para isto a soma dos angulos internos do poligono ao redor de cada
vértice deve ser 360°, ou seja, a medida do angulo interno do poligono regular deve ser
divisor de 360°.

Usando que a medida do angulo interno a,, do poligono regular de n lados é

~180°(n —2)
=

7

Observe que para n > 6, temos a,, > 120° = 3a,, > 360°, ou seja, nao ¢é possivel ter trés

poligonos num mesmo vértice se n > 6, portanto n = 3,4,5 ou 6. Mas

360° 360° 2n

~ 180°(n—2)
n

Qp, n—2

deve ser um numero inteiro positivo e ocorre para n = 3, 4 ou 6. Assim, o tridngulo equi-
latero, o quadrado e o hexagono regular sao os Uinicos poligonos regulares que ladrilham

o plano.

Figura 67 — Ladrilhamento do plano com poligonos regulares

A\VAVAVAV
NN/

Ladrilhamento com
tridngulos equilateros

Ladrilhamento com
hexdgonos regulares

Ladrilhamento
com guadrados

Fonte: M3 - Unicamp
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Avaliando a densidade do empacotamento de arranjos com poligonos regulares no

plano existe a seguinte questao nao resolvida:

Problema em Aberto 54: Qual arranjo formado por poligonos requlares possui a menor

densidade de empacotamento no plano?

Acredita-se que o arranjo formado por heptagonos regulares tem a menor densi-
dade, mas nada foi provado ainda. Greg Kuperberg e seu pai, Wtodzimierz Kuperberg,
mostraram que este empacotamento da Figura 67, entre os formados por heptagonos re-
gulares congruentes, tem a maior densidade possivel que vale aproximadamente 0.89269
(BAEZ, 2014).

Figura 68 — Empacotamento do plano com heptiagono regulares

Fonte: https://golem.ph.utexas.edu

4.5.2 A Conjectura da Salsicha

Vamos procurar a melhor maneira de se embalar 7 circulos de mesmo raio R entre

as duas possibilidades seguintes:

— Configuracdo com centros alinhados: o perimetro 2rR + 12R e a drea 24R? +
TR? ~ 27,14 R%.

Figura 69 — Embalagem para 7 circulos na forma linear

12R
A

9000000

Fonte: Elaborada pelo autor

— Configuracao de um hexagono regular: o perimetro 27 R 4+ 12R e a area

12R? + 6R?V/3 + TR? ~ 25,52 R2.
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Figura 70 — Embalagem para 7 circulos na forma hexagonal

Fonte:Elaborada pelo autor

Observe que a configuragao hexagonal é melhor para embalar 7 circulos de mesmo raio,

pois apresenta uma menor area para um mesmo perimetro.

E fato que o empacotamento de circulos num arranjo hexagonal no plano é mais
eficiente. Mas, substituindo os circulos no plano por esferas no espaco de raios R e as
envolvermos com uma superficie de menor area possivel que determine o menor volume
possivel um fato curioso acontece e para observa-lo vamos encontrar a area e o volume de

embalagens que envolvem 7 esferas nos seguintes casos:

— Arranjo com centros alinhados: A embalagem que envolve estas esferas é for-
mada por uma superficie esférica de raio R mais uma superficie lateral de um

cilindro circular reto de raio R e altura 12R.

Figura 71 — Embalagem de 7 esferas na forma linear

Fonte:Elaborada pelo autor

. 3 e .
Usando que uma esfera de raio R tem volume % e um cilindro circular reto

de raio da base R e altura h tem volume wR?h, encontramos o volume da
embalagem
47 R3
3

407 R?

+7R* - 12R = ~ 42R3;
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— Arranjo hexagonal: A embalagem que envolve estas esferas é formada por uma
superficie esférica de raio R, seis metades da superficie lateral de um cilindro
circular reto de raio R e altura 2R e pelas bases de um prisma hexagonal

regular de aresta da base 2R e altura 2R.

Figura 72 — Embalagem de 7 esferas na forma hexagonal

Fonte:Elaborada pelo autor

Usando que um prisma hexagonal regular de aresta da base L e altura h tem
volume 6 - % - h, encontramos o volume da embalagem
47 R3 2R (2R)*V/3

227 R3
6-TR* =~ +6- 2R =
g tormi A 3

+ 12R3V/3 ~ 43, T8 R?;

Note que o arranjo com os centros das esferas alinhados, em forma de salsicha, tem
volume menor que o arranjo hexagonal, quando envolvidos com uma superficie de menor
area possivel, sendo o contrario do que acontece com circulos no plano, e este arranjo
com centros das esferas alinhados se mantém como mais eficiente para até 56 esferas.
Considerando um espaco de quatro dimensoes, ndo se sabe o nimero exato em que o

alinhamento de esferas quadrimensionais deixa de ser o ideal (STEWART, 2009).

4.5.3 O empacotamento de esferas

Em 1611, Johannes Kepler (1571-1630) conjecturou que a melhor maneira de se
empilhar esferas é na forma ciibica de face centrada. No entanto, ele nao conseguiu provar
que estava certo, e esse problema enigmatico acabou ficando conhecido como a Conjectura
de Kepler. Em 1998, o matematico Thomas Hales anunciou que conseguiu comprovar a

proposta de Kepler, mas s6 em 2014 a prova ficou completa e aceita (RINCON, 2014).
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O arranjo cibico de face centrada pode ser obtido colocando-se, em cada vértice
e, em cada centro das faces de um cubo, esferas de raios iguais de modo que as esferas

adjacentes se tangenciem.

Figura 73 — Arranjo cibico de face centrada

Fonte: MISTRY - 2016

Podemos avaliar a densidade 7 do empacotamento de um arranjo de esferas no
espaco calculando a fracdo que o volume das esferas ocupa do volume do sélido que
caracteriza o arranjo, ou seja,

volume esférico contido no solido
T =

volume do sélido
Note que no arranjo cubico de face centrada, em cada um dos 8 vértices do cubo,

existe é do volume de uma esfera e, em cada uma das 6 faces, existe % do volume de uma
esfera, portanto a densidade 7 do empacotamento é
V. V.
8 . esgera + 6 . eséeru _ 4 . ‘/esfera
‘/cubo ‘/cubo
Considerando que todas as esferas tém raio r, a diagonal da face do cubo mede 4r.

T =

Figura 74 — Parte de um arranjo cubico de face centrada

=T

S

Fonte: MISTRY - 2016
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Aplicando o teorema de Pitagoras podemos encontrar a aresta a do cubo

a’ +a?® = (4r)?

2a% = 1612
a’ = 8r?
a=2rv2
4"/t—;’sfera_4'@ T

~ 0, 74.

e a densidade 7 do empacotamento é 7 =

chubo B (2T\/§)3 B 3\/§
Existe o arranjo hexagonal compacto que ¢é equivalente ao ciibico de face centrada
em termos de densidade. Este arranjo possui, em cada um dos 12 vértices do prisma

hexagonal regular, % de uma esfera e, em cada uma de suas 8 faces, % de uma esfera.

Figura 75 — Arranjo hexagonal compacto

— h gg
a
a=2r

Fonte: wikepedia

Para determinar a altura h do prisma hexagonal, observe que se considerarmos uma parte
do arranjo formada por 4 esferas em contato, os centros das mesmas sao vértices de um
tetraedro regular de aresta 2r. A altura h do prisma hexagonal mede o dobro da altura

do tetraedro regular de aresta 2r.

Figura 76 — Quatro esferas tangentes duas a duas

Fonte: Elaborada pelo autor
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Usando que a altura do tetraedro regular de aresta L é , temos
2rv/6  4rv6
h — 2 . = s
3 3
e a densidade 7 do empacotamento é
Ves era Ves era 471‘7'3
7‘:12_2; +8—£ :6"/esfera: 6T _ ~ 0.74
‘/;om'sma ‘/prisma 6 (ZTfﬁ %6 \/_ ’ .

4.5.4 Poliedros

Um poliedro regular é um sélido convexo cujas faces sdo formadas por um tnico
tipo de poligono regular e, em cada vértice concorre o mesmo nimero de arestas. Exis-
tem somente 5 poliedros regulares, sao eles: tetraedro regular, hexaedro regular ou cubo,

octaedro regular, dodecaedro regular e icosaedro regular.

Figura 77 — Poliedros regulares

V6o o

tetraedro cubo octaedro dodecaedro icosaedro
regular regular regular regular

Fonte: wikipedia

Usando um s6 tipo de poliedro regular, o cubo é o tnico que preenche o espaco
(GARDNER, 1984).

Figura 78 — Preenchimento espacial com cubos

Fonte: wikipedia
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Aristételes (384 a.C. - 322 a.C.) afirmou que tetraedros regulares congruentes
preenchiam o espago, mas isto nao é possivel. Considerando um tetraedro regular ABC'D
de aresta medindo 1, sendo M o ponto médio da aresta BC, podemos encontrar a medida
do angulo o formado por duas faces adjacentes do tetraedro regular aplicando a Lei dos

cossenos no triangulo ADM da figura 78.

Figura 79 — Tetraedro regular

C

Fonte: Elaborada pelo autor

9 9 9 2h? — 1
=h+h —2-h-h-cos(04):>cos(04):27h2

3
usando que a altura h do triangulo equilatero de lado 1 mede h = BR temos

COS

e o angulo entre duas faces adjacentes de um tetraedro regular mede a = arccos (%) ~
70,52°. Assim, nao é possivel preencher o espago colocando-se face a face tetraedros re-
gulares congruentes, pois se 5 tetraedros regulares congruentes sao colocados face a face,
fica um espaco vazio limitado por um angulo #, compreendido entre duas faces de dois

tetraedros, tal que

0<6=360°—50~74°<a
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Figura 80 — Combinacao de 5 tetraedros regulares

Fonte: Elaborada pelo autor

Usando tetraedros nao é simples encontrar um arranjo que proporcione uma maior
densidade de empacotamento e Chen (2010) conseguiu um agrupamento de tetraedros

regulares congruentes com densidade de 85,63%.

Combinando mais de um tipo de poliedros regulares é possivel preencher o espago

usando tetraedros e octaedros.

Figura 81 — Preenchimento espacial com tetraedros e octaedros regulares

Fonte: wikipedia
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Sobre a densidade de empacotamentos com sélidos convexos no espago a seguinte

questao encontra-se nao resolvida:

Problema em Aberto 55 (Conjectura do empacotamento de Ulam): Eziste algum
outro arranjo de solidos convexos congruentes no espaco com densidade de empacotamento

menor que o arranjo de esferas?

Uma questao, proposta por Isaac Newton em 1694, que passou muitos anos desafi-
ando os matematicos foi a de encontrar o niimero maximo de esferas de raios unitarios que
podem tangenciar uma outra esfera de raio unitario. Este problema ficou conhecido como
o niumero de formas de beijar, criando um desacordo entre matematicos Isaac Newton
(1643 - 1727) e David Gregory (1625 - 1720), visto que Newton pensou corretamente que
o limite era 12 e Gregory pensou ser 13 e s6 foi provado que é 12 por Schutte e Van der
Waerden em 1953 (SZPIRO, 2003).

Figura 82 — Problema do nimero de formas de beijar

Fonte:https: //en.wikipedia.org/wiki/Kissing number_problem

Visualmente é facil arrumar 12 esferas de modo que cada uma toca uma esfera
central e nao é 6bvio que nao ha como colocar uma 13* esfera, pois hé tanto espago extra
que duas das 12 esferas externas podem trocar lugares através de um movimento continuo,

sem que nenhuma das esferas externas perca contato com o centro.
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4.6 Divisao do Quadrado

O processo de divisao ou disseccao um quadrado em quadrados menores, todos
diferentes entre si, é chamado de quadratura do quadrado. A quadratura é dita simples

se nenhum subconjunto dos quadrados formar um retangulo.

Em 1978, Duijvestijn descobriu uma quadratura simples do quadrado de lado 112
usando 21 quadrados menores de lados 2, 4, 6, 7, 8, 9, 11, 15, 16, 17, 18, 19, 24, 25, 27,
29, 33, 35, 37, 42 e 50 e provou com uso do computador ser minima (STEWART, 2009).

Figura 83 — Quadratura de um quadrado de lado 112

35 27
50
8 19
15| 1711
2 |6
9|7
24
25 18
29 16
T2
33 37 42
112 x 112

Fonte:https://www.krypton.ovh/filew/Squaring the square.svg

. 1
Problema em Aberto 56: F possivel encaizar todos os retingulos de lados medindo —
1
e P k natural positivo, num quadrado de lado 17
A area Aj de cada um dos retangulos é

1 1 1 1

1
Tk k+1 k(k+1) k  k+1

Ay

e a soma S de todas as areas é dada por

L | 1 1 1 1 1 1 1 1 1
S: ko :<1_> <_> o ( _> <_ >:1_ 7
g::lk k+1 2 + 2 3 ot n—1 n + n n+1 n+1

se k é qualquer nimero natural positivo, quando n tende a infinito, S tende a 1, ou seja,

a soma das areas de todos os retangulos ¢ 1, mas nao garante o encaixe.

Meir e Moser provaram, em 1968, que é possivel encaixar os retdngulos do tipo

% por #1 em quadrado de lado % ~ 1,03 e melhorado para um quadrado de lado

133~ 1,0075 (OWINGS, 1985).
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5 APLICACOES EM SALA DE
AULA

Neste capitulo, apresentaremos uma proposta de ensino de matematica com a

utilizagdo de problemas em aberto.

5.1 Principio da Inducao Matematica

Nesta secao, apresentaremos uma proposta de inserir o método de demonstragao
por Inducao Matematica no ensino médio. Este contetido é bastante relevante para instigar

a investigacdo matematica como destaca Abramo Hefez:

"Se alguém me perguntasse o que é que todo estudante de Ensino Médio
deveria saber de matemaética, sem sombra de duvida, o tema Inducgao
figuraria na minha lista."(HEFEZ-2009)

Tema: Inducao Matemaética

Objetivos: Introduzir o principio da Inducao Mateméatica com aplicagoes.

Conteudos Relacionados: Inducao Matematica.

Publico alvo: Estudantes da primeira série do ensino médio.

Metodologia: Aula expositiva apresentando o principio da indugdo matematica com re-
solugao de exemplos para em seguida aplicar ao problema da torre de Hanoi e a sequéncia

de Fibonacci, como também propor exercicios.

Principio de Inducdo Matemética Generalizado: Seja P(n) uma sentenca aberta

sobre IN. Suponha que

i. P(a) é verdadeira para algum a natural; e
ii. qualquer que seja k natural, sempre que P(k) é verdadeira, segue que
P(k + 1) é verdadeira.
Entao, P(n) é verdadeira para todo n natural maior ou igual a a.

Aplicacao 1: Encontrar o numero de diagonais de um poligono convexo de n lados.

Apresentamos a seguinte sequéncia de etapas para construir o conhecimento sobre o nu-

mero de diagonais de um poligono convexo:
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12 etapa: Tentar conjecturar uma expressao D, para o nimero de diagonais exa-

minando os casos iniciais

Figura 84 — Poligonos com 3, 4, 5, 6 ou 7 lados

Dy =0 Dy=2 D; =5
D;=9 D, =14

Fonte: Elaborada pelo autor

e construir uma tabela do tipo:

Tabela 12 — Numero de diagonais de um poligono convexo

numero de ladosn | nimero de diagonais D,
3 0
4 2
5 5
6 9
7 14

Note que em cada um dos n vértices de um poligono convexo de n lados concorrem
n-(n—3)

2
Podemos, por inspecao, testar os valores anotados na tabela mas isto nao prova a sua

n — 3 diagonais e cada diagonal é comum a dois vértices, portanto D, =

veracidade para qualquer poligono.
22 etapa: Provar, por indugao, a expressao encontrada.

Considere a seguinte proposicao P, sobre os naturais n > 3:

“(n—3
P(n): O nimero de diagonais de um poligono convexo de n lados é D,, = n(n2)

3-(3—3)
2

i. Se n = 3, o poligono é um tridngulo e D3 = = 0, ou seja, tridngulo

nao tem diagonais;



5.1. Principio da Indugdo Matemdtica 139

ii. Supondo que, para k£ > 3, temos para um poligono convexo de k lados
Dy, = w Considerando um poligono de k + 1 lados com vértices con-
secutivos Vi, Vs, ..., Vi, Vi1 € unindo por um segmento de reta os vértices
V1 a Vj, construimos um poligono convexo de k lados que, por hipdtese de
indugao, tem D = @ O poligono de k + 1 lados possui todas as Dy,
diagonais, mais as k — 2 diagonais que o vértice Vi, forma com os vértices

Vo, Vs, ..., Vk_1 e a diagonal V1 V.

Figura 85 — Poligonos com k + 1 lados

Fonte: Elaborada pelo autor

Assim, o niimero de diagonais do poligono de k£ + 1 lados é

ko (k-3
Dk+1:(2)+(k—2)+1
ko (k=3
Dk+1=(2)+k—1
ko(k—3)+2- (k-1
P ke k=3)+2 (k= 1)
2
K2 k=2

Dy = 5
k1) (k -2
b = DE=2)
2
(k+D[(k+1)—3]
Dyy1 = 5

~ 7 . . Ve /4 . _3
Entao, o nimero de diagonais de um poligono convexo de n lados é D,, = % para

todo natural n > 3.

Antes de apresentar a aplicacao seguinte mostrar o Problema da Torre de Hanoi,

da Secao 3.5, para, em seguida, resolver esta variagao do problema:
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Aplicacao 2: Considere o mesmo problema das Torres de Hanoi com uma terceira regra:
um disco $6 pode ser movido para uma haste adjacente, ou seja, se o disco estiver na
haste A so pode ser movido para a haste B, da haste B pode ser movido para A ou C, e
da haste C' s6 pode ir para a B. Conjecture uma formula para passar todos os discos da

haste A para a C', em fun¢ao do nimero de discos n.

Considere T;, ¢ o nimero minimo de movimentos para resolver o problema com n

discos, com n natural.

Observe que para transferir um tnico disco da haste A para a haste C precisamos

de 2 movimentos, ou seja, passar o disco da haste A para B e depois para C.

Figura 86 — Torre de Hanoi com 1 disco

EENNAN RNESEN NN

A B C A B C A B Cc

Fonte: Elaborada pelo autor

Considere uma torre com k -+ 1 discos

Figura 87 — Torre de Hanoi com k + 1 discos

Al

A B C

Fonte: Elaborada pelo autor

precisamos de T movimentos para transferir os £ menores discos da haste A para a C.

Figura 88 — Torre de Hanoi restrita - movimento 1

4| &

A B C

Fonte: Elaborada pelo autor

Em seguida, precisamos de mais um movimento para transferir o disco maior da
haste A para B.
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Figura 89 — Torre de Hanoi restrita - movimento 2

L&

A B C

Fonte: Elaborada pelo autor

Na sequéncia, mais T}, movimentos para transferir os k menores discos da haste C

para A

Figura 90 — Torre de Hanoi restrita - movimento 3

AL |

A B C

Fonte: Elaborada pelo autor

e mais um movimento para transferir o disco maior da haste B para C.

Figura 91 — Torre de Hanoi restrita - movimento 4

AL

A B C

Fonte: Elaborada pelo autor

Finalmente precisamos de mais 7 movimentos para transferir os £ menores discos
da haste A para C.

Figura 92 — Torre de Hanoi restrita - movimento 5

11 &

A B C

Fonte: Elaborada pelo autor

Assim, o nimero de movimentos para transferir os k + 1 discos da haste A para C'

¢é dado por

Tior =Tp + 1+ Tp + 1+ T, = 3T, + 2.
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Entao, concluimos que o niimero minimo de movimentos é dado por

2sen=1
T, =
3T,_1+2sennaturalen > 1

Para encontrar uma expressao para 7;, em funcao de n, dividimos 7T;, = 3-7},_1 +2
por 3", obtendo
T, 3T, 2 T, T, 2

= =
3n 3n + 3n 3n 3n—1 + 3n

observe que

T, 2

3 3

T, T, 2

32 3 32

T T 3 somando as equacoes

T, 1,1 2
3n 3n—1 3n
T,_2 2,2 2
33 3P 3n

usando que a soma dos termos de uma progressao geométrica finita de primeiro termo ay

ai1(1-¢")

erazao q é S, = s

, temos

T, 1
n_1 - =
3n 3n
T,=3"—1

A expressao acima pode ser comprovada por inducao.

Apos a aplicacao desta variacao do problema da torre de Hanoi, o professor pode
apresentar o Problema em Aberto 41 da Sec¢do 3.5.

Na sequéncia, vamos trabalhar algumas aplicacoes da sequéncia de Fibonacci, de-

finida, recursivamente, por:
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Seja F, uma sequéncia de niimeros naturais tal que

F1:F2:1

F,=F, >+ F,_1,sen natural e n > 2

Esta maneira de definir um conjunto recursivamente é uma aplicagdo do Principio

da Inducao Matematica.

Aplicacao 3: Uma escada tem n degraus. De quantas maneiras podemos chegar ao topo,

subindo um ou dois degraus de cada vez?

Considerando a,, o nimero de maneiras de subir uma escada de n degraus note

que:
— a1 = 1, pois se a escada tem um unico degrau s6 podemos subir um degrau;
— ag = 2, pois podemos subir o primeiro degrau e depois o segundo ou subir os
dois degraus de uma tnica vez;
— Se n > 3, entao para se chegar ao degrau n é possivel vir do degrau n — 2 ou
do degrau n — 1, portanto a,, = a,_1 + apn_o.
Assim, o niimero de maneiras de se chegar ao topo subindo um ou dois degraus é
ap=1eay=2
Ay, =
Gp = Ap_1 + Gp_o,5€¢ n natural en > 3
Note que a sequéncia acima € a sequéncia de Fibonacci com a; = Fy e ay = Fj,
portanto a, = 1.

Aplicacao 4: Imagine que um prédio de n andares deva ser pintado usando-se uma cor
para cada andar. Sabendo que as cores utilizadas podem ser verde e amarelo e que andares
consecutivos nao poderao ser pintados de amarelo, de quantas maneiras € possivel fazer a

pintura deste prédio?

Sendo z,, o nimero de maneiras de se pintar um prédio de n andares, temos:

— x1 = 2, pois se o prédio tiver um uinico andar este podera ser verde ou amarelo;

— x9 = 3, pois se o primeiro for verde o segundo podera ser verde ou amarelo e

se o primeiro andar for amarelo o segundo s6 podera ser verde;

— Para n > 3 se o iltimo andar for verde o pentltimo andar pode ser verde ou
amarelo e temos x,_; maneiras, e se o ultimo andar for amarelo o peniltimo

deve ser verde e temos x,,_» maneiras. Portanto, z,, = z,_1 + x,,_».
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Assim, o nimero de maneiras de se pintar o prédio é

Ty =2ex9=23
Ty =
Tp = Tp_1+ Tp_o,se n natural e n > 3

Note que a sequéncia acima é a sequéncia de Fibonacci com x1 = F3 e xo = F},
portanto z,, = Fi4o.

Apos trabalhar estas aplicagoes, o professor pode apresentar aos alunos o Pro-

blema em Aberto 2 sobre o periodo de Pisano da Secao 2.1.

Questoes Propostas

Questao 1 (Indugdo Matematica - Abramo Hefez - 2009): Uma vitéria-régia encontra-
se em um tanque de dgua. Sabendo que ela dobra de drea a cada dia, e que, no final de 20
dias, ela ocupa toda a superficie do tanque, em qual dia ela ocupard a metade da superficie

do tanque?

Resolucgao: Se no final de 20 dias o tanque estd ocupado no dia anterior estava a metade

ocupado, ou seja, 19 dias.

Questao 2 (UFPE - matematica 2 - 1998): Tragando-se 10 cordas em um circulo,

qual o niumero mdximo de regioes em que o circulo fica dividido?

Resolucgao: Sendo R, o nimero maximo de regides em que o ciculo fica dividido tragando-
se n cordas, temos Ry = 2 e R, = R,_1 +n, para n > 2. B possivel encontrar uma
expressao para o numero de regioes em funcao de n dada por R, = 1+ (HT”) -m, portanto
Ryg = 56.

Questao 3 (UNESP 1999): Considere a sequéncia (a,) = (3** — 1), n € IN.
a) Para cada n € N, mostre a,1 = a, + 8 - 3*".

b) Demonstre, por inducio sobre n, que a, € divisivel por 8, para todo n € IN.

Resolucao:
a) Uni1 = 32(n+1)_1 — 32n+2_1 — 32n_32_1 — 9.3271_1 — 32n_1+8'32n — an+8'32n.

b) Usando o principio da indu¢do matematica, temos

1. Para n = 1, temos: a; = 32 — 1 = 8 que ¢ divisivel por §;
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2. Supondo a;, divisivel por 8 devemos provar que ag,; também é divisivel por 8.
Usando o que foi provado no item a),
Qi1 = ay, + 8- 3%
mas por hipétese de inducao a, = 8t com ¢ natural,
g1 =8t + 8- 32k
api1 = 8- (t +3%)

provando que a, ¢ divisivel por 8, para todo n € IN.

Questiao 4 (OBMEP - Banco de questoes 2016): A sequéncia de Fibonacci comega
com Fy =0, Fy =1 e, a partir do sequndo termo, cada novo termo é obtido somando-se

os dois anteriores, ou seja,
Foo=F,1+F, paran > 0.

Assim, os primeiros termos da sequéncia de Fibonacci sao:

Fo|F1|Fo |F3|Fy |Fs5|Fe|F7 | Fs|Fg|Fio]|Fi1| Fi2
0 1 1 2 3 5 8 1321|134 | 55 | 89 | 144

a) Verifique que F, 3 < 5F, para todo n > 3.

b) Seja n um inteiro positivo. Mostre que entre poténcias consecutivas de n eziste

no mdximo n nimeros de Fibonacci.

Resolucao:
a) Como a sequéncia de Fibonaccia é crescente, temos
Foyz=Fao+ Fron
Fopz=2-F, 1+ F,
Fois=3-F,+2-F,4
Fois<3-F,+2-F,
Foi3<5-F,

ke nFt1 Deno-

b) Suponha que existam mais que n nimeros de Fibonacci entre n
temos as n + 1 primeiras delas por Fj, Fiiq, ..., F11,,. Assim, como F; e Fj,1 s@o maiores

que nk , temos
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Fioo=F +F>nF+nF=2.nF
E+3:ﬂ+2+ﬂ+1>2'nk+nk:3.nk

Fias=Fus+ Fyo>3-nF+nF=4.nk

E+n = E+n71 + E+n—2 > (’]’I, — 1) . nk + nk' — nk‘-f—l

Isto é um absurdo, pois Fj,, < nf*i.

Observacgao: B possivel mostrar que F,, ., = F,1 - Fj + Fpaq.

Questao 5 (Unicamp - 2012): O nidmero dureo é uma constante real irracional, defi-

nida como a raiz positiva da equacao quadrdtica obtida a partir de

:17—}—17
—=

T

a) Reescreva a equagao acima como uma equagao quadrdtica e determine o nimero dureo.
b) A sequéncia 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ... é conhecida como sequéncia de Fibonacci, cujo

n-ésimo termo ¢ definido recursivamente pela formula

Fn) 1, sen=1ou 2;
n) =
Fn—1)4+ F(n—2), sen > 2.

Podemos aproximar o nimero dureo, dividindo um termo da sequéncia de Fibonacci pelo
termo anterior. Calcule o 10° e o 112 termos dessa sequéncia e use-os para obter uma

aproximacdo com uma casa decimal para o numero dureo.

Resolucao:

a) Considerando a raiz positiva, temos

r+1
=
P —r—-1=0

_ 156 14++5

ouxr =

2 2

X

T

f(10) = f(9)+ f(8) = f(8) + f(7) + f(8) =21 + 13+ 21 = 55,
F(11) = £(10) + £(9) = F(10) + f(8) + f(7) =554+ 21 + 13 =189 e
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5.2 Quadrados Magicos e Progressoes Aritméticas

Nesta secao, apresentaremos uma proposta de aplicagao das propriedades de pro-

gressoes aritméticas nos quadrados magicos.
Tema: Quadrados Magicos

Objetivos: Estudar propriedades das progressoes aritméticas com o uso quadrados ma-

gicos.
Contetdos Relacionados: Progressao aritmética e matrizes.
Piblico alvo: Estudantes da segunda série do ensino médio.

Metodologia: Aula expositiva apresentando definicdo e propriedades das progressoes

aritméticas aplicadas aos quadrados méagicos.

Inicialmente é preciso trabalhar os contetidos de Progressoes Aritméticas e Matri-

zes, desenvolvendo os seguintes topicos:

Progressao Aritmética: Uma progressao aritmética, denotada por PA, é toda sequén-
cia numérica (ay,ag, ..., an_1,0n, Ayt1, - - .), Na qual a diferenca entre cada termo e o seu

antecedente é uma constante r chamada razdo da PA.
a; — a;_1 = r, para todo ¢ natural maior que 1.

Termo Geral da PA: Se (ay,a9,...,0, 1,0y, 0541, ...) € uma progressao aritmética de
razao r, entao o termo de ordem n é dado por a, = a; + (n — 1) - r, para todo n natural,

tal que n > 1.

Trés termos consecutivos de uma PA: Em toda PA, cada termo, a partir do segundo,
¢ média aritmética entre o antecedente e o consequente.

Considerando a, b e ¢, trés termos consecutivos de um PA, temos
a+c
2
Termos Equidistantes dos Extremos: Dois termos de uma sequéncia finita sao equi-

b—a=c—b=2b=a+c=b= ]

distantes dos extremos quando o ntimero de termos que precede um deles é igual ao

numero de termos que sucede ao outro. Assim, na sequéncia

(Ch, A2y v s Ay Qi1 -« - iy Ap—it1y - -+ 5 An—1, a’n)
—_———
i termos i termos

os termos a;y1 € a,—; sao equidistantes dos extremos. Observe que dois termos a;, e a,
serao equidistantes dos extremos se k + p = n + 1. Por exemplo, a4 € a,_3 sao termos

equidistantes dos extremos de uma PA de n termos.
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Propriedade: Em toda PA finita, a soma de dois termos equidistantes dos extremos é
igual a soma dos extremos.
Sabemos que os termos a;.1 € a,_; sao equidistantes dos extremos, aplicando a expressao

do termo geral, temos

i1+ api=a1+m—i—1)-r+a+Mn—n+i)-r
=m+a+n—i—14+n—n+i)-r
:a1+a1+(n—1)-r

=a; +a,n

Termo Central de uma PA: Em toda PA finita, com ntimero impar de termos, o termo
central é média aritmética dos extremos ou de dois termos equidistantes dos extremos.

Seja uma PA com 2n + 1 termos

((1/1, ag, ..., 0n, an+17 an+27 coey Aon, a2n+1)

O termo central é a, 1. Note que a,, a,41 € a,,2 sd@0 termos consecutivos da PA, portanto
an + Ap42
2
como a, € a,+2 sdo termos equidistantes dos extremos a; e as,11, temos
An + Qpy2 Q1+ Gopy
Ap1 = = u

2 2
Soma dos n primeiros termos de uma PA: A soma dos n primeiros termos de uma

PA é dada por
Sy = (al—;a"> ‘n

Considerando os n primeiros termos de uma PA, pode mos escrever

Ap4+1 =

Sp=a1+ay+ -+ a1+ a, (1)
ou

Sp =+ py + o +ag+ay (2)
Adicionando membro a membro as equagoes (1) e (2), segue que
2- Sy = (a1 +ap) + (az + an_1) + -+ (@n1 + az) + (a, + a1)

o segundo membro da equagao acima é composto por parcelas que sao somas de termos

equidistantes dos extremos, portanto

2-S,=(a1+a,) n
S, =

‘nm
2
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Matriz Quadrada: Uma matriz quadrada de ordem n ou n X n é uma tabela de
nimeros dispotos em n linhas e n colunas, onde a;; representam os elementos que se

localizam na linha ¢ e coluna j

a;1 Aair2 -+ A1n

az1 A22 -+ Aan
A=

an1 Ap2 - Apn

nxn

com 1 <14,57 <n.

Diagonal Principal: Numa matriz quadrada de ordem n, a diagonal principal é for-

mada pelos elementos a; ; tais que i = 7, ou seja, ai 1,a22,. .., Anp-

Diagonal Secundaria: Numa matriz quadrada de ordem n, a diagonal secundaria

¢ formada pelos elementos a; ; tais que ¢ +j = n + 1, ou seja, a1, G2 p—1,- -, 0n,1-

)

Figura 93 — Diagonais de uma matriz quadrada

diagonal diagonal
secundaria principal

Fonte: Elaborada pelo autor

Quadrado Magico: Um quadrado magico é uma matriz quadrada de ordem n, com
a; ; distintos e 1 <4,j7 < n, onde a soma dos elementos de cada linha, de cada coluna e

de cada diagonal é sempre igual a uma constante k, chamada constante magica.

Apos trabalhar os topicos acima e apresentar a definicao de quadrados magicos,
mostrar exemplos e propor aos alunos encontrarem um quadrado magico de ordem 3 com

numeros de 1 a 9.

Figura 94 — Quadrado mégico de ordem 3 numerado de 1 a 9

2 7 6
9 5 1
4 3 8

Fonte: Elaborada pelo autor
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Na sequéncia, orientar os alunos que facam as seguintes transformagdes, em seus
quadrados magicos:

— Somar uma constante: Adicionando uma constante a qualquer a todos os

termos do quadrado magico de ordem 3, numerado de 1 a 9, percebemos que:

Qualquer sequéncia de nove niumeros consecutivos pode ser termos de
um quadrado mdgico de ordem 3;

Figura 95 — Quadrado méagico de ordem 3 numerado de a+1 a a+9

a+2 | a+7 | a+b

at+9 | a+5 | a+l

a+d | a+3 | a+8

Fonte: Elaborada pelo autor

— Multiplicar por uma constante: Multiplicando por constante s qualquer to-

dos os termos do quadrado méagico de ordem 3, numerado de 1 a 9, percebemos

que:

Qualquer sequéncia de nove miltiplos consecutivos de um nimero in-

teiro pode ser termos de um quadrado mdagico de ordem 3,

Figura 96 — Quadrado magico de ordem 3 numerado de 7 a 9r

2r 7r 6r

9r Br r

ar 3r 8r

Fonte: Elaborada pelo autor

— Multiplicando e somando: Multiplicando por uma constante r e depois

adicionando uma outra constante a a cada um dos termos do quadrado magico

de ordem 3, numerado de 1 a 9, percebemos que:

Qualquer progressao aritmética de nove nimeros pode ser termos de

um quadrado mdgico de ordem 3 ;
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Figura 97 — Quadrado mégico de ordem 3 numerado de a +r a a + 9r

a+2r| a+7r | a+6r
a+9r | a+5r | a+r
a+4r| a+3r| a+8r

Fonte: Elaborada pelo autor

E possivel arranjar termos de progressoes aritméticas em quadrados magicos de
ordem maior que 3. Por exemplo, num quadrado magico de ordem 4, podemos colocar os

16 termos da seguinte progressao aritmética:
(a,a+r,a+2r,...;a+ 14r,a+ 15r)

com a e r naturais, da seguinte forma

Tabela 13 — Quadrado magico de ordem 4 com nimeros em PA

a a+14r | a+13r a-+3r | 4a-+ 30r
a+11r a+ 57 a + 6r a—+8r | 4da-+ 30r
a+Tr a4+ 9r a—+ 10r a+4r | 4da+ 30r
a+ 12r a—+ 2r a—+r a+ 157 | 4a + 30r

4a + 307 | 4a + 30r | 4a + 307 | 4a + 30r

Fonte: Elaborada pelo autor

Observe que os 16 termos da progressao aritmética foram arranjados formando um

quadrado magico cuja constante méagica é 4a + 30r.

Existe uma outra relagao entre os quadrados magicos e as progressoes aritméticas,

CO1mo veremos a Seguir:

A Constante Magica: Considerando um quadrado magico de ordem n, numerado de 1

an?,
ap1 aip2 Q1.n
a1 A22 a2 n
ap1 An2 an,n
com 1 <i,j <neay;e€{1,23,...,n} asoma S de todos os niimeros do quadrado

magico de ordem n pode ser encontrada usando a soma dos ¢ primeiros termos de uma

(1?2) 2

progressao aritmética, entao

S:1+2++n2:<a1+ai)'.

2
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e a constante magica k, soma de cada linha, coluna ou diagonal, é k = 2, ou seja,

1 2

Apés trabalhar estas aplicagoes, o professor pode apresentar os problemas em

aberto sobre quadrados magicos da Secao 3.3.

Uma outra aplicacao interessante, abordada na Subsecdo 3.3.2, é procurar qua-
drados magicos formados por nimeros primos que pode ser feito usando o fato de que
progressoes aritméticas fornecem numeros para os quadrados mégicos e o Teorema de
Green e Tao que garante a existéncia de progressoes aritméticas de niimeros primos de

tamanho arbitrario.

Curiosidade: Considerando um tridngulo retangulo, podemos construir sobre os seus
lados trés quadrados mégicos, como na Figura 97, onde as constantes magicas sao 45 para
o cateto X, 60 para o cateto Y e 75 para a hipotenusa. Esta construcao exemplifica o
conhecido teorema o Pitdgoras em diversas relagoes entre os trés quadrados magicos.
Por exemplo, o quadrado de qualquer niimero do quadrado magico sobre a hipotenusa é
igual a soma dos quadrados dos nimeros correspondentes nos quadrados magicos sobre
os catetos. Por exemplo, se considerarmos o niimero localizado no canto superior direito
de cada quadrado mégico, temos 30 = 182 + 24*(HEAT H,1953).

Figura 98 — Quadrados magicos pitagoricos

A B C

Fonte: http://mathluiz.blogspot.com.br/2014/10/supremo-quadrado-magico-pitagorico.html

Na sequéncia, sugerimos uma lista de exercicios sobre quadrados magicos para ser

aplicada apds trabalhar esta atividade.
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Questoes Propostas

Questao 1 (Colégio Pedro II - 2017): O Quadrado Magico é uma tabela quadrada
composta por numeros inteiros consecutivos a partir do 1, em que a soma de cada coluna,

de cada linha e de cada diagonal sao iguais. Essa soma é chamada de nimero mdgico.

Aprenda a encontrar o numero magico de um quadrado 3 X 3 como o da figura.

8 | 1| 8
M,

| > 3 | 5| 7

4 | 89 | 2

O quadrado mdgico 3 X 3 possui 9 posigoes, portanto deve ser preenchido com os niumeros

de 1 até 9 sem repeticao.
O namero madgico pode ser encontrado sequindo dois passos.

Passo 1 — Encontrar a soma total dos nimeros.
1+2+3+4+54+64+74+84+9=45

Passo 2 — Dividir a soma encontrada pelo nimero de colunas existentes no quadrado.
No caso do quadrado mdgico 3 X 3 0s 9 numeros estdo agrupados em 8 colunas. Logo o

numero magico sera 45 : 3 = 15.

Em condicoes semelhantes, o nimero magico de um quadrado 4 X 4 serd

a) 16.
b) 24.
c) 34.
d) 64.
e) 136.

Resolugdao: Do enunciado, o nimero mdgico de um quadrado 4 X 4 € dado por:

1+2+--16 1 (1—|—16
-1 (55—

<16 = 34
4 2 >
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Questdo 2 (UPE - 2012): O quadrado magico abaizo foi construido de maneira que
os numeros em cada linha formam uma progressio aritmética de razao x, e, em cada

coluna, uma progressao aritmética de razao y, como indicado pelas setas.

¥

15

Sendo x e y positivos, qual o valor de N ?

a) 14 b)19 )20 d)25 )25

Resolucgao: Cada linha forma uma progressao aritmética de razao x = 2. Cada coluna,
uma progressao aritmética de razao y = 3.

Portanto, temos:

W12 )14 | 16| 18

1311517 | 19 21

Questao 3 (UFTM - 2012): O quadrado mdgico multiplicativo indicado na figura é
composto apenas por numeros inteiros positivos. Nesse quadrado mdgico, o produto dos
numeros de cada linha, de cada coluna e de cada uma das duas diagonais principais da

sempre o mesmo resultado.

50 2 x
¥ 10 50
10 z W

Nas condigoes dadas, x +y + z + w € igual a
a) 56. b)58. ¢)60. d)64. e) 66
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Resolucgao: Temos que
100z = 500y = 10zw = 500w = 20z = 50xw = =10,y =2,z =50 e w = 2

Portanto, x + y + 2z = 64.

Questao 4 (Profmat MA21 - 2015): Dado n € IN par, pode existir um quadrado nxn

que é preenchido pelos n* primeiros nimeros primos?

Resolucao: A resposta é nao, e a razao é uma obstrucao de paridade, baseada no fato
que 2 é o tnico primo par.

Suponha, por absurdo, que existe um quadrado méagico como estipulado acima. Observe
que a linha que contém 2 tem um elemento par e n — 1 impares; como n — 1 é impar, isto
quer dizer que a soma dos ntimeros na linha é impar. Por outro lado, uma linha que nao
contém 2 tem de ter soma par (estamos somando n nimeros impares e n é par!). Mas,

entao, temos duas linhas com somas distintas, absurdo!

Questao 5 (PUCPR - 2005): Un quadrado mdgico é um arranjo quadrado de nimeros
tais que a soma dos numeros em cada fila (linha ou coluna) e nas duas diagonais é
o mesmo. Os nove numeros n,n + 3,n + 6,....,n + 24, em que n € um niumero inteiro

positivo, podem ser usados para construir um quadrado mdgico de trés por trés.

A soma dos numeros de uma fila deste quadrado vale:
a) 3n + 6

b) 3n + 36

c) 3n

d) 3n + 24

e) 3n + 12

Resolucao: Os 9 niimeros n,n + 3,n + 6, ...,n + 24 estao em PA cuja soma é S

24
S = <”+”+

: >-9:(n+12)-9

e a soma dos elementos de uma fila é

S (n+12)-9
—=—""—=3 36
3 3 n -+
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5.3 Empacotamento de Latas

Nesta secao, apresentaremos uma atividade para que os alunos aprendam a melhor

maneira de se embalar 6 latas cilindricas.

Tema: Empacotamento de latas

Objetivos: Estudar conceitos de geometria aplicados a um problema de empacotamento.
Contetidos Relacionados: Areas das figuras planas.

Piblico alvo: Estudantes da segunda série do ensino médio.

Metodologia: Dividir os alunos em grupos para calcularem a embalagem de menor custo

para 6 latas cilindricas.

Atividade: Suponha que vocé tenha que embalar, conjuntamente, 6 latas na forma de

cilindro circular reto com 10 cm de didmetro da base e 15 cm de altura.

Envolvendo as seis latas com uma superficie plastica, que se molda a forma de
arranjar as latas, conforme mostra a figura abaixo, qual das opgoes seguintes requer um

menor gasto de material plastico?

gl iy
SORTA ¥ Y

Opgéo 1 Opgédo 2 Opgdo 3

O professor pode orientar os alunos no calculo das superficies, revisando conceitos
geométricos. Apos calcular as areas das superficies das 3 opgoes, o aluno ira perceber que

as opgoes 2 e 3 sao equivalentes e melhores que a opcao 1.
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Um fato interessante é que as embalagens que envolvem as latas cilindricas, em
todas as opgoes, tém a mesma &area lateral, mas a opc¢ao 1 possui maior area em suas

bases, devido a forma de arranjar que deixa mais espagos vazios entre as latas.

Na sequéncia, o professor pode mencionar resultados e os problemas em aberto

sobre empacotamento da Secao 4.5.

Questoes Propostas

Questao 1 (Canguru - 2016): José quer juntar seis tubos cilindricos de diametro 2 cm

cada um com uma fita eldstica. Ele considerou apenas as duas opgoes abaixo:

O que podemos afirmar sobre as duas fitas enquanto estao envolvendo os cilindros?

\

a) A da figura d esquerda é mwem mais curta. b) A da figura a esquerda é 4em mais curta.
c) A da figura a direita é mem mais curta.  d) A da figura d direita é 4cm mais curta.

e) As duas tém o mesmo comprimento.

Resolucgao: Observe que na figura da esquerda, o comprimento é dado pelas medidas de
4 segmentos de reta que somam 12R e 4 arcos de circunferéncia, com medidas que somam
360° e comprimento 27 R, ou seja, 12R+ 27 R. Na figura da direita, o comprimento é dado
pelas medidas de trés segmentos de reta que somam 12R e trés arcos de circunferéncia
que somam 360° e comprimento 27 R, portanto nas duas figuras as fitas que envolvem os

cilindros tém o mesmo comprimento.
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Questao 2 (Enem - 2017): A manchete demonstra que o transporte de grandes cargas

representa cada vez mais preocupacao quando feito em vias urbanas.
Caminhdo entala em viaduto no Centro

Um caminhdo de grande porte entalou embairo do viaduto no cruzamento das avenidas
Borges de Medeiros e Loureiro da Silva no sentido Centro-Bairro, préximo d Ponte de
Pedra, na capital. FEsse veiculo vinha de Sao Paulo para Porto Alegre e transportava trés

grandes tubos, conforme ilustrado na foto.

Lirporessl am: wars camnhoes-s-camelas com
SinEann @ 1 e 2012 dadaptadc)

Considere que o raio externo de cada cano da imagem seja e que eles estejam em cima de
uma carroceria cuja parte superior estd a do solo. O desenho representa a vista traseira

do empilhamento dos canos.

7N

II'- oeom )
_f"_<—/ N

Y
[ T 1

II L ]
A4

e

A margem de sequranca recomendada para que um veiculo passe sob um viaduto é que a
altura total do veiculo com a carga seja, no minimo, 0,50 m menor do que a altura do

vao do viaduto.
Considere 1,7 como aprozimacio para /3

Qual deveria ser a altura minima do viaduto, em metro, para que esse caminhdo pudesse
passar com sequranga sob seu vao?

a) 2,82

b) 3,52

c) 3,70

d) 4,02

e) 4,20
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Resolugao Unindo-se os centros dos circulos, tem-se um tridngulo equildtero (com altura

h destacada em vermelho) de lado igual a 2r conforme a figura a seguir:

A altura total dos canos sera igual a:

2rv/3
2
Hegnos =1,024+1,2=2,22 ¢ Hyigquto = 1,34+ 0,5+ 2,22 =4,02m.

Hepnos =h+2r mas r=0,6 e h=

= 1,02, entao

Questao 3 (Enem - 2010): Uma fabrica de tubos acondiciona tubos cilindricos menores
dentro de outros tubos cilindricos. A figura mostra uma situa¢io em que quatro tubos

cilindricos estao acondicionados perfeitamente em um tubo com raio maior

Inberbits

Suponha que vocé seja o operador da maquina que produzird os tubos maiores em que
serdao colocados, sem ajustes ou folgas, quatro tubos cilindricos internos. Se o raio da base
de cada um dos cilindros menores for igual a 6 cm, a mdquina por vocé operada deverd

ser ajustada para produzir tubos maiores, com raio da base igual a

a) 12 cm

b) 12¢/2 em

c) 24v2 cm

d) 6(1++/2) cm
e) 12(14/2) cm
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Resolucgao: Considere a figura, em que O é o centro da base do cilindro cujo raio queremos

calcular.

InbarhilsE:

O lado do quadrado ABCD é igual ao didmetro da base dos cilindros menores. Logo,
_ —_  BD . AB-V2
AB = 2-6 = 12 cm. Além disso, como OB = —5 - segue que OB = 2\/_ =

1242
2

= 6v/2. Portanto, o raio da base do cilindro maior ¢ dado por

0Q = OB + BQ =62+ 6 =6(v/2+ 1) cm.

TEXTO PARA AS PROXIMAS 2 QUESTOES:

Observe na(s) questao(es) o que foi feito para colocar bolinhas de gude de 1 cm

de didmetro numa caixa cubica com de aresta.
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Questao 4 (Enem - 1998): Uma pessoa arrumou as bolinhas em camadas superpostas
iquais, tendo assim empregado:

a) 100 bolinhas.

b) 300 bolinhas.

¢) 1000 bolinhas.

d) 2000 bolinhas.

e) 10000 bolinhas.

Resolucgao: Total de bolinhas = 10 - 10 - 10 = 1000.
Questao 5 (Enem - 1998): Uma sequnda pessoa procurou encontrar uma maneira de
arrumar as bolas na caira, achando que seria uma boa ideia organizi-las em camadas

alternadas, onde cada bolinha de uma camada se apoiaria em 4 bolinhas da camada in-

ferior, como mostra a figura. Deste modo, ela consequiu fazer 12 camadas. Portanto, ela

O

consequiu colocar na caira:

a) 729 bolinhas.
b) 984 bolinhas.
¢) 1000 bolinhas.
d) 1086 bolinhas.
e) 1200 bolinhas.

Resolucgao: Note que 100 existem bolinhas na primeira camada, 81 bolinhas na segunda
camada, 100 bolinhas na terceira camada, 81 bolinhas na quarta camada e assim alter-
nadamente. Total de bolinhas em 12 camadas é 6 - 100 + 6 - 81 = 1086.
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5.4 Questoes que Citam Problemas em Aberto

Nesta secao, apresentaremos questoes que fazem referéncia a algum problema em
aberto trabalhado nos capitulos anteriores. Tais questoes foram selecionadas com o obje-
tivo de servir como fonte de consulta para professores que desejam fazer uso de problemas
em aberto em suas aulas, como também servir de lista de exercicios para o estudante que

quer se aprofundar em matematica.

Esta lista constata que os problemas em aberto sao mencionados com frequéncia

nas provas de vestibulares e, principalmente, nas competicoes olimpicas de matematicas.

As questoes apresentadas nesta secdo nao sao acompanhadas de suas respectivas
solucoes, como nas segdes anteriores, mas em seus enunciados constam a fonte e o ano

para auxiliar o leitor interessado na busca de suas solugoes.
Questao 1 (SSA 2 UPE - 2018): Considere a fungao f: IN*— IN, definida por:

3n+1, sen=1¢impar;
fn)=4n )
5> senépar.

Na conjectura conhecida como problema de Collatz (1910-1990), se uma pessoa
aplicar a fungdo f sobre qualquer nimero natural nao nulo e repetir sobre cada resultado

obtido, em algum momento chegard a 1 como resultado.

Considere, agora, a sequéncia numérica (ay,as,as, ..., a,) definida por a; = 12 e

an = f(an_1).

Em relacio a essa sequéncia, analise as afirmativas sequintes:

i. A soma de seus quatro primeiros termos € igual a 43.
1. O seu décimo termo € igual a 1.
11. E uma sequéncia crescente.

iv. A subsequéncia finita (ag,ar,as, ag, a1p) cujos termos ordenados sio da

sequéncia (ay,) € uma progressio geométrica de razio 0,5.

Estaio CORRETAS apenas
a) i, i e qv.

b) i e iv.

c) i e i

d) ii e iv.

e) ii, iii e iv.
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Questao 2 (OPM-2013): Ezistem muitos problemas (muitos mesmo!) em Matemdtica
cuja solugcdo nao € conhecida até hoje, sao os chamados Problemas em Aberto, os quais
normalmente envolvem Congjecturas (suposicoes nao confirmadas). Nessa questio vamos
explorar um desses problemas em aberto. Tome a soma dos divisores positivos proprios
de um inteiro positivo n, ou seja, a soma dos inteiros positivos que sao divisores de
n e menores do que n. Por exemplo, a soma dos divisores positivos proprios de 12 e
142434446 =12. Agora considere a soma dos divisores proprios do valor obtido e as-
sim sucessivamente. Comecando por 12 teremos a sequéncia divisores positivos proprios.
Vejamos outros exemplos:

-95—=25—-6—6—---: A sequéncia fica constante igual a 6 (ciclo de tamanho 1);

- 220 — 284 — 220 — 284 — - - - : Os numeros 220 e 284 alternam-se na sequéncia (ciclo
de tamanho 2).

Essas sequéncias sdo chamadas Sequéncias Aliquota.

Em 1888, Fugéne Catalan conjecturou que todas as sequéncias aliquota terminam em 1
ou em algum ciclo. Surpreendentemente, nao é sabido até hoje se isso ocorre mesmo para
sequéncias iniciadas por numeros “pequenos” como 276.

a) Verifique que a sequéncia aliquota iniciada pelo nimero 30 satisfaz a conjectura de Ca-
talan. Algumas sequéncias aliquota satisfazem a conjectura de Catalan, porem “demoram”

para chegar no 1 ou em um ciclo. Por exemplo, a sequéncia

936 — 1794 — 2238 — 2250 — -+ — 74 — 40 — 50 — 43 — 1
tem 189 termos sendo o maior deles 33.289.162.091.526! Isso leva a outro problema em
aberto: existem sequéncias aliquota arbitrariamente longas terminadas em 17
b) Mostre que o peniltimo termo de uma sequéncia terminada em 1 sempre é um numero
Primo.
c¢) Ezxiba uma sequéncia atiquota com 10 termos terminada em 9 — 4 — 3 — 1 cujos
demais seis termos sejam produtos de dois primos distintos.
d) Como foi dito no inicio do enunciado, os problemas em aberto sao muitos. E muitas
vezes possuem conexoes interessantes. Considere o problema em aberto: todo nimero par
maior do que 6 € a soma de dois primos distintos? Suponha que alguém tenha demonstrado
que, de fato, isso ocorre. Prove que, entdo, pode-se concluir que existem sequéncias aliquota

arbitrariamente longas terminadas em 1.

Questao 3 (UFG - 2006): O maior nimero primo conhecido foi descoberto no ano pas-

sado por Martin Nowak. Ele é dado por 223964951 _ 1,

Considerando o algoritmo de Euclides para a divisdo por 8 desse nimero, pode-se escrever

225964951 _

a equacao 1 =8k+r. Entdo o resto r da divisao por 8 do maior primo conhecido

a) 0 b) 2 c) b d) 6 e) 7
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Questao 4 (Colégio Pedro II - 2010): Na Matemdtica, os nimeros primos sempre fo-
ram objeto de especial atencao. Em 1742, na correspondéncia entre o matemdtico prus-
siano Christian Goldbach e o famoso matemdtico suico Leonard Euler, foi formulada a

sequinte questdo, conhecida por “Conjectura de Goldbach”:

Todo inteiro par maior que 2 pode ser escrito como a soma de

dois numeros primos.

Esta suposicao tornou-se um dos problemas mais intrigantes da Matemdtica e ndo foi

resolvido até os dias de hoje.
Verifique vocé também a validade desta afirmagao!

a) Hd quantos anos os matemdticos tentam resolver o problema citado no texto

acima? Escreva a sua resposta em notagdo cientifica.
b) Escreva todos os nimeros primos menores que 28.

c¢) Escreva todas as formas de representar o nimero 28 como soma de dois nimeros

PTIMOSs.

Questao 5 (UNB - 2011): Em 1772, o matemdtico Euler observou que, ao se inserir
0s nimeros inteiros de 0 a 39 na férmula x* + x + 41, obtém-se uma lista de 40 nimeros
primos. No plano de coordenadas cartesianas xOy, considerando y = g(x) = 2% + x + 41,

conclui-se que os pares (N, g(N)), para 0 < N < 39, pertencem a uma pardbola que

a) intercepta o eizo das ordenadas em um nimero composto.
b) ilustra uma fungao crescente no intervalo [0, 39)].
c) intercepta o eizo das abscissas em dois nimeros primos.

d) tem vértice em um dos pares ordenados obtidos por Euler.

Questao 6 (Banco de questoes OBMEP - 2007): Neste problema, iremos estudar

quantos fatores 2 aparecem na fatoracao de nimeros da forma 5% — 1.

(a) Sejam x e y dois nimeros inteiros impares. Prove que x* + y* possui exatamente
um fator 2 em sua fatoragio em primos.

(b) Usando a fatoracio a®> — b* = (a — b)(a + b), determine quantos fatores 2 o niimero
5* — 1 possui.

(¢c) O nimero N =5

(d) Sabendo que o nimero 5*° possui 14 algarismos. Prove que 52" +20 possui O zeros

207 _ 1 possui quantos fatores 27

consecutivos em sua representacao decimal.
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Questao 7 (OBMEP - 2007): Paula escreveu os numeros 1,2,3,... em uma folha de
papel quadriculado de acordo com o padrao indicado abaizo. Os nimeros que aparecem ao

longo da flecha forma a sequéncia 1,3,153,31,... qual € o 30° termo dessa sequéncia?

37|36/ 35/34|33| 32
38]17]16[ 15| 14] 43 30}
39l18] 5 | 4 12§29
40]19] 6 2 |11)28]---
41200 7819 |[10f27]---
42]21[22[23[ 24| 25| 26] 51
43[44[45(46]47|48| 49|50

a) 5501
b) 3303
c) 3307
d) 3309
e) 3313

Questao 8 (Banco de questées OBMEP - 2008): Palindromos - O ano 2002 é

palindromo porque é o mesmo quando lido da direita para a esquerda.

(a) Qual serd o prozimo ano palindromo depois de 20027

(b) O dltimo ano palindromo, 1991, era impar. Quando serd o préximo ano palindromo
impar?

(¢) O dtimo ano palindromo primo ocorreu hda mais de 1000 anos, em 929. Quando ocor-

rerd o prorimo ano palindromo primo?
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TEXTO PARA AS PROXIMAS 2 QUESTOES:

O conceito de niimero primo, um niimero natural maior que 1, divisivel apenas por
1 e por ele mesmo, remonta aos matematicos da Grécia Antiga. Por volta de 350 a.C.,
Euclides provou que qualquer ntimero inteiro maior que 1 ou é primo ou pode ser escrito
como o produto de niimeros primos de forma tnica, exceto pela ordem em que os primos
sao escritos. Essa propriedade, que é formalizada por meio do teorema fundamental da
aritmética, pode ser transposta a quimica, estabelecendo uma comparacao entre niimeros
primos e atomos: blocos fundamentais a partir dos quais os niimeros/estruturas molecula-
res sao construidos. Assim como conhecer a estrutura molecular tinica de uma substancia
pode nos dizer muito sobre suas propriedades, conhecer a decomposi¢ao tnica de um

nimero em fatores primos pode nos dizer muito sobre suas propriedades matematicas.

Euclides provou indiretamente que existem infinitos niimeros primos ao mostrar
que nao existe o maior niimero primo. Supondo que existisse tal nimero e representando-
o pela letra P, Euclides provou que, ao se multiplicar todos os niimeros primos de 2 a
P, incluindo estes, e acrescentando-se 1 ao resultado, obtém-se um novo niimero primo,
naturalmente maior que P. Outro fato importante é que, a medida que se consideram
nimeros cada vez maiores, os primos parecem escassear. Enquanto existem 4 primos
menores que 10, existem apenas 25 menores que 100, s6 168 menores que 1.000 e 1.229
menores que 10.000. Podemos considerar esses dados como a taxa média segundo a qual
os primos surgem: 0,4 abaixo de 10; 0,25 abaixo de 100; 0,168 abaixo de 1.000; e 0,1229
abaixo de 10.000. Essas quantidades podem ser tomadas como “densidades” (Dy) dos

primos menores ou iguais ao nimero natural N, calculadas assim:

9

em que P(N) é o total de primos menores ou iguais a N. Assim, ficam as perguntas: Dy
diminui a medida que N aumenta, ou chega-se a um ponto em que a situacgao se inverte
e encontram-se agrupamentos de primos? Existe algum tipo de padrao para a maneira
como os primos se localizam no conjunto dos nimeros naturais, ou eles se distribuem de

maneira cadtica?

Em 1791, quando tinha apenas 14 anos de idade, Gauss percebeu que a densidade
dos primos ¢ aproximadamente igual a
1
In(N)’

em que [n(N) é o logaritmo natural de N. De acordo com Gauss, quanto maior for N,

melhor sera essa aproximacao.

Fonte: Keith J. Devlin. Os problemas do milénio. Rio de Janeiro: Record, 2004, p. 34-49

(com adaptagoes).
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Questao 9 (UNB - 2011): De acordo com o texto, julgue os itens a sequir.

a) Se os pares (N, P(N)) forem representados em um sistema de coordenadas cartesi-
anas ortogonais, entdo esses pares ordenados pertencerao a uma mesma reta.

b) Para todo nimero inteiro N maior que 1, vale a desigualdade P(N) < N.

c) Para a densidade Dy definida no texto, € vdlida a relagio Dy = Dz + Dys.

d) Se P(N +1) — P(N) #0, entdo N + 1 é um numero primo.

e) Escolhendo-se ao acaso um nimero natural de 1 a 1.000, a probabilidade de ele ser
Primo € menor que i da probabilidade de haver pelo menos duas pessoas que facam ani-
versario no mesmo més em uma sala que tenha 6 individuos, assumindo-se que nao had
gémeos, que o més tem 30 dias e que as datas de aniversdrios sao equiprovduveis.

f) Sabendo-se que de 1 a 10.000.000 existem 664.579 niimeros primos, hd chance de, apro-
rimadamente, 1 em cada 15 numeros com sete algarismos ser primo.

g) Infere-se do texto que, em 1791, Gauss percebeu que, entre os nimeros naturais de 1 a

N, aprozimadamente 1 em cada In(N) nidmeros é primo.
h) Se G(N) =

natural.

1
——— , com N > 1, entao e®™) = N¥ em que e € a base do logaritmo
In(N)

Questao 10 (UNB - 2011): De acordo com o texto, Euclides provou de maneira in-
direta que a quantidade de numeros primos existentes € infinita. Um fato fundamental

utilizado por ele para chegar a essa conclusdo é que

a) o produto de nimeros primos distintos maiores que um nimero natural P fizado resulta
em um numero primo.

b) as poténcias inteiras de um nimero primo acrescidas de uma unidade resultam em um
numero primo.

¢) o produto de niumeros primos distintos acrescido de uma unidade pode gerar um ni-
Mero pPrimo.

d) o acréscimo de uma unidade a um nimero infinitamente grande resulta em um nimero

pPrimo.

Questao 11 (OBM — 2007): Em 1949 o matemdtico indiano D. R. Kaprekar, inventou
um processo conhecido como Operagio de Kaprekar. Primeiramente escolha um nimero
de quatro digitos (nao todos iguais), em sequida escreva a diferenga entre o maior e o
menor numero que podem ser formados a partir de uma permutacio dos digitos do niimero
inicial. Repetindo o processo com cada niumero assim obtido, obtemos uma seqiiéncia. Por
exemplo, se o primeiro numero for 2007, o sequndo sera 7200 — 0027 = 7173. O terceiro
serd 7731 — 1377 = 6354. Comecando com o numero 1998, qual serd o 2007-ésimo termo

da seqiiéncia?
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Questao 12 (UEL - 2007): O "Sudoku" é um jogo de desafio logico inventado pelo Ma-
temdatico Leonhard Euler (1707- 1783). Na década de 70, este jogo foi redescoberto pelos
japoneses que o rebatizaram como Sudoku, palavra com o significado "nimero sozinho'.
E jogado em um quadro com 9 por 9 quadrados, que é subdividido em 9 submalhas de 3
por 3 quadrados, denominados quadrantes. O jogador deve preencher o quadro maior de
forma que todos os espacos em branco contenham niumeros de 1 a 9. Os algarismos nao
podem se repetir na mesma coluna, linha ou quadrante.

Fonte: LEAO, S. Légica e estratégia. Folha de Londrina, Especial 14, 17 de setembro de

2006.
4 7
6|9
5181
8 7 4
3
2
1|6 2

Com base nessas informacoes, o algarismo a ser colocado na casa marcada com O

no quadro a sequir é:
a) 2
b) 3
c) 5
d) 7
e) 9

Questao 13 (Banco de questoes OBMEP - 2006): Quadrados Mdgicos - Com-
plete as casas em branco da tabela abaizo com fragoes de modo que a soma dos trés nimeros

de qualquer linha, qualquer coluna e das duas diagonais seja sempre a mesma.

3/5

1/2

0,4

0,5
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Questao 14 (Banco de questées OBMEP - 2015): Quadrados Mdgicos
a) Jodo descobriu uma maneira de arrranjar os numeros 1,2,3,...,16 em um tabuleiro 4x4
de modo que a soma dos numeros em cada linha, em cada coluna e em cada diagonal sao

sempre as mesmas. Uma das possibilidades esta no exemplo abaixo.

4 ' 6|9 |15
1311 8 | 2
16 {10 | 5 | 3
1 |7 12| 14

Encontre outro exemplo de distribuicio desses 16 niumeros satisfazendo as mesmas
condicoes.
b) Verifique que em qualquer distribuicao possivel, sempre a soma dos nimeros de cada
linha e coluna € 34.
c) Jodo fez agora um novo tipo de tabuleiro com outros nimeros positivos. O produto
dos numeros em cada linha, em cada coluna e em cada diagonal sao sempre 0s mesmos.

Quanto vale o numero JH ¢

1/2 /32 A | B
c | 2|8]|2
4 1 D|E
F |G| H|16

Questao 15 (Banco de questoes OBMEP - 2017): Ataques de torres de xadrez
- Um tabuleiro de zadrez e um quadrado 8x8 em que as casinhas estao distribuidas em 8

linhas e 8 colunas.

Uma torre em um tabuleiro de xadrez ataca todas as pegas que estejam na sua

linha ou na sua coluna. Sabendo disso, determine:
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a) Qual o nimero mdzximo de torres que podemos colocar num tabuleiro de zadrez

de modo que ndo haja duas se atacando?

b) Qual o nimero mdaximo de torres que podemos colocar num tabuleiro de zadrez
de modo que cada torre seja ameacada de ataque por no mdximo uma das

outras torre?

Questao 16 (OBMEP - 2009): Tabuleiro de xadrez - De quantas maneiras podemos

colocar dois bispos num tabuleiro de xadrez em filas, colunas e casas de cores distintas?

Questao 17 (Banco de questoes OBMEP - 2015): Niumeros em sequéncia que
se repetem - Uma propriedade interessante do numero 2013 e que 3 e o ultimo digito
da soma 2 + 0 + 1. Repetindo-se esse processo, isto ¢, escrevendo-se a direita o ultimo

digito da soma dos trés digitos anteriores, teremos uma sequéncia:
2,0,1,5,4,8,5,7...

a) Prove que comegando com a sequéncia 2,0,1, nessa ordem, podemos também encontrar

0s trés numeros consecutivos 1, 2, 2, nessa ordem.
b) Observe que se uma sequéncia de trés niumeros consecutivos aparecer novamente na
mesma ordem, entdo toda a sequéncia se “repetirda” sucessivamente. Por exemplo, a sequén-
cia abaizo ndo é a sequéncia do enunciado, mas se repete a cada quatro nimeros

L 124812431243...124312435...
Verifique que alguma sequéncia de trés digitos se repete na sequéncia do enunciado.
¢) Suponha que na primeira apari¢io de 'a,b,c" na sequéncia, o nimero imediatamente

anterior seja x, e que na sua seqgunda apari¢do seja Yy, ou seja, na SeqUENCia Iremos en-

contrar os numeros na sequinte ordem:

o xya, b .y a, b, c..

Mostre que x = y.

d) Dado que 1,2,2 apareceu na sequéncia , nessa ordem, mostre que eventualmente apa-

recerd novamente a sequéncia de digitos 2, 0, 1, também nessa ordem.
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Questao 18 (Banco de questoes OBMEP - 2017): A sequéncia de Conway

a) Na sucessio de 9 linhas com algarismos apresentada abaizo, cada sequéncia de di-

gitos em uma linha e obtida da linha anterior através de uma regra.

1,

11,

21,

1211,

111221,

312211, 13112221, 1113213211, 31131211131221 ...

Determine os algarismos da décima linha.

b) Na sucessao de linhas abaizo, foi aplicada a mesma regra do item anterior, entre-

tanto, o primeiro algarismo d € {0,1,2,...,9} é diferente de 1.

d,
1d,
111d

Qual a sequéncia de algarismos escritos na sétima linha?

Questao 19 (Banco de questoes OBMEP - 2010): Intersecdo de tridngulos -
Os 3 triangulos da figura se cortam em 12 pontos diferentes. Qual é o numero mdximo de

pontos de interseccdo de 3 triangulos?

Questao 20 (Banco de questoes OBMEP - 2010): Fracgées egipcias - Determine

todos os niumeros inteiros positivos distintos x e y tais que
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Questao 21 (Banco de questoes OBMEP - 2010): Retdngulo com dimensées
inteiras - As diagonais de um retangulo medem /1993 cm. Quais sdo sua dimensoes,

sabendo que elas sao numeros inteiros?

Questao 22 (Banco de questoes OBMEP - 2011): Pés das Perpendiculares -
Seja ABC um triangulo acutangulo com alturas BD e CE. Os pontos F' e G sdo 0s pés
das perpendiculares BF e CG a reta DE. Prove que EF = DG.

Questao 23 (OPEMAT - 2017): Um garoto se posiciona em um ponto @ localizado
entre os pontos A e B (ver figura) e chuta uma bola que bate na parede representada por
BC, sequindo até a parede AC' e volta precisamente ao ponto @) de onde foi chutada (sem
perder contato com o solo) de modo que LAQP = /BQR. Mostre que o ponto Q) é pé da

altura relativa ao lado AB no triangulo ABC.

Questao 24 (Banco de questoes OBMEP - 2015): Formando triangulos obtu-
sangulos - Dado um trangulo de lados ab > ¢, pela lei dos cossenos temos:

2 12 2

~ a"+b—c

cosC = ——

2ab

Se o angulo C ¢ obtuso, cosC < 0. Como 2ab é positivo, isso é o mesmo que a®>+b*—c? <
0. Portanto, para um triangulo ser obtusangulo, o maior lado elevado ao quadrado é maior
que a soma dos quadrados dos outros dois lados. Além disso, pela desigualdade triangular,

sabemos que o maior lado é menor que a soma dos outros dois. Podemos resumir essas

duas informagoes através das desiqualdades
a’ + b < c? < (a+0b)>

Quantos triangulos obtusangulos podemos formar com lados inteiros positivos menores

que 77

Observacao: Considere que dois triangulos com os mesmos comprimentos de lado mas

em ordens diferentes representam o mesmo triangulo.
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Questao 25 (Profmat MA13 - 2012/2): A figura abaizo mostra as semirretas per-
pendiculares v e s, trés circunferéncias pequenas cada uma com raio igual a 1 e uma
circunferéncia grande de centro O. Uma das circunferéncias pequenas é tangente a r e a
s, cada uma das outras duas é tangente a ela e a uma das semirretas, e a circunferéncia

grande € tangente as semirretas e a duas das circunferéncias pequenas.

Calcule o raio da circunferéncia grande.

Questao 26 (OBF 2a fase - 2014): O empacotamento de particulas constituintes de
um cristal: deseja-se empacotar esferas rigidas de mesmo tamanho. Para simplificarmos
o problema tratado por Kepler, vamos supor que ao invés de esferas tenhamos discos
idénticos como, por exemplo, moedas, e desejamos colocar os discos uns ao lado dos outros

de modo a se obter a mdxima densidade possivel .A figura mostra dois arranjos diferentes.

(a)

O empacotamento mostrado em (a) é chamado empacotamento hexagonal e em (b) em-
pacotamento quadrado. Em cada um dos casos mostrados determine a densidade de em-

pacotamento - fracao de drea ocupada pelos discos.
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Questao 27 (OBMEP - 2010): Um nidmero perfeito - Um nimero natural n € dito
perfeito se a soma de todos os seus divisores proprios, isto €, divisores diferentes de n, €
tgual a n. Por exemplo, 6 e 28 sao perfeitos, pois 6=1+4+2+8 e 28=1+2+4+7+14. Sabendo

que 231 — 1 é um nidmero primo, mostre que 23°(231 — 1) é um nimero perfeito.

Questao 28 (Banco de questoes OBMEP - 2017): Cevianas no tridngulo - Um
triangulo ABC' tem lados de comprimentos AB = 50 c¢m, BC' = 20 c¢m, e AC' = 40 cm.
Sejam M e N pontos no lado AB tais que C'M ¢é a bissetriz relativa ao angulo /ACB e

CN ¢ a altura relativa ao lado AB. Qual a medida, em centimetros, de M N ?

Questao 29 (Geometria Elementar - Marista): Mostre que em todo paralelepipedo,

a soma dos quadrados das quatro diagonais € igual a soma dos quadrados das 12 arestas.

Questao 30 (OBM 2000): O retingulo abaizo estd dividido em 9 quadrados, A, B, C,
D, E, F,G, Hel. O quadrado A tem lado 1. Qual é o lado do quadrado I?

H
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6 CONCLUSAO

O estudo mostrou-se relevante a medida que traz uma reflexao sobre a importancia
do uso de problemas em aberto no ensino da matematica, de forma a promover mudan-
¢as no modo de ensinar e iniciar o aluno da educagao basica na pesquisa cientifica em

matematica.

A aplicacao de problemas em aberto no ensino médio pode motivar os alunos deste
nivel a aprender matematica, deixando-os surpresos com a possibilidade de entender a
afirmagao de um problema nao resolvido e como problemas aparetemente simples como a

Conjectura de Collatz nao estao resolvidos.

O trabalho mostra que existem varios problemas em aberto cujos enunciados estao
no nivel de matematica da educacao basica, como também afasta dos alunos a mentali-
dade de que todos os problemas tém respostas conhecidas e que seus professores podem
encontrar a resposta a todos os problemas. Apesar de nao resolver nemhum dos proble-
mas em aberto o texto produzido apresenta avancos e solugoes parciais para a maioria
dos problemas, promovendo um aprofundamento de contetidos matematicos da educacao
basica e acrescentando contetiddos que normalmente nao sao trabalhados neste nivel esco-
lar, por exemplo o Principio da Inducao Matematica que é extremamente ttil para um

aprendizado mais consistente.

E muito importante o uso de atividades investigativas nas aulas de matemética e
os problemas em aberto podem promover uma mudang¢a na maneira de ensinar propor-
cionando uma maior interacao entre o professor e os seus alunos, gerando um ambiente
investigativo para a construcao do conhecimento, mas nao para assimilacao de algo que
esta pronto e acabado. Além de desenvolver varias habilidades na resolucao de problemas e
promover atividades investigativas e algumas vezes lidicas, como os Cubos de Langford,
este trabalho permite aprimorar a maneira correta de se escrever matemaética, pois as

demonstragoes e resolugoes se apresentam de forma légico-dedutiva em linguagem formal.

Vale ressaltar que o propoésito deste trabalho ¢ mudar a concep¢do na maneira
de se fazer matematica na educacao basica, mostrando a importancia da utilizacdo de
problemas em aberto, e que, como professor, mudei a maneira de ensinar com o uso
de problemas em aberto, deixando de lado o carater mais expositvo e passando a ser
mais interativo, promovendo discussoes e fazendo reflexdes com aulas mais interessantes

e produtivas.

Desenvolvemos um texto muito enriquecedor contemplando varias areas da ma-
tematica com foco nos problemas em aberto sobre Teoria dos Ntumeros, Combinatoria

e Geometria. Além de toda diversidade matematica este trabalho tem multiplas fun-
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¢oes, pois qualquer leitor interessado com nivel basico de conhecimento matematico pode
entendé-lo, estudantes do ensino médio podem se aprofundar nos contetidos escolares e
desfrutar das resolugoes de varias questoes e pesquisadores podem usa-lo como manual de
consulta de problemas em aberto. Mas a todos estes que de alguma forma tiverem acesso
a este trabalho, que o mesmo demonstre a importancia da utilizacdo de problemas em

aberto no ensino de matematica.

Em um processo de aprendizagem ativa o aluno deve ser protagonista de seu
aprendizado, em uma relagao interativa com o professor, criando uma via de mao dupla
em que ambos aprendem e se desenvolvem. E fato que o uso de atividades investigativas
proporciona essa aprendizagem ativa, colocando o professor como orientador que ajuda
o aluno a ir além de onde conseguiria ir sozinho. Acreditamos que o uso dos problemas
matematicos em aberto podem promover a investigacao, mas durante a elaboracao deste

material surgiram os seguintes questionamentos:

1. Qual a melhor forma de se propor um problema matematico em aberto a um estu-

dante do ensino médio? Mencionar ou nao que se trata de um problema em aberto?

2. O conhecimento prévio pelo estudante do ensino médio de que um problema mate-

matico estd em aberto gera motivagao ou desestimulo para tentar respondé-lo?

3. Se um problema matematico em aberto gerar uma motivacdo num estudante do
ensino médio para tentar respondé-lo, sera apenas por um curto espago de tempo e

logo desistira apos algumas tentativas de resolucao?

4. Os problemas matematicos em aberto motivam apenas alunos do ensino médio com

alto potencial em matematica ou podem motivar os que tém dificuldade?

5. A motivagdo gerada por um problema matematico em aberto pode causar depen-
déncia e viciagao, prejudicando pedagogicamente o estudante do ensino médio nos

seus estudos regulares?

Assim, pretendemos dar continuidade nesta pesquisa em um projeto de doutorado
em educacao mateméatica com aplicacdo deste material para coletar dados que permitam
analisar o comportamento dos estudantes do ensino médio diante dos problemas em aberto
e, consequentemente, elaborar uma proposta curricular de matematica para o ensino médio

incentivando atividades investigativas através de problemas em aberto.
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