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Resumo

O grupo de renormalizagao na representacao de rede de tensores vem se revelando uma
poderosa ferramenta tedérica para a andlise de sistemas fisicos fortemente interagentes. A
técnica baseia-se na representacao da fungao de particao do sistema em estudo, por uma
rede de tensores, ou seja, a cada sitio da rede associamos um tensor translacionalmente
invariante. O tensor codifica os estados associados aos graus de liberdade do sistema
original. Os indices do tensor, a que chamamos de “pernas’, correspondem as ligagoes entre
os sitios da rede tensorial. Assim, o calculo da funcao de particdo se reduz a contragao de
uma rede de tensores. Isto é, uma soma sobre os indices comuns a dois tensores quaisquer
da rede. Aqui, aplicamos a técnica ao modelo de Ising definido em uma rede quadrada.
Nesse caso, cada tensor possui quatro indices e cada indice ou perna pode assumir dois
valores. Nosso procedimento consiste em subdividir a rede em blocos de quatro tensores,
de forma que cada tensor faca parte apenas de um desses blocos. A contracao da rede é
realizada em etapas. Primeiro as pernas internas a cada bloco sao contraidas. Isto resulta
em outra rede, com a mesma geometria da rede original, porém o niimero de tensores
é reduzido a quarta parte. Em principio, o procedimento pode ser repetido até restar
apenas um unico tensor. A contragao das pernas deste tultimo tensor daria a funcao de
particao exata. Porém o niimero de estados das pernas dos tensores resultante da contracao
cresce exponencialmente, limitando o uso pratico de tal procedimento. Assim, precisamos
“renormalizar” os tensores para limitar o niimero de estados, dos tensores a cada etapa
do processo. A renormalizacdo aqui empregada baseia-se na decomposicao em valores
singulares de alta ordem dos tensores (uma generalizagdo da decomposi¢do de uma matriz
em valores singulares). Como resultado, apresentamos um célculo analitico da funcao
de particao do modelo de Ising na rede quadrada, mantendo apenas dois estados para o
tensor renormalizado. Fomos capazes de obter a temperatura critica com boa precisao,
considerando a aproximacao radical efetuada. Além disso, aplicamos, numericamente, o
procedimento para dimensoes de corte tao alta como manter até trinta estados no tensor
renormalizado. A termodindmica do modelo foi obtida com bom acordo com os resultados

exatos conhecidos.

Palavras-chaves: Grupo de Renormalizagao, Modelo de Ising, Rede de Tensores.



Abstract

The tensor network renormalization group is proving to be a powerful theoretical tool
for the analysis of strongly interacting physical systems. The technique is based on the
representation the partition function by a tensor network, where to each site of the network
we associate a translationally invariant tensor. The tensor encodes the states associated
with the degrees of freedom of the original system. The tensor indices, we call “legs’,
correspond to the links between the sites of the tensor network. Thus, the calculation
of the partition function reduces to the contraction of a tensor network. That is, a sum
over the common leg of any two tensors. Here, we apply the technique to the Ising model
defined on a square lattice. In this case, each tensor has four indices and each index or
leg can take only two values. Our procedure is to divide the network into blocks, each
one containing four tensors. And each tensor belongs only to one of these blocks. The
contraction of the network is carried out in stages. First the inner legs of each block are
contracted. This results in another tensor network, with the same geometry as the original
network, but the number of tensors is reduced by four. In principle, the procedure can be
repeated until we have only a single tensor. The contraction of the legs of the latter tensor
gives the exact partition function. But the number of states of the legs of the resulting
tensor contraction grows exponentially, limiting the practical use of such a procedure.
Thus, we need to “renormalize” the resulting tensors to limit the number of states after
each step of the process. The renormalization used here is based on high order singular
value decomposition (a generalization of the singular value decomposition of a matrix). As
a result, we present an analytical calculation of Ising model partition function in the square
lattice, keeping only two states to the renormalized tensor. We were able to get the critical
temperature with good accuracy considering the radical approach made. In addition, we
apply the same procedure, numerically. In this case, we keep up to thirty states in the
renormalized tensor. The thermodynamic model was obtained in good agreement with the

known exact results.

Key-words: Renormalization Group, Model Ising, Tensor Network Tensor.
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Capitulo 1

Introducao

O objetivo deste capitulo introdutoério é apresentar o conceito de transicao de fases
e motivar a necessidade de um procedimento tedrico sistemético para se lidar com as
peculiaridades de tal fendmeno. Vamos também introduzir o conceito de universalidade
no contexto dos fendémenos criticos e definir alguns termos e grandezas fisicas que serao

usadas ao longo desta dissertacao.

1.1 Transicoes de Fases e Fenémenos Criticos

A constituicao microscopica da matéria ordindria é um assunto bem estabelecido.
De fato, todas as propriedades observadas de um corpo podem ser compreendidas a
partir de sua constituicdo microscopica, pelo menos em principio. Ou seja, a partir do
conhecimento dos atomos que o formam e das interagoes entre esses atomos, incluindo

possivelmente os elétrons e certas propriedades dos niicleos desses atomos.

Nao obstante, muitas vezes é preferivel uma descricao “hidrodindmica” ou do
comportamento coletivo em escalas de tempo e comprimento grandes comparadas as escalas
microscopicas. Em uma tal descri¢ao, informacoes sobre a natureza atomica da matéria é
ignorada. Ou seja, as variaveis apropriadas para descrever um sistema macroscépico nao é
mais o conjunto dos graus de liberdade microscopicos associados as particulas, porém um
novo conjunto de varidveis continuas, que variam suavemente no tempo e no espago, que
descrevem o movimento coletivo de um conjunto macroscopico de particulas. Tal ponto de

vista é adotado na eletrodinamica classica, por exemplo.

A consequéncia mais marcante das interacoes entre particulas é o surgimento de
novas fases (diferentes estados de agregagdo) da matéria cujo comportamento coletivo
guarda pouca semelhanca com aquele observado para um pequeno nimero das mesmas
particulas [1]. Como se dé esse processo? Ou seja, como as particulas mudam de um estado

macroscopico para um outro?
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Formalmente, todas propriedades macroscopicas podem ser deduzidas da energia
livre ou da fungdo de particao [2|. Todavia, como transicoes de fases tipicamente
correspondem a mudancas draméaticas nas fungoes respostas elas devem ser assinaladas por
singularidades na energia livre. Como a fun¢ao de particdo canonica de um nimero finito
de particulas é sempre analitica, transi¢coes de fases s6 podem estar associadas a sistemas
com um numero infinitamente grande de particulas, isto é, ao limite termodinamico.
Assim, o estudo das transi¢oes de fases estd relacionado a busca pela origem das varias

singularidades na energia livre, bem como a caracterizacao de tais singularidades.

Vamos examinar um exemplo simples, tal qual aqueles enfeites imantados que

afixamos no corpo do refrigerador doméstico.

Suponha que tomemos um desses “imas”, que é um exemplo de um objeto feito
de um material ferromagnético, e mecamos algumas de suas propriedades tal qual a sua
magnetizagao. Dividindo a amostra em mais ou menos duas partes iguais, para uma
mesma temperatura e o mesmo campo magnético, as propriedades de cada parte serao
as mesmas que as exibidas pela amostra inteira. Se repetirmos o processo, a afirmacao
anterior continua sendo valida. Porém, cedo ou tarde, depois de muitas iteragoes, alguma
coisa diferente deve acontecer, ja que sabemos que o magneto é feito de elétrons e fons
e, fatalmente, o niimero dessas particulas em qualquer das subdivisdes da amostra sera
muito pequeno em comparac¢ao com o niumero total contido na amostra original. Neste

limite, passaremos a observar um comportamento tipico de uma escala microscépica.

A escala de comprimento caracteristica na qual as propriedades das partes come-
cam a diferir marcadamente daquelas da amostra original define um comprimento de
correlacao. Esta é a escala de comprimento que mede a regiao na qual as flutuagdes dos
graus de liberdade microscépios sao correlacionados. As particulas contidas em regioes
separadas por uma distancia maior que o comprimento de correlagao nao se influenciam

mutuamente, seus movimentos sao independentes ou descorrelacionados.

A experiéncia nos ensina que um ferromagneto pode mudar abruptamente seu
comportamento macroscopico quando as condigoes externas, tal qual temperatura ou
campo magnético, sao variadas. Os pontos nos quais isto acontece sao chamados de
pontos criticos e eles marcam a transicao de uma fase para outra. No nosso exemplo do
ferromagneto uniaxial, existem essencialmente duas maneiras para a transicao ocorrer. No
primeiro caso, os dois estados de cada lado do ponto critico coexistem no ponto critico.
Tais transi¢oes envolvem um comportamento descontinuo de propriedades macroscpicas e
sao chamadas de primeira ordem. Por exemplo, o gelo derrete a pressao normal e a zero
graus Celsius, porém é possivel observar a coexisténcia em equilibrio do gelo (sélido) e
agua (liquido). O comprimento de correlagao nessas transigoes de fases de primeira ordem é
geralmente finito. No segundo caso, a transi¢ao ¢ continua, e o comprimento de correlagao

torna-se efetivamente infinito. As flutuac¢des tornam-se correlacionadas sobre todas as
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distancias, o que obriga o sistema inteiro a ficar em uma tnica fase, que chamamos de
critica. As duas fases, uma de cada um dos lados da transicao, devem se tornar idénticas
quando o ponto critico é atingido. No caso do ferromagneto uniaxial, a magnetizagao vai

continuamente a zero no ponto critico. Nesse caso, a transicao ¢ dita ser de segunda
ordem.

O comportamento de um sistema na vizinhanca do seu ponto critico numa transi¢ao
de fases de segunda ordem é denominado de fenomeno critico e a divergéncia do compri-
mento de correlagdo na vizinhanca deste ponto sugere que as propriedades observadas
proximo do ponto critico seja mais ou menos independente de certos detalhes microscopico
do sistema. Assim, podemos esperar que o comportamento de varios sistemas microscopi-
camente distintos sejam praticamente o mesmo, uma vez que sao as flutuagoes coletivas de
longo alcance do sistema que em ultima andalise determinarao suas propriedades. Entender

esta universalidade é um dos objetivos dos estudos no campo dos fendbmenos criticos.

Destas observacoes, concluimos que as propriedades criticas na vizinhanca de
uma transicao de fases de segunda ordem pertencem a um nimero limitado de possiveis
classes de universalidade definidas nao pelos detalhes dos parametros microscépicos do
material, porém pelas simetrias fundamentais do sistema. Por exemplo, quando estudamos

as propriedades criticas de um ferromagneto uniaxial, estamos também aprendendo sobre
a natureza da transicao liquido-gas [3].

1.2 Transicoes de Fases

Nesta secao consideraremos mais detalhadamente um exemplo classico de uma
transicao de fases. Vamos discutir a condensagao de um géas para um estado liquido. O
diagrama de fases representado na figura 1 exibe diversas caracteristicas importantes das

transicao de fases de segunda ordem. No plano temperatura versus pressao, a transicao de

(Tc. Po) e T

Liquido \ @ — - T=T,
\ ./ N
! A M'x.
- T ' TZTC
— Gas ! N
— L = T-‘ TC
T | Vg v

Figura 1 — Diagrama de Fases.

fases ocorre ao longo de uma linha que termina em um ponto critico (7¢, Pc). Ja no plano
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pressao versus volume reduzido (volume dividido pelo ntiimero de particulas), a transigao
aparece como um intervalo de coexisténcia, correspondendo a uma mistura de gés e liquido
de p, = 1/v, e p = 1/v; para temperaturas T < T Como a linha de coexisténcia termina,
é possivel ir da fase gasosa para a fase liquida continuamente (sem uma transigao de fases)
contornando o ponto critico. Assim, nao ha uma diferenca fundamental entre as fases

liquida e gasosa, isto é, nao ha mudanga de uma simetria fundamental.

Além disso, da discussao anterior, a energia livre deste sistema é uma funcao
analitica no plano temperatura versus pressao exceto em alguns ramos ao longo das
fronteiras entre as fases. Com um olhar cuidadoso na vizinhanca do ponto critico percebe-
se que a diferenca entre as densidades da coexisténcia das fases liquida e gasosa desaparece
a medida que nos aproximamos de 7. Podemos notar também que as isotermas no plano
pressao versus volume tornam-se progressivamente mais “horizontais” quanto mais perto
T¢ estivermos. Isto implica que a compressibilidade isotérmica, a taxa com que a densidade
muda com a pressdo, Ky = —(1/V)(0V/OP)r diverge no limite em que 7T tende a T
com T > T, Além disso, é um fato experimental que o fluido adquire uma aparéncia
“leitosa” proximo a criticalidade. Este fenomeno, conhecido com opalescéncia critica, sugere
a existéncia de flutuagoes coletivas no gas em comprimentos de onda grande o bastante
para espalhar a luz visivel. Essas flutuacoes devem necessariamente envolver um grande
numero de particulas, e um procedimento que considere apenas o comportamento médio

das particulas deve ser apropriado para a descricao dessas flutuagoes.

As transi¢oes de fases sdo comumentes classificadas em transi¢oes descontinuas
(primeira ordem), as fases coexistem, e transi¢oes continuas (segunda ordem), [4]. Sempre
que a passagem de uma fase para outra ocorra de maneira abrupta, ou seja, para valores
bem definidos dos pardmetros externos, como a pressao e a temperatura, dizemos que se

trata de uma transicao de fases.

Segundo a termodindmica, podemos determinar rela¢oes entre algumas grandezas
fisicas como a energia livre de Gibbs (G), energia livre de Helmholtz (F'), entropia (5),
volume (V'), calor especifico (C'), compressibilidade (x), ou susceptibilidade magnética (),

onde, [1],[2],

OF(T,V,N oG(T, P,N
5= 2ELVN) a7 )!V,N _ @A N) 5T )|P,N (1.1)
dG(T, P, N
V= (8P)|T’N (1.2)
1 _OG(T,P,N
AT Ry =T 1nz(aP>|T,N. (1.3)

Uma transicao de fases descontinua apresenta coexisténcia de fases, hd um salto descontinuo
no parametro de ordem. Exemplos sao as transigoes liquido-vapor ou sélido-liquido. Ja

para uma transicdo continua nao ha descontinuidades de volume ou magnetizacao o
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parametro de ordem se anula continuamente. Exemplos sao uma transicao liquido-vapor
ou uma transicao da fase magnética para a fase paramagnética. Nas transicoes continuas
ocorre uma divergéncia nas segundas derivadas, como por exemplo, do calor especifico,

compressibilidade e magnetizacao

o0 f
1 0°G
O*F

1.3 Comportamento Critico

O comportamento singular na vizinhanga do ponto critico é caracterizado por um
conjunto de indices conhecidos como expoentes criticos. Esses expoentes descrevem a nao-
analiticidade de varias fun¢oes termodinamicas. Um fato extraordinario é que transi¢oes
tao diferentes quanto a liquido-gas e a ferromagnética discutidas anteriormente podem
ser descritas pelo mesmo conjunto de expoentes criticos e, por esta razao, dizemos que
elas pertencem a mesma classe de universalidade. Nesta secao definiremos os expoentes

criticos mais comumente encontrados.

1.3.1 Parametro de ordem

Por definicao, existe mais de uma fase de equilibrio sobre uma linha de coexisténcia.
O parametro de ordem é uma funcao termodinamica que é diferente em cada fase e,
portanto, pode ser usado para distinguir cada uma das possiveis fases de um material.
Para um magneto uniaxial, o pardmetro de ordem é a magnetizacao total M(H,T), ou
densidade de magnetizacao,
M(H,T)

m(H,T) = == (1.7)

Para campo magnético nulo, m anuld-se para um paramagneto e é nao-nula em

um ferromagneto, isto é,

0, se T >Tg,

1.8
[t]P, se T <Tg, (18)

m(T,H — 07) {

onde a temperatura reduzida é definida como t = (7' — T¢)/T¢. Assim o comportamento

singular do parametro de ordem ao longo da linha de coexisténcia ¢ caracterizado pelo
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expoente critico 3. Por outro lado, ao longo da isoterma critica seu comportamento singular

é descrito pelo expoente 9, definido por

m(T =T, H) oc HY?, (1.9)

Note que no caso da transigao liquido-gas distinguimos as duas fases ao longo da
linha de coexisténcia através da densidade, p. Isto permite definir a diferenca entre as
densidades como um parametro de ordem para esta transi¢do. Ou seja, p — pc se anula

quando a densidade da substancia atinge o valor critico pc.

1.3.2 Funcdes Respostas

Um sistema préximo a seu ponto critico ¢ altamente sensivel a pertubagoes externas.
Por exemplo, vimos que no ponto critico liquido-gas a compressibilidade isotérmica
kr = —(1/V)OV/OP|r diverge. Isto implica que uma leve variagdo na pressao pode causar
uma variagao colossal no volume da amostra, alterando de forma drastica a densidade da

substancia.

A compressibilidade mede de fato a susceptibilidade do sistema. De maneira geral,
a susceptibilidade de um sistema é a resposta do seu parametro de ordem a uma variacao
de seu campo conjugado. A divergéncia da susceptibilidade é governada por um outro
expoente critico, 7. Para um magneto, a grandeza andloga a compressibilidade isotérmica

¢é a susceptibilidade magnética a campo nulo

om
H=0+
Em principio, dois expoentes v e 7' sao necessarios para descrever as divergéncias
de cada um dos dois lados da transicao de fases. Porém, em muitos casos, a mesma

singularidade governa ambos os lados. Por isso fizemos 7' = v na ultima equacao.

Da mesma forma, a capacidade térmica representa como um sistema responde a
uma variacao de temperatura, e sua singularidade a campo nulo é descrita pelo expoente
a?

)

onde F é a energia interna. Aqui também consideramos que as divergéncias acima e abaixo

da transicao sao governadas pelo mesmo expoente, como é geralmente o caso.

1.3.3 Correlacdo de Longo Alcance

A funcao de correlacao é uma medida de como as flutuagoes locais em uma parte
do sistema afeta aquelas em uma outra parte do sistema. Tipicamente, tais influéncias se

estendem por uma distancia caracteristica &, conhecida como comprimento de correlagao.



Capitulo 1. Introdugdo 20

Ou seja, as flutuagoes nas proximidades do ponto ¥y de um sistema nao sao fortemente
afetadas por aquelas flutuagoes que ocorrem no exterior de uma esfera de raio centrada
em 7. Em muitos casos, a fungao de correlagdo G(|Z — Zy|) decai exponencialmente para

separagoes |Z — Zo| > &,

G| — Fol) o< exp(~ |7 — 5//€). (1.12)

Na criticalidade, as flutuagoes estao correlacionadas sobre todas as distancias
implicando na divergéncia do comprimento de correlagdo. O expoente critico v controla o

comportamento do comprimento de correlagao e é definido por

§(T,H =0) o |t|™. (1.13)

Em resumo, o comportamento singular das fungoes termodinamicas no entorno do
ponto critico, o ponto terminal da linha de coexisténcia, pode ser caracterizado por um
conjunto de expoentes criticos. Observagoes experimentais indicam que esses expoentes
sao universais, independentes da substancia e, de certa forma, independente da natureza
da transicao. Além disso, a divergéncia das funcoes respostas, bem como das flutuacoes,
indicam que as correlagoes tornam-se de longo alcance na vizinhanca deste ponto. Uma
descricao teodrica dos fendmenos criticos constitui-se em um desafio pois ndo ha como
aplicar uma espécie de “principio de superposicao”. Ou seja, dividir o sistema em partes
mais ou menos independentes e descrever o comportamento do todo como uma soma sobre

as contribuicoes de suas partes.

Porém, as flutuacgdes responsaveis pelas correlagbes envolvem muitas particulas e,
no proximo capitulo introduziremos um método, o Grupo de Renormalizacdo, que permite
substituir os graus de liberdade locais por uma espécie de média sobre os estados das
particulas dentro de determinada regiao do sistema. Isto equivale a olhar o sistema em uma
escala diferente. Assim, o grupo de renormalizagdo nos habilita a lidar com as flutuagoes

do sistema em diversas escalas de comprimento.
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Capitulo 2

Material e Métodos

2.1 O Modelo de Ising

Como vimos na introdugao, uma transicao de fases ocorre quando uma pequena
variacao em um parametro externo, como temperatura ou pressao, causa uma mudanca
qualitativa de larga escala no estado de um sistema. O modelo de Ising é um exemplo de
uma descri¢ao idealizada de um determinado sistema fisico. Este modelo foi inventado por
Lenz [5] com o propésito de explicar o ferromagnetismo, isto é, o aparecimento de uma
magnetizacao espontdnea em alguns materiais para temperaturas suficientemente baixas.
O modelo de Ising tem esse nome em homenagem a Ernst Ising, que na primeira metade
da década de 1920, desenvolveu sua tese de doutorado sob a orientacao de Lenz [6]. O
esforgo de Ernst Ising resultou no primeiro trabalho cientifico sobre o modelo de Ising, que
foi capaz de obter uma solucao analitica na versao unidimensional do modelo. O resultado
foi algo decepcionante, pois o modelo nao apresentou uma magnetizagdo esponténea [5].
Nao obstante, a ideia original do Lenz mostrou-se excepcionalmente rica e rende frutos

até hoje, quase cem anos depois.

De um ponto de vista mais geral, o propdsito do modelo de Ising é explicar como
interacoes de curto alcance entre os constituintes microscopicos de um material leva ao

aparecimento de um comportamento correlacionado de longo alcance entre tais particulas.

2.2 Redes de Spins Interagentes

Para definir o modelo de Ising iniciamos com uma rede, que consideraremos um
conjunto finito de pontos (sitios ou vértices) regularmente espagados embebidos no espago
de dimensao d = 1,2, 3, ..., D. Em uma dimensao, a rede é simplesmente uma cadeia de
pontos sobre uma linha, ver figura 2, que podemos enumerar de 1 a N. Em qualquer

dimensao, N denotard sempre o nimero de sitios da rede. Para a dimensaod = 2, a rede
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1. 2. 3. f'-l. r'. r'+1' I‘i.

Figura 2 — Rede unidimensional com N sitios espagados uniformemente. A interagao ocorre
entre os vizinhos mais proximos.

sera formada por quadrados justapostos como na figura 3.

Figura 3 — Rede em duas dimensoes com 16 sitios nos vértices de quadrados.

Em trés dimensoes, teremos uma rede cuja unidade geradora sao cubos, como
podemos ver da figura 4. Tal rede é denominada de rede ciibica simples. Para uma dimenséao
qualquer d > 3, nao é possivel fazer um desenho da rede. Porém, podemos defini-la pela

translagao de sua unidade bésica (célula unitdria) como nos exemplos anteriores [7].

Nas figuras das redes, cada seguimento entre os sitios ¢ chamado de uma ligagao.

Os sitios conectados por uma ligacao sao chamados de vizinhos mais préximos ou primeiros

\
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Figura 4 — Rede cubica com os sitios igualmente espagados nos vértices dos cubos.
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vizinhos. Para as redes aqui consideradas, se excluirmos os sitios nas “fronteiras”, cada

sitio de uma rede d-dimensional tem 2d primeiros vizinhos.

O fato do nimero de primeiros vizinhos de um sitio na fronteira ser diferente do
numero de vizinhos de um sitio no interior da rede, quebra a simetria de translacao da rede.
Uma forma de restaurar a simetria é a ado¢ao de uma condigao de contorno periddica, ou
seja, introduzimos ligagdes extras conectando os sitios nas fronteiras de lados opostos. Isto
corresponde a transformar a cadeia em um anel, conforme a figura 5, ou a rede quadrada

em um toro, conforme figura 6.

Figura 5 — Rede unidimensional em forma de anel. Devido as condigoes de contorno
periddicas, os sitios de fronteira (1 e 9) se interligam fechando um anel, a
distribuicao das ligagoes torna-se uniforme.

Vamos agora associar a cada sitio, i = 1,2,..., N, da rede, uma variavel o;. As
variaveis o;, por definicao, s6 podem assumir dois valores, o; = +1. Ou seja, cada sitio
da rede pode estar apenas em um de dois possiveis estados. Quando atribuimos valores
(01,09,03,...,0N) para cada um dos sitios da rede, dizemos que o sistema se encontra em

um particular microestado ou em uma dada configuragdo.

Para modelar o ferromagnetismo, basta pensar que os sitios da rede sdo ocupados
por atomos de um material magnético, como o ferro por exemplo. Cada atomo tem um
momento magnético que pode apontar na direcdo de um dado eixo fixo, ou na dire¢ao
contraria a este eixo. Se escolhermos o eixo orientado na dire¢ao z, por exemplo, o; designa

a componente z do momento magnético atdomico em unidades apropriadas.

O préximo passo para a definicao do modelo é estabelecer o hamiltoniano do sistema.

O hamiltoniano é a energia total do sistema e é uma fun¢do da configuracao em que este
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Figura 6 — Rede quadrada. Em (a) a rede completa. Em (b) os sitios de fronteiras sao
representados por circulos brancos. Em (c) devido as condigbes de contorno
periodicas, a rede é vista como um Toro.

se encontra. Além disso, o hamiltoniano governa a dinamica do sistema. Para o modelo
de Ising, assumimos que ha interagao apenas entre pares de atomos que sao primeiros

vizinhos. Podemos ainda considerar a presenca de um campo magnético externo atuando

sobre o material. Nestas circunstincias, a energia de cada configuragao o = (01, 09,...,0x)
¢é dada por
H=H(o)=-J> oi0;—H> o, (2.1)
(i.9) i

onde J > 0 é uma constante que fixa a escala de energia e H a intensidade do campo
magnético externo dirigido ao longo do eixo z. Na equacao 2.1, a segunda soma é sobre
todos os sitios da rede, enquanto a primeira é sobre todos os pares de primeiros vizinhos.
Fisicamente, J corresponde a energia de interagao entre um spin em um dado sitio e um
de seus primeiros vizinhos. Note ainda que H tem dimensao de energia, uma vez que as
variaveis o; sdo adimensionais. O ferromagnetismo esta associado a escolha de J > 0, pois
configuracoes com a maioria dos pares de primeiros vizinhos no mesmo estado, o; = 03,
tém energias mais baixas que configuragbes com os membros destes pares em estados
contrarios. O hamiltoniano 2.1 mais a rede, cujos sitios abrigam os dtomos, define o modelo

de Ising.
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2.3 Grupo de Renormalizacao

A técnica de Grupo de Renormalizagao, utilizada para o entendimento de transigoes
de fases, foi apresentada em 1971 por Kenneth Wilson [8], que recebeu o Prémio Nobel
de Fisica 1982 por esta contribuicdo. O método de Wilson é muito geral e tem ampla
aplicabilidade, pode ir muito além do campo de transi¢oes de fases [9]. O Método é
sistematico e funciona muito bem para calcular grandezas que caracterizam os sistemas
criticos, como expoentes criticos e equagoes de estado [10]. Essa abordagem foi aplicada em
muitos problemas envolvendo fendmenos criticos, incluindo as leis de escala entre expoentes
criticos e universalidade [8], como também tornou-se uma técnica largamente utilizada em
fisica da matéria condensada e foi posteriormente vista em muitas aplicagbes em outros
ramos da fisica, tais como sistemas dinamicos e caos, fractais, e sistemas desordenados.
Dentro desta area de investigacao, no entanto, a teoria pode ser vista como uma extensao
e implementagao de ideias fenomenoldgicas sugeridas por Leo Kadanoff na década de 1960
[11].

A teoria de Wilson divide-se em dois ramos, um na area da teoria de campos, que
realiza renormalizagoes no espago dos momentos, e o outro que trabalha com quantidades
que dependem da posi¢do no espaco de coordenadas usuais, chamando de espaco real [12],

também conhecido como Grupo de Renormalizacao de Migdal-Kadanoff (GRMK).

2.3.1 Grupo de Renormalizacdo no Espaco Real

Um sistema de spins na rede préximo ao ponto critico apresenta grande dificuldade
de tratamento devido a necessidade de se lidar com um nimero muito grande de graus de

liberdade fortemente correlacionados [9].

A ideia da técnica de grupo de renormalizagao é reduzir o nimero de graus de
liberdade do sistema e manter suas simetrias para preservar as suas propriedades criticas
[13].

Uma transformacao de grupo de renormalizagdo, aumenta algumas distancias
caracteristicas que descrevem o sistema, ou seja, ha mudanga no parametro de rede, mas
se o sistema for visto de forma ampliada, o pardmetro de rede observado serd outro com
um fator multiplicativo b. Na figura 7 observa-se uma rede de sitios em uma dimensao
d =1, ou seja, os sitios estdo sobre uma reta, o parametro de rede é a [14]. Reescalonando
a rede por um fator b, um novo parametro de rede é estabelecido e a distancia entre os

vizinhos mais proximos, torna-se
a' = ba, (2.2)

o fator de escala b define a reducao dos graus de liberdade da rede, para uma rede de

dimensao d, ele é definido como:

N
d __
b= (2.3)
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onde N é o nimero de sitios da rede original e N’ é o nimero de sitios da rede renormalizada.
Na figura 8, por exemplo, observa-se uma rede de sitios em duas dimensoes, d = 2,
originalmente com N = 16, sitios e ap6s a renormalizacao o nimero de sitios é reduzido

para N’ = 4, resultando em b = 2.

Figura 7 — Esquema de dizimagao em uma rede unidimensional. Os graus de liberdade
associados aos sitios originais (bolas), sdo substituidos por outros (cruzes). Os
sitios sao dizimados aos pares e o parametro de rede da rede resultante é 2a.
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Figura 8 — Esquema de dizimagao em uma rede bidimensional. Os sitios originais (bolas),
sdo substituidos por sitios renormalizados (cruzes), em um passo de renorma-
lizacao. Neste exemplo, b = 2 e d = 2. A rede original tem N = 16 sitios e a
renormalizada tem N’ = 4.

Uma transformagao de grupo de renormalizacao pode ser vista como a atuacao de
um operador de renormalizagdo R sobre o hamiltoniano do sistema[l4]. O operador R
representa o efeito da transformacao de renormalizacdo e o hamiltoniano renormalizado

‘H’ pode ser formalmente escrito como

H' = RH. (2.4)
O processo pode ser repetido iterativamente. Assim,
H' = RH' (2.5)

e, na n-ésima iteracao,

HOHD = RH™, (2.6)
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Observe que o operador R nao depende da iteracao n, ou seja, do estagio do processo de
transformagao do sistema [9]. O hamiltoniano original pode ser parametrizado por um
numero qualquer de constantes de acoplamentos K, Ks--- ou, como veremos logo mais
em um exemplo, o processo de renormalizacao induz novas interagoes entre os graus de
liberdade renormalizados. F conveniente considerar os parametros K;, Ky --- como sendo
as componentes de um vetor . Agora, a transformagio 2.6 implica em uma relagdo entre
os acoplamentos apos sucessivas aplica¢oes da transformacao do grupo de renormalizacao,
ou seja,

KD = R(K™). (2.7)

A transformacao 2.7 descreve como as interagoes entre os graus de liberdade se

modificam sob a agao do grupo de renormalizacdo. Se
D = ) = (2.8)

dizemos que o ponto fixo da transformacao foi alcangado e o hamiltoniano do sistema ira
corresponder a um ponto fixo K*. Nesse ponto o sistema é invariante sob transformacgao

de escala.

A energia livre do sistema por niimero N de sitios é

fn= —(kjj\ng)ln Z, (2.9)
onde kg é a constante de Boltzmann, T' a temperatura absoluta e Z a func¢ao de particao
canodnica,

Z =Y exp(H(0)). (2.10)

{o}

A soma em 2.10 corre sobre todas as possiveis configura¢oes o e no hamiltoniano, H(o),

jé esta incluido o fator —1/kgT.

Como dito anteriormente, uma transformacgao de renormalizacao reduz o nimero
de graus de liberdade de N para N/b¢, ver equacao 2.3 e a ilustracio da figura 8. Na
construcao de uma transformacgao de grupo de renormalizacao, impomos que a fungao de
particao seja invariante sob a acao da transformacgao. Assim, uma relacao entre a fungao
de particao para um sistema com o nimero N de sitios da rede original, e o nimero de

sitios N’ da rede renormalizada é

Zni(H') = Zn(H). (2.11)

2.3.2 Andlise de grupo de renormalizacao do modelo de Ising

A teoria de grupo de renormalizacao pode parecer muito abstrata, porém uma
aplicacao da técnica pode esclarecer e mostrar como se da a operacionaliza¢do da mesma.

Portanto, vamos ilustrar a técnica com o modelo de Ising unidimensional na auséncia de
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campo magnético externo. Ainda e que este modelo nao exiba transicao de fases, varios

aspectos da técnica de grupo de renormalizac¢ao podem ser enfatizados.

Na auséncia do campo magnético, H = 0, o hamiltoniano 2.1, torna-se

H=-J> o0 (2.12)
)

A funcao de particao do sistema é escrita

Z =) exp(—fH). (2.13)
{o}
A soma corre sobre todas as configuragoes o do sistema. Fazendo K = 3.J, com 3 = 1/kgT,

e explicitando a soma na equacao 2.12, a fun¢do de parti¢ao torna-se

7 — Z eK("'+0'1U2+020'3+0'30'4+0'40'5+"'+0'i—10'i+0'i0'i+1+"'). (2'14)
{o}

Observe a primeira linha da figura 9.

A primeira ideia na técnica de grupo de renormalizagdo é remover do problema uma
fracao finita de graus de liberdade [15]. Por exemplo, somando sobre um subconjunto dos
graus de liberdade. Os termos da soma no argumento da exponencial em 2.14 podem ser
rearranjados de forma que os sitios pares aparegam uma unica vez em algum dos fatores.

De forma que a exponencial pode ser fatoradas na seguinte forma

Z = {Z;exp [Koy(oy + 03)] exp [Koy(o3 + 05)] - - . (2.15)

Agora, somando sobre os indices pares, temos

Z = {exp[K(0oy+03)] +exp[—K (o1 + 03)]}

01,03,

x{exp [K (o3 + 035)] + exp [-K (03 + 05)]} -+ - . (2.16)

A segunda ideia importante na técnica é organizar o resultado da soma parcial
da func¢ao de particao de forma que este tenha a mesma estrutura da funcao de particao
original [15]. Porém, a nova func¢ao de particao corresponder hd um modelo de Ising
com N/2 sitios e, possivelmente, uma constante de acoplamento diferente K’. Se este
procedimento é factivel, é possivel repetir o processo indefinidamente. A cada iteragao, o
numero de graus de liberdade do sistema ¢ reduzido a metade. Essencialmente, obteriamos
uma relacao de recorréncia que permite calcular Zy a partir de uma outro sistema com

uma outra constante de acoplamento.

Vamos, portanto, tentar construir a relacdo de recorréncia acima referida. Para tal,

vamos procurar uma nova constante de acoplamento K’ tal que

K(oitoit2) + e~ K(oitoita) f'(K>eK'(U¢Ui+2), (2.17)
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Figura 9 — Rede unidimensional de sitios. Os sitios da rede original, e seus respectivos
rétulos, sao mostrados na linha superior. Na linha intermediaria, a rede re-
sultante da soma parcial sobre os sitios pares. A distancia entre os vizinhos
¢ o dobro da distancia entre os vizinhos da rede original. Esta rede pode ser
rotulada da mesma maneira que a rede original foi rotulada, como pode ser
visto na terceira linha. A terceira linha é idéntica a primeira. Apenas a escala,
distancia entre os sitios vizinhos, foi alterada. O processo pode ser iterado
somando sobre os sitios pares da nova rede “renormalizada”.

para todos o; = £1. O fator f(K) foi introduzido para garantir que o sistema de equagoes
acima tenha solugao unica. Sendo possivel encontrar uma solucado, entao a funcao de

particdo do sistema renormalizado torna-se

Z= > [(K)exp(K'oi03)f(K)exp(K'o305)- -+, (2.18)

01,03,05...

a qual pode ser reescrita como

Z=[fK)N2 Y Fnostamraore), (2.19)

01,03,05,...

compare com a equacao 2.14 e figura 9. Assim, podemos escrever
Z(K,N) = [f(K)N*Z(K',N/2), (2.20)

essa € a relacao de recorréncia desejada. Esta transformacao é chamada de Transformacao
de Kadanoff. Para determinar K’ e f(K) da equagao 2.17 basta resolver um sistema de

equagoes com os valores possiveis de o; € 0;49.

Com o; = 0;,9 = £1, resulta
K oK = f(K)el (2.21)
a outra possibilidade é 0; = —0;9 = %1,

2= f(K)e ™ (2.22)
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fK) = 2ef (2.23)

assim, ha duas equagoes para duas incognitas. A solucao consiste em

K' = (1/2) Incosh(2K), (2.24)

f(K) = 2y/cosh(2K). (2.25)

De posse das duas equagoes, a relacao de recorréncia esta completa. A menos de um fator

—kpgT, a energia livre do sistema ¢ dada por
Ng(K)=1InZy. (2.26)

Como Ng(K) é uma energia livre, visto que energias livres sdo extensivas, g(K) deve ser
intensiva, ou seja, nao dependa do tamanho do sistema. A partir da relacao recursao para

as fungoes de particoes em diferentes tamanhos,
InZ(K,N)=(N/2)In f(K)+1InZ(K',N/2), (2.27)

temos que
g9(K) = (1/2)In f(K) + (1/2)g(K") (2.28)

g(K') = 29(K) — In {2\/cosh(2K)} . (2.29)

As equagoes 2.24, 2.25 e 2.29 sao chamadas de equagdes de grupo de renormalizacao.

ou ainda

Se a funcao de particao é conhecida para um valor de K’, pode-se gerar a energia livre
para outros valores dessa recursao ou “renormalizacao” Com a renormalizacao obtida a
partir das equacoes 2.24 e 2.29 a nova constante de acoplamento, K’, calculada a partir

da equagao 2.25 é sempre menor que K.

As inversas das equagoes 2.24 e 2.29 formam um conjunto alternativos de equagdes,

sao elas |
K=—"+°+—/+ 2.30
2 cosh(e?K")’ (2:30)
¢ 1 1 K’
g(K) = ig(K’) +3 In2 -+ - (2.31)

Comegando as iteragdes com a equagao 2.30, a cada iteragao o valor de K aumenta
e tende ao infinito. Por outro lado a utilizacdo de forma iterativa das equagdes 2.24 e 2.25,
reduz sucessivamente o valor de K’ até zero. Quando K = 0 ou infinito, dizemos que os

pontos fixos da transformagcao foram atingidos [15].
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Tabela 2.1 — Observa-se que na medida que os valores de K aumentam, g(K) ~ K, e
continua se aproximando até a iteragdo ¢ = 23. A partir da iteragao i = 24,
verifica-se que g(K) = K. A temperatura vai a zero ap6s 1028 iteragoes.

i K g(K) Exato
1 0,01 In 2 0,693197
2 0,100334 0,698147 0,698172
3 0,327447 0,745814 0,745827
4 0,636247 0,883204 0,883210
5 0.972710 1,106299 1,106302
6 1,316710 1,386078 1,386080
7 1,662637 1,697968 1,697968
8 2,009049 2,026876 2,026877
9 2,355582 2,364536 2,364537
10 2,702146 2,706633 2,706634
11 3,048717 3,050963 3,050963
22 6,861026 6,861027 6,864027
23 7,207599 7,207600 7,207600
24 7,554173 7,554173 7,554173
25 7,900746 7,900746 7,900746
1026 | 354,820910 | 354,820910 | 354,820910
1027 | 355,167484 | 355,167484 | 355,167484
1028 00 355,514057 00
1029 00 00 o0

A Tabela 2.1 mostra os valores de K e g(K) a cada iteragao i, os valores sao obtidos
aplicando as equagoes 2.30 e 2.31, comecando com um pequeno valor da constante de

acoplamento, K’ = 0,01, as interacoes entre os spins podem ser desprezadas e
Z(K',N) = Z(0,01,N) ~ Z(0,N) = 2V,

Portanto
g(K’ =0,01) =1n2. (2.32)

Com o valor de K’ substituido na equagao 2.30 encontra-se K. Com os valores de
K’ e a estimativa de g(K’) encontra-se o valor de g(K) na equagao 2.31. O novo valor
para K’ é gerado a partir da equacao 2.24 e a proxima iteragao é calculada. Depois de

varias iteracoes o ponto fixo da transformagcao é atingindo, nesse caso o infinito.

Vamos agora analisar um sistema que exibe uma transicao de fases. Consideremos,
pois, o modelo de Ising em uma rede quadrada sem campo magnético externo. Um pedaco
da rede é mostrado na figura 10, na qual rotulamos alguns dos sitios. Note que esta rede

pode ser vista como a composi¢ao de duas sub-redes, de tal forma que cada sitio de uma
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das sub-redes s6 tenha primeiros vizinhos que pertencem a outra e vice-versa. Por exemplo,
o sitio rotulado por 5 na figura 10 pertence a uma sub-rede, enquanto que seus vizinhos,
de rétulos 1, 2,3 e 4 pertencem a outra sub-rede. O sitio de rétulo 6 pertence a mesma
sub-rede que o 5. Esta situacdo é andloga ao caso unidimensional, onde cada sitio par
tem vizinhos impares e vice-versa. Dessa forma, é possivel escolher um subconjunto de
sitios da rede quadrada e realizar uma soma parcial da funcao parcial do sistema, de
maneira completamente andloga ao caso unidimensional, e reduzir o nimero de graus de
liberdade do sistema a metade. Como ilustrado na figura 10, apds somar sobre os graus de
liberdade de uma das sub-redes, a rede resultante é uma rede quadrada rotacionada de
45° e parametro de rede /2 vezes o da rede original. A rede “renormalizada” é vista &

esquerda da figura 10.

e @ ® ® Somando sobre ] O N
.
metade dos sitios o "
Y 3 4 T 4
= - e separando em blocos. oL .
® ] 9 ® P N ® "
* ** * ** —- * ** "“\ ,.” * **
7 & 3 7 ‘,,‘ 3 ,“’
e ‘e ‘@ o ° Ce,
\‘J“
3 g
L] @ ® L] @ L]

Figura 10 — Dizimacao da metade dos sitios em uma rede quadrada. Os sitios remanescentes
na rede dizimada formam também uma rede quadrada (rotacionada de 45°).
Observe o bloco de sitios destacado pelo quadrado tracejado.

Seja A a sub-rede que contém os sitios 5 e 6, conforme a figura 10, e B a sub-rede

contendo os demais sitios. A funcao de particao pode ser escrita como

7 — Z ¢ [Kos(o1tortosto4)|+[Kos(oz+os+ortos)]- (2.33)
{o}
Executando as somas sobre os spins da sub-rede A, obtemos
7 = Z --{exp[K (o1 + 09+ 03+ 04)] + exp |[—K(01 + 09 + 03 + 04)] }
{oeB}

x{exp [K (o9 4+ 07+ 08 + 03)] + exp [—K (09 + 07 + 08 + 03)]} - - -. (2.34)

Analogamente ao caso unidimensional, deseja-se agora encontrar uma transformagao
de Kadanoff, que transforma a funcao de particao do sistema com N spins em uma fungao

de particdo de um sistema com N/2 spins. Um procedimento similar ao anterior, sugere
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que tentemos escrever o hamiltoniano renormalizado com interagoes apenas entre primeiros
vizinhos. Isto corresponderia a escrever o primeiro termo entre chaves da equagao 2.34 da
forma
!/
exp|K' (0109 + 0104 + 0903 + 0304)]. (2.35)

A proxima etapa seria determinar uma expressao para o acoplamento K’ exigindo que a
expressao acima seja igual ao correspondente termo da equacao 2.34 para todos os possiveis
valores das variaveis de spins do bloco considerado. As quatro possibilidades de arrumacao

dos valores das variaveis sao

0’1:0'2:0'3:0'4::&1,

0’1:0'2:03:—0'4::{:1’
0'1:(72:—0'3:—0'4::|:1
e
0'1:—02:0'3:—04::i:1.

Note porém que a soma, o1 + 09 4+ 03 + 04 na equacao 2.34, pode assumir um dos cinco
possiveis valores {—4, —2,0,2,4}. Enquanto que, a soma dos produtos na equagao 2.35 s6
pode assumir trés valores distintos, a saber, {—4,0,4}. Assim sendo, ndo é possivel obter
um sistema de equagoes consistente que forneca um mapa que leva K em K’, mesmo com a
introdugdo de uma fungdo de K como foi feito no caso unidimensional. Uma possibilidade
¢é introduzir novos termos de acoplamentos entre os spins do bloco. Por exemplo, introduzir

no hamiltoniano renormalizado um termo
Ky(o103 4 0904)
de interacao de segundos vizinhos e um outro termo de interagao de quatro spins,
K. 301020304.

Mais detalhes pode ser visto na referéncia [15].

Para nossos objetivos, é suficiente observar que esta proliferacao de novos aco-
plamentos é regra geral na aplicacao da técnica de grupo de renormalizacao a sistemas
nao triviais. Além disso, nao existe um método sistemdatico para escrever uma relacao
de recorréncia entre as fungoes de particao do sistema com N spins e aquela com N/2
spins. Finalmente, ap6s algumas consideragoes (ver [16]), a relacdo de recorréncia entre o

acoplamento original e o renormalizado é
3
K' = 3 In cosh (4K). (2.36)

Nao obstante as varias aproximacoes envolvidas na obtencao do mapeamento 2.36, este

apresenta um ponto fixo nao-trivial que indica a ocorréncia de uma transi¢ao de fases.
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Fazendo K' = K = K. em 2.36, obtemos K. = 0,50698. Este valor é surpreendentemente
proximo do valor exato K. = 0, 44069.

A aplicacao da técnica de grupo de renormalizacdo para o caso unidimensional,
mostra que o grupo de renormalizacao tem uma solugao elegante e bem proxima da
solucao exata. Este trabalho de dissertacao apresenta uma técnica de resolugao por rede
de tensores que obtém resultados equivalentes aos obtidos pela técnica de grupo de
renormalizacao. Mas para a abordagem por rede de tensores, hé a necessidade de fatorar
matrizes, manipular tensores e seus respectivos indices. Veremos que a ligagao entre os
tensores ocorre quando os indices comuns de tensores vizinhos sao contraidos. Na parte
que envolve a fatoracao de matrizes, dentre varias técnicas, a utilizada para trabalhar
com rede de tensores é a decomposicao de valores singulares também rotulada como SV D,
Singular Value Decomposition, bem como uma generalizacao de alta ordem, que é utilizada

em problemas de renormalizacao de estados de uma rede de tensores.

2.4  Grupo de renormalizacao na representacao de rede de tensores

Neste capitulo, uma representagao tensorial de um sistema de spins interagentes,
definido numa rede, sera apresentada. Para a conveniéncia do leitor faremos um breve

resumo das propriedades de tensores e de algumas operagoes com estes objetos.

2.4.1 Tensores

Tensores sao entidades matematicas empregadas para descrever propriedades ou
atributos de objetos com varias componentes. Sao muito usados em fisica e engenharias,
por exemplo. Eles sdo uma generalizagdo de escalares e vetores [17]. O que caracteriza
se a grandeza é escalar, vetorial ou tensorial é como ela se transforma sob uma rotagao,
esse comportamento é caracterizado pelo o que é denominado de “ordem” do tensor. Para
grandezas escalares, por exemplo, o tensor é dito de ordem zero, pois grandezas escalares
sao invariantes por rotagao, como por exemplo massa e distdncia. A ordem (ou classificacao)
de um tensor é definida pelo niimero de indices necessarios para descrevé-lo, no caso dos
escalares, que sao numeros individuais, o tensor possui ordem zero. Dada uma base de
referéncia, um tensor pode ser representado como um arranjo multidimensional de valores
numéricos ou fungoes e sua ordem sera a dimensionalidade do arranjo necessario para
representa-lo, ou equivalentemente, o nimero de indices necesséarios para identificar um
dos componentes desse arranjo. Vale ressaltar que nao é qualquer tipo de arranjo numérico

que corresponde a um tensor. As componentes de um tensor satisfazem certas propriedades
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sob uma transformacao do sistema de coordenadas. Por exemplo, o arranjo quadrado

All A12 A13
A21 A22 A23 (237>
A31 A32 A33

s6 formard um tensor se suas componentes A;;, expressas no sistema de coordenadas
(21, T2, x3), se trasnformarem de acordo com[18§]

o oz} ox'.

)
Y 2 o o A, (2.38)

para o sistema de coordenadas (x, 75, xg)

Nem todo tensor obedece uma transformacao da forma 2.38. Nesses casos, destin-

guimos o tipo do tensor pela localizagdo de seus indices. Por exemplo,

o x/z o x/l

Z o 89;3 (2.39)

¢ um tensor misto. Ele é contravariante em relagao ao indicei (superior) e covariante em
relagao ao indice j (inferior). Esta distingao s6 é relevante em sistemas de coordenadas

nao cartesianos e serd ignorada daqui por diante.

Um tensor de segunda ordem possui 9 componentes, 7111, ..., T33, de tal forma que

sob uma rotacao se transforma com 7" — 7" com
T = %: zl: A AjTy. (2.40)
A transformacao acima pode ser escrita como
= ATA™ (2.41)

Tais transformagoes sao denominadas transformacoes de semelhancga. Em relagdo a simetria
temos tensores simétricos ou anti-simétricos, dependendo da relacao entre os indices, por
exemplo se

T}k = T (2.42)

Ilm

para todas as combinacoes possiveis entre ¢ e k, o tensor é dito simétrico, pois apresenta

simetria em tais indices. J& no caso de
Tjik — (2.43)

ou a troca de indices resultar em um tensor nulo, para todas as combinagoes possiveis

entre ¢ e k, o tensor é dito anti-simétrico, pois apresenta anti-simetria em tais indices

Com tensores podemos realizar algumas operagoes [17]. Tensores de mesma ordem

e tipo podem ser somados ou subtraidos, resultando em um outro tensor de mesma ordem
e tipo

Sk = AL + B (2.44)
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k _ Ak k

E também possivel formar um tensor a partir do produto de dois outros. Vérios
produtos entre tensores podem ser definidos. O produto externo ou produto direto entre

dois tensores é determinadado da forma

Tijk = UijW, (2.46)

T = UIW* (2.47)
(S

T = U wh. (2.48)

Para um tensor misto, os indices podem sofrer contragao igualando dois desses
indices, a soma ocorre sobre eles, ou seja,

T! =T (2.49)

J 1y

contraindo novamente, o tensor de ordem zero é obtido,
T=T =T (2.50)

Apos as contragoes, temos como resultado tensores diferentes do tensor original, embora
ainda sendo representados pela letra T'. A distingao entre eles é dada pelos seus respectivos

indices, o tensor do tipoT} é diferente do tensor do tipo TZ’;Z

2.4.2 Representacao diagramatica de tensores

Como veremos na subse¢ao 2.4.4 a funcao de particdo de um modelo de spins numa
rede qualquer pode ser escrita como um produto tensorial entre tensores associados aos
graus de liberdade dos spins. O produto envolve a soma de produtos de elementos de
tensores. De forma que uma soma é efetuada sobre todos os valores dos indices comuns
entre os tensores. Somar sobre um dado indice é chamado de contracao do indice. Um
indice comum a dois tensores pode ser interpretado como uma ligacao entre eles. Assim, os
tensores podem ser vistos como os nos ou vértices de um grafo e os indices suas arestas. Tal
grafo é o que ndés chamaremos de uma rede de tensores. A soma sobre todos os possiveis

indices de uma dada rede de tensores é denominada contracao da rede de tensores.

Uma forma conveniente de se lidar com tensores e redes de tensores é empregar
uma notacao diagramatica para representar as equagoes [19]. Na figura 11 apresentamos os
diagramas que representam um escalar, um vetor, uma matriz e um tensor de terceira ordem.

Nestes diagramas tensores sdo representados por formas geométricas (bolas, tridngulos,
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quadrados, . ..) e indices sao representados por linhas que saem dessas formas as quais
denominamos pernas. Logo, uma rede de tensores é um conjunto de formas geométricas

interconectadas por linhas resultantes da conexao das pernas associadas ao indice comum

a dois tensores.

7

/ ~Escalar —» . Objeto com zero pernas.

Va
Vq Vetor ——» @ ——  Objeto com uma pema.

A i
Aij Matriz —» .i Objeto com duas pernas.

J

L

Tijk Tensor —» Ti Objeto com trés ou mais pernas.
: k
i

Figura 11 — Representacao diagramatica de um escalar, um vetor, uma matriz e um tensor
com trés indices. Observe que o niimero de pernas no diagrama esta associado
ao nimero de indices (ordem) do tensor.

A contracdo de um particular indice em uma rede de tensores pode levar ao
agrupamento de dois ou mais indices, ver o exemplo da figura 12. Note o agrupamento
dos indices 7 e k dando origem ao indice composto «. Da mesma forma, os indices j e [

combinam-se em [3.

Como um exemplo vamos representar um produto matricial nesta notacao diagra-
matica. Lembre-se que cada elemento da matriz produto envolve a soma sobre um indice
comum as duas matrizes a serem multiplicadas, ou seja, a uma contracao de indice. A
figura 13 mostra o produto de duas matrizes A e B, que resulta na matriz C, tanto em

forma de equagao quanto a correspondente representacao diagramatica.
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n
. T :
i ] 1
. TJJ
Contraindo m a=(i, k) . B=G, D
m —-
k 1
o p
p

Figura 12 — A contracao do indice m do diagrama da esquerda leva ao agrupamento dos
indices 7 e k bem como j e [. A direita, a representacao diagramatica da
contracao.

De maneira geral, o agrupamento de dois indices, como na figura 14, produz um
outro indice que assume valores no conjunto formado pelo produto direto dos conjuntos nos
quais os indices originais assumem valores. A notagao 5 = (j, k) indica qualquer relacao

biunivoca que associa o par ordenado de indices originais (j, k) ao resultante (.

248 ik =Cik

Lk Contracio

Figura 13 — Representacao diagramatica do produto usual de duas matrizes. Os elementos
das matrizes sao denotados por A, ; e B;, os indices ¢ e k sdo livres enquanto
o indice j é contraido.
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1 [ j} Agrupando ; TI B=(,k)
1{:

Figura 14 — Representacao diagramatica de uma operacao de agrupamento de dois indices.
Um tensor de terceira ordem, T}, tem as pernas j e k agrupadas. A perna
resultante do agrupamento é representada de forma mais espessa e é rotulada
pelo indice combinado 8 = (j, k).

Figura 15 — Produto entre dois tensores em uma rede unidimensional. Na primeira fileira
os tensores sao representados individualmente, cada perna indica um indice
do tensor. Na segunda fileira observa-se que a cada par de tensores dentro
do retangulo tracejado as pernas sao ligadas, formando um indice comum.
O tensor M é o resultado da contragdo do indice comum entre dois tensores
dentro do retangulo tracejado.

A figura 15 mostra o produto entre tensores em uma rede unidimensional. O
produto de dois tensores é a contragao das pernas comuns, ou seja, se ha dois tensores

com um indice comum, sera feita uma soma de produtos sobre tal indice,

Y TyTy =Ty (2.51)
i

Pernas livres correspondem a indices que nao serao contraidos, ver figura 16. Decorre dai
que a contracao de uma rede de tensores pode resultar em um outro tensor quando restar

pernas livres ou um escalar, caso contrario.
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Contracio
>

Figura 16 — Diagrama de uma rede de tensores com varias ligacoes entre os tensores e
quatro indices livres. Todos os indices comuns entre os tensores sao contraidos,
os indices livres sao pernas que nao serao contraidas. O resultado da operacao
¢ um tensor de quarta ordem de indices i, j, k e m.

2.4.3 Decomposicdo em Valores Singulares

A decomposic¢ao em valores singulares - Singular Value Decomposition - SV D,
é um tipo de fatoragdo de uma matriz [20]. A SV D de uma matriz qualquer M,, ., é
uma fatoracdo na forma M = UXVT onde ¥ é uma matriz retangular diagonal real e

nao-negativa, U e V sdo unitdrias e V1 é a matriz hermitiana conjugada a matriz V.

Os valores singulares sao iguais a raiz quadrada dos autovalores i, Ao, -+, A, da

matriz simétrica M7 M, ou seja

S WY R

sao os valores singulares de M.

Explicitamente, a SV D permite escrever

o 0 -+ 0
0 o0 -+ 0 ;
men = Um><m . . . . Vn><rw (252)
0O 0 - o,
0s numeros oy, 09, - -+ , 0, sa0 os valores singulares de M organizados na ordem do maior

para o menor valor [21].

Na decomposicio em valores singulares as matrizes U, ¥ e VT satisfazem as seguintes

condigoes:

1. V= [ v, vy --- v, | diagonaliza ortogonalmente MT M.
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2. Os elementos da diagonal de > sdao o1 = /A1, 02 =+vVXo, -+ 0, =\, , sendo
A1, Aa, -+, A\, 0s autovalores de MT M associados aos vetores coluna de V' e ordena-

dos de tal modo que \y > Ay > --- >\, > 0.

3. u; = Mv;/o;, comi=1,2,--- n.

Um exemplo de uma SV D serd mostrado agora. Para o exemplo uma matriz M
quadrada e simétrica foi escolhida de forma proposital, pois servirda como base para a se¢ao

que trata da representacao de um modelo de spin por uma rede de tensores. Seja, entao,

BJ  —BJ
e e
M = , 2.53
( e Bl b ) (2.53)
com 3 e J nimeros reais, por enquanto, arbitrarios. Os autovalores de M7 M, sdo solucoes
de det(MTM — \I) = 0, com

uma matriz M dada por

(2.54)

MM — e2B 4 =287 2
N 2 e2P 4 e=BJ

Denotando por A\; e Ay 0 maior e o menor autovalor, temos que os valores singulares de M

o1 = /M = /2[cosh(23.]) — 1] = 2cosh(8.) (2.55)
02 = /Ao = /2[cosh(26.]) + 1] = 2sinh(3.]). (2.56)

Os valores singulares compoe a diagonal da matriz X, portanto

5 ( 2cosh(5J) | 0 ) _ (2.57)
0 2sinh(5J)

Sejam v, e vy os autovetores de M7 M associados & o e oy, respectivamente. Temos

w=(1) 259

Vg = \}5 ( _11 ) (2.59)

portanto,

resultando em,

1 1 1
V=— . 2.60
sl (260)
Os autovetores da matriz U sao dados por
1
u; = —Mu;. (2.61)

a;
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De maneira que a matriz U é

1 (1 1
U:\/E(1 _1)_ (2.62)

Verifica-se que U = V', como era esperado, ja que M é simétrica.

Ha também a alta ordem da SV D é o que chamamos de HOSV D - Higher-Order
Singular Value Decomposition, que é na verdade uma generalizacao da decomposicao de
uma matriz em valores singulares. O que difere a SV D da HOSV D é que a HOSV D
¢é utilizada na decomposicao de tensores, enquanto a SV D é utilizada na decomposicao
de matrizes. Na secao 2.4.2 foi apresentada a representacao diagramatica dos tensores.
No trablho aqui desenvolvido os tensores serao contraido de quatro em quatro, ou seja a
cada quatro sitios teremos uma contracao formanado apenas um portanto para uma rede
com N sitios, a cada contracao ela serd reduzida em N/4. As contragdes ocorrem tanto na
horizontal como na vertical e podemos o tensor como

T:EZ’)yy’ = Z Txliylmnmﬁy2ka$§jyé x2kmy] - (2.63)
ik,j,m
com o novo tensor, que foi resultado da contracao, podemos aplicar a HOSV D, de forma
que o tensor fique na forma [22]

MDY = SumULUEUYUD. (2.64)

zz'yy’ xi - x!

Os U's que aparecem na equacao 2.64 sao matrizes unitarias e S é o tensor nicleo de M ™.
Como as contracao ocorrem nas duas direcoes, teremos ligagoes duplas na vertical e na

horizontal conforme a figura 17.

Para trabalhar com a equagao 2.64, algumas propriedades devem ser observadas

para qualquer indice j:

1. Ortogonalidade

2. Pseudodiagonal
1S 50,53 218 550 g < (2.66)

onde < S:,j5,:,4|S :, 7', :> é o produto interno de dois tensores e [S:j,:,:| é a norma [22].

Para determinar o tensor 7'*1

apo6s uma contracao, basta determinar as quatro
matrizes unitérias da equagao 2.64. Para isso devemos transformar o tensor M., em
uma matriz, para tal transformagdao um indice serd considerado fixo para formar o indice
da coluna e os outros trés indice serao fixados para formar o indice da coluna. Como
exemplo

Mgy = M,

Loy
'Yy’

(2.67)
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Figura 17 — Em (a) é representado a contra¢ao de uma rede quadrada de tensores ao longo
dos eixos z e y. Em (b) temos os passos da contragdo e a renormalizacao de
quatro estados.

onde o primeiro indice ,z, é considerado o indice das linhas e os indices x’'yy’ juntos, serao

o indice da coluna da matriz.

Para determinar a matriz U, por exemplo, simétrica, a SV D seria
M'M'T = ULSH(UR)T, (2.68)
onde a matriz diagonal, 3, representa os autovalores de MM, e também é verdade que

1Ss, 5,5, 2 =X (2.69)
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2.4.4 Representacao por Rede de Tensores

O hamiltoniano 2.1, sem campo magnético, é escrito da seguinte forma
H=-J> o0 (2.70)
(6,3)
A funcao de particao deste sistema é
Z = Z e PH.
{o}

ou seja

2= Y exp{6 Y o} = 30 I 9o,

{o} (.3 {o} (@.9)

que pode ser escrita como

Z =Y T Wl(os o), (2.71)

{o} (@.4)

onde
W (oy,0,) = elP7oii] (2.72)

define uma matriz cujos indices de linha e coluna sao o; e o;, respectivamente. Como os

valores de o; e 0; sao £1, a seguinte convencao,

W(1,1) — Why;
W(l,—1) — Wiy
W(=1,1) — Woy;

W(—1,-1) — Wy,

permite escrever os elementos da matriz W na forma

w= (W W) (2.73)
Lvél I@32

A partir da equagao 2.72, substituindo os valores de o; e 0}, a matriz W para o modelo de

GBJ B_BJ
-2 oo

A matriz W é real e simétrica. Isto decorre da simetria do hamiltoniano 2.70 e

Ising é

fica evidente a partir da equacao 2.72. Matrizes simétricas possuem autovalores reais e
como veremos mais abaixo seus autovalores sao positivos. Assim a matriz W é simétrica e

positiva definida. Agora decompomos W em valores singulares conforme a sec¢ao 2.4.3,

W(oi,0;) =>_ Ul(oi, )5,V (0, 1), (2.75)
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e definindo
Qa(0,1) = U(o, )%, (2.76)

Qoo 1) = V(e, )52, (2.77)

expressamos a matriz W da seguinte forma
W= Q.Qr. (2.78)

Agrupando todos os elementos das matrizes Q)'s que se conectam ao sitio ¢ um

tensor local pode ser definido somando-se sobre os estados o; [23],
oy = 3 Qo 0)Q(00, ) Q(03,2) - - (2.79)

a ordem do tensor é igual ao nimero de ligagoes de cada sitio da rede. Ou seja, depende
da rede como mostrado na figura 18. A dimensao dos indices dos tensores é igual niimero
de estados do sitio. Logo, para um modelo de Ising, é igual a dois. A representacao da

funcao de partigdo por uma rede de tensores é

Z = TTHTfEi:yi,Zi,»w (280)

onde o trago indica a contragao de todos os indices (pernas) que conectam um sitio a

outro.

Na figura 18, observa-se duas redes, em (a) uma rede “favo de mel” e em (b) uma
rede quadrada. Os respectivos tensores das redes “favo de mel” e quadrada sao escritos da

seguinte forma

Toye = 2 Q(041,2)Q(03,y) Q03 2) (2.81)
T:Jc:]c’yy’ = Z Q(Uiv SL’)Q(O'Z', xl)Q(U% y)Q<UH y/> (282)

Conforme o exemplo da SV D na secao 2.4.3, para a matriz W positiva e simétrica,
da equacgao 2.74, as matrizes unitarias U e V' sdo iguais, portanto as equagoes 2.76 e 2.77

sdo iguais, ou seja, Q, = Q, = Q. Os valores singulares de WIW, o, e 09, formarao a

5 — ( 2cosh (BJ) | 0 ) (2.83)
0 2sinh (5J)

com os elementos da matriz ) sendo determinados por

Qll - [Jvll)\i/2
QlQ = UlZ)\;/2
Qu = Un)
QQQ - UQQ)\%/2

matriz diagonal

(2.84)
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Figura 18 — Em (a) uma rede “favo de mel” onde o tensor 7" é de terceira ordem, 75,,.. Em
(b) é representada uma rede quadrada onde o tensor T' é de quarta ordem,

wa’yy’ .

como
oy L1
V2l -

0= ( \/cosh (BJ) \/sinh (BJ) ) ' (2.85)

\/cosh (5J) —,/sinh (8.J)

2.5 Modelo de Ising por rede de tensores

temos a matriz

O modelo de Ising em uma dimensao pode ser resolvido por rede de tensores. Para
isso o ponto de partida serd o hamiltoniano 2.1 e uma rede unidimensional com N sitios

com um parametro de rede a conforme foi mostrado na figura 7.

Com o hamiltoniano 2.1, os elementos da matriz W podem ser determinados da

seguinte forma [23],
H
W(o;,0;) = exp [ﬁjaiaj + 62(01» + Uj)} : (2.86)

Conforme a convenc¢ao da equacao 2.73, escrever a matriz W na presenca do campo externo

eﬁJJrBH 675‘]
W = : (2.87)

resulta em

As rafzes quadradas dos autovalores de WTW sdo os valores singulares o; de W. Com

ePH 4 o—BH e2BJ-28H 4 287 (2-88>

. ( e2BI+2BH | 28] efH | o—BH )
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os autovalores sao,

Ao = ¥ cosh(BH) + e \/sinh?(BH) 4 =407 (2.89)

O calculo da matriz U e da matriz () se encontra no apéndice A. Os elementos de matrizes

sao expressoes enormes e pouco elucidativas. Para facilitar o desenvolvimento, a matriz @)

= (Z _bb) , (2.90)

Como a matriz W da equagao 2.87 é simétrica, e com as equacgoes 2.75 e 2.79, os tensores

sera escrita como

para uma dimensao sao

T;é:c’ = Z QaianizH (291)

e com a convencao anteriormente adotada

Tzz;z’ = Qlelaz’ + QQZI}QQZ‘/' (292)

O valor de cada elemento de tensor é calculado fazendo os indices x e 2’ assumirem os seus

dois valores possiveis. Como exemplo, segue o calculo dos elementos Ty, T2, Toy € Tho

Elemento 17;:

T = QuQu+ Q21Qx
T11 = Cl2 + CL2 (293)
T11 = 2@2

Elemento Tis:

Tiys = Quki2+ Q21Q2

T, = ab—ab (2.94)
T, = 0
Elemento T5;:
Tn = QL2QLL+Q2.2)QE2 1)
Ty = (+b)a+ (=b)a (2.95)
T,y = 0

Elemento T5s:
T = Q(1,2)Q(1,2) + Q(2,2)Q(2,2)

Tos = bb+ (=b)(-b) (2.96)
Ty = 2b?

2a> 0
T — ( ’ 252> . (2.97)

A cada renormalizacao um tensor M, resultante da contracao dos indices comuns

Temos a matriz T,

entre dois tensores, é gerado, que também é diagonal e igual a M = T?. Em uma
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representacao matricial a forma do tensor M é

T2 0
M= " : (2.98)
0 T3

a funcao de particdo na representagao de uma rede tensorial conforme a equagao 2.80

N .
Z=Tr[[TY, (2.99)
i=1
onde para o produto de N tensores,
Z =3 (T,)", (2.100)
4]
resulta
(TR
Z="r" N (2.101)
0 Ty
Z =Ty + TV (2.102)
ou seja
N T22 N
Z =T |1+ () : (2.103)
1
como 11 > T
Z =T,". (2.104)

Conhecendo a funcao de particao em termo dos tensores da rede a energia livre é

f= —;an (2.105)
f= —; In {71y + Tho} (2.106)
__1 T2
- tnfm [ ()]} )
€
= —élnTu, (2.108)

aqui sao as equagoes da funcao de particao e da energia livre em funcao dos elementos de

tensores.

A matriz U foi explicitada no apéndice. Sao expressoes grandes e foram obtidas

com a utilizacdo do maxima que é um software de manipulagdo simbdlica.
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Capitulo 3

Aplicacoes e Resultados

3.1 Rede de Tensores

A técnica de grupo de renormalizacao na representacao de rede de tensores é um
método que vem se revelando como uma excelente ferramenta teodrica para o estudo de
sistemas fisicos fortemente interagentes. Nosso trabalho mostra a aplicagdo do método em

uma rede quadrada de Ising.

O método para estudar modelos classicos em duas dimensoes foi proposto inicial-
mente por Levin e Nave, em 2007 [24], eles propuseram um método de Coarse-graining,
granulagao grossa em traducao livre, para a técnica de grupo de renormalizacao de tensores

(TRG - Tensor Renormalization Group).

A técnica de grupo de renormalizacao na representacao de rede de tensores em
uma rede quadrada de Ising com N sitios, consiste em dividir a rede em blocos e contrair
os indices internos ao bloco. Um bloco é formado por quatro sitios, de modo que um
sitio pertenga a apenas um bloco [14]. Na figura 20 cada bloco é representado por um
quadrado tracejado. Em cada sitio da rede associamos um spin, portanto esse bloco
formado por quatro sitios é rotulado como bloco de spins [25]. De forma geral, uma rede
de tensores é equivalente a uma rede de sitios. Os quatro tensores de um bloco de spins
sao renormalizados a0 mesmo tempo, resultando em um tnico tensor para cada bloco. A
ordem do tensor em uma rede de tensores depende do ntimero de ligagoes com os vizinhos.
Para uma rede quadrada com N sitios o tensor é de quarta ordem, pois ha quatro ligagoes
entre o tensor e os seus vizinhos mais préximos. Cada ligacao ¢ um indice do tensor. O
tensor obtido a partir da contragdo dos indices comuns entre os tensores internos ao bloco
define uma expressao exata para a funcao de particao, conforme a equagao 2.80. A cada
renormalizacdo a rede se reduz de N/4 o niimero de tensores, mas a fungao de parti¢ao
Z(N), continuard sendo idéntica a fun¢ao de particio Z(N/4) da nova rede com N/4.

Para uma rede quadrada, conforme a figura 19, a funcao de particao é escrita da seguinte
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forma
Z =1Tr H Txix;yiyz(, (31)

X

* * . * T W'

T

. . ® ®

. . ® ® ¥ * v’

. * ® ®
-x.!‘

Figura 19 — Rede quadrada, cada sitio representa um tensor. O nimero de ligacoes entre
um tensor e os vizinhos determina a ordem do tensor. Para a rede quadrada
cada sitio possui quatro vizinhos mais proximos, ha duas ligagdes horizontais e
duas verticais. Cada ligacao é um indice do tensor T". Os indices sao rotulados
como x, ', y, y'. A sequéncia dos indices, foi determinada de forma que na
horizontal primeiro a ligacao da esquerda e na vertical primeiro a ligacao de

cima.
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Figura 20 — Os sitios da rede quadrada sao representados por bolas pretas. A rede quadrada
é dividida em blocos de spins, cada bloco encontra-se dentro do quadrado
tracejado. As bolas vermelhas sdo os tensores renormalizados.

O trago da funcao de particdo é uma soma sobre todos os indices, tomando como

referéncia a matriz () na equagao 2.85 e a equagao 2.82, temos os elementos do tensor
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local T" definidos em cada sitio da rede como
Txix’iyiyg = Z QSziQS:ngSyiQSyg- (32>
S

A matriz () na equagao 2.85, com J = 1, torna-se

_ \/cosh(ﬁ) \/sinh(ﬁ))
? ( cosh() —4/sinh(p) (3:3)

onde f é o inverso da temperatura, § = 1/7. Cada um dos indices pode assumir dois

valores, gerando 16 elementos para o tensor inicial. Os indices sao rotulados como0 ou 1,

vamos explicitar trés desses elementos, que sao escritos da seguinte forma

Toooo = Z Qs50Q50Q50Q 50 = Toooo = Z Qéo = Tooo0 = Qéo + Qilo
s 5

que resulta em,
TOOOO =2 COSh2 B

Tooor = Z Q50Q50Qs0Qs1 = Tooo1 = Z ngQSI = Tooor = ngQm + Q?OQH.
S s

que resulta em,
Tooo1 = 0.

Toor1 = Y Qs50Q50Qs51Qs1 = Too11 = »_ Qe0Q% = Toonn = Qg + Q7
s 5

que resulta em,

Tgon = 2sinh (6) cosh (6)

Seguindo a mesma regra, calcula-se todos os outros. Considerando o primeiro

elemento do tensor como um fator de escala, ou seja,
oy = TOQOO (34)

podemos normalizar todos os outros, de modo que, Tyooo = 1 € Too11 = tanh (5). No célculo
dos elementos de tensores verifica-se que todos que apresentam uma quantidade impar do
digito 1 no indice sao nulos e aqueles que apresentam uma quantidade par do digitol no

indice sdo iguais a tanh (/). Se chamarmos ¢t = tanh (), podemos escrever os 16 elementos

do tensor inicial, da seguinte forma

Toooo =1, Tooor =0, Tooro =0, Toon1 =1,
Toioo =0, Toor =t, Toro=1t, Toinn =0,
Tro00 =0, Tior =1, Tio10 =1, Tio11 =0,
Tiio =t, Tio1 =0, Ti110 =0, Typy =t%

(3.5)
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Percebe-se que inicialmente ha quatro valores distintos entre todos os elementos de tensores,
{0, 1, t, t*}. Apds o cdlculo dos novos elementos de tensor haveré oito elementos nulos,
impomos novamente que o primeiro elemento do tensor seja igual a 1, através de uma
normalizacdo e com essa imposicado temos um novo fator de escala, ou seja, a cada
renormalizacao temos

a1 = Tiooo (3.6)
onde 7§, € 0 primeiro elemento do tensor renormalizado. Os elementos restantes assumirao

trés valores possiveis, identificados como t1, t5 e t3.
[17 07 07 t?v Oa tl? tl) 07 Oa tla tl? 07 t?v Oa 07 t3] (37>

Inicialmente, como podemos observar em 3.5, temos t; =t = t e t3 = t2, com Tigo =
To110 = Tioor = To101 = t1, Thiio0 = Too11 = t2, Thinn = t3. Na medida que o sistema ¢é

renormalizado, t1, t5 e t3 fluem para os pontos fixos.

A figura 21 mostra um bloco de quatro spins da rede original e suas respectivas
pernas. A primeira etapa do processo de renormalizacao consiste em substituir os tensores
do bloco por outro, resultante da contracao dos indices internos ao bloco. A soma sobre
todos os estados resulta em um tensor de quarta ordem, 7% vy, onde cada indice assume,

agora, quatro valores [25],

, f— . . . .
TX(m,xz)X’(x’l7a:’2)Y(y1,yz)Y’(y37y§) - Z Txllylmnz’lwakw’zﬂyé xokmy; - (3.8)
/[:7k7j7m

O tensor 1" define uma expressao exata para a funcao de particao

N/4
=1

O fator g aparece devido a normalizagdo. Observe, ainda, que o produtério agora contém
apenas N/4 termos, porém o nimero de estados de cada sitio passa de 2 para 4 estados.
A cada transformagao o nimero de sitios é reduzido de 1/4. Enquanto que o nimero de
estados cresce como 22", onde n é o nimero de iteracoes. Ou seja, o nimero de estados
em cada sitio se prolifera exponencialmente tornando o procedimento impraticavel. Uma
forma de impedir o crescimento sem limites do niimero de estados é através de uma
“renormalizacao” do tensor associado ao bloco. Tal renormalizacao pode ser realizada
através de uma decomposicao de valores singulares de alta ordem, seguida do truncamento

do nimero de estados do tensor associado ao bloco.

Escolhendo a representagao, X(0,0) =1, X(1,1) =2, X(1,0) = 3, X(0,1) =4 [25],
para os indices do tensor do bloco e denotando-o por M em uma iteracao qualquer, a
HOSVD envolve a diagonalizacao da seguinte matriz

GXX/ - Z MXX”yyM;(’X”y’y" (310)

X//yy/
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Figura 21 — Bloco de spins com quatro sitios. Cada sitio possui quatro ligagoes com os
vizinhos mais proximos.

A escolha acima, torna a matriz GG bloco diagonal. De forma que nao ha ligagao
entre os estados correspondendo a X =1 e X = 2, com os estados associados a X =3 e
X = 4. Os seus elementos, Gx s, estao em fungao de ¢, com t = tanh(f) e § = 1/kgT.

Explicitamente temos,

5t +2t2 4+ 1 16+ 6t* 4 2 0 0
16+ 6t + 12 8 4+ 2t6 + 5t 0 0
G = . (3.11)
0 0 216 + 44 + 2t 417 + 4¢3
0 0 45 + 4¢3 25 + 4¢* + 2t2

Uma expressao analitica para os autovalores de GG é apresentada no Apéndice B e
na figura 22 mostramos como estes variam em funcao do parametro ¢. Observe que apenas
dois, dos quatro, autovalores contribuem significativamente para a transformacgao. Assim,
vamos manter apenas os dois estados correspondentes aos dois maiores autovalores da

matriz G.

A cada iteracao do processo de renormalizacdo, os elementos de tensor sao nor-

malizados. Assim, apds a primeira iteracao, a funcao de particao do sistema torna-se

N/4
Z = oo rr T T (3.12)
=1

! /
TiTYiyY;)

com a; = T}, e T},;; — 1 apds a normalizacao do tensor. Da mesma forma, na segunda
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Figura 22 — Graficos dos autovalores de G. Observa-se no grafico que os dois menores
autovalores sao inicialmente pequenos e ndao aumentam conforme S cresce. Os
dois maiores autovalores aumentam conforme 3 cresce. A escala é logaritmica

e t = tanh(f3).

iteracao, temos

N/4 N
Z = al ol a1y H O (3.13)
Na iteracao de ordem n, podemos escrever
22n
N/4 N 16 n
Z = al o) May "0 QNP Ty H e (3.14)

A tnica aproximacao contida na equagdo 3.14 consiste no truncamento do niimero de

estados mantidos no processo de renormalizagao.

A energia livre do sistema é F' = —(kgT)InZ ou —fF =InZ, com 8 =1/kgT e T
a temperatura do sistema. Note que a forma de Z na equacao 3.14 garante a extensividade
da energia livre, ou seja, a energia livre é proporcional ao nimero de particulas, N.

-

E conveniente trabalhar com a energia livre por niimero de sitios da rede, ou melhor,

f=—BF/N.
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Da equacao 3.14, temos

1 N N N
f:_ﬁ Nlogaojtzlogal+---+2%logan—|—log Tr 1:[1 Txix;yiy; . (3.15)

A equacgao acima pode ser reescrita como

1 1 1 1 .
f=—logag — ilogozl — 1—610goz2 — = 2Tn10gozn - Nlog (Z( )), (3.16)
onde
N/j2%m )
(n) — n
z20 =1r [ 1, (3.17)

¢ a fungao de parti¢do de um sistema com apenas N/2*" particulas.

Como observado anteriormente, hé apenas quatro valores distintos de elementos nao
nulos do tensor renormalizado. O primeiro tem valor unitario por construcao. Os demais,
denotados ty, ts e t3, dependem da temperatura e da ordem da iteracao da transformacao
de grupo de renormalizagao, n. Na figura 23 mostramos a evolugdo dos valores desses
elementos em funcao de n para duas temperaturas distintas. A saber, uma com [ levemente
acima de 0,411594547 e a outra com [ levemente abaixo deste valor. Para a temperatura
mais alta, t1, to e t3 convergem para zero a medida que iteramos a transformagao de GR.
Ao contrario, na temperatura mais baixa, a transformacao leva os elementos de tensor
para o valor unitario. Ao atingir esses valores o tensor nao evolui mais. Estes sdo pontos
fixos estéveis da transformacao e correspondem as fases de baixas temperaturas (ordenada)
e altas temperaturas (desordenada). A figura também indica a existéncia de um ponto
fixo instdvel, correspondente a temperatura de transicao entre as duas fases. De fato, é
possivel perceber da figura 23 que para n > 20 o tensor converge e se torna independente
de n. Assim, a série na equacao 3.16 deve convergir, devido ao fator 22" no denominador,
no limite n — oo. Exceto talvez no ponto critico, quando a energia livre torna-se nao

analitica.

Assim, qualquer singularidade na energia livre deve se refletir em . (7"), o valor
de a,,(T) na temperatura 7" apds o tensor atingir o ponto fixo, que denominamos fator
de escala [26]. Uma expressao para o fator de escala encontra-se no apéndice B e seu
comportamento em func¢ao do niimero de iteracgoes, n, é mostrado na figura 24 para valores
de S na vizinhancga do ponto fixo instavel. Nota-se que, o fator de escala assume apenas
trés valores no limite n — oco. Para 3 abaixo de um certo S¢ o fator de escala converge
para a unidade. Quando 5 > ¢ temos que ax(8) — 8 (ndo mostrado na figura). No
ponto critico, f = f¢, o fator de escala é dado por as(5c) = 1,130. Assim, o fator de

escala . (T') é descontinuo e nao diferenciavel no ponto critico.

Para verificar a influéncia do niimero de estados no processo de renormalizagao,
iteramos o grupo de renormalizacao numericamente mantendo até 30 estados no tensor

renormalizado.
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Figura 23 — Fluxo de Renormalizacao para os tensores ty, t5 e t3. Dependendo do ponto
de partida o sistema pode ir para uma fase ordenada ou para uma fase
desordenada.

O gréfico da figura 25 mostra que o comportamento do fator de escala em funcao
da temperatura apresenta uma singularidade quando 7' ¢é igual a 2,26919. Este valor é

muito préximo do resultado exato[27],

2
kgT,./J = ————— =~ 2,26918531421. 3.18
wle/ In(1 + v/2) (3.18)
No grafico da energia interna, figura 26, observa-se que a baixas temperaturas a
concavidade esta voltada para cima. H4 um ponto de inflexdo na criticalidade do sistema

e para temperaturas maiores que a critica a curva torna-se voltada para baixo.

O calor especifico a baixas temperaturas é constante, ao se aproximar da criticali-
dade ha um aumento e uma singularidade é observada na temperatura critica, indicando
uma transicao de fases. Para temperaturas maiores que a critica, o calor especifico tende a

ser constante, ver figura 27.
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Figura 24 — Fator de escala em fungao do niimero de iteragoes.

Na figura 28 observamos o valor absoluto da magnetizacao em func¢ao de T, en-
quanto no grafico da figura 29, a magnetizacao estd em funcao de h e 3. Observa-se que
para os maiores valores de h a magnetizacao vai para 1 com diferentes curvas, cada uma
para diferentes temperaturas. Para baixas temperaturas a fase do sistema é ordenada. A
susceptibilidade magnética observada na figura 30 é inversamente proporcional a tempera-
tura, decrescendo de forma exponencial como encontrado na equagao 1.10, que é governada

pelo expoente critico 7.

Na Tabela 3.1 ha uma comparacao dos valores criticos encontrados quando se

utiliza o modelo de Ising exato e os encontrados pelo método utilizado.

Modelo | Ising - Exato | Ising - Método utilizado
« 0(log) 0.134
g 0.125 0.108
v 1.75 1.65
) 15 16
v 1 0.933
n 0.25 0.23

Tabela 3.1 — Comparacao entre os expoentes criticos do modelo de Ising exato e do método
utilizado.
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Figura 27 — Calor especifico. Fora da regiao critica, para temperaturas menores ou maiores
que a temperatura critica o calor especifico é constante.
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Figura 30 — Comportamento da susceptibilidade magnética em funcdo da temperatura do

modelo de Ising para campo nulo.
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Capitulo 4
Conclusao

A técnica empregada nesta dissertacao consiste em uma implementacao do forma-
lismo do grupo de renormalizagao numa representacao de rede de tensores. Os resultados
obtidos sao satisfatorios e mostram que o procedimento é uma boa opgao para a abordagem
de problemas de mecanica estatistica, particularmente os que envolvem fendmenos criticos.
A termodinamica do modelo de Ising através da técnica aqui estudada nao deixa a desejar
em relagao a qualquer outra que possa ser empregada no estudo do modelo de Ising.
Também é importante salientar sobre o fator de escala, que é uma grandeza que tras
informacoes sobre a termodinamica do sistema, ele indica a temperatura que o corre uma
transicao de fase, tal fator ainda nao é observado na literatura. Com a informacao do fator
de escala podemos obter a temperatura critica. O fator de escala é para nés a melhor
contribuicao que deixamos para futuros colaboradores que se interessem por esta area de
estudo. Vale também salientar que a dimensao de corte nao influencia de forma significativa
nos resultados, para o calculo do fator de escala é importante observar que intuitivamente
pode-se pensar que quanto maior a dimensao de corte melhor seria o resultado, mas isso
nao é observado, portanto fixar uma dimensao de corte deixa o trabalho mais econémico e

nao ha com que se preocupar em diferencas significativas no resultado final.
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APENDICE A

Matriz U, Matriz () e Elementos de

Tensores

O Software utilizado foi o wxMaxima [28], que é um Software de livre acesso

utilizado.

Vamos aqui explicitar os termos da matriz unitaria U, a matriz () e os elementos
de tensores. As letras a, b e ¢ foram utilizadas inicialmente para diminuir o tamanho das
expressoes e facilitar a manipulagdo no programa wxMaxima, mas logo abaixo temos
os valores dos termos da matriz U, da matriz () e dos elementos de tensores em funcao

exponencial, vejamos:

As letras a, b e ¢ assumem,

0= BIHBH. B o BIBH (A.1)
Os elementos Uyy e Uy,
1
U].]. — UQ]. = ( . - - )2 (A2)
VA Fa et A T +e—a
\/ 452 +1

e os elementos Uiy e Uy, onde Ujg=-Uss,

Ve2—2-a-c+4-02+a2+c—a
Uy = ( 5 (A.3)
Ve2—2-.a-c+4-b2+a%+c—a
2 * b * \/ 4b2 + ].
substituindo, temos,
1
+1
(\/6124,(3-J+8-B-H72‘612-B-J+44,8-H+4‘68-B-J+6-,8-H+8Ae84,8-J+4-ﬁ-H+4,68-,8-J+2-/3~H+6124,8-J+e6-/3~J+4-[3-H,66-,84J)2

(A.4)
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2.e4'BJ+3:B-H 9 4B J+B H
Uiy = (\/612'5'J+8-ﬁ-H—2-612'ﬁ'J+4-/3-H+4-68'5"7+6'5'H+8-68'5'J+4'5'H+4-68'ﬂ'J+2'5'H+612'5'J+€6'5'J+4'5-H766ﬁj) )

1

% \/ (2.e4~[3~J+3~[3-H+24e4-[3-J+[3-H)2

+1
(\/612<B<J+8»B-H_2,512-B-J+4<B<H+4,e8»B»J+6-B<H+8,eS<B<J+4»B-H+4,68-ﬁ<J+2<B»H+612<B<J+66<B»J+4-6-H_e6<B<J)2

(A.5)
Vamos escrever os termos da matriz (), onde temos (11 = Q91 € Q12 = —Q22,
(ct+a) V2—2-a-c+4-02+a?+2+2-b+a?
du=gn=Y ——— (A.6)
VCe—4a-C . a c—a
V2 \/ 12 +1
e
Q12 = ((V02—2'a'c+4~b2+a2+c—a)~\/—(c+a)~\/c2—2~a-c+4-b2+a2+02+2-b2+a2)
X
1
X\ s [(VFZacrarrratie—a)’ (A.7)
23 .. — +1
substituindo,

Q) = (\/(eg.JJrg.H + eB-J—B-H)) >

X (\/\/62~(ﬂ‘J+B~H) + e2(BI-BH) _ 9. 28T 4 4.e-2BJ 4 2(BJ+BH) | 2:(BT=BH) 4 9. 6—2~B~J) X

1

D% \/5 \/ (2-54'B'J+3‘5‘H+2Ae4'13'1+5<H)2
(

\/812/3-J+8~B~H724612[%J+4-/3-H+4468~B~J+6~[3~H+8_e8-/3-J+4~B~H+4,58~[3~J+2-[3~H+812~/i-J+66-[3~J+4~/3~H,86~,8~J)2

(A.8)

+1

Qo = (\/_ (eB-T+AH 4 eﬁ-Jfﬁ-H)) %

X (\/\/62~(B~J+5~H) + e2:(BI=BH) _ 9. 28T 4 4.e=2BJ 4 2:(B-J+B-H) 4 2:(B-J-B-H) 4 9. e—2~B~J) X

% ((2 ABIABBH o 64-6~J+,B~H>) x

1
X V2 <\/el2-,8-J+8<B»H_2,812»B»J+4-B-H+4,68-B-J+6<B<H+8,68<B<J+4»,B»H+4,68»B»J+2-[3-H+€12»,B»J+66»6-J+4-ﬂ-H_66'B'J> X

1

X \/ (2-e4-ﬂ<J+3<B»H+2,e4»3.1+3.H)2
(

\/612-[3»J+8-B-H72,512-,8-J+4»[3-H+44ES-B-J+6-,6<H+8,58»[3-J+4-,8-H+4_68-,6<J+2-ﬂ-H+612-ﬂ»J+66-B-J+4-,8-H766413-J)

(A.9)

z+1
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Vamos escrever os elementos tensor T, e Tho,

(c+a) - V2—2-a-c+4-2+a2+c+2-b*+d?

Ty = 2 (Al())
(VP—2acrab+a’+c—a) 1
4-b2
substituindo,
(65‘J+/3‘H+e/3-J—/3‘H),\/62(ﬁ~J+[3~H)+€2«(,B-J—ﬁ~H)72,62-,8-J+4_e—2-,84J+e2~(,8-J+[3~H)+62-(/3-J—[3~H)+2.e—2-[3~J
Ty = (2,e4ﬁ.HM.HH‘&.B.”B,H)2 »
(\/612»B»J+8-B-H_2,512-[3-J+4»B»H+4,58-6-J+6-,84H+8A€8»B»J+4-[3-H+4A68-B4J+2»,B-H+612-B»J+ﬁ6»,8-J+4-,(3-H_G6<B»J 2

(A.11)

Como podemos ver sao expressoes grandes, sendo imprescindivel & manipulagao

computacional para obter resultados considerando um campo magnético nao nulo.

O célculo dos elementos de tensor foi feito também na linguagem C. Segue o codigo

do programa para o calculo dos elementos de tensor.

#include <stdlib .h>
#include <stdio.h>
#include <time.h>
#include <string.h>
#include <math.h>

int main ()

{

FILE xptr;

static double beta, t, n[4], q[4], h[6], s2, p;
static int Nit, i;

printf(llbetauz\\");

scanf ("%lf" &beta);

printf("# de iteracoes: ');

scanf ("%d",&Nit );

t = tanh(beta);
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o =
i
-+ -+ -+

w
Il

*t;

ptr = fopen('saida.dat' 6 "w");

for (i=0; i<Nit; ++i) {
hil] = n[2]*n[2]*n[2]*n[2]+2«n[1]*n[1]*n[2]*n[2]+
2kn[1]*n[1]*«n[1]*n[1]4+2«n[1]*n[1]+1;

h[3] = n[3]*n[3]*n[3]*n[3]4+2+«n[1]*n[1]*n[3]*xn[3]+
n[2]*n[2]*n[2]*n[2]+2*n[1l]*n[1]*n[2]*n[2]+
2kn[1]*n[1]*«n[1]*n[1];

hi4] = (n[2]*n[2]+n[1]*n[1])*n[3]*n[3]+(2*n[1]*n[l]+1)x
n[2]*«n[2]4+2«n[1]«n[1]*n[1l]*n[l]4+n[1]*«n[1];

h[5] = 4sn[1]*n[1]*n[2]*(n[3]+1);

p = (sqrt (h[3]*h[3] —2*xh[1]*h[3]+4xh[2]*h[2]+
h{1]+h[1])+h[3]=h[1])/(2xh[2]);

fprintf (ptr, "\%g \%g \%g\n" ,n[1],n[2] ,n[3]);

ql2] = ((n[2]*n[2]*n[3]*n[3]+2«n[1]*n[1]*n[2]*n[3]+
n[1]*n[1]*n[1]*n[1])*pxpxp*p+(n[1]*n[1]*n[3]*n[3]+
2«n[1]*n[1]*n[2]*n[3]+2*n[1l]*n[1]*n[2]*n[2]+
2xn[1]*n[1]*n[2]+ n[l]*n[1])*xp*xp*p+(n[2]*n[2]x
n(3]*n[3]+2«n[1]*n[1]*«n[2]*n[3]4+n[2]*n[2]+2xn[1]x*
n[1]*n[2]+2«n[1]*n[1]*«n[1l]*n[1])*pxp+
(n[1]*n[1]*n[3]*n[3]+2«n[1l]*n[1]*n[2]*n[3]+
2«n[1]*n[1]*n[2]*n[2]+2«n[1]*n[1]xn[2]+
n[l]*«n[l])*pin[2]*n[2]+2*n[1]*n[]l]*xn[2]+
n[l]«n[l]*n[1l]*n[1l])/((n[3]*n[3]*n[3]*n[3]+
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n[l]*n[1]*n[1]*n[1])*pxpxpxp+(4d*n[1]*n[1]x

n[3]*n

[3]+4*n[1]*n[1]*n[2]*n[2])*pxpxpt+

(d«n[1]*n[1]*n[3]+2*n[2]*n[2]*n[2]*n[2]+

dxn[1]s«n[1]*n[2]*n[2]4+2*n[1]*n[1l]*n[1]*n[1])

s«pxp+(4sn[1]*n[l]*n[2]*n[2]+4*n[1]*n[1])*p+
n[l]*n[l]*n[l]*n[l]4+1);

q[1]

((n[1]*n[3]*n[3]*n[3]+2*n[1]*n[2]*n[3]+n[3]+
(n[1]*n[2]*n[2]4+n[l]*n[1]*n[1])*n[3]+2+n[1]*n[1]=*
n[l]*«n[2]4n[1]*n[1]*«n[1])*pxpxpxp+((2xn[1]*n[2]x*
n[2]+2xn[1]*n[2]+2xn[1]*n[1]*n[1])*n[3]+2*n[1]x
n[2]*n[2]*n[2]+2+«n[1]*n[2]*n[2]+4*n[1]*n[1]*n[1]x
n[2]+2xn[1]*n[1]*n[1])*pxp*p+(n[1]*n[3]*n[3]*n[3]+
2«n[1]*n[2]*«n[3]*n[3]+(n[1]*n[2]*n[2]+2«n[1]*n[1]x
n[1])*n[3]+n[1]*n[2]*«n[2]+(4*n[1]*n[1]*n[1]+2xn[1])x*
n[2]+2«n[1]«n[1]*n[1]+n[1])*psp+((25n[1]*n[2]*n[2]+
2«n[1]*n[2]+2xn[1]*n[1]*n[1])*n[3]+2«n[1]*n[2]*xn[2]x
n[2]4+2«n[1]*n[2]*n[2]+4*n[1]*n[1]*n[1]*n[2]4+2*n[1]x*
n[lj*n[l])*ptn[l]*n[1]*n[l]*n[3]+n[l]*n[2]*n[2]+
(2

s«n[1]*n[1]*n[1]4+2«n[1])*n[2]4+n[l]*n[1]«n[1]+
n[1])/((2*xn[3]*n[3]*n[3]*n[3]4+2«n[1]*n[1]*«n[l]*n[1])=*
p*p*p*xp+(8*kn[l]*n[1]*n[3]*n[3]+8+n[l]*n[l]*n[2]x
n[2])xp*spxp+(8«xn[l]*«n[l]*n[3]+4*n[2]*n[2]*n[2]*n[2]+
xn[l]*n[1]xn[2]*n[2]+4*n[1]«n[l]*n[l]*n[1])*p*p+
(8«n[1]*n[1]*n[2]*n[2]4+8*«n[1]*n[l])*p+2+n[l]*n[1]=*
n[l]*xnf[l]+2);

((n[1]*n[1]*n[3]*n[3]4+(2*n[2]*n[2]+4*n[1]*n[1]x*
n[2])*«n[3]+2xn[1]*n[1]*n[2]«n[2]+4*n[1]*n[1]*n[2]+
2sn[1]*n[1]*n[1]*n[1]+n[1]*n[1])*pxpxpxp+(25n[1]=x
n[1]*n[3]*n[3]+(4*n[2]*n[2]+8«n[1]*xn[1]*n[2])*n[3]+
dsn[1]*n[1]*n[2]*n[2]4+8*«n[1]*n[l]*n[2]+4*n[1]+*n[1]x*
n[1]*n[1]+2*n[1]*n[1])*p*p+n[1]*n[1]*n[3]*n[3]+
(2+«n[2]*n[2]+4*n[1]*n[1]*n[2])*n[3]4+2+«n[1]*n[1]*n[2]x
n[2]+4xn[1]*n[1]*n[2]+2*n[1]*n[1]*n[1]*n[1]+n[1]x
n[1])/((2*n[3]*n[3]*n[3]+n[3]+2«n[1]*n[1]*n[1]*n[1])x*
p*p*p*p+(8*«n[1]*n[1]*n[3]*n[3]+8«n[1]+«n[l]*n[2]*xn[2])x

p*p*p+(8*«n[1]*«n[1]*«n[3]+4*n[2]*n[2]*«n[2]*n[2]+
S 10 (1] £n (2] en(2]+45n 1] #n (1] [1]en[1]) s prp+
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(8«xn[1]*n[1]*n[2]*n[2]+8*n[1]*n[1])*p+2*n[1]x
n[l]*«n[l]*n[l]+2);

n[1] = q[l];
n[2] = qf2];
n[3] = al3];
}

fclose (ptr);

return (0);

}

%\begin{equation }

Po1/24(1/2)%t7 8+t 6+5xt 4+t 2+

%(1/2)xsqrt (148t 4d+4xt " 24+44xt76+142xt 848+t~ 12+44+t 10+4xt~ 14+t 16)
%\end{equation }

%

%\begin{equation}

%01/24(1/2)%t78+t76+5xt 4+t 2—

%(1/2)xsqrt (148t 4+4%t 7 2+44%t 7 6-+142% t "8+8%t ~12+44%t " 10+4*t 14+t 716)
%\end{equation }
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APENDICE B

Matriz (G, Diagonalizacao e Fator de

escala

A matriz G é calculada com o auxilio do Software Maxima. Apds encontrar os
elementos de matriz devemos realizar a diagonalizacao, aqui escrevemos a matriz G com os
seus respectivos autovalores e autovetores. Depois temos a equacao para o fator de escala

apés a primeira iteracao.

Cédigo para o célculo da Matriz G

g(idx ,Dim):=idx [4]*Dim[1]+

i3] oD

(idx[2] —1)*Dim[3]+

(idx[1]—=1)*Dim[4]; \ onde a fungao g define a dimensao

de cada indice indexado.
T:11,0,0,t,0,t,t,0,0,t,t,0,t,0,0,t5]; \ lista com os tensores
iniciais .

P:[1,0,0,t,0,t,t,0,0,t,t,0,t,0,0,t5]; \ cépia da lista T
M:[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,

0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]; \ lista a ser preenchida apds

a primeira iteracao.

Q:[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
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0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]; \ lista a ser preenchida apoés

a segunda iteracgao.
X:matrix ([1,4],[3,2]);

G:matrix ([0,0,0,0],[0,0,0,0],[0,0,0,0],[0,0,0,0]);

for x1 in [1,2] do

for x2 in [1,2] do

for xp in [1,2] do

for xq in [1,2] do

for yl in [1,2] do

for y2 in [1,2] do

for yp in [1,2] do

for yq in [1,2] do

for xu in [1,2] do

for xd in [1,2] do

for yl in [1,2] do

for yr in [1,2] do

Qle ([X[x1][x2] , X[xp][xq] Y[yl ][y2],Y[yp][yal],[8,16,32,64])]:
Qlg ([X[x1][x2] X[xp][xq],Y[yl][y2] Y[yp][ya]].[8,16,32,64])]+
Plg([x1,xu,y1,y1],[1,2,4,8])]«P[g([xu,xp,¥2,yr],[1,2,4,8])]x

Plg([xd,xq,yr,yq],[1,2,4,8])]«P[g([x2,xd,yl,yp], [1,2,4,8])];

for z in do

1,2
for ¢ in [1,2]
for n in [1,2]
for s in [1,2] do
for in [1,2]
[1,2]
1.2

for in

T o <

for in
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M[g([X[z][n] X[c][s] ,y,a],[1,2,4,16])]:

Mg ([X[z][n] X[c][s] y,a],[1,2,4,16])]+
Tlg([z,c,y,b],[1,2,4,8])]+«T[g([n,s,b,a],[1,2,4,8])];
for i in [1,2,3,4] do

for j in [1,2,3,4] do

for k in [1,2,3,4] do

for 1 in [1,2] do

for m in [1,2] do

GIUI[3 -G I+Mg ([1,k, T m] ,[1,2,4,16])]«M[g ([j ,k,1,m],[1,2,4,16])];

Matriz G:
5-t* 42241 t546-t*+¢12 0 0
to+6-tr4+¢2 842t 45.¢4 0 0 B.1)
0 2.6 4+ 4.4 4242 4.5+ 4.3 '
0 4-1°+ 4¢3 2.6 44t 422
Autolavores:
vy = 200 + 45 4 4t + 413 + 242 (B.2)

1 1 1
v =5+ 5ts + 1% 4 5t 12 5\/1 + 8t4 + 412 4 4486 4 14268 + 812 4 44¢10 4 4414 4 416
(B.3)

vy = 215 — 4t° + 4t — 4° 4 217 (B.4)

11 1
vi=5+ 5758 + 10+ 5t + 17 — 5\/1 + 8t + 412 + 4440 + 142¢8 + 8¢12 + 44¢10 4 4414  ¢16
(B.5)

Com seus respectivos autovetores:

wy =1[0,0,1, 1] (B.6)

1
T2t2(t + 612 4 1)

U)QZH

(=145 4 2t° — 247 4 /1 + 8t4 + 412 + 4416 + 14218 + 8112 4 44110 1 4414 1 16 0, (]
(B.7)
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ws = [0,0,1,1] (B.8)

1
T2t2(tr 4+ 62 + 1)
(=143 4 265 — 267 — /1 4 814 + 412 + 4416 4 14248 4 8112 4 44410 4 4414 4 16) 0, (]

UJ4:[1

(B.9)
Expressao do fator de escala apds a primeira iteracao
T6 144141 R.412 10 48 6 1R441 442 8 4
(ts +t4) . (\/t +4-019 184124441 214215 LT84 % 446 42 _ %)
+
2
\/th+4<t14+8»t12+44<t10+142~t8+44<t6+8»t4+4»t2+1 +8 6 42 1 2
: 4 9 4 3 +7+t —t -3
(t6 46 -t++12)" - Y +1
3
16 1 4.414 1 Q.412 410 48 1618441442 8
4. (t6+t4) ) (\/t FATI 841244 ¢ +2142t AL AT | % 46 2 %)
+
2
Vt1644.41448.412444.4104142.48444.46 4844444241 | 8 | 6 0 1 2
6 44 42)3 2 MERA 1
(t + 6 : t +t ) : (t6+6't4+t2)2 +
16 4.414 1 Q.412 410 48 1618141 4.42 8 2
12 . #4. (\/t +4-1144 8112144t +2142t 4TSI HA ] | % 446 42 _ %)
+
2
V1644414484124 44.410 414248 444464844 444241 | 48 | .6 0 1 2
: 4 9 9 3 +7+t —t -3
(t6 46 -t +12)" - oY +1
T6 1 44141 Q.412 10 48 16184141442 8
4. (t4—|—t2) ) (\/t F4-t5 84121441 +2142t TS T % 446 2 %)
+
2
(\/t16+4-t14+8-t12+44~t10+142~t8+44-t6+8-t4+4~t2+1+£+t67t271)2
6 4 2\ . 2 2 2
(t + G-t +t ) (t6+6~t4+t2)2 + 1
1
5 (B.10)

t8 6 2 1
+7+t —t -3

( V1644414484121 44.4104 14248 14446 4844444211
2

(t64+6-t4+12)?



