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Resumo

O grupo de renormaliza¢ao na representacao de rede de tensores é uma ferramenta teodrica
para a andalise de sistemas fisicos nos quais seus constituintes microscopicos interagem for-
temente. A técnica é baseada numa representacao da funcao particao do sistema por uma
rede de tensores, na qual a cada sitio da rede associamos um tensor translacionalmente in-
variante. O tensor codifica os estados associados aos graus de liberdade do sistema original.
Os indices dos tensores, que denominas “pernas”, correspondem as ligagoes entre os sitios da
rede. Assim, o calculo da funcao de particao se reduz a contracao de uma rede de tensores.
Ou seja, uma soma sobre as pernas comuns a cada par de tensores. Aqui, aplicamos a técnica
ao modelo Ising definido em uma rede quadrada com interagoes antiferromagnéticas entre os
pares de primeiros e segundos vizinhos. Nesse caso a rede quadrada é completamente frus-
trada. No processo de renormaliza¢ao da rede de tensores, introduzimos um fator de escala
que evita o crescimento sem limites da norma dos tensores. Este fator de escala captura a
nao-analiticidade da energia livre. Assim, os valores criticos dos parametros foram obtidos
localizando o ponto no qual o fator de escala apresenta uma singularidade. Dessa forma,
levantamos o diagrama de fases do modelo no plano temperatura x razao entre as constantes

de acoplamento entre primeiros e segundos vizinhos.

Palavras-chave: Grupo de Renormalizacao, Modelo de Ising, Rede de Tensores, Frustracgao.
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Abstract

The tensor network renormalization group is a theoretical framework for the analysis of
strong interacting physical systems. The technique is based on a representation of the
system partition function by a tensor network, in which one associates to each of its site a
translationally invariant tensor. The tensor encodes the states associated with the degrees
of freedom of system. The indexes of the tensors, which are called “legs”, correspond to the
links between the sites of the network. Thus, the calculation of the partition function is
reduced to the contraction of a tensor network. That is, a sum over the legs common to
each pair of tensors. Here, we apply the technique to the Ising model defined in a square
lattice with antiferromagnetic interactions between the pairs of first neighbors and the pairs
of second neighbors. In this case the square lattice is fully frustrated. In the process of
renormalization of the tensor network, we introduced a scale factor that avoids unrestricted
growth of the tensor norm. This scale factor captures any singularity presents in the free
energy. Thus, the critical values of the parameters were obtained by locating the point at
which the scale factor presents a singularity. In this way, we obtain the phase diagram of
the model in the plane temperature x ratio between the coupling constants between first

and second neighbors.

Keywords: Renalization Group, Ising Model, Tensor Network, Frustration.
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho estudamos o comportamento de uma generalizacao do modelo de Ising
que inclui, além da interacao entre primeiros vizinhos, uma interagao entre os segundos
vizinhos de uma rede quadrada. Como as interagoes sao todas antiferromagnéticas, a rede
quadrada torna-se frustrada e o estado fundamental do sistema depende da razao, R, entre
a constante de acoplamento de segundos vizinhos e o acoplamento entre primeiros vizinhos.
Este sistema é analisado através da aplicacao da técnica de Grupo de Renormalizacao na
Representagao de rede de Tensores. Nosso principal objetivo é obter o diagrama de fases do

sistema no plano temperatura x R.

Vamos fazer uma revisao das diferentes teorias que precisamos para podermos desenvol-
ver de forma satisfatoria este trabalho. Faremos uma introducao, que acreditamos didética,

sobre o modelo de Ising, transi¢oes de fase e o grupo de renormalizag¢ao no espaco real.

Descreveremos duas formas de representar a funcao de particao de um modelo de spins
como uma rede de tensores. A saber, a representacao na rede original e uma outra represen-
tagao na rede dual. Discutiremos, através de um exemplo, as vantagens e desvantagens de
uma ou outra representacao. Por fim, aplicaremos a técnica Tensor Renormalization Group

a0 nosso sistema de interesse e discutimos como encontrar os valores criticos dos parametros.
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1.1 Transicoes de Fase e Fendmenos Criticos

Uma substancia ordinédria pode se apresentar em diferentes estados de agregacao tais
quais solido, liquido e gasoso. Por exemplo, a agua ¢é liquida a temperatura ambiente e a
pressao atmosférica, mas esfriada até 273,15 K, mantendo-se a pressao constante, torna-se
gelo que corresponde ao estado solido; Aquecida até 373,15 K ela se transforma em vapor.
Em cada uma dessas temperaturas, o material sofre uma mudanca abrupta nas suas pro-
priedades termodindmicas. Fendmenos desta natureza ocorrem em praticamente todos os
materiais em diferentes circunstancias e sao conhecidos como transicoes de fases. Os dife-
rentes estados entre os quais as transigdes ocorrem sao chamadas fases termodinamicas [2].
As mesmas transi¢oes de fases podem ser observadas variando a pressao para temperatura
constante. Existem muitos outros tipos de transi¢ao de fases, nao apenas solidificagao ou va-
porizagao. Por exemplo, a altas pressdes e/ou baixas temperaturas, o gelo sofre varias outras
transicoes entre diferentes fases solidas, caracterizadas por diferentes estruturas cristalinas.

Um sistema pode também ser heterogéneo, isto é, exibir simultaneamente duas ou mais
fases termodindmicas. Nesse caso, se o sistema estiver em equilibrio, estamos diante de uma
coexisténcia de fases. No caso de um fluido, coma a dgua liquida, seu estado termodinamico
pode ser caracterizado pela pressao, P, e por sua temperatura ,7. Assim, cada estado estéa
associado a um ponto em um diagrama P x T como se mostra na figura 1.1. Um ponto (P, T)
sobre uma linha neste diagrama indica uma transicao de fases. Se modificarmos a pressao
veremos que a temperatura de transicao muda, fazendo com que o ponto considerado se
mova sobre a linha de transigao P = P(T'), que separa a fase liquida da fase gasosa. Temos
uma curva similar para a transicao soélido-liquido e, em geral, uma linha para cada transicao
diferente. O conjunto de hipersuperficies no espago de configuragoes termodinamicas ou
alguns de seus cortes define o que é conhecido como diagramas de fases.

No diagrama da figura 1.1, a linha de coexisténcia liquido-gés termina em ponto deno-
minado ponto critico. Este é um ponto extremamente peculiar. Nele nao ha coexisténcia de
fases e o comportamento do sistema ¢é sui generis. Nos referimos ao comportamento exibido
pelo sistema na vizinhaga do ponto critico como fendémenos criticos.

Formalmente, todas propriedades macroscopicas podem ser deduzidas da energia livre
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Figura 1.1: Diagrama de fases simplificado da 4gua. As linhas indicam onde ocorrem a tran-
sicao entre os estados da substancia. Em destaque, o ponto triplo onde ocorre a coexisténcia

das trés fases e o ponto critico.

ou da fungao de partigao [3, 1|. Transigoes de fases podem ser classificadas como sendo
continuas ou descontinuas, conforme as primeiras derivadas da energia livre sejam continuas
ou descontinuas, respectivamente.

Sejam F(T,V,N) e G(T,P,N) as energias livres de Helmholtz e Gibbs, respectiva-

mente, escritas como fungoes de suas variaveis naturais. A entropia S é dada por

dG(T, N, P)
. oT

PN

O volume (equagao de estado) ¢ obtido através de

OG(T,N, P
y= XENP) (1.2)
oP TN
Enquanto que a magnetizagao de um sistema magnético é dada por
OF(T,H,N
M = _OF(T, H,N) (1.3)
OH TN

Nas expressoes acima N é o nimero de particulas e H é um campo magnético aplicado. As-

sim, vemos que uma transi¢ao de fases descontinua é acompanhada de um salto descontinuo
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da entropia, que esta associado ao calor latente, e de uma variacao descontinua do volume

ou da magnetizac¢ao, no caso de sistemas magnéticos.

Varios sistemas com elementos dos metais de transicao apresentam uma magnetizagao
espontanea abaixo de uma temperatura critica 7, chamada de temperatura de Curie. Os
elementos mais comum sao Fe, Co e Ni. Em alguns desses compostos a magnetizagao tem
sua origem no alinhamento dos spins.

Um material tipico é o ferro cuja temperatura de Curie é T, = 1043 K. Para T > T,
o material é paramagnético, isto é, na auséncia de um campo magnético externo, ele tem
magnetizagao nula como se mostra na figura 1.2, enquanto que na presenca de um campo

fraco possui uma magnetizagao proporcional & intensidade do campo.

yH

Figura 1.2: O semi-plano, que mostra o corte através da qual M é descontinua. Em outras

posi¢oes M é uma funcao analitica de T e H.

Na fase ferromagnética T' < T., o material ainda esta magnetizado na auséncia de campo
externo, em alguma dire¢ao particular. Dizemos que o material apresenta magnetizacao
espontanea que é uma funcao de T' e pode ser definida como o limite a ser tomado através
de valores positivos de H, ou seja

My(T) = lim M(H,T). (1.4)

H—0t

O comportamento tipico da magnetizacao espontanea é ilustrado na figura 1.3. Ela é positiva
para T" < T, e identicamente nula para 7" > T,.. Em alguns materiais, a orientacao da
magnetizagao espontanea ocorre aleatoriamente. Estes sao os ferromagnetos isotropicos.

Em outros materiais, a magnetizacao espontanea tende a se alinhar preferencialmente na
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direcao de alguma eixo particular associado a estrutura cristalina; Estes sao conhecidos

como ferromagnetos uniariais.

Parametro de Ordem ¢é uma func¢ao termodinadmica que assume valores diferentes em
cada fase e, portanto, pode ser usado para distinguir cada uma das possiveis fases de um
material.

My

A

T T

Figura 1.3: Magnetizacao espontéanea como fun¢ao da temperatura.

1.2 Fenomenos Criticos

Nas ultimas décadas, o estudo dos fendmenos criticos se concentrou cada vez mais nos
valores de um conjunto de indices chamados expoentes criticos que descrevem o compor-
tamento proximo do ponto critico de certos grandezas de interesse. Estes expoentes sao
determinantes para descrever, qualitativamente, o comportamento critico de um dado sis-

tema e representam a nao-analiticidade de algumas funcées termodinamicas [4].

Fenomenos criticos nao sao de modo algum limitado ao parametro de ordem. Por
exemplo, as funcoes resposta calor especifico a campo constante e a suscetibilidade isotérmica
ambas tornam-se infinitas no ponto critico. Nas proximidades do ponto critico, diferentes
sistemas podem comportar-se de modo semelhante, por exemplo, a transigao liquido/gas e
a transi¢do ferromagnética/paramagnética. O comportamento em torno do ponto critico é
bem descrito por leis de potencias. A leis de poténcias caracteristicas desses sistemas sao

definidas por um conjunto de expoentes criticos. Quando o comportamento critico de dois
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ou mais sistemas sao descritos pelo mesmo conjunto de expoentes criticos, dizemos que elas
pertencem & mesma classe de universalidade. Nesta secao definiremos os expoentes criticos

geralmente utilizados.

A classe de universalidade independe da natureza das interacoes e dos elementos consti-
tuintes do sistema. Caracteriza-se apenas pelo alcance das interagoes microscopicas, se estas
sao de longo ou curto alcance, pela dimensao espacial do sistema e o nimero de componentes
do parametro de ordem. Em alguns sistemas, a presenca de impurezas ou defeitos aleatdrios
pode afetar a classe de universalidade.

Considerando o exemplo do ferromagneto simples na presenca de um campo magnético
H, no qual ocorre uma transicao em H — 0, a magnetizagao possui um valor finito M = M,,

e além disso, sao validas as seguintes condigoes:

0, seT >T1T,
M(T,H —0") ~ (1.5)

it se T <T.
onde a temperatura reduzida é definida como ¢t = (T — T,)/T.. Assim o comportamento
singular do parametro de ordem é caracterizado pelo expoente critico 5. Por exemplo, o

conceito de universalidade emerge do fato de que o valor de 3 parecer ser o mesmo para todos

os sistemas magnéticos com a mesma simetria, independente de detalhes microscépicos.

Consideremos agora outras quantidades fisicas. Préximo de T, , tanto acima quanto

abaixo desse valor, o calor especifico apresenta uma fraca divergéncia

oFE
CL = — ~ |t|7o= 1.6
onde introduzimos a notagdo conveniente t = (T — T,)/T. . E comum também fazer a

distingao entre os expoentes criticos acima o e abaixo o de T, , embora os valores sejam

iguais dentro da resolucao experimental, para simetria Ising.

A dependéncia da magnetizacao com o campo magnético aplicado exatamente em

T = T, também define um expoente critico
M(H, T =T,) ~ H. (1.7)

De maneira geral, a suscetibilidade de um sistema é a resposta de seu parametro de
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ordem a uma variagao de seu campo conjugado. A divergéncia da suscetibilidade é caracte-

rizado por um outro expoente critico =y

oM
x+(T,H = 07) = — ~ [t (1.8)
OH H=0+

Em principio, dois exponentes v, e v_ sao necessarios para descrever as divergéncias de
cada um dos dois lados da transi¢ao de fase. Porém, em muitos casos, a mesma singularidade

governa ambos os lados.



Capitulo 2

Método e Modelo

2.1 O modelo de Ising

Uma transi¢ao de fases ocorre quando uma pequena variagao em um parametro externo,
como temperatura ou pressao, causa uma mudanca qualitativa de larga escala no estado de
um sistema. O estudo tedrico de transi¢oes de fases faz uso de modelos idealizados para

descrever certas caracteristicas de sistemas reais, como o modelo de Ising.

O modelo de Ising ¢ um exemplo de uma descri¢ao idealizada de um determinado sistema
fisico. Este modelo foi inventado por Lenz [5] com propdésito de explicar o ferromagnetismo,
isto €, o aparecimento de uma magnetizacao espontinea em alguns materiais para tempera-

turas suficientemente baixas.

Seu nome é uma homenagem a Ernst Ising, que na primeira metade da década de 1920
desenvolveu sua tese de doutorado sob a orientagao de Lenz [6]. O esfor¢o de Ernst Ising
resultou no primeiro trabalho cientifico sobre este modelo. Ising foi capaz de obter uma
solugao analitica na versao unidimensional do modelo. O resultado foi algo decepcionante,
pois 0 modelo ndo apresentou uma magnetizacao espontanea [5]. Nao obstante, a ideia
original do Lenz mostrou-se excepcionalmente rica e rende frutos até hoje, quase cem anos
depois |7, §|.

De um ponto de vista mais geral, o proposito do modelo de Ising é explicar como

interacoes de curto alcance entre os constituintes microscopicos de um material leva ao
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aparecimento de um comportamento correlacionado de longo alcance entre tais particulas

[9]-

2.2 Redes de Spins Interagentes

Para definir o modelo de Ising iniciamos com uma rede, que consideraremos um conjunto
finito de pontos (sitios ou vértices) regularmente espagados embebidos no espago de dimensao
d=1,2,3,...,D. Em uma dimensao, a rede é simplesmente uma cadeia de pontos sobre uma

linha, ver figura 2.1, que podemos enumerar de 1 a N.

1 2 1—1 0 1+ 1

e o o o o o o©
-

a

Figura 2.1: Rede unidimensional com N sitios espagados uniformemente. A interagao ocorre

entre os vizinhos mais proximos

Em qualquer dimensao, N denotara sempre o niimero de sitios da rede. Para a dimensao

d = 2, a rede sera formada por quadrados justapostos como na figura 2.2.

1 2 3 4
o 6 o o

D

6 7 8
o O o ¢

9 10 11 12

13 04 15 16
o O 0 ¢

Figura 2.2: Rede em duas dimensoes com 16 sitios nos vértices de quadrados. As interagoes

ocorrem entre os vizinhos mais préximos

Em trés dimensoes, teremos uma rede cuja unidade geradora sao cubos, como podemos

ver da figura 2.3. Tal rede é denominada de rede cubica simples. Para uma dimensao
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Figura 2.3: rede ciibica com os sitios igualmente espacados nos vértices dos cubos

qualquer d > 3, nao é possivel fazer um desenho da rede. Porém, podemos defini-la pela
translac@o de sua unidade basica (célula unitaria) como nos exemplos anteriores |3, 10]. Nas
figuras das redes, cada seguimento entre os sitios ¢ chamado de uma Ligacgao. Os sitios
conectados por uma ligagao sao chamados de vizinhos mais préoximos ou primeiros vizinhos.
Para as redes aqui consideradas, se excluirmos os sitios nas “fronteiras”, cada sitio de uma

rede d-dimensional tem 2d primeiros vizinhos.

O fato do niimero de primeiros vizinhos de um sitio na fronteira ser diferente do niimero
de vizinhos de um sitio no interior da rede, quebra a simetria de translacao da rede. Uma
forma de restaurar a simetria é a adogao de uma condic¢ao de contorno periédica da rede, ou
seja, introduzimos ligacoes extras conectando os sitios nas fronteiras de lados opostos. Isto
corresponde a transformar a cadeia em um anel, conforme a figura 2.4, ou a rede quadrada

em um toro.

Vamos agora associar a cada sitio, i = 1,2,3,..., N, da rede, uma variavel o;. As
variaveis o;, por defini¢ao, s6 podem assumir dois valores, o; = £1. Ou seja, cada sitio
da rede pode estar apenas em um de dois possiveis estados. Quando atribuimos valores
(01,09,03,...,0n) para cada um dos sitios da rede, dizemos que o sistema se encontra em

um particular microestado ou em uma dada configuracao.
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Figura 2.4: Rede unidimensional em forma de anel, devido as condigoes de contorno periddi-
cas, os sitios de fronteira (1 e 9) se interligam formando um anel, a distribui¢ao das liga¢oes

torna-se uniforme.

Para modelar o ferromagnetismo, basta pensar que os sitios da rede sao ocupados por
atomos de um material magnético, como o ferro por exemplo. Cada dtomo tem um momento
magnético que pode apontar na direcao de um dado eixo fixo, ou na dire¢ao contraria a este
eixo. Se escolhermos o eixo orientado na direcao z, por exemplo, o; designa a componente z

do momento magnético atémico em unidades apropriadas.

O proximo passo para a definicao do modelo é estabelecer o hamiltoniano do sistema.
O hamiltoniano é a energia total do sistema, e é uma funcao da configuragdo em que este
se encontra. Além disso, o hamiltoniano governa a dinmica do sistema. Para o modelo de
Ising, assumimos que ha interacao apenas entre pares de atomos que sao primeiros vizinhos.
Podemos ainda considerar a presenca de um campo magnético externo atuando sobre o
material, nestas circunstancias, a energia de cada configuracao o = (01, 09, 03, ...,0y) €é dada
por
Hio)=—-JY oio;—HY o (2.1)
(4,3) @
onde J > 0 é uma constante que fixa a escala de energia e H a intensidade do campo
magnético externo dirigido ao longo do eixo z. Na equagao (2.1), a segunda soma é sobre
todos os sitios da rede, enquanto a primeira é sobre todos os pares de primeiros vizinhos.
Fisicamente, J corresponde a energia de interagao entre um spin em um dado sitio e um
de seus primeiros vizinhos. Note ainda que H tem dimensao de energia, uma vez que as
variaveis o; sao adimensionais. O ferromagnetismo esta associado & escolha de J > 0, pois
configuracoes com a maioria dos pares de primeiros vizinhos no mesmo estado, o; = 0;, tém
energias mais baixas que configuracoes com os membros deste pares em estados contrarios.

O hamiltoniano (2.1) mais a rede, cujos sitios abrigam os dtomos, define o modelo de Ising.
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Nesta dissertacao, estudamos uma versao generalizada do modelo de Ising. Considera-
remos uma rede quadrada na qual a cada sitio, ¢, associamos uma variavel de Ising o; = +1.
Nao incluiremos a agao de um campo magnético externo. Porém, além das interagoes entre
primeiros vizinhos usuais, levaremos em consideracao também a interacao entre segundos
vizinhos. Além disso, ambas as interagoes sao antiferromagnéticas. Ou seja, favorecem o
alinhamento antiparalelo dos pares de spins interagentes. Como sera discutido mais adiante,
a interacao entre segundos vizinhos introduz uma frustra¢ao geométrica, ou melhor, o estado

fundamental do sistema torna-se nao trivial [1].

O hamiltoniano do sistema é
H(O’) = —leO'iO'j _JQZO-iO-ka (22)
(i,3) (i,k)

onde J; < 0 e Jo < 0 sao as constantes de acoplamento entre os primeiros e segundos
vizinhos, respectivamente. Note que a primeira soma na equacao (2.2) corre sobre todos
os pares de primeiros vizinhos e a segunda soma corre sobre todos os pares de segundos

vizinhos.

De fato, o estado fundamental do hamiltoniano (2.2) é conhecido. A saber, quando o valor do
parametro de frustragdo R = Jo/|J;| > —1/2 a configuragdo de menor energia corresponde
ao estado de antiferromagnético de Néel, no qual os spins de uma sub-rede da rede quadrada
apontam em uma direcao enquanto os da outra sub-rede apontam na direcao oposta. Por
outro lado, para R = J/|J;| < —1/2 o sistema ordena-se com os spins de uma mesma fileira
paralelos uns aos outros, porém a orientacao de uma fileira para outra é antiferromagnética.
Esse tltimo estado é conhecido na literatura como ordem superantiferromagnética [11]. Ver
figura 2.5. O ponto critico separando estas duas fases encontras-se em R = —1/2 no qual a

temperatura critica é suprimida para zero.

2.3 Fatoracao de Matrizes

Em algebra linear, uma importante operacao consiste na fatoracao de uma matriz A
como um produto de duas ou mais matrizes. Existem varios tipos de fatoragao como, por

exemplo, fatoragao LU [12, pp. 142], fatoracao QR [12, pp. 405], fatoragao Cholesky
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(a) (b)

Figura 2.5: Ordenamento antiferromagnético de Néel (a) e a ordem superantiferro-

magnética (b).

[12] e decomposicao em valores singulares [12, pp. 471| (Singular Values Descompo-
sition), abreviado como SVD, entre outras. Aqui, estamos particularmente interessados na

SVD de uma matriz.

2.4 Decomposi¢ao em Valores Singulares (SVD)

Uma decomposigao de valor singular fornece uma maneira conveniente de quebrar uma
matriz, que talvez contenha alguns dados nos quais estamos interessados, em pecas mais

simples e significativas.

Seja M é uma matriz m x n. Os valores singulares de M sao as raizes quadrados
dos autovalores da M7 M e denotados por o1, - - ,0,. E uma convencao ordenar os valores
singulares de modo que o1 > 09 > -+ > 0, |13, 14, 15, 16]. Formalmente, a decomposi¢ao

em valores singulares é uma fatoragao na forma
M =UxV1 (2.3)
onde
Unsxm unitaria UUT =UTU =1
Visn unitaria VVT =VITV =1
Ean diagonal Zi,j = O,Z 7é] € Ei,i = 0;
As colunas de U incluidas em uma decomposicao deste tipo sao chamadas de vetores sin-

gulares esquerdos de M, e as colunas de V sao chamadas de vetores singulares direitos de
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M, as entradas diagonais de ¥ sao necessariamente os valores singulares de M. Como dito

acima, os valores singulares de M sao

0-1:\/>\—170-2:\/>\—27"')0-n:\/xa

onde )\; sdo os autovalores de M1 M.

Explicitamente, a SVD permite escrever

op 0 - 0
0 o9 --- 0 f

Myxn = Unxm . . . ann (24)
0 O On

A decomposicao em valores singulares as matrizes U, 3 e VT satisfazem as seguintes

condigoes:

o V =[v,vy,- - ,v,] diagonaliza ortogonalmente M7* M.

e Os elementos da diagonal de ¥ sao g1 = /Ay, 02 = Vg, -+, 0, = VA, sendo A\, Mg,
-+, An, 0s autovalores de MT M associados aos vetores coluna de V e ordenados de tal

modo que \y > Ay > ---> ), > 0.

e u; = Mv;/o;, comi=1,2,--+ n.

2.5 Frustracao magnética

A frustragao magnética é gerada pelo conflito em minimizar a interagao de troca associ-
ada a diferentes pares de spin. Esse conflito pode resultar da geometria da rede ou devido &
competicao entre as interagoes [17]. Tomemos os exemplos das redes triangular e quadrada
em duas dimensoes como na figura 2.6.

A parte a da figura 2.6 mostra uma célula unitéria de uma rede triangular com seus spins
interagindo antiferromagneticamente, j; < 0. Para minimizar sua energia, cada par de spin
tende a se alinhar em sentidos opostos como ilustrado pelas setas pretas da figura. Note que

o terceiro spin, representado pela seta vermelha, nao consegue satisfazer simultaneamente
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Figura 2.6: Células unitéarias da rede triangular e quadrada.

uma orientacao antiferromagnética com os dois outros spins. A este fato, nos referimos como
frustracao geométrica. Efeito semelhante ocorre no exemplo da parte b da mesma figura.
Neste outro caso, os quatro spins nos vértices da rede quadrada estao orientados antiferro-
magneticamente, minimizando assim a energia do sistema. Porém, caso a interacao entre
os segundos vizinhos, representada pelas linhas diagonais na figura, seja antiferromagnética
(j2 < 0), vemos que esta configuracao de spins ndo minimiza a energia entre os pares de
segundos vizinhos. Por outro lado, se invertermos qualquer dos spins a interacao entre ele e
seu segundo vizinho passa a ser satisfeita a custa da frustragao da interacao com seus primei-
ros vizinhos. Este segundo caso ilustra a frustragao devido a competicao entre as interagoes.
A configuragao de minima energia depende da intensidade relativa das interagoes.

Nos antiferromagnetos frustrados surgem padroes ordenados complexos devido a im-
possibilidade dos spins se orientarem antiparalelamente a seus vizinhos ou por o arranjo
geométrico nao permitir ou devidos as interagoes competitivas entre os spins. Note que a

figura 2.6-b corresponde ao sistema que estudamos nesta dissertacao.

2.6 Grupo de Renormalizacao

A técnica de Grupo de Renormalizagao [18], utilizada para o entendimento de transi-
¢oes de fase, foi apresentada em 1971 por Kenneth Wilson [19], que recebeu o Prémio

Nobel de Fisica em 1982 por esta contribuicao. O método de Wilson é muito geral e tem
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ampla aplicabilidade, pode ir muito além do campo de transi¢oes de fase [20]. O método
é sistematico e funciona muito bem para calcular grandezas que caracterizam os sistemas
criticos, como expoentes criticos e equagoes de estado [21]. Essa abordagem foi aplicada em
problemas envolvendo fenémenos criticos, incluindo as leis de escala entre exponentes criticos
e universalidade [19], como também tornou-se uma técnica largamente utilizada em fisica
da matéria condensada e foi posteriormente vista em muitas aplicagoes em outros ramos da
fisica, tais como sistemas dindmicos e caos, fractais, e sistemas desordenados. Dentro desta
area de investigacao como sao as transigoes de fase, no entanto, a teoria pode ser vista como
uma extensao e implementacao de ideias fenomenologicas sugeridas por Leo Kadanoff na

década de 1960 [22].

2.6.1 Analise de grupo de renormalizacao do modelo de Ising

A teoria de grupo de renormalizacao pode parecer muito abstrata, porém uma aplicacao
da técnica pode esclarecer e mostrar como se dé a operacionalizacao da mesma. Portanto,
vamos ilustrar a técnica com o modelo de Ising unidimensional na auséncia de campo magné-
tico externo. Ainda que este modelo nao exiba transicao de fase, varios aspectos da técnica

de grupo de renormalizagao podem ser enfatizados.

Na auséncia do campo magnético, H = 0, o hamiltoniano (2.1), torna-se
TR (2.5)
(6,3)

A funcao de particao do sistema é escrita

BJ > oi0j

Z=Y eMM=3"¢ @ (2.6)

o

A soma corre sobre todas as configuragoes o do sistema. Fazendo K = §J, com = 1/kgT,
e explicitando a soma na equagao (2.5), a fun¢do da partigao torna-se
7 — Z K (Fo10240203 40405+ +0i—10i+0i0it1+) (27)

g

Observe a primeira linha da figura 2.7

A primeira ideia na técnica de grupo de renormalizagdao é remover do problema uma

fracao finita de graus de liberdade [23]. Por exemplo, somando sobre um subconjunto dos
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graus de liberdade. Os termos da soma no argumento da exponencial em (2.7) podem ser
rearranjados de forma que os sitios pares aparecam uma tunica vez em algum dos factores.

De forma que a exponencial pode ser factorada na seguinte forma

7 = Z {6[K02(01+03)16[KU4(03+05)}e[K06(05+07)] .. } (2.8)

[

Agora somando sobre os indices pares, temos

7 — Z {(e[K(01+03)] + 6[—K(01+03)]) (G[K(Gs-i-ffs)] + 6[—K(U3+05)}> e } (2.9)

01,03,

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o o o

1 3 oy 7 9 11 13 15
N @ @ @ @ @ @ L
1 2 3 4 oy 6 7 8

K ® o o ® o o o
Figura 2.7: Rede unidimensional de sitios. Os sitios da rede original, e seus respectivos
rotulos, sao mostrados na linha superior. Na linha intermediaria, a rede resultante da soma
parcial sobre os sitios pares. A distancia entre os vizinhos é o dobro da distancia entre os
vizinhos da rede original. Esta rede pode ser rotulada da mesma maneira que a rede original
foi rotulada, como pode ser visto na terceira linha. A terceira linha é idéntica a primeira.
Apenas a escala, distancia entre os sitios vizinhos, foi alterada. O processo pode ser iterado

somando sobre os sitios pares da nova rede “renormalizada’.

A segunda ideia importante na técnica é organizar o resultado da soma parcial da fungao
de parti¢ao de forma que este tenha a mesma estrutura da fungao de partigao original [23].
Porém, a nova fungao de parti¢ao correspondera a um modelo de Ising com N/2 sitios e,
possivelmente, uma constante de acoplamento diferente K’. Se este procedimento é factivel, é
possivel repetir o processo indefinidamente. A cada iteragao, o niimero de graus de liberdade
do sistema ¢é reduzido a metade. Essencialmente, obteriamos uma relagao de recorréncia que

permite calcular Z); a partir de uma outro sistema com uma outra constante de acoplamento.

Vamos, portanto, tentar construir a relacao de recorréncia acima referida. Para tal,

vamos procurar uma nova constante de acoplamento K’ tal que

K(oitoit2) + e K(oitoita) f(K)eK/(UiO'i+2) (2‘10)
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para todos o; = +1. O fator f(K) foi introduzido para garantir que o sistema de equagoes
acima tenha solugao tinica. Sendo possivel encontrar uma solugao, entao a fungao de partigao
do sistema renormalizada torna-se

Z= 3 HE)ER e fR)e (211)

01,03,05,"*

a qual pode ser reescrita

7 — f(K)N/Q Z oK' (010540305 +0507++) (2.12)

01,03,05,"""

compare a equagao (2.7) e figura 2.7 e note que a equagao 2.12 pode ser escrita como
Z(K,N) = f(K)"?Z(K',N/2) (2.13)

essa é a relagao de recorréncia desejada. Esta transformacao é chamada de Transformacao
de Kadanoff. Para determinar K" e f(K) usamos equagao (2.10) para construir um sistema

de equagoes com os valores possiveis de 0; e 0,9, ver tabela 2.1.

Com o; = 0,49 = £1, resulta

Tabela 2.1: Sistema de equagoes com os valores possiveis de o; € 0;45.

O | Oir2 | 07 + Oiq2 | 0i0442
-1 -1 -2 1
-1 | +1 0 -1
+1| +1 +2 1
+1| -1 0 -1
2K 172K = f(K)el (2.14)
a outra possibilidade ¢ 0; = —0;.9 = %1,
2= f(K)e & (2.15)

ou

f(K) = 2% (2.16)



2. Método e Modelo 19

assim, temos duas equagoes para duas incognitas. A solugao consiste em

1
K' = 5 In cosh(2K) (2.17)

f(K) = 24/cosh(2K) (2.18)

De posse das duas equacoes, a relacao de recorréncia esta completa, a menos de um fator

—kpT, a energia livre do sistema é dada por
Ng(K)=1InZy. (2.19)

Como Ng(K) é uma energia livre, visto que energia livres sdo extensivas, g(K) deve ser
intensiva, ou seja nao depende do tamanho do sistema. A partir da relacao recursao para as

fungoes de partigoes em diferentes tamanhos,

an(K,N):glnf(K)—i—an(K’,N/Z) (2.20)
temos que
Ng(K) = o n F(K) 4+ g(K) (2.21)
ou ) )
gUK) = S0 F(K) + 59(K) (222
ou ainda
g(K') = 2g(K) — In (2 cosh(2K)> (2.23)

As equagoes (2.17,2.18) e (2.23) sdo chamadas de equagdes de grupo de renormalizagao.
Se a funcao de particdo é conhecida para um valor K’, pode-se gerar a energia livre para
outros valores dessa recursao ou “renormalizagao”. Com a renormalizagao obtida a partir das
equagoes (2.17) e (2.23) a nova constante de acoplamento, K’, calculada a partir da equacao
(2.18) é sempre menor que K.

As inversas das equagoes (2.17) e (2.23) formam um conjunto alternativos de equagoes,

sao elas

1 ,
K =5 (e2K + /K 1) (2.24)
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1 1 1
g(K) = §g(K/) +3 In2+ §K/ (2.25)

Comegando as iteragoes com a equagao (2.24), a cada iteragao o valor de K aumenta e
tende ao infinito. Por outro lado a utiliza¢do de forma iterativa das equagoes (2.17) e (2.18),
reduz sucessivamente o valor de K’ até zero. Quando K = 0 ou infinito, dizemos que os

pontos fixos da transformacao foram atingidos [23].

Vemos que a equacao (2.17) s6 possui dois pontos fixos e ambos estaveis. Isso nos diz
que temos um fluxo constante entre zero e oo, razao pela qual nao é possivel encontrar uma

transicao de fases para o modelo de Ising em uma dimensao.

Vamos agora analizar brevemente um sistema que apresenta uma transicao de fase.
Consideremos, entao o modelo de Ising em uma rede quadrada sem campo magnético externo.
Um pedago da rede é mostrada na figura 2.8, na qual se rotulam alguns sitios. Note que
esta rede pode ser exibida como duas sub-redes, de tal forma que cada sub-rede tem seus
primeiros vizinhos apenas na outra sub-rede. Por exemplo, os sitios rotulados por 5 e 6 na
figura 2.8 (a) pertence a uma sub-rede, enquanto que seus vizinhos, de rotulos 1, 2, 3 e 4
pertencem a outra sub-rede. Esta situacao ¢é igual ao caso unidimensional, onde cada sitio
par tem vizinhos fmpares e vice-versa. Dessa forma é possivel escolher um subconjunto de
sitios da rede quadrada e realizar uma soma parcial da funcao da funcao particao do sistema,
de maneira completamente anélogo ao caso em uma dimensao, e fazer a redugao de graus de
liberdade & metade. Como mostrado na figura 2.8, depois de fazer a soma sobre os graus de
liberdade de uma das sub-redes, a rede resultante ¢ uma rede quadrada rotacionada 45° e o
parametro de rede é v/2 vezes o da rede original. A rede “Renormalizada” ¢ vista no figura
2.8(b).

Seja (a) a sub-rede que contém os sitios 5 e 6, conforme a figura 2.8, e (b) a sub-rede

contendo os demais sitios. A funcao de particao pode ser escrita como

7 — Z ¢ [Kos(o1+02+os+0o4)|+[Kog(oa+or+os+os)]- (2.26)
{o}
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.
o o 1 o o Somando sobre mitade [ ) 7 1 o - N
// \\
, N
dos sitios e marcando e AN
® 2@ S e e i .
\\ ,
a sub-rede N .
e N .
N 7/
A e
N
‘o (e ‘o @ ) N T
. K
N 7
Nz
o ‘¢ o o So °

(a) (b)

Figura 2.8: Dizimagao da metade dos spins em uma rede quadrada. Onde estao os sitios
que mostram uma sub-rede marcada por um quadrado tracejado, a sub-rede é girada 45° em

relacao a rede original

Executando as somas sobre os spins da sub-rede 1, obtemos

7 = Z . {e[K(01+02+03+U4)}+6[*K(01+U2+03+G4)]}X{e[K(02+07+08+03)]+6[*K(U2+U7+Gs+03)}} .

{0}
(2.27)

Similar ao caso unidimensional, deseja-se agora encontrar uma transformacao de Kan-
danoff, que transforma a fun¢ao de particao do sistema com N spins em uma funcao de
particdo de um sistema de N/2 spins. Um processo similar ao anterior, sugere que temos
que escrever o hamiltoniano renormalizado com iteragoes apenas entre os primeiros vizinhos.

Isto corresponderia a escrever o primeiro termo entre chaves da equagao (2.27) da forma

f(K)e[K’(cn02+01U4+0203+0304)] (2.28)

A fase subsequente seria determinar uma expressao para o acoplamento de K’ exigindo
que a expressao acima seja igual ao correspondente termo da equagao (2.27) para todos os

possiveis valores das variaveis de spins do bloco considerado. As possibilidades de arrumacao
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dos valores das variaveis sao

0’1:0'2:0'3:0'4::&17

0‘120‘2:03:—0'4::|:1,
(2.29)

01 =09 = —03 = —04 = :|:17

01 = —09 =03 = —04 = +1.

Note porém que a soma, o1 + 03 + 03 + 04 na equagao (2.27), pode assumir um dos cinco
possiveis valores {—4,—2,0,2,4}. Enquanto que, a soma dos produtos na o105 + 0104 +
0903 + 0304 na equagao (2.28) s6 pode assumir trés possiveis valores {—4,0,4}. Mas a
suposigao acima tem sistemas de equagoes diferentes que nao tem um mapa que leve f(K)
e K'(K), mesmo com uma introdugdo de uma fun¢ao que depende de K como foi feito no
caso unidimensional. Uma possibilidade ¢ introduzir novos termos de acoplamento entre os

spins do bloco. Por exemplo, introduzir no hamiltoniano renormalizado um termo
Ky(o103 4 0204)
para a interacao entre os segundos vizinhos e um outro de iteracao de quatro spins,
K30'1020'304.

Maiores detalhes pode ser visto na referencia |23, pag 143-149].

Para nosso objetivo, é suficiente observar que esta proliferacao do novo acoplamento é
regra geral na aplicacao da técnica de grupo de renormalizagao & sistemas nao triviais. Além
disso, nao existe um método sistematico para escrever uma relacao de recorréncia entre
as funcoes de partigao do sistema com N spins e aquela com N’ spins. Finalmente, apos
de algumas consideragoes |23, pag 147-149|, a relacao de recorréncia entre o acoplamento
original e o renormalizado é

K' = gln cosh(4K). (2.30)

Nao obstante as varias aproximagoes envolvidas na obtengao do mapeamento (2.30), este
apresenta um ponto fixo instavel que indica a ocorréncia de uma transicao de fases. Fazendo
K' = K = K. em (2.30), obtemos K, = 0,50698. Este valor é proximo do valor exato
K,=1n(1+/2)/2 ~ 0,44069.
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A aplicagao da técnica de grupo de renormalizagao para o caso unidimensional, mos-
tra que o grupo de renormalizacao tem uma solucao impecavel e bem proxima da solugao
exata. Para o caso nao trivial bidimensional, a solucao nao é tao elegante quanto o caso
unidimensional. Porém, dado a simplicidade da técnica, a concordancia quantitativa com
a solucao exata é surpreendente. Neste trabalho de dissertacao aplicamos uma técnica de
grupo de renormalizacao na representacao de rede de tensores que obtém resultados seme-
lhantes ou superiores aos obtidos pela técnica de grupo de renormalizagao no espago real.
A técnica aqui usada mantém a elegancia observada no exemplo unidimensional para qual-
quer dimensao espacial. Na abordagem por rede de tensores, ha a necessidade de fatorar
matrizes, manipular tensores e seus respectivos indices. Vamos observar que a ligagao entre
os tensores ocorre quando os indices comuns de tensores vizinhos sao contraidos. Na parte
que diz respeito a fatoracao de matrizes, dentro das diferentes possibilidades, aqueles usadas
neste trabalho para contrair una rede de tensores é a descomposicao de valores singulares ou

SVD (singular Value Decompasition).

2.7 Grupo de renormalizacao na representacao de rede

de tensores

A técnica de grupo de renormalizacao na representacao de rede de tensores é um mé-
todo que é utilizado como uma excelente ferramenta tedrica no estudo de sistemas fisicos
fortemente interagentes. Neste trabalho aplicamos o método no estudo de transigoes de
fases em uma extensao do modelo de Ising, definido numa rede quadrada com interagoes
antiferromagnéticas entre primeiros e segundos vizinhos. Enfatizamos que a introdugao das

interacoes entre segundos vizinhos torna o sistema frustrado.

O método para estudar modelos classicos em duas dimensoes foi proposto inicialmente
por Levin e Nave, em 2007 [24|. Eles propuseram um método para realizar uma trans-
formagao de bloco a la Kadanoff (Coarse-graining) com a propriedade de deixar invariante
a funcao de particao do sistema e sem a necessidade de introduzir novos acoplamentos nas

variaveis renormalizadas. A técnica foi batizada de grupo de renormalizagao tensorial (TRG-
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Tensor Renormalization Group) [25].

Grosso modo, a técnica de grupo de renormalizacao na representacgao de rede de tensores
em uma rede quadrada de Ising com N sitios, consiste em dividir a rede em blocos de quatro
sitios, de modo que um sitio pertenca a apenas um bloco, e contrair os indices internos ao
bloco. A contracao dos indices internos resulta em um novo tensor associado a cada bloco do
sistema original. A nova rede possui N/4 sitios. O mapeamento entre os dois sistemas é, em
principio, exato. Porém o ntimero de elementos dos novos tensores cresce exponencialmente
e alguma forma de renormalizagao é necessaria para tornar o método factivel na pratica.

Na proxima seccao, uma representacao tensorial de um sistema de spins interagentes,
definido numa rede, sera apresentada. Para a conveniéncia do leitor faremos um breve resumo

das propriedades de tensores e de algumas operagoes com estes objetos.

2.7.1 Tensores

Tensores sao entidades matematicas empregadas para descrever propriedades ou atri-
butos de objetos com varias componentes. Sao muito usados em fisica e engenharias, por
exemplo. Eles sdo uma generalizacdo de escalares e vetores [26]. O que caracteriza se a
grandeza é escalar, vetorial ou tensorial é como ela se transforma sob uma rotagao, esse
comportamento é caracterizado pelo o que é denominado de “ordem” do tensor. Para gran-
dezas escalares, por exemplo, o tensor ¢ dito de ordem zero, pois grandezas escalares sao
invariantes por rotagado, como por exemplo massa e distancia. A ordem (ou classificagao)
de um tensor é definida pelo numero de indices necessérios para descrevé-lo, no caso dos
escalares, que sao niimeros reais ou complexos, o tensor possui ordem zero. Dada uma base
de referéncia, um tensor pode ser representado como um arranjo multidimensional de valo-
res numéricos ou fungoes e sua ordem serda a dimensionalidade do arranjo necesséario para
representa-lo, ou equivalentemente, o niimero de indices necessarios para identificar um dos
componentes desse arranjo. Vale ressaltar que nao é qualquer tipo de arranjo numérico que

corresponde a um tensor. As componentes de um tensor satisfazem certas propriedades sob
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uma transformagao do sistema de coordenadas. Por exemplo, o arranjo quadrado

An A Agg
Agr Agp Ass (2.31)
Azt Az Ass

s6 formara um tensor se suas componentes A;;, expressas no sistema de coordenadas

(21, T2, x3), se transformarem de acordo com [27]
ox! 3513
2.32

para o sistema de coordenadas (x}, x5, x%).

Nem todo tensor obedece uma transformacao da forma (2.32). Nesses casos, distingui-
mos o tipo do tensor pela localizacao de seus indices. Por exemplo,

ox' Ox"

T = 7
J l ork ozt !

(2.33)

¢ um tensor misto. Ele ¢ contravariante em rela¢do ao indice i (superior) e covariante em
relagdo ao indice j (inferior). Esta distin¢do s é relevante em sistemas de coordenadas nao

cartesianos e serd ignorada daqui por diante.

Um tensor de segunda ordem em 3 dimensoes possui 9 componentes, T, --- ,T33 de tal

forma que sob uma rotacao se transforma com 7' — T com

T =Y AwAuTh. (2.34)

ko J

A transformacao acima pode ser escrita como
= ATA™! (2.35)

Tendo em conta que A é unitaria. Tais transformagao sao denominadas transformacoes de
similaridade. Em relagao a simetria temos tensores simétricos ou anti-simétricos, dependendo

da relacao entre os indices, por exemplo se

T =T (2.36)
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para todas as combinacoes possiveis entre ¢ e k, o tensor é dito simétrico, pois apresenta

simetria em tais indices. J& no caso de
ijk kji

ou a troca de indices resulta em um tensor nulo, para todas as combinacoes possiveis entre
1 e k, o tensor é dito anti-simétrico, pois apresenta anti-simetria em tais indices.

Com tensores podemos realizar algumas operagoes [26]. Tensores de mesma ordem e
tipo podem ser somados ou subtraidos, resultado em um outro tensor de mesma ordem e
tipo

Sy = Al + Bl (2.38)

k _ 7k k
D}, = Al — B, (2.39)

E também possivel obter um tensor a partir do produto de dois outros. Varios produtos
entre tensores podem ser definidos. O produto externo ou produto direto entre dois tensores

¢é determinado da forma

Tiji = Uij Wy, (2.40)
TM = iy (2.41)

(§]
T = U;wM (2.42)

Para um tensor misto, os indices podem sofrer contragao igualando dois desses indices,

a soma ocorre sobre eles, ou seja,

l il
T = Z T} (2.43)

contraindo novamente, o tensor de ordem zero é obtido,

J

T=T =) T (2.44)
i
Apos as contragoes, temos como resultado tensores diferentes do tensor original, embora

ainda sendo representados pela letra T'. A distincao entre eles é dada pelos seus respectivos

indices, o tensor do tipo le ¢ diferente do tensor do tipo Tijl.
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2.7.2 Representacao diagramatica de tensores

Como veremos na subsecao 2.7.4 a funcao de particao de um modelo de spins numa rede
qualquer pode ser escrita como um produto tensorial entre tensores associados aos graus de
liberdade dos spins. O produto de elementos de tensores. De forma que uma soma é efetuada
sobre todos os valores dos indices comuns entre os tensores. Somar sobre um dado indice é
chamado de contracao do indices. Um indice comum a dois tensores pode ser interpretado
como uma ligagao entre eles. Assim, os tensores podem ser visto como os nés ou vértices
de um grafo e os indices suas arestas. Tal grafo é o que noés chamaremos de uma rede de
tensores. A soma sobre todos os possiveis indices de uma dada rede de tensores é denominada

contragao da rede de tensores.

Uma forma conveniente de se lidar com tensores e redes de tensores é empregar uma
notagao diagramatica das equagoes [28]. Na figura 2.9 apresentamos os diagramas que repre-
sentam um escalar, um vetor, uma matriz e um tensor de terceira ordem. Nestes diagramas
tensores sao representados por formas geométricas (bolas, tridngulos, quadrados,---) e in-
dices sao representados por linhas que saem dessas formas as quais denominamos pernas.
Logo, uma rede de tensores é um conjunto de formas geométricas interconectadas por linhas

resultantes da conexao das pernas associadas ao indice comum a dois tensores.

Z Objeto com a Objeto com
7 Escalar — . v, Vector > .

Z€ro pernas. uma perna.

i ]
' A Objeto com I\ Objeto com trés
A;; Matriz—— Tk Tensor——
duas pernas. ou mais pernas.
j 1k

Figura 2.9: Representacao diagramatica de um escalar, um vector, uma matriz e um tensor
com trés indices. Observe que o nimero de pernas no diagrama esta associado ao ntmero

de indices (ordem) do tensor.

A contragao de um particular indice em uma rede de tensor pode levar ao agrupamento
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de dois ou mais indices, ver o exemplo da figura 2.10. Note o agrupamento dos indices i e k
dando origem ao indice composto a. Da mesma forma, os indices j e [ combinam-se em f3.

Como um exemplo vamos representar um produto matricial nesta notacao diagramatica.
Lembre-se que cada elemento da matriz produto envolve a soma sobre um indice comum as
duas matrizes a serem multiplicadas, ou seja, a uma contragao de indice. A figura 2.11
mostra o produto de duas matrizes A e B, que resulta na matriz C', tanto em forma de

equacgoes quanto a correspondente representacao diagramaéatica.

n

99

T
Contraindo m . «(i. k) . 5(4.1)

H.B.H

Figura 2.10: A contracao do indice m do diagrama da esquerda leva ao agrupamento dos

indices 7 e kK bem como j e [. A direita, a representacao diagramatica da contracao.

De maneira geral, o agrupamento de dois indices, como na figura 2.12, produz um outro
indice que se assume valores no conjunto formado pelo produto direto dos conjuntos nos quais
os indices originais assumem valores. A notagao [(j, k) indica qualquer relagdo biunivoca

que associa o par de indices originais (7, k) ao resultante [3.

A figura 2.13 mostra o produto entre tensores em uma rede unidimensional. O produto
de dois tensores é a contracao das pernas comuns, ou seja, se ha dois tensores com um indice

comum, serd feita uma soma de produtos sobre tal indices.
> TTy =Ty (2.45)
J

Pernas livres correspondem a indices que nao serao contraidos, ver figura 2.14. Decorre dai

que a contracao de uma rede de tensores pode resultar em um outro tensor quando restar
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Figura 2.11: Representagao diagramatica do produto usual de duas matrizes. Os elementos

das matrizes sao denotados por A;; e Bj, os indice 7 e k sao livres em quanto j e contraido.

.T <j Agrupand - 5
1 rupando i . 5.k
k

Figura 2.12: Representagao diagramatica de uma operacao de agrupamento de dois indices.

Um tensor de terceira ordem, T;;, tem as pernas j e k agrupadas. A pernas resultante do

IR

agrupamento ¢é representada de forma mais espessa ¢ rotulada pelo indice combinado ;.

pernas livres ou um escalar, caso contrario.

2.7.3 Fatoracao de Matrizes: Descomposicao em valores singulares

Um exemplo de uma Descomposigao em valores singulares (SVD) de sua abreviatura
em inglés, serd mostrado agora. Para o exemplo uma matriz M quadrada e simétrica foi
escolhida. A forma da matriz esta associada aos termos da funcao de particao de um modelo

de Ising. Seja, entao, uma matriz M dada por

M (2.46)
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Txlx’l , Txgaz’Q , T:L‘3x’3 73049621

Ly ® T Lo o T, T3 ® Ty T4 ® Ty
Tx1x2 szxg Txgz4 Tx4xl
T g

L1 o T1 = T2 | Xy = XT3 Ta = Xy | Ty =T
) o @ o !
L e e e e e e e e e e e — = ! L e e e e e e e e e e e - - |

My o, Moo,

= o = o =

Figura 2.13: Produto entre dois tensores em uma rede unidimensional. Na primeira fileira
os tensores sao representados individualmente, cada perna indica um indice do tensor. Na
segunda fileira observe-se que a cada par de tensores dentro do retangulo tracejado as pernas
sao ligadas, formando um indice comum. O tensor M é resultado da contragao do indices

comum entre dois tensores dentro do retangulo tracejado.

com f3 e J ntimeros reais, por enquanto, arbitrarios. Os autovalores de MT M | sdo solucoes

de det(MTM — M) = 0, com

, 27y =287 2
MTM = (2.47)
2 e26] + 672,8(]

os autovalores sao

Ay = 2[cosh(BJ) £ 1],

e os valores singulares de M sao

o1 = /A = \/2[cosh(BJ) + 1] = 2 cosh(B.]) (2.48)
0y = /A = \/2[cosh(B.J) — 1] = 2sinh(8.J) (2.49)

Os valores singulares compée a diagonal da matriz X, portanto

. 2 cosh(BJ) 0 (2.50)

0 2sinh(5J)
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Contracao

Figura 2.14: Diagrama de uma rede de tensores com vérias ligacoes entre os tensores e quatro
indices livres. Todos os indices comuns entre os tensores sao contraidos, os indices livres sao
pernas que nao serao contraidas. O resultado da contragao é um tensor de quarta ordem de

indices 7, 7,k e m.

Temos que os autovetores de M7 M sdo v, e vy associados & oy e 09, respectivamente. Temos

portanto,
Lt (2.51)
V1 = ——= .
V2 \1
e
! ! (2.52)
Vg = —= .
V2 \
resultando em
po Lt ! (2.53)
V2 \1 1 '
Os autovetores da matriz U sao dados por
1
De maneira que a matriz U é
1 (1 1
U=— (2.55)

V2 \1 -1
Verifica-se que U =V, ja que M é simétrica.
Quando representamos a func¢ao de particao por uma rede de tensores, precisamos lidar
com a decomposicao de objetos com mais de dois indices. Para tal existe a SVD de alta

ordem denominada de HOSVD-Higher-Order Singular Descomposition, que é na verdade
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uma generalizacao da decomposi¢cao de uma matriz em valores singulares. O que difere a
SVD da HOSVD é que a HOSVD ¢ utilizada na descomposicao de tensores, em quanto a
SVD ¢ utilizada na decomposicao de matrizes. Na segao 2.7.2 foi apresentada a represen-
tacao diagramaética dos tensores. No trabalho aqui desenvolvido os tensores serao contraido
em grupos de quatro em quatro, ou seja, a cada bloco de quatro sitios na rede original
associamos um unico sitio na rede renormalizada através da contragao das pernas internas
ao bloco. Portanto para uma rede original com N sitios, a cada renormalizacao o ntimero
de particulas sera reduzido para N/4. As contragdes ocorrem tanto na horizontal como na

vertical conforme a figura 2.15 e podemos escrever o tensor resultante como

Mza:’yy’ - § T:cliy1j,-rix’jy’l zgkyngkx’Qlyé' (256>
ijkl

A rede “renormalizada” é uma rede quadrada com N/4 spins e a fungao de partigao tem

n Y2 v
T1 " "7 L .Z'/
— @@L
L7 | ] : AN 1 /
, C X X X
L\ Ay il A @
N 1 4
\\x2 | ]f X x/ e ,
—— @ Y
/ /
Y1 Ya

Figura 2.15: Representado a contragao de uma rede quadrada de tensores ao longo dois eixos

rewy.

a mesma estrutura que a da rede original. Em principio o procedimento pode ser iterado
para este mapeamento exato. O problema reside na dimensao dos indices dos tensores na
nova rede. No caso de variaveis de Ising a dimensao dos indices cresce da forma 2" onde n
é o nimero de etapas de renormalizacao. Isto torna o procedimento impraticavel. A ideia

do grupo de renormalizacao na representacao de tensores é truncar o nimero de estados
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no tensor resultante da contracao do bloco sem perder informagcoes sobre o comportamento
critico do sistema. Uma forma de realizar o truncamento é através de uma HOSVD. Assim,
ao novo tensor que foi resultado da contragao, aplicamos uma HOSVD decompondo o tensor
da seguinte forma [29]

L R D
Os U’s que aparecem na equagao (2.57) sdo matrizes unitarias e S é o tensor nucleo de
M®™_ Como as contracio ocorrem nas duas direcoes, teremos ligacdes duplas na vertical e

na horizontal conforme a figura 2.16(b).

T Y1 V2 T
" ¢ @-n
)
J l
Y Y5
Y1 Y2 M,
e e
1 i ;
BV
Ta ‘. k .1 @l
Yh Y
UU
(1)
TI ””” : 1 Ut UR
UD

(a) (b)

Figura 2.16: Em (a) é representado a contrac¢ao de uma rede quadrada de tensores ao longo

dois eixos = e y. Em (b) temos os passos da contragao e a renormalizagao de quatro estados.

Para trabalhar com a equacdo (2.57), algumas propriedades devem ser observadas para
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qualquer indice j.

1. Ortogonalidade

(S g 1S5 ) =0, £ (2.58)

2. Pseudodiagonal
1S g 208 g s g < (2.59)
onde (S :,j,:,: S :, 7,1, ) sdo o produto interno de dois tensores e |S :, j,:,: | € a norma [29].

Para determinar o tensor 77! apés uma contracao, basta determinar as quatro matrizes
unitarias da equagao (2.57). Para isso devemos reformatar o tensor M,,,,, como uma matriz.
Tal “matrizacao” de um tensor é obtida tomando-se um dos indices do tensor como o indice
da linha da matriz, e agrupando-se os demais indices do tensor para tornar-se o indice de

coluna da matriz. Como exemplo
o /
sz’yy’ - M(:L‘)(x/yy/)J (260)
onde o primeiro indice, z, é considerado o indice das linhas e os indices z'yy’ agrupados,

serao o indice da coluna da matriz.

Para determinar a matriz U, por exemplo, simétrica, a SVD seria
M'MT =URsh (U, (2.61)
onde a matriz diagonal, ¥, representa os autovalores de M M7', e também ¢é verdade que

1Ss, 1,00 |2 =%, (2.62)

2.7.4 Representacao por Rede de Tensores

A representacao de um modelo estatistico classico por uma rede tensorial é uma extensao
multi-dimensional da representacao da fungao de particao como um produto de matrizes de
transferéncia no caso unidimensional. Todos os modelos estatisticos com interacoes de curto
alcance, como o modelo Ising, podem ser expressos como modelos de rede de tensores. Exis-
tem duas abordagens para representar a fungao de particao de um modelo estatistico classico
em uma forma de rede de tensores — a representagao na rede original e a representacao numa

rede dual a original.
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e Representacao na rede dual: Esse tipo de transformagcao é particularmente ttil se
o nimero de coordenagao da rede dual for menor que o numero de coordenacao da
rede original. Se o modelo estatistico original incluir nao apenas as interagoes entre
os vizinhos mais préoximos, mas também as interagoes de muitos sitios dentro de cada
célula unitaria constitucional, por exemplo, a interacao de quatro pontos dentro de
cada célula unitaria em uma rede quadrada, um modelo de rede tensorial ainda pode
ser definido na rede dual sem aumentar a dimensao da ligacao do tensor. Esta é outra

vantagem para representar a funcao de partigdo no espago dual.

e Representacao na rede original: A segunda abordagem é definir o tensor na rede
original, através de decomposicoes em valores singulares de certas matrizes que re-
presentam as interagoes locais entre pares de sitios. Esta abordagem também pode ser
implementada em todos os tipos de redes. A ordem do tensor é igual ao nimero de
coordenacgao da rede se houver apenas interacoes entre os sitios que sejam primeiros

vizinhos [30].

Vamos entdo, a titulo de exemplo, considerar o hamiltoniano (2.1) sem campo magnético,

que é escrito da seguinte forma

H = —JZO'Z'UJ‘ (263)
(4,)

A funcao de particao de este sistema é

Z=Y e (2.64)
{0}

ou seja
BJ > oioj

Z=Y e i =3 T[] (2.65)

{o} {o} (i.4)
Representacao Tensorial na rede dual

Na figura 2.17 temos uma rede quadrada, onde a cada um de seus sitios esta associada
uma variavel de Ising o; = £1 que interagem entre si de acordo com o hamiltoniano (2.63).
A fungdo de partigao deste sistema é dada pela equacao (2.65). Queremos representar esta

fungao de parti¢ao na rede dual (a qual também é uma rede quadrada). Na parte esquerda,
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os sitios da rede original sao mostrados em preto e o ponto vermelho representa um ponto
na rede dual que codifica os estados associados aos sitios (da rede original) em seu entorno.
Na parte direita rotulamos os quatro sitios da rede original por o;, 0;, o) € 0;. Nesta mesma
figura, indicamos também as variéveis associadas as ligagoes entre os sitios 0;, 0k, Ok, 0.

A fungao de parti¢ao (2.65) pode ser reescrita como

I
I

‘ ‘ * ‘ ‘
I
I

. . K . .
I
I

Figura 2.17: Uma célula unitéria de uma rede quadrada e suas varidveis duais correspon-

dentes.

7 — Tre*,BH =Tr H eBJ(aio'jJrO'jUkJro'kalJrO'lai)/Q (266)

ikl
onde T'r indica uma soma sobre todas as configuragoes de spin e o produto é tomado sobre
todas as plaquetas de quatro spins como o destacado na figura 2.17. O fator 1/2 é introduzido
no expoente acima porque cada ligacao é compartilhada por dois quadrados. Associamos

agora a um par de spins interagentes, a cada ligacao da rede, uma variavel definida por
045 = 0403. (267)

Essa variavel também assume apenas dois valores 0;; = 1 ou 0;; = —1, correspondendo a
um estado de spins paralelo ou antiparalelo. A funcao de particao pode entao ser expressa

Cco1mo

Z="Tr H §(0ij — 0i04) H P i tojutonton)/2, (2.68)
(i) Dijkl

Em cada quadrado, o produto das quatro varidveis das arestas é igual a um

0ij0jk0kI0l; = 0,0j0;0,0,01010; = 1. (2.69)
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Este vinculo é satisfeito em cada quadrado, independentemente das variaveis de spins origi-
nais. Assim, a funcao delta de N componentes de (2.68) pode ser integrada. A funcao de

particao torna-se entao

1+U"U'kzgklgl' - ) )

Z — TTO- 177 2 BJ(U”—I—O’J;C-&-O'M-I—O'“)/Z' 270

11 5 e (2.70)
Oijkl

Agora, vamos rotular os sitios da rede dual (em vermelho na figura 2.17) pelo indice p e

associar a cada ligacao da rede original uma ligacao na rede dual que é perpendicular aquela

da rede original. Com esta associagao, podemos escrever

Z="Tr H Tyt
» (2.71)

_ 1+ 0ijojk0m0u BJ(0ij+0jk+ori+01;)/2
1 = e J .
Ipypxpyp 2

onde o trago agora é tomado sobre os indices (pernas) do tensor associado aos sitios da rede

dual. Além disso,
3—oy

Tp =~ (2.72)
com relagoes analogas para as demais pernas. Ver figura 2.18.
Yp
o ‘ T
: Txpx;ypy;)
A

Figura 2.18: O sitio central representa Ty, or 4, s € cada perna terd um rotulo, faz a repre-

sentacao diagramatica da contracao.

Representacao da rede Tensor na rede original

A fungao de parti¢ao (2.65) pode ser escrita como

Z=> 1]Wloio;) (2.73)

{o} (i.4)
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onde

W (o, 0;) = €771 (2.74)

define uma matriz cujos indices de linha e coluna sao o; e o;, respectivamente. Como os

valores de o; e 0; sao £1, a seguinte convengao,
W(l, 1) — Wlla

W(l,—1) — W,

W(=1,1) — Wy,

W(—1,—-1) — Wh,
permite escrever os elementos da matriz W na forma

Wy W
w=| " P (2.75)
War W

A partir da equagao (2.74), substituindo os valores de o; e 0;, a matriz W para o modelo de

Ising é
el e P

W = (2.76)
6_5‘] 65‘]

A matriz W é real e simétrica. Isto decorre da simetria do hamiltoniano (2.1) e fica
evidente a partir da equagao (2.74). Matriz simétrica possui autovalores reais e como veremos
mais para a frente seus autovalores sao positivos. Assim a matriz W é simétrica e positiva

definida. Agora decompomos W em valores singulares conforme a segao 2.4,

W(oi,05) = > Uloi, )TV (05,1) (2.77)
l
e definido
Qa(0,1) = U(a, )|/ (2.78)
€
Qu(0,1) =V (o, 1)|%|Y? (2.79)

expressamos a matriz W da seguinte forma

W = Qan (2.80)
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Agrupando todos os elementos das matrizes (Q's que se conectam ao sitio ¢ um tensor

local pode ser definido somando-se sobre os estados o; [30],
,y7 ) Z Q 0i, T Ula )Q(Ui7 Z) Y (281)

a ordem do tensor é igual ao niimero de ligagoes de cada sitio da rede. Ou seja, depende da
rede como na figura 2.19. A dimensao dos indices dos tensores é igual niumero de estados do
sitios. Logo, para um modelo de Ising, é igual a dois. A representacao da funcao de particao

por uma rede de tensores

Z=Tr[[Toyc.. (2.82)

onde o trago indica a contragao de todos os indices (pernas) que conectam um sitio a outro.

Na figura 2.19, observa-se duas redes, em (a) uma rede “favo de mel” com uma estrutura
hexagonal formada por 6 sitios e cada sitio tem trés primeiros vizinhos e em (b) uma rede
quadrada. Os respectivos tensores das redes “favo de mel” e quadrada sao escritos da seguinte

forma

xyz ZQ 0;, T U’m )Q(O’Z’,Z) (283>
xac Tyy! — ZQ 0i, X Uu )Q(giay>Q(0_i7y,)' (284)

Conforme o exemplo da SVD na secao 2.4, para a matriz W positiva e simétrica, da
equagao (2.74), as matrizes unitarias U e V s@o iguais, portanto as equagoes (2.78) e (2.79)
sao iguais, ou seja, Q, = Qp = Q. Os valores singulares de WTW , o, e 05, formarao a matriz

diagonal

\ 2 cosh(J) 0 (2.85)
0 2sinh(8J)

com os elementos da matriz (Q sendo determinados por

Q1 = Upi |\ |2 (2.86a)
Q12 = Upa| Xo|"? (2.86h)
Q11 = Uy |\ |12 (2.86¢)
Q11 = Usa|\o|*? (2.86d)
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(a) (b)

Figura 2.19: Em (a) uma rede “favo de mel” onde o tensor T é de terceira ordem, 7;,,. Em

(b) é representada uma rede quadrada onde o tensor T é de quarta ordem T,/,/.

como

U=V=— (2.87)

temos a matriz

0— \/cosh(BJ)  +/sinh(B.J) (2.88)

\/cosh(BJ) —+/sinh(BJ)
Nota apods a revisao das redes duais e originais, decidiu-se trabalhar com a rede dual,
pois na tentativa de implementar a rede original em Octave, surgiram alguns problemas
com os subindices que foram gerados em cada contracao, devido a interagao entre Segundo

vizinhos, o desenvolvimento desta rede pode ser visto no apéndice A

2.7.5 Cadeia linear de Ising e rede de tensores

O modelo de Ising em uma dimensao pode ser resolvido por rede de tensores. Para isso
o ponto de partida sera o hamiltoniano (2.1) e uma cadeia unidimensional com N sitios com

um parametro de rede a conforme foi mostrado na figura 2.1.
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Com o hamiltoniano (2.1), os elementos da matriz W podem ser determinados da se-
guinte forma [30],

W (gi0;) = expl?/7iei+ 3 (@ites)] (2.89)

Conforme a convencao da equagao (2.90), escrever a matriz W na presenga do campo externo

resulta em
oBIHBH =B

W = (2.90)
o—BT  oBI-BH

As raizes quadradas dos autovalores de W1W sao os valores singulares o; de W. Com

e28J+28H +e*2'3‘] e—BH +6,3H
WIW = (2.91)
os autovalores sao,
Mo = e’/ cosh(BH) + eﬁj\/sinhQ(ﬁH) + 487 (2.92)

Para facilitar o desenvolvimento, a matriz () sera escrita como
Q= . (2.93)

Como a matriz W da equagao (2.90) ¢ simétrica, e com as equagdes (2.77) e (2.81), os

tensores para uma dimensao sao
(-
T, = E Qo0Qoia (2.94)
o
e com a convenc¢ao anteriormente adotada

Tmix’ = erle’ + lele’ (295)

O valor de cada elemento de tensor é calculado fazendo os indices z e &' assumirem os seus

dois valores possiveis. Com exemplo, segue o célculo dos elementos 171, T1o, To1 € Tho

Elemento T7;:

T = Quln + Q02
Ty = a® +a® (2.96)
Tn = 2&2
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Elemento Tis:

Ty = Q1Q12 + Q2102

Tio = ab+ a(—b) (2.97)
T2 =0

Elemento T5;:

To1 = Q12Q11 + Q2202
T21 = ba + (—b)a (298)
T21 - 0

Elemento T5,:

Thy = Q12Q12 + Q22022

L TQQ - 2b2
Temos a matriz T
a’> 0
T= (2.100)
0 v

A cada renormalizacao um tensor M, resultante da contracao dos indices comuns entre
dois tensores, é gerado, que também é diagonal e igual a M = T2. Em uma representacao

matricial a forma do tensor M é
Tf1 0
M = (2.101)
0 T222

a fungao de parti¢do na representagdo de uma rede tensorial conforme a equagao (2.82)
N .
z=Tr[[7Y, (2.102)
]

onde para o produto de N tensores,
Z =Y (T, (2.103)
]
resulta

Z=Tr (2.104)
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Z =T} + Ty (2.105)
ou seja
N T22
Z =T |1+ (2.106)
T
como 11 > Ty, no limite N — oo
Z =TX. (2.107)

Conhecendo a fungao de partigao em termo dos tensores da rede a energia livre é por particula
torna-se

kgT
f = _BTIHZ = —k’BTIIlTH (2108>

2.8 Antiferromagnto de Ising frustrado na rede quadrada

Como vimos anteriormente, o primeiro passo para a aplicagao do grupo de renormali-
zagao na representacao de rede de tensores é escrever a funcao de partigao do sistema como
a contracao de uma rede na qual a cada sitio estd associado um tensor translacionalmente
invariante [31].

Assim vamos escrever a funcao de particao para o hamiltoniano 2.2, como uma rede de

tensores, reescrito abaixo por conveniéncia.

H({c}) = - Z oi0; — Jo Z o0, (2.109)

lembrando que a primeira soma corre sobre todos os pares de primeiros vizinhos e a segunda

sobre todos os pares de segundos vizinhos.

A funcao de particao é dada por

7 = Z e PH{o}) — Tr{g}e—ﬁﬂ({a}) (2.110)
{o}

Substituindo o hamiltoniano (2.109), temos

7 — Tl"{g}eﬂjl 2,5y Ti0iHBI2 305y OOk ) (2111)
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Agora, dividindo a rede em blocos de quatro sitios, como anteriormente. Podemos escrever a
equagao (2.111) em termos de um produtério nas plaquetas indicadas na figura 2.20. Assim
Z =Trip H ePhloiotojontoiostaostRoioxtao)l/2 (2.112)

Okt

com R = 2Jy/J;. Dessa forma, podemos escrever

0O —@
| IR NP, |
I i !
T B -
| , N N 7 \ I
1 1
I I
N\ 4 N N ! .
e > T i R et gy
7V’~777.7k7.~x,,
/ N A W\ 7 N 1
L ! [ ! 1
! l ! I
N\ 7 \ I, 7’

Figura 2.20: Uma célula unitaria de uma rede quadrada e suas variaveis duais correspon-

dentes apenas ao contorno.

Z =Tr[[ Tocoryy (2.113)
i
com o tensor 1" dado por
Tx-m’_y-y’. — eﬁJl[U',L'O'l+O'jO'k+0'2‘0'j+0'10'k+R(0'7;0'k+0'j0'l)}/2 (2114)
onde z; = (3 — 0y0;)/2, ... e o trago indica a contrac¢ao da rede de tensores.

E também possivel representar esta funcao de particdo na rede original. Porém, como
mostrado no apéndice A, tal representacao é incoveniente devido & coordenagao da rede de
tensores ser igual a 8.

No proximo capitulo, apresentaremos os resultados da contragao da rede de tensores cor-
respondente a fungdo de parti¢ao (2.113) através do Tensor Renormalization Group (TRG),
obtendo a termodindmica do sistema assim como o diagrama de fases no plano temperatura

X razao entre os acoplamentos.



Capitulo 3

Resultados

3.1 Grandezas termodinamicas

Na secc¢ao 2.8 mostramos como representar a fungao de partigdo do hamiltoniano (2.2)
como uma rede de tensores translacionalmente invariante. Assim, a funcao de particao é

dada por

N
Z =T [ Terpiinn- (3.1)

i=1
onde N é o ntimero de sitios (namero de graus de liberdade do sistema) da rede e T' é dado
por (2.114) cujos indices tem dimensao igual a 2. Por conveniéncia, impomos que 7111 = 1,

de forma que a funcao de particao torna-se

N
Z = s Tr [ Touprae (3.2)

i=1
com o fator sy = T111; antes da normalizagao.

Como descrito anteriormente, a rede quadrada é divida em blocos de quatro sitios, com

cada sitio pertencendo a um tnico bloco. Recorde figura 2.16.

A primeira etapa do processo de renormaliza¢ao consiste em substituir os tensores do
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bloco por outro, resultante da contragao dos indices internos ao bloco em um novo tensor
T)/(X’YY’ = Z Txliyljﬂx'jy; zzkleTkxgzy/Q, (3.3)
ijkl
onde X = X(21,22), Y =Y (y1,v2), X' = X'(2],25) e Y =Y'(y},v5). Observe a figura 3.1.

U1 Y2
xr B L™ ¢ Y
1! I
—@—@—L.
’ | Z : ~
. i XD X o X
AN ‘. k .1 xh .’ v
Y Y

Figura 3.1: Representacao diagramatica da contracao de um bloco de tensores na rede

quadrada ao longo dos eixos z e .

Essa transformacao define um mapeamento exato entre a funcao de particao de N

particulas para a fungao de particao de N/4 particulas em termos do tensor 7"

N/4
7 = s)Tr [ [ Teoxovnvr- (3.4)
i

Observe que o produtoério agora contém apenas N/4 termos. Porém, como os indices originais
r1 € T9, por exemplo, assumem dois valores, isso implica que os novos indices assumem
cada um deles quatro valores. Dessa forma, o nimero de elementos de 7" iguala 4* = 256

elementos.
A cada iteracao do processo de transformacao de bloco, os elementos de tensor sao
normalizados. Ou seja, fazemos s; = 17, e, em seguida, 77,;; — 1, de forma que a funcao

de particao do sistema torna-se
N/4
Z = sy'sy "I [ Toxovyr- (3.5)
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Apos essa transformagdo o numero de sitios é reduzido para N/4, porém o numero
de estados de cada sitio (nimero de elementos do tensor) passa de 2* para 4% estados. O
processo pode ser iterado, em principio, levando 7" — T” e assim por diante. Denotando o
tensor original 7" por 7O, T por TM, ..., T™

Note que o niimero de estados cresce como 2% , onde n é o ntimero de iteracoes. Ou seja,
o niamero de estados em cada sitio se prolifera exponencialmente tornando o procedimento
impraticavel. Uma forma de impedir o crescimento sem limites do ntimero de estados é
através de uma ‘“renormalizacao” do tensor associado ao bloco. Tal renormalizacao pode ser

realizada pelo truncamento do niimero de estados do tensor associado ao bloco.

Assumindo que seja possivel truncar o numero de estados apos cada transformacao de bloco,

na segunda iteracao temos

N/16
N/4 N/16
Z = sy st s Ty H vy (3.6)
Na iteracao de ordem n, podemos escrever
N/22n
N/4 N 16 2n
Z = sl M0 GNP Ty H vy (3.7)

A tnica aproximagao contida na equagao (3.7) consiste no truncamento do niumero de estados
mantidos no processo de renormalizagao.

A energia livre do sistema é F' = —(kgT)InZ ou —BF = InZ, com 8 = 1/kgT e
T a temperatura do sistema. Note que a forma de Z na equagdo (3.7) garante a exten-
sividade da energia livre, ou seja, a energia livre é proporcional ao ntimero de particulas,
N. E conveniente trabalhar com a energia livre por ntmero de sitios da rede, ou melhor,
f = —BF/N.

Da equagao (3.7), temos

1 N L N
f= ~¥ N log sg + T log sy + - 22 log s, +log | Tr H X X,yy, : (3.8)
A equagao (3.8) pode ser reescrita como
1 1 .
f:—logso—zllogsl—--- Jon log s, — Nlog(Z ). (3.9)
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onde
N/227L

z0 =Tr [T T¥%yy- (3.10)

¢ a fungao de partigao de um sistema com apenas N/2%" particulas.

A partir da energia livre podemos fazer o calculo da energia interna

o 1 f
—_72 = |L
u=-T o7 {T] (3.11)
e depois do calor especifico
I 4 B

3.2 Renormalizacao

Como vimos na secgao anterior se faz necessério truncar o numero de estados do tensor
obtido pela transformacao de bloco. O niimero de estados mantidos a cada etapa do processo
¢ D onde D, ¢ a dimensdo dos indices “renormalizados”. Os resultados obtidos para as
fungoes termodinamicas dependem de D., que é fixado no inicio do procedimento. Para
alguns casos, fizemos um estudo sistematico da dependéncia dos resultados com a dimensao

de corte D..

Aqui fizemos uso da HOSVD (High Order Singular Value Decomposition) para renormalizar
os tensores com D, = 12,16, 20 e 24. A manipulacao dos tensores, como contracao, normali-
zagao, diagonalizagao de matrizes e demais operagoes da algebra linear, foi realizada através
de um codigo desenvolvido em Octave [32], ver também apéndice B. Note que o nimero de
estados mantidos para D, = 24 ¢ igual a 331776.
Em linhas gerais, o procedimento consiste em especificar uma temperatura 7', um valor para
o parametro de frustracao R, um valor para dimensao de corte D, e o critério de parada. O
programa retorna uma lista com os valores dos fatores de escala sg, s1,...,s¢c. Onde C' é o
namero de etapas transformagao de grupo de renormalizagao (RG) aplicadas.

A experiéncia mostra que apos um certo nimero de transformacoes o tensor 7 con-

verge para um ponto fixo. Isso se reflete na convergéncia do fator de escala, s¢, que se torna
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invariante pela transformacao de RG, para um valor constante. Este fato implica que a série

3.9 é convergente e a energia livre por particula é calculada por

C
logs, logsc
TRy ==>" TS (3.13)

n=0

O nimero de termos da série depende de T e R, crescendo & medida que este ponto se

aproxima das fronteiras de fases.

Tendo em vista que C' ¢ finito, qualquer singularidade na energia livre (3.13) estara
contida no fator de escala s¢. De fato, como pode ser visto na figura 3.2, onde tracamos
o fator de escala em fun¢ao da temperatura para o modelo de Ising nao-frustrado (R = 0),
s¢ exibe uma singularidade em torno do valor da temperatura critica conhecida exatamente
[10]. Podemos observar também que, na escala desta figura, os resultados sao praticamente

independentes da dimensao de corte.

Este resultado mostra que o comportamento do fator de escala indica a localizacao da
transicao de fases do sistema. Percebe-se ainda que longe da regiao critica, para altas e
baixas temperaturas, o fator de escala tende a valores constantes, capturando os pontos
fixos triviais do modelo (pontos fixos estéveis na linguagem de grupo de renormalizagdo no
espago real).

Na figura 3.3 mostramos o comportamento do fator de escala numa regiao em torno da

temperatura critica, exata

keT. 2
J  In(1++v2)

Nesta escala é possivel observar o comportamento de so para as diferentes dimensoes de

~ 2,26918531421. (3.14)

corte. Na tabela 3.1 apresentamos nossas estimativas para a temperatura critica a partir
de diferentes valores da dimensao de corte. Vemos que as estimativas estao bem proximas
do valor exato. Note que os valores para outros parametros de frustracao também estao
incluidos, que serao mostrados graficamente abaixo. Note também que a convergéncia nao
¢ o uniforme com o aumento de D..

A energia interna e calor especifico sao obtidos através da primeira e da segunda derivada
da energia livre, conforme equagoes (3.11) e (3.12), respectivamente. As derivadas foram

obtidas numericamente e o cédigo empregado encontra-se no apéndice B.2. A energia interna
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20

1,25

1,2

1,1

1,05

o-ODc=12
H-81Dc= 16
&S De=20
++Dc=24

Figura 3.2: Fator de escala s¢ em funcao da temperatura para modelo de Ising nao-frustrado

e varios valores da dimensao de corte D.. O salto na curva indica a localizacao da transicao

de fases.
T | T | T
- Dc=12=2,26910
25 -] Dc= 16 = 2,26900 | 2°
&= De=20=2,26921
I L] +—+ Dc=24 =2,26921
555
@) 2+ —2
/5]
15+ — 1,5
I | | | | | | | ]
2,2685 2,2687 2,269 2,2692 2,2695 2,2698

Figura 3.3: Comportamento do fator

critica.

de escala para o modelo de Ising (R

0) na regiao
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Tabela 3.1: Estimativas de T, para diferentes dimensoes de corte D, e o valor exatamente

conhecido para ele parametro de frustracao R = 0.

R 0 -0,1 -0,2 -0,3 -0,6 -0,7 -0,9
Ising | Tedrico | 2,26918 - - - - - .

Método | Dec 12 | 2,26910 | 1,5765 | 1,59599 | 1,47319 | 1,29982 | 1,27124 | 1,76601
da Dc 16 | 2,26900 | 1,62625 | 1,64929 | 1,47879 | 1,3351 | 1,39003 | 1,53061
rede | Dc20 |2,26921 | 1,6269 | 1,65249 | 1,48008 | 1,35978 | 1,49616 | 1,78596
dual | Dc 24 |2,26921 | 1,62821 | 1,62272 | 2,2662 | 1,38201 | 1,51013 | 2,57537

para o caso em que o parametro de frustracao é zero pode ser visto na figura 3.4. Podemos
observar uma 6tima concordancia dentro da escala utilizada para dimensoes de corte acima de
12. Esse resultado serve para um teste do codigo numérico do apéndice B.2 e de referéncia
para a escolha da dimensao de corte, uma vez que o tempo de computagao escala com a
dimensao de corte Dec. Note que o comportamento da energia com a temperatura apresenta

um ponto de inflexao proxima a temperatura critica do modelo de Ising na rede quadrada.

-0,6 T | T | T T | T ‘é‘o,6
L ,@:
os]- ©-0Dc= 12 LT s
I E-8Dc=16 g L
A &= Dce= 20 SACh e ¥
. ++Dc=24 1
12+ —-1,2

P 14 —-1.4
1,6 —-1,6
-1,8 —-1,8

2 —-2
1 I 1 I 1 I 1 I 1
0 1 2 3 4 5

Figura 3.4: Energia Interna do Modelo de Ising (R = 0) em funcdo da temperatura para

varios valores da dimensao de corte D..
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Na figura 3.5, mostramos os resultados para o calor especifico para o caso R = 0.
Podemos ver, uma concordancia dentro da escala utilizada. O comportamento geral é tipico
do calor especifico de um sistema que sofre uma transicdo de fases. E possivel observar
uma singularidade na temperatura critica. E curioso que, para temperaturas maiores que a

critica, a uma certa dispersao dos resultados obtidos para diferentes dimensoes de corte Dec.

175 T T T T T T T I T I T I T 175
| o-0Dc= 12|]
125 125
I E-1Dc= 16/ |
il &©Dc=20| ]
_ ++ De= 24/]
0,75 - 0,75
>
o - .
0,5 —os
025 %%@ 0,25
L ’ @. ) i
= 0210 —o
I T R T R R S B R
0 05 1 15 2 2.5 3 3.5 4 45 5

Figura 3.5: Calor Especifico do modelo de Ising em fungao da temperatura para varios

valores da dimensao de corte D,.

Os resultados apresentados até aqui, foram para o caso do modelo de Ising com intera-
¢oes apenas entre primeiros vizinhos uma vez que assumimos um valor nulo para o parametro

de frustragao.

Vamos agora olhar o comportamento do sistema no caso da rede quadrada frustrada.
Vamos, portanto, estudar o comportamento das fungoes termodinamicas para o caso R # 0.
Como sabemos que o ponto R = J2/|J;| = —1/2 separa os dois estados fundamentais, a
saber, o estado de Néel da fase superantiferromagnética, vamos tratar separadamente o caso

R < —1/2eo0caso R > —1/2.

Para R € (—1/2,0] a temperatura de transicao, T¢(R), em fun¢do do parametro de

frustracao deve crescer a partir de zero até o valor 2,26918.
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Na figura 3.6, mostramos o comportamento do fator de escala em fungao da temperatura
para R = —0.1. Note que s¢(R = —0.1) apresenta uma singularidade em T ~ 1,94,
indicando uma transicao de fases em torno desta temperatura. Nesse caso, a transicao é de
um ordenamento de Néel para uma fase paramagnética. nés também calculamos a energia
interna contra a temperatura e o calor especifico contra a temperatura para dois parametros
de frustracao R = —0,1 e R = —0,9 como visto nos graficos de energia interna 3.7, 3.14 e

no calor especifico 3.8, 3.15 respectivamente.

L8 R=-0,1 -
C-ODc=12
H-8Dc= 16
L6 &S De=20

@)
95]
14 .
12 _
l 1 I 1 I 1 I 1 I 1
1,85 1,875 1,9 1,925 1,95 1,975
Figura 3.6: Fator de escala em funcao da temperatura para R = —0,1 e varios valores da

dimensao de corte D..

Comportamento similar se observa para R = —0,2 e R = —0,3 como pode ser visto
nas figuras 3.9 e 3.10, respectivamente. Note que, como seria esperado, a temperatura de
transigdo diminui a medida que R — —1/2 pela direita. Note em particular, o aumento
acentuado de s¢(R = —0.3) para Dc = 24 em comparacao as outras dimensoes de corte.
Ver figura 3.10.

Analisemos agora como T¢(R) se comporta para R < —1/2. Nas figuras 3.11, 3.12
e 3.13 mostramos o fator de escala em fun¢ao da temperatura para R = —0,6;—-0,7e —

0,9, respectivamente. Também observamos um comportamento singular de so(7, R) em
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-0,5 @A@@”@
& -Q
& 500
1 @@ _|
: —
_1’5 —
IR U R B
20 3 4 5 6 7
T
Figura 3.7: Energia Interna em func¢do da temperatura para (R = —0, 1) varios valores da
dimensao de corte D..
0,8 T T T T T T
0,6 _|
5 04 -
Q
02 -
0 —
7
Figura 3.8: Calor Especifico do parametro de frustracao R = —0, 1 em fungao da temperatura

para véarios valores da dimensao de corte D..
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95

T ' T
Lt =02 -
i O-ODc=12 ]
E-81Dc= 16
- [0 Dc=20 .
| |+ +Dc=24 |
@)
95]
14 .
12 w@@@ _|
| | . 1
1,525 1,55 1,575 1,6 1,625 1,65 1,675
T
Figura 3.9: Fator de escala em funcao da temperatura para valor de R = —0,2 e varios
valores da dimensao de corte D..
T ' T
25 - _O,3 —
O-ODc=12
I E-81Dc= 16 - ]
&-0Dce= 20 !
,L |+ +Dc=24 i _
@)
95]
1,5
b
Figura 3.10: Fator de escala em funcao da temperatura para valor de R = —0,3 e varios

valores da dimensao de corte D..
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torno de uma certa temperatura para R fixo. Esta singularidade sinaliza a transicao de
fases. Aqui, com R < —1/2, a transi¢ao é do estado superantiferromagnético para o estado
paramagnético. Note que, nesse caso, a temperatura de transicao aumenta a medida que R

se torna mais negativo.

1,5 T T T T T T T

I R=-0,6 I
141 O-ODc= 12 —
_ =-1Dc= 16 & _
&-0Dce= 20 fag

13- ++Dc=24 e .

O L N
95
12 _|
11 _|
! | . | . | . | . | . |
0,9 0,92 0,94 0,96 0,98 1
Figura 3.11: Fator de escala em funcao da temperatura para valor de R = —0,6 e varios

valores da dimensao de corte D..

Na figura 3.16 mostramos o comportamento do fator de escala, s¢, em funcao da tempe-

ratura para varios valores do parametro de frustragao R. Podemos observar que, para valores

maiores que R = —1/2, quanto maior o valor, maior a temperatura critica; Enquanto que
para valores menores R = —1/2, quanto menor o respeito de R, maior sera a sua temperatura
critica.

Desta forma, podemos fazer grafico da temperatura contra o parametro de frustragao,
como pode ver no grafico 3.17.

Embora o procedimento ilustrado acima seja adequado para se determinar a tempera-
tura de transicao, ele nao é o mais eficiente. Estamos interessados em determinar o ponto, no
plano T' x R, no qual o fator de escala apresenta um maximo ou uma descontinuidade. Esse

ponto pode ser localizado através de um algoritmo tipo bisse¢ao que economiza tempo com-
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1,8 T T T T T T T
1,6 - _|
Ol |
12 _|
1 Lo | Lo
1,24 1,26 1,28 13 1,32 1,34 1,36
T
Figura 3.12: Fator de escala em funcao da temperatura para valor de R = —0,7 e varios
valores da dimensao de corte D,.
3 T I T T
. = _()’9 il
C-ODc=12 +
- |5-5De= 16 ,.-'~., -
i & De=20 i |
++ De= 24 3
C/JU 2 , 1[ |
1,5 |
! | . | . | | | .
1,725 1,75 1,775 1,8 1,825 1,85 1,875
T
Figura 3.13: Fator de escala em funcao da temperatura para valor de R = —0,9 e varios

valores da dimensao de corte D..
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T I T I T T T T
04 OO DC: 12 _
el |55 Dc=16
L[ Dc=20
0sl- |[++Dc=24
Ry=
: -
_1’2 —
14 @7
16 ] r _
18k %:_g/ ]
_2 I 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I 1 |
0 1 2 3 4 5 6
T
Figura 3.14: Fator de escala em funcao da temperatura para valor de R = —0,9 e varios

valores da dimensao de corte D,.

3 T T T T I T I T

0 Y4
1~ @(// —
1 I 1 I 1 I 1 I 1 I 1
%0 1 2 3 4 5 6
T
Figura 3.15: Fator de escala em funcao da temperatura para valor de R = —0,9 e varios

valores da dimensao de corte D..
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13 : : . . . : .
1,25 —
12 —
S LIS —
1,1 —
1,05 —
b2 0.3 0,4 0,5 0,6 0,7 0.8

T

Figura 3.16: Fator de escala em fungao da temperatura para valores de R em uma dimensao

de corte D, = 12.

putacional uma vez que faz muito menos avaliagdo da grandeza s¢ (7, R). Aqui empregamos
a estratégia conhecida como golden search. Conforme os c6digos mostrados no apéndice B.3

e B.6.

Assim, variamos o pardmetro de frustragdo, R, no intervalo [—1.25,0] e o programa
descrito no apéndice B.3 localiza o valor de T no qual o fator de escala s atinge o valor
maximo para aquele particular valor de R. E possivel procurar a singularidade de maneira
inversa. Fixando um valor para a temperatura, 7', e realizar a busca do valor de R que
maximiza s¢. Este ultimo procedimento é mais apropriado quando T¢(R) é proximo de
Zero.

Procedendo da forma acima descrita, obtivemos os valores para as temperaturas criticas
em funcao de R. O resultado esta sumarizado na figura 3.17, onde apresentamos o diagrama
de fases do antiferromagneto frustrado na rede quadrada.

Nesta figura, apresentamos a dependéncia da temperatura critica em um funcao do
parametro de frustracao R. A partir desse diagrama, vemos que as diferentes fases fundem-

se no ponto R = Jy/|J1| = —1/2. A linha a direita desse ponto separa a fase paramagnética
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do fase de Néel, enquanto que a linha a esquerda desse ponto separa fase paramagnética da
fase superparamagnética. Note que os resultdados para To(R) mostram uma dependéncia

fraca com o valor da dimensao de corte Dg.

3 ' ' ' I ' I ' I ' ' 3
2,5 _— —- 2,5
Al 1.
F 1,5 __ —- 1,5
L it
0,5 _— —- 0,5
0 _ ! | ! | ! | ! | ! | ! | ! | 0
-1,5 -1,25 -1 -0,75 -0,5 -0,25 0 0,25

Figura 3.17: Diagrama de fases do modelo de Ising frustrado, no plano temperatura x
parametro de frustracao. Resultados sao apresentados para varios valores da dimensao de
corte D.. SAF indica um ordenamento superantiferromagnético, P uma fase paramagnética

e AF o estado de Néel.

Depois de levantar o diagrama de fases procuramos fazer uma comparacao com o mé-
todo usado no artigo [1], utilizando dados para os quais elos tem resultados e fazer uma
comparacao com o método empregado em nossa dissertacao “Representacao Tensorial na
rede dual”, a continuacao mostraremos os valores que eles conseguiram para ele parametro
de frustragcao R = 0 para cada um de as configuragoes 2,4,6 e 9 spins empregadas junto
com ele valor obtido para a dimensao de corte D, = 16 e o valor exato como se pode ver na
tabela 3.2, podemos ver que se tem dois nomes para a temperatura 1; e T, que para efeitos
praticos sao iguais .

Em la tabela 3.3 observamos os valores de diferentes parametros de frustragao R para cada

uma das configuragoes e comparamos cada um de isso valores para a dimensao de corte
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Tabela 3.2: Temos os valores obtidos para a temperatura critica 6 de transicao para o

parametro de frustracao R = 0, junto com ele valor exato para ele modelo de Ising.

7,(0) 7.(0)
R A. Bobak [1], cluster Rede Dual | Ising
2 4 6 9 D.=16
0 | 3,0250 | 2,9197 | 2,8759 | 2,81852 | 2,26900 | 2,26918

D. = 16, onde fizemos T, = T, para trabalhar apenas a mesma variavel

Tabela 3.3: Temos diferentes parametros de frustra¢ao para o método usado no artigo [1] e
cada valor é comparado em relagao & Representacao Tensorial na rede dual com dimensao

de corte D, = 16.

Ty(R) T,(R)/T:(0)
R A. Bobak [1] | Rede Dual | A. Bobék [1] | Rede Dual

cluster D.=16 cluster D.=16
-0,2973 | 2 | 11,3720 1,26387 0,45355 0,55701
-0,3070 | 4 | 11,3066 1,22881 0,44751 0,54156
-0.3240 | 6 | 1,2329 1,16495 0,42870 0,51342
-0.3340 | 9 | 1,1894 1,12904 0,42199 0,49759
-1.1098 | 2 | 2.7178 2,35387 0,89844 1,03740
-1,0387 | 4 | 12,4620 2,17873 0,84323 0,96021
-0,9748 | 9 | 12,2565 2,0195 0,80060 0,89003




Conclusao

Nesta dissertagao, realizamos um estudo de uma generalizagao do modelo de Ising numa
rede quadrada. No modelo aqui investigado, além das interagoes usuais entre os primeiros
vizinhos hé interagoes também entre segundos vizinhos. Tanto a constante de acoplamento
entre os pares de primeiros vizinhos quanto aquela entre os pares de segundos vizinhos sao
antiferromagnéticas, isto é, favorecem o alinhamento antiparalelo do par de spins interagen-
tes. Nesse caso o sistema é geometricamente frustrado. De fato, esta é a forma mais simples

de introduzir frustracao na rede quadrada.

Devido a frustragao, o estado fundamental do sistema depende da razao entre a constante
de acoplamento entre os pares de segundos vizinhos pelo médulo da constante de acoplamento
entre os primeiros vizinhos — o parametro de frustracao. Assim, para o valor do parametro
de frustragdo menor que —1/2 o ordenamento consiste numa ordem ferromagnética ao longo
das linhas, porém linhas vizinhas estao antiferromagneticamente ordenadas. Por outro lado,
para o parametro de frustragao no intervalo (—1/2,0] o ordenamento do estado fundamental

é o0 estado de Néel.

O diagrama de fases, no plano temperatura x parametro de frustracao, foi obtido atra-
vés do grupo de renormalizagao na representagao de redes de tensores. Nossos resultados
concordam com resultados recentemente publicados na literatura especializada [1]. Porém,
aqui nés nao calculamos os expoentes criticos nem procuramos identificar a ordem das tran-
sicoes de fases. Tal estudo é necessario e é nossa intencao continuar a investigagao nessa

direcao.



Apéndice A
Tensor

Na figura A.1 esquerda temos uma rede quadrada na qual as linhas pretas representam la
ligacao entre os primeiros vizinhos as linhas tracejadas vermelha e azul mostram as ligacoes
entre segundos vizinhos, na parte direita se mostra como ficaria depois de fazer as contragoes
em os dois eixes x e ¥, isso ficara mais claro na figura A.2, onde cada bloco es representado
por um quadrado verde como se pode ver em la parte esquerda, em la parte direita temos

ele resultado depois de fazer as contracoes.

Em cada sitio da rede associamos um spin, portanto esse bloco formado por quatro
sitios é rotulado como bloco de spins [33|. de forma geral, uma rede de tensores é equivalente
a uma rede de sitios. Os quatro tensores para cada bloco. A ordem do tensor em uma rede
de tensores depende do ntimero de ligagao com os primeiros e segundos vizinhos. Para uma
rede quadrada com N sitios o tensor é de sexta ordem, pois ha quatro ligagoes entre o tensor
e 0s seus primeiros vizinhos e dous ligacoes entre o tensor e os seus segundos vizinhos. Cada
ligacao é um indice do tensor. O tensor obtido a partir da contragao dos indices comuns
entre os tensores internos ao bloco define uma expressao exata para a funcao de partigao,
conforme a equagao (2.82). a cada renormalizagdo la rede se reduz de N/4 o nimero de
tensores, mas a func¢do de partigdo Z(NN), continuara sendo idéntica a fungao de parti¢ao
Z(N/4) da nova rede N/4. Para uma rede quadrada, conforme la figura A.1, a fungao de

particao é escrita da seguinte forma
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Figura A.1: Rede Quadrada, cada sitio representa um tensor. O nimero de ligagoes entre
um tensor e os vizinhos determina a ordem do tensor. Para a rede quadrada cada sitio possui
quatro vizinhos mais proximos, ha duas ligacoes horizontais e las duas verticais, temos outras
duas ligagoes em las diagonais. Cada ligagao ¢ um indice do tensor T. Os indices sao rotulados

como x, x', y, vy, z, 2/, w, w.

Nos temos que ele hamiltoniano que representa nosso sistema esta dado por
H="H(o)=—-J ZUin — Jy Zaiak (A.2)
(i.5) (i.k)

fazendo uso de la equacao (2.6), temos nossa nova fungao de partigao

BJ1 Y oioj BJ2 Y oiok

7-N "¢ Gp Z e (k) (A.3)
7 = Z H eﬁchTineﬁJzUiO’k

o (i)
(i,k)

Rede Tensor na rede original

Nesta figura A.3 pretendemos mostrar a forma em que os indices aumentam com cada

contracao que se faz em um bloco, vamos tomar X que tem dependéncia de w, x1, x5 €
/ !/ / / / / ! / / / 3

z, ficando da forma X (w,xq,xs,2), X' (2,2}, 2, w'"), Y(w,y1,y2,2"), Y'(2, 45, yh, w'), isso

ainda sim fazer as contracoes com os indices internos com primeiros e segundos vizinhos, os
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Figura A.2: Os sitios da rede quadrada sao representados por bolas pretas. A rede quadrada
é dividida em blocos de spins, cada bloco encontra-se dentro do quadrado verde. As bolas a

direita sao os tensores renormalizados.

primeiros vizinhos esta representados por as linhas solidas e segundos vizinhos com linhas
tracejadas.

O trago da funcao de partigao é uma suma sobre todos os indices, igualmente a que se
faz em la se¢do 2.7.4 para calcular la matriz @) equagao (2.54), sou que agora temos duas

matrizes que sao ) e P

V/eosh(BJ;)  +/sinh(B8J;)
ecosh(BJy) —+/sinh(B8J;)

P V/eosh(BJy)  +/sinh(8Jy) (A5)

Veosh(BJy) —4/sinh(5J2)

e regravando la equagao (2.50), temos os elementos do tensor local T’ definidos em cada sitio

da rede como

Tywryy 22w’ = Z Q(o,2)Q(0,2")Q(0,y)Q(0,y )P (0, 2)P(c, 2" )P0, w)Q(co,w'). (A.6)
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Figura A.3: Bloco de spins com quatro sitios. Cada sitio possui quatro ligagoes com os

primeiro e dous com os segundo vizinhos.

A matrizes Q e P em equagoes (A.4) e (A.5), com J; = ag e fJy = ay, torna-se

_ v/ecosh(aq)  4/sinh(ay) _ o m (A.7)
Veosh(a) /sinh(az) } [0 7 (A.8)

V/cosh(ag) —4/sinh(ay) dy —72

Onde « ¢é o inverso da temperatura, a = 1/7. Cada um dos indices pode assumir dois
valores, gerando 256 elementos para o tensor inicial. Os indices sao rotulados como 0 ou 1,

vamos explicitar trés desses elementos, que sao escritos da seguinte forma

160000000 = Z Q50Q 50Q s0Q s0PsoPsoPsoPso = Tohooo0000 = Z QngP é‘o
S 5
= Tho000000 = Qéop(;lo + Qiloplzlo

que resulta em,

Toooooo00 = 2 cosh” vy cosh® .
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To0000001 = Z Q50Q 50Q s0Q s0Ps0PsoPsoPs1 = Tooooo001 = Z Q‘éoPé’oPa
s s
4 p3 4 p3
= Toooo0001 = Qoo FooPs1 + Qro PP

que resulta em,

TOOOOOOOl = 0.

Too000011 = Z R50Q50Q50Q 50 Ps0PsoPs1Ps1 = Toooooo11 = Z Qo P50 P51
S 3

1 p2 p2 1 p2 p2
= Tooooo011 = Qoo FPoo o1 + QroLio i

que resulta em,

Toooooon =2 COSh2 (071 cosh (6] sinh Q.

Seguindo a mesma regra, calcula-se todos os outros. Uma maneira de encontrar os

elementos do tensor nao-nulo é,
(14 (=15 Gapt g (A9)

com m e n variando de zero a quatro, onde m e n de la mesma paridade o elemento de tensor
é nao-nulo, si m e n sao de paridade distintas o elemento de tensor é nulo. resultando em
13 valores diferentes entre si que compoem ele tensor. Considerando primeiro elemento do

tensor como um fator de escala, ou seja,

a9 = T60000000 (A.10)

podemos normalizar todos os outros, de modo que Tyoo00000 = 1.

Percebe-se que inicialmente héa seis valores distintos entre todos os elementos del tensor,
{O, 1, tanh as tanh o, tanh? apy/tanh ag, tanh? oy v/tanh s, tanh? oy tanh? a2}. Apobs o cal-
culo dos novos de tensor haverd cento e vinte e oito elementos nulos, impomos novamente
que o primeiro elemento do tensor seja igual a 1, atreves de uma normalizagao e com essa

imposi¢ao temos um novo fator de escala, ou seja, a cada renormalizagao temos

a1 = 60000000 (A.11)

, ) - .
onde T{y000000 € © primeiro elemento do tensor renormalizado.
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A figura A.3 mostra um bloco de quatro spins da rede original e suas respectivas pernas.
A primeira etapa do processo de renormalizacao consiste em substituir os tensores do bloco
por outro, resultante da contragao dos indices internos ao bloco. A soma sobre todos os
estados resulta em um tensor de oitavo ordem 7% v/y vz ww» onde cada indice assume,

agora, oito valores [33],

! —
T (v X0V )V oy = D Lovigng Tiatwat Toaniy Doty Tomwn Tnzrmar - (A12)

ik g,lmon
O tensor T” define uma expressao exata para a funcao de parti¢ao
N/4
Z = o) Tr [ [ Thxvy (A.13)
i
O fator o aparece devido a normalizacao. Observe, ainda, que o reprodutoério agora contém
apenas N/4 termos, porém o numero de estados de cada sitio passa de 2 para 16 estados. A
cada transformacao o nimero de iteragdes. Ou seja, o nimero de sitios é reduzido de 1/4.
Enquanto que o nimero de estados cresce como 227, onde n é o niimero de iteracoes. Ou seja,
o nimero de estados em cada sitio se prolifera exponencialmente tornando o procedimento
impraticavel. Uma forma de impedir o crescimento de limites do ntimero de estados é através
de uma “renormalizacao” do tensor associado ao bloco. Tal renormalizagao pode ser realizada
do nimero de estados do tensor associado ao bloco.
Escolhendo a representacao, X (0,0) = 1, X(1,1) = 2, X(1,0) = 3, X(0,1) = 4 [33],
para os indices do tensor do bloco e denotado por M em uma iteracao, a HOSVD envolve la

diagonalizacao da matriz G.
_ /
Gxxiyy zzww: = E T oty 2oz wn! (A.14)

O proximo passo é obter a matriz G que deve ser formada a partir das iteragoes, onde a
matriz G é 16 x 16, quando passamos de 2 a 16 estados ap6s a contragao, o tensor inicial acaba

por ser 256 valores, ao tentar calcular isso, temos 22

= 1048576 termos, portanto, nossos
recursos computacionais sao curtos, por isso, vamos usar os recursos de um programa como
Octave, para poder fazer os calculos de forma numeérica. Ainda assim tem probabilidade
de nao conseguir chegar os resultados por causa da complexidade que gerar ele aumento

crescente dois subindices.



Apéndice B

Codigos Octave

B.1 Calculo Diagrama de Fase

1 for Dc=16:4:20

2 Ratio=0.0;

3 Temp = 2.2687:0.00005:2.2695;
4 DriveTRG (Temp, Ratio ,Dc) ;

5 end

B.2 Calculo Energia e Calor Especifico

1 Ratio=0.0;

2 h=0.4;

3 for Dc = 12:4:20 %Dc=38;

4 ¢ = num2str(Dc) ;

5 Ra = num2str(Ratio);

6 C =" Dc=";

7 name=’Ratio=";

8 ext=".dat’;

9 names= datestr (now) ;

10 oldFolder = cd(’Deriv’);

11 fid = fopen(strcat(name,Ra,C,c,’ ’,names,ext),’'w’);

12 cd(oldFolder);

13 for Temp=0.6:0.8:10

14 [f prime x0,f second x0] = dfridr (Temp, Ratio ,h,Dc);
15 fprintf(fid , "%g %g _%g\n’ ,Temp,f prime x0,f second x0);

16 end
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17 fclose (fid);

18 end

B.3 Calculo Ponto Maximo do Diagrama de Fase

1 for x =1:1:2;
2 names= datestr (now) ;
3 ext=’".dat’;
4 Dc=20;
5 a=0.0;
6 b=3.0;
7 ¢ = num?2str(Dc) ;
8 aa = num?2str(a);
9 bb = num2str(b);
10 oldFolder = cd(’Maximo’);
11 [fid , texto]=fopen(strcat(’Dc=’,c,’ ’,’Rango_=’, aa,’—’,bb,’ ’,names,ext),’'w’);
12 cd(oldFolder);
13 switch x
14 case 1
15 for Ratio=—-0.5:0.05:0.0
16 p = gss(a,b,Ratio,Dc);
17 fprintf(fid , "%g_%g\n’,Ratio,p);
18 end
19 fclose (fid);
20 case 2
21 for Ratio=-1.25:0.051:—-0.5
22 p = gss(a,b,Ratio,Dc);
23 fprintf(fid , "%g_%g\n’,Ratio,p);
24 end
25 fclose (fid);
26 end
27 end
B.4 dfridr
1 function [f prime x0,f second x0] = dfridr (Temp, Ratio,h,Dc)
2 CON = 1.4;
3 CON2 = CONx*CON;
4 BIG = 1.0e30;

5 NTAB = 10;
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10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

51

SAFE = 2.0;
a = zeros (NTAB,NTAB) ;
b = zeros (NTAB,NTAB) ;

hh=h;
[n,s,t] = trg(Temp, Ratio,Dc);
g = log(s(1));
f = 0.25;
for j=2:n
g =g + fxlog(s(j));
f = 0.25xf;
end
[n,s,t] = trg(Tempt+hh, Ratio,Dc);
gp = log(s(1));
f = 0.25;
for j=2:n

gp = gp + fxlog(s(j));
f = 0.25%f;
end
[n,s,t] = trg(Temp—hh, Ratio,Dc);
gm = log(s(1));
f = 0.25;
for j=2:n
gm = gm + fxlog(s(j));
f = 0.25%f;

end
a(1l,1)=(gp—em)/(2.0%hh);
b(1,1)=(gp—2.0+g+gm) /hh/hh;
err=BIG;
r = 0;
for i=2:NTAB

hh = hh/CON;

[n,s,t] = trg(Temp, Ratio ,Dc) ;

g = log(s(1));

f = 0.25;

for j=2:n

g =g + fxlog(s(j));

f = 0.25%f;

end

[n,s,t] = trg(Tempthh, Ratio,Dc);

gp = log(s(1));

f = 0.25;

for j=2:n

gp = gp + fxlog(s(j));
f = 0.25%f;
end

[n,s,t] = trg(Temp—hh, Ratio,Dc);
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52

53

54

55

56

57

58

59

60

61

62

63

64

65

66

67

68

69

70

71

72

73

74

75

76

7

78

79

80

81

82

83

84

gm = log(s(1));
f = 0.25;
for j=2:n
gm = gm + fxlog(s(j));
f = 0.25xf;
end
a(l,i)=(gp—em)/(2.0%hh);
b(1,i)=(gp—2.0xg+gm) /hh/hh;
fac=CON2;
for j=2:i
a(j,i)=(a(j—1,i)*fac—a(j—1,i—1))/(fac —1.0);
b(j,i)=((j—1,i)*xfac—b(j—1,i—1))/(fac —1.0);
fac=CON2xfac ;
errl=abs(a(j,i)—a(j—1,1));
err2=abs(a(j,i)-a(j—1,i—1));
if errl > err2
errt = errl;
else
errt = err2;
end
if errt <= err
err=errt;
f prime x0=a(j,i);

f _second_x0=b(j,i);

end
r = r+1;
end
if abs(a(i,i)—a(i—1,i—1)) >= SAFExerr
break
end

end
f second x0 = 2.0%Tempxf prime x0+Temp*Temp+f second x0;

f prime x0=Temp*Temp=*f prime x0;

B.5 DriveTRG

% Driver script to ezecute the TRG method.
function DriveTRG (Temp, Ratio ,Dc)

p = size(Temp);

q = size(Ratio);

¢ = num?2str(Dc) ;

Ra = num2str(Ratio);

Te = num2str(Temp) ;
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10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

C =" Dc";

nam="Temp=";

name=’'Ratio=";

ext=’'.dat’;

names= datestr (now);

it (p(2) > a(2))

oldFolder = cd(’Temp’);

fid = fopen(strcat (name,Ra,C,c,’ ’,names,ext),’w’);

cd(oldFolder);

for i=1:p(2)

[n,s,t] = trg(Temp(i),Ratio,Dc);

g = log(s(1));

f = 0.25;
for j=2:n
g =g + fxlog(s(j));
f = 0.25xf;
end

fprintf(fid , "%g %g %g\n’ ,Temp(i) ,g,s(n));
end
else

oldFolder = c¢d(’Ratio’);

[fid , texto]=fopen(strcat (nam,Te,C,c,’ ’,names,ext),’w’);

cd(oldFolder);

for i=1:q(2)

[n,s,t] = trg(Temp, Ratio(i) ,Dc);
g = log(s(1));

f — 0.25;

for j=2:n

g =g + fxlog(s(j));
f = 0.25%f;
end
fprintf(fid , "%g_%g_%g\n’ ,Ratio(i),g,s(n));
end
fclose (fid);

end

B.6

GSS

% Golden search for the critical parameters.
function p = gss(a,b,Ratio,Dc)

gr = 0.5+0.5%xsqrt (5.0) ;
c=b-(b-a)/ gr;

d=a+ (b—-a)/ gr;
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6 r = 0;

7 while (abs(c — d) > 0.001) | (r > 60)
8 [n,s,t] = trg(c,Ratio,Dc);

9 fc = s(n);

10 [n,s,t] = trg(d,Ratio,Dc);

11 fd = s(n);

12 if (fc > fd) b = d;

13 else a = c;

14 end

15 c=b—(b—-a) / gr;

16 d=a+ (b—-a) / gr;

17 r = r—+1;

18 end

19 p= 0.5%x(b + a);

B.7 TGR

1 function [n,s,t] = trg(Temp, Ratio ,Dc)
2 s = zeros(1000,1);

3 [t,sl,dx,r] = SetTensor (Temp, Ratio,Dc);
4 dy = dx;

5 for n=1:r

6 s(n) = sl(n);

7 end

8 key = 1;

9 while key

10 n = n+l;

11 m = ContractY (t,dx,dy);

12 mx = ModeXX (m,dx,dy) ;

13 [u,v] = eig(mx);

14 [v,pl] = sort(diag(v),’ ’descend’);
15 u=u(:,pl(1:Dc));

16 dx = Dc;

17 t = RenormXX (u,m,dx,dy);

18 [s1, t] = scale(t);

19 s(n) = s1;

20 m = ContractX (t,dx,dy);

21 mx = ModeYY (m,dx,dy) ;

22 [u,v] = eig(mx);

23 [v,pl] = sort(diag(v), 'descend’);
24 u=u(:,pl(1:Dc));

25 dy = Dc;

26 t = RenormYY (u,m,dx,dy);
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27 [s1, t] = scale(t);

28
29

30 end

s(n) = s(n)*sl;

key = (abs(s(n) — s(n—1)) > 1.0e—5);

B.8 Tensor Inicial

1 % Script to set the initial temnsor.

2 function [W,s,d,r| = SetTensor(T,R,Dc)

3 W = zeros(2,2,2,2);

4 s = ones(10,1);

5 for i=-1:2:1

6 for j=-1:2:1

7 for k=-1:2:1

8 for 1=-1:2:1

9 y = ixj;

10 yl = lxk;

11 x = ixl;

12 x1 = jxk;

13 a = —0.5*%(xtx1+y+yl);

14 b = ixktjxl;

15 W((3+x)/2,(3+x1)/2,(3+y)/2,(3+yl)/2) =
16 end

17 end

18 end

19 end

20 S1 = max(W(:));

21 W(:) =W(:)/s1;

22 s(1) = s1;

23 r = 1;

24 d = 2;

25 while dxd <= Dc

26 a = reshape(permute (W,[3,1,2,4]) ,d,dxdxd);

27 b = reshape(W,dxdxd,d);

28 W = bxa;

29 a = permute(reshape(W,d,d,d,d,d,d) ,[1,4,3,6,2,5]);
30 a = reshape(a,d+d*xdxd,d*d);

31 b = permute(reshape(W,d,d,d,d,d,d) ,[1,4,2,5,3,6]);
32 b = reshape(b,dxd,d«dxdx*d) ;

33 W = axb;

34 W = permute (reshape (W,dxd,d,d,dxd,d,d) ,[1,4,2,5,3,6]);
35 W = reshape (W,dxd,dd,d*d,dx*d) ;

36 sl = max(W(:));

exp ((at+Rxb) /T);
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37 W) = W(:) /sl
38 d = dxd;

39 r = r+1;

40 s(r) = sl;

41 end

B.9 ContractX

1 % Script to contract the horizontal bond between two tensors.
2 function M = ContractX (T,x,y)

3 b = reshape(T,x,x*y*y);

4 a = reshape(permute(T,[1,3,4,2]) ,x*xy*y,x);

5 M = reshape(axb,x,y,y,x,y,y);

6 M = reshape(permute(M,[2,5,3,6,1,4]) ,yxy,y*xy,x,x);

B.10 ModeXX

1 % Script to set up the matriz associated to mode XX of the HOSVD
2 function a = ModeXX (M, x,y)

3 M = reshape (M, x*x,x*xx*y*y) ;

4 a = M«M’;

B.11 RenormXX

1 % Script to renormalize (cut down) the horizontal legs
2 function Q = RenormXX(u,M,x,y)

3 a = u’;

4 Q = zeros(x,x,y,y);

5 for i=1l:y

6 for j=1:y

7 Q(:,:,i,j) = a * squeeze(M(:,:,i,j)) * u;

8 end

9 end

B.12 ContractY
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7

% Script to contract the wvertical bond between two tensors.
function M = ContractY (T,x,y)
= reshape (T, xxxx*y,y);

reshape (permute (T,[3,1,2,4]) ,y,x*x*y);

reshape(axb,x,x,y,x,x,y);

2 2 o w
I

reshape (permute (M, [1,4,2,5,3,6]) ,x*x,x*X,y,y);

B.13

ModeYY

% Script to set up the matriz associated to mode YY of the HOSVD
function a = ModeYY (M, x,y)

M = reshape (M, y*y ,y*y*x*X) ;

a = MxM’;

RenormYY

% Script to renormalize (cut down) the horizontal legs
function Q = RenormYY (u,m,x,y)
a = u’;
Q = zeros(x,X,y,¥);
for i=1:x
for j=1:x
Q(17J I 7:) = a * squeeze(m(: ) - 717J)) * U
end

end
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