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Resumo

O grupo de renormalização na representação de rede de tensores é uma ferramenta teórica

para a análise de sistemas físicos nos quais seus constituintes microscópicos interagem for-

temente. A técnica é baseada numa representação da função partição do sistema por uma

rede de tensores, na qual a cada sítio da rede associamos um tensor translacionalmente in-

variante. O tensor codifica os estados associados aos graus de liberdade do sistema original.

Os índices dos tensores, que denominas “pernas”, correspondem às ligações entre os sítios da

rede. Assim, o cálculo da função de partição se reduz à contração de uma rede de tensores.

Ou seja, uma soma sobre as pernas comuns a cada par de tensores. Aqui, aplicamos a técnica

ao modelo Ising definido em uma rede quadrada com interações antiferromagnéticas entre os

pares de primeiros e segundos vizinhos. Nesse caso a rede quadrada é completamente frus-

trada. No processo de renormalização da rede de tensores, introduzimos um fator de escala

que evita o crescimento sem limites da norma dos tensores. Este fator de escala captura a

não-analiticidade da energia livre. Assim, os valores críticos dos parâmetros foram obtidos

localizando o ponto no qual o fator de escala apresenta uma singularidade. Dessa forma,

levantamos o diagrama de fases do modelo no plano temperatura × razão entre as constantes

de acoplamento entre primeiros e segundos vizinhos.

Palavras-chave: Grupo de Renormalização, Modelo de Ising, Rede de Tensores, Frustração.

VII



Abstract

The tensor network renormalization group is a theoretical framework for the analysis of

strong interacting physical systems. The technique is based on a representation of the

system partition function by a tensor network, in which one associates to each of its site a

translationally invariant tensor. The tensor encodes the states associated with the degrees

of freedom of system. The indexes of the tensors, which are called “legs”, correspond to the

links between the sites of the network. Thus, the calculation of the partition function is

reduced to the contraction of a tensor network. That is, a sum over the legs common to

each pair of tensors. Here, we apply the technique to the Ising model defined in a square

lattice with antiferromagnetic interactions between the pairs of first neighbors and the pairs

of second neighbors. In this case the square lattice is fully frustrated. In the process of

renormalization of the tensor network, we introduced a scale factor that avoids unrestricted

growth of the tensor norm. This scale factor captures any singularity presents in the free

energy. Thus, the critical values of the parameters were obtained by locating the point at

which the scale factor presents a singularity. In this way, we obtain the phase diagram of

the model in the plane temperature × ratio between the coupling constants between first

and second neighbors.

Keywords: Renalization Group, Ising Model, Tensor Network, Frustration.
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Capítulo 1

Introdução

Neste trabalho estudamos o comportamento de uma generalização do modelo de Ising

que inclui, além da interação entre primeiros vizinhos, uma interação entre os segundos

vizinhos de uma rede quadrada. Como as interações são todas antiferromagnéticas, a rede

quadrada torna-se frustrada e o estado fundamental do sistema depende da razão, R, entre

a constante de acoplamento de segundos vizinhos e o acoplamento entre primeiros vizinhos.

Este sistema é analisado através da aplicação da técnica de Grupo de Renormalização na

Representação de rede de Tensores. Nosso principal objetivo é obter o diagrama de fases do

sistema no plano temperatura × R.

Vamos fazer uma revisão das diferentes teorias que precisamos para podermos desenvol-

ver de forma satisfatória este trabalho. Faremos uma introdução, que acreditamos didática,

sobre o modelo de Ising, transições de fase e o grupo de renormalização no espaço real.

Descreveremos duas formas de representar a função de partição de um modelo de spins

como uma rede de tensores. A saber, a representação na rede original e uma outra represen-

tação na rede dual. Discutiremos, através de um exemplo, as vantagens e desvantagens de

uma ou outra representação. Por fim, aplicaremos a técnica Tensor Renormalization Group

ao nosso sistema de interesse e discutimos como encontrar os valores críticos dos parâmetros.
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1.1 Transições de Fase e Fenômenos Críticos

Uma substância ordinária pode se apresentar em diferentes estados de agregação tais

quais sólido, líquido e gasoso. Por exemplo, a água é líquida à temperatura ambiente e à

pressão atmosférica, mas esfriada até 273, 15 K, mantendo-se a pressão constante, torna-se

gelo que corresponde ao estado sólido; Aquecida até 373, 15 K ela se transforma em vapor.

Em cada uma dessas temperaturas, o material sofre uma mudança abrupta nas suas pro-

priedades termodinâmicas. Fenômenos desta natureza ocorrem em praticamente todos os

materiais em diferentes circunstâncias e são conhecidos como transições de fases. Os dife-

rentes estados entre os quais as transições ocorrem são chamadas fases termodinâmicas [2].

As mesmas transições de fases podem ser observadas variando a pressão para temperatura

constante. Existem muitos outros tipos de transição de fases, não apenas solidificação ou va-

porização. Por exemplo, a altas pressões e/ou baixas temperaturas, o gelo sofre várias outras

transições entre diferentes fases sólidas, caracterizadas por diferentes estruturas cristalinas.

Um sistema pode também ser heterogêneo, isto é, exibir simultaneamente duas ou mais

fases termodinâmicas. Nesse caso, se o sistema estiver em equilíbrio, estamos diante de uma

coexistência de fases. No caso de um fluido, coma a água líquida, seu estado termodinâmico

pode ser caracterizado pela pressão, P , e por sua temperatura ,T . Assim, cada estado está

associado a um ponto em um diagrama P×T como se mostra na figura 1.1. Um ponto (P, T )

sobre uma linha neste diagrama indica uma transição de fases. Se modificarmos a pressão

veremos que a temperatura de transição muda, fazendo com que o ponto considerado se

mova sobre a linha de transição P = P (T ), que separa a fase líquida da fase gasosa. Temos

uma curva similar para a transição sólido-líquido e, em geral, uma linha para cada transição

diferente. O conjunto de hipersuperfícies no espaço de configurações termodinâmicas ou

alguns de seus cortes define o que é conhecido como diagramas de fases.

No diagrama da figura 1.1, a linha de coexistência líquido-gás termina em ponto deno-

minado ponto crítico. Este é um ponto extremamente peculiar. Nele não há coexistência de

fases e o comportamento do sistema é sui generis. Nos referimos ao comportamento exibido

pelo sistema na vizinhaça do ponto crítico como fenômenos críticos.

Formalmente, todas propriedades macroscópicas podem ser deduzidas da energia livre
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Figura 1.1: Diagrama de fases simplificado da água. As linhas indicam onde ocorrem a tran-

sição entre os estados da substância. Em destaque, o ponto triplo onde ocorre a coexistência

das três fases e o ponto crítico.

ou da função de partição [3, 1]. Transições de fases podem ser classificadas como sendo

contínuas ou descontínuas, conforme as primeiras derivadas da energia livre sejam contínuas

ou descontínuas, respectivamente.

Sejam F(T,V,N) e G(T,P,N) as energias livres de Helmholtz e Gibbs, respectiva-

mente, escritas como funções de suas variáveis naturais. A entropia S é dada por

S = −∂F (T, V,N)

∂T

∣∣∣∣
V,N

=
∂G(T,N, P )

∂T

∣∣∣∣
P,N

. (1.1)

O volume (equação de estado) é obtido através de

V =
∂G(T,N, P )

∂P

∣∣∣∣
T,N

. (1.2)

Enquanto que a magnetização de um sistema magnético é dada por

M = −∂F (T,H,N)

∂H

∣∣∣∣
T,N

. (1.3)

Nas expressões acima N é o número de partículas e H é um campo magnético aplicado. As-

sim, vemos que uma transição de fases descontínua é acompanhada de um salto descontínuo
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da entropia, que está associado ao calor latente, e de uma variação descontínua do volume

ou da magnetização, no caso de sistemas magnéticos.

Vários sistemas com elementos dos metais de transição apresentam uma magnetização

espontânea abaixo de uma temperatura crítica Tc chamada de temperatura de Curie. Os

elementos mais comum são Fe, Co e Ni. Em alguns desses compostos a magnetização tem

sua origem no alinhamento dos spins.

Um material típico é o ferro cuja temperatura de Curie é Tc = 1043 K. Para T > Tc,

o material é paramagnético, isto é, na ausência de um campo magnético externo, ele tem

magnetização nula como se mostra na figura 1.2, enquanto que na presença de um campo

fraco possui uma magnetização proporcional à intensidade do campo.

T

H

0 Tc

Figura 1.2: O semi-plano, que mostra o corte através da qual M é descontínua. Em outras

posições M é uma função analítica de T e H.

Na fase ferromagnética T < Tc, o material ainda está magnetizado na ausência de campo

externo, em alguma direção particular. Dizemos que o material apresenta magnetização

espontânea que é uma função de T e pode ser definida como o limite a ser tomado através

de valores positivos de H, ou seja

M0(T ) = lim
H→0+

M(H,T ). (1.4)

O comportamento típico da magnetização espontânea é ilustrado na figura 1.3. Ela é positiva

para T < Tc e identicamente nula para T > Tc. Em alguns materiais, a orientação da

magnetização espontânea ocorre aleatoriamente. Estes são os ferromagnetos isotrópicos.

Em outros materiais, a magnetização espontânea tende a se alinhar preferencialmente na
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direção de alguma eixo particular associado à estrutura cristalina; Estes são conhecidos

como ferromagnetos uniaxiais.

Parâmetro de Ordem é uma função termodinâmica que assume valores diferentes em

cada fase e, portanto, pode ser usado para distinguir cada uma das possíveis fases de um

material.

T

M0

Tc

Figura 1.3: Magnetização espontânea como função da temperatura.

1.2 Fenômenos Críticos

Nas últimas décadas, o estudo dos fenômenos críticos se concentrou cada vez mais nos

valores de um conjunto de índices chamados expoentes críticos que descrevem o compor-

tamento próximo do ponto crítico de certos grandezas de interesse. Estes expoentes são

determinantes para descrever, qualitativamente, o comportamento crítico de um dado sis-

tema e representam a não-analiticidade de algumas funções termodinâmicas [4].

Fenômenos críticos não são de modo algum limitado ao parâmetro de ordem. Por

exemplo, as funções resposta calor específico a campo constante e a suscetibilidade isotérmica

ambas tornam-se infinitas no ponto crítico. Nas proximidades do ponto crítico, diferentes

sistemas podem comportar-se de modo semelhante, por exemplo, a transição líquido/gás e

a transição ferromagnética/paramagnética. O comportamento em torno do ponto crítico é

bem descrito por leis de potencias. A leis de potências características desses sistemas são

definidas por um conjunto de expoentes críticos. Quando o comportamento crítico de dois
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ou mais sistemas são descritos pelo mesmo conjunto de expoentes críticos, dizemos que elas

pertencem à mesma classe de universalidade. Nesta seção definiremos os expoentes críticos

geralmente utilizados.

A classe de universalidade independe da natureza das interações e dos elementos consti-

tuintes do sistema. Caracteriza-se apenas pelo alcance das interações microscópicas, se estas

são de longo ou curto alcance, pela dimensão espacial do sistema e o número de componentes

do parâmetro de ordem. Em alguns sistemas, a presença de impurezas ou defeitos aleatórios

pode afetar a classe de universalidade.

Considerando o exemplo do ferromagneto simples na presença de um campo magnético

H, no qual ocorre uma transição em H → 0, a magnetização possui um valor finitoM = M0,

e além disso, são válidas as seguintes condições:

M(T,H → 0+) ∼

 0, se T > Tc

|t|β, se T < Tc
(1.5)

onde a temperatura reduzida é definida como t = (T − Tc)/Tc. Assim o comportamento

singular do parâmetro de ordem é caracterizado pelo expoente crítico β. Por exemplo, o

conceito de universalidade emerge do fato de que o valor de β parecer ser o mesmo para todos

os sistemas magnéticos com a mesma simetria, independente de detalhes microscópicos.

Consideremos agora outras quantidades físicas. Próximo de Tc , tanto acima quanto

abaixo desse valor, o calor específico apresenta uma fraca divergência

C± =
∂E

∂T
∼ |t|−α± (1.6)

onde introduzimos a notação conveniente t = (T − Tc)/Tc . É comum também fazer a

distinção entre os expoentes críticos acima α+ e abaixo α− de Tc , embora os valores sejam

iguais dentro da resolução experimental, para simetria Ising.

A dependência da magnetização com o campo magnético aplicado exatamente em

T = Tc também define um expoente crítico

M(H,T = Tc) ∼ H1/δ. (1.7)

De maneira geral, a suscetibilidade de um sistema é a resposta de seu parâmetro de
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ordem a uma variação de seu campo conjugado. A divergência da suscetibilidade é caracte-

rizado por um outro expoente crítico γ

χ±(T,H → 0+) =
∂M

∂H

∣∣∣∣
H=0+

∼ |t|−γ± (1.8)

Em princípio, dois exponentes γ+ e γ− são necessários para descrever as divergências de

cada um dos dois lados da transição de fase. Porém, em muitos casos, a mesma singularidade

governa ambos os lados.



Capítulo 2

Método e Modelo

2.1 O modelo de Ising

Uma transição de fases ocorre quando uma pequena variação em um parâmetro externo,

como temperatura ou pressão, causa uma mudança qualitativa de larga escala no estado de

um sistema. O estudo teórico de transições de fases faz uso de modelos idealizados para

descrever certas características de sistemas reais, como o modelo de Ising.

O modelo de Ising é um exemplo de uma descrição idealizada de um determinado sistema

físico. Este modelo foi inventado por Lenz [5] com propósito de explicar o ferromagnetismo,

isto é, o aparecimento de uma magnetização espontânea em alguns materiais para tempera-

turas suficientemente baixas.

Seu nome é uma homenagem a Ernst Ising, que na primeira metade da década de 1920

desenvolveu sua tese de doutorado sob a orientação de Lenz [6]. O esforço de Ernst Ising

resultou no primeiro trabalho científico sobre este modelo. Ising foi capaz de obter uma

solução analítica na versão unidimensional do modelo. O resultado foi algo decepcionante,

pois o modelo não apresentou uma magnetização espontânea [5]. Não obstante, a ideia

original do Lenz mostrou-se excepcionalmente rica e rende frutos até hoje, quase cem anos

depois [7, 8].

De um ponto de vista mais geral, o propósito do modelo de Ising é explicar como

interações de curto alcance entre os constituintes microscópicos de um material leva ao
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aparecimento de um comportamento correlacionado de longo alcance entre tais partículas

[9].

2.2 Redes de Spins Interagentes

Para definir o modelo de Ising iniciamos com uma rede, que consideraremos um conjunto

finito de pontos (sítios ou vértices) regularmente espaçados embebidos no espaço de dimensão

d = 1, 2, 3, ..., D. Em uma dimensão, a rede é simplesmente uma cadeia de pontos sobre uma

linha, ver figura 2.1, que podemos enumerar de 1 a N .

. . . . . .
1 2 3 i− 1 i i+ 1 N

a

Figura 2.1: Rede unidimensional com N sítios espaçados uniformemente. A interação ocorre

entre os vizinhos mais próximos

Em qualquer dimensão, N denotará sempre o número de sítios da rede. Para a dimensão

d = 2, a rede será formada por quadrados justapostos como na figura 2.2.

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15 16

Figura 2.2: Rede em duas dimensões com 16 sítios nos vértices de quadrados. As interações

ocorrem entre os vizinhos mais próximos

Em três dimensões, teremos uma rede cuja unidade geradora são cubos, como podemos

ver da figura 2.3. Tal rede é denominada de rede cúbica simples. Para uma dimensão
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Figura 2.3: rede cúbica com os sítios igualmente espaçados nos vértices dos cubos

qualquer d > 3, não é possível fazer um desenho da rede. Porém, podemos defini-la pela

translação de sua unidade básica (célula unitária) como nos exemplos anteriores [3, 10]. Nas

figuras das redes, cada seguimento entre os sítios é chamado de uma Ligação. Os sítios

conectados por uma ligação são chamados de vizinhos mais próximos ou primeiros vizinhos.

Para as redes aqui consideradas, se excluirmos os sítios nas “fronteiras”, cada sítio de uma

rede d-dimensional tem 2d primeiros vizinhos.

O fato do número de primeiros vizinhos de um sítio na fronteira ser diferente do número

de vizinhos de um sítio no interior da rede, quebra a simetria de translação da rede. Uma

forma de restaurar a simetria é a adoção de uma condição de contorno periódica da rede, ou

seja, introduzimos ligações extras conectando os sítios nas fronteiras de lados opostos. Isto

corresponde a transformar a cadeia em um anel, conforme a figura 2.4, ou a rede quadrada

em um toro.

Vamos agora associar a cada sítio, i = 1, 2, 3, ..., N , da rede, uma variável σi. As

variáveis σi, por definição, só podem assumir dois valores, σi = ±1. Ou seja, cada sítio

da rede pode estar apenas em um de dois possíveis estados. Quando atribuímos valores

(σ1, σ2, σ3, ..., σN) para cada um dos sítios da rede, dizemos que o sistema se encontra em

um particular microestado ou em uma dada configuração.
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σ1

σ2

σ3 σ4 σ5 σ6 σ7

σ8

σ9

Figura 2.4: Rede unidimensional em forma de anel, devido às condições de contorno periódi-

cas, os sítios de fronteira (1 e 9) se interligam formando um anel, a distribuição das ligações

torna-se uniforme.

Para modelar o ferromagnetismo, basta pensar que os sítios da rede são ocupados por

átomos de um material magnético, como o ferro por exemplo. Cada átomo tem um momento

magnético que pode apontar na direção de um dado eixo fixo, ou na direção contrária a este

eixo. Se escolhermos o eixo orientado na direção z, por exemplo, σi designa a componente z

do momento magnético atômico em unidades apropriadas.

O próximo passo para a definição do modelo é estabelecer o hamiltoniano do sistema.

O hamiltoniano é a energia total do sistema, e é uma função da configuração em que este

se encontra. Além disso, o hamiltoniano governa a dinâmica do sistema. Para o modelo de

Ising, assumimos que há interação apenas entre pares de átomos que são primeiros vizinhos.

Podemos ainda considerar a presença de um campo magnético externo atuando sobre o

material, nestas circunstâncias, a energia de cada configuração σ = (σ1, σ2, σ3, ..., σN) é dada

por

H(σ) = −J
∑
〈i,j〉

σiσj −H
∑
i

σi (2.1)

onde J > 0 é uma constante que fixa a escala de energia e H a intensidade do campo

magnético externo dirigido ao longo do eixo z. Na equação (2.1), a segunda soma é sobre

todos os sítios da rede, enquanto a primeira é sobre todos os pares de primeiros vizinhos.

Fisicamente, J corresponde a energia de interação entre um spin em um dado sítio e um

de seus primeiros vizinhos. Note ainda que H tem dimensão de energia, uma vez que as

variáveis σi são adimensionais. O ferromagnetismo está associado à escolha de J > 0, pois

configurações com a maioria dos pares de primeiros vizinhos no mesmo estado, σi = σj, têm

energias mais baixas que configurações com os membros deste pares em estados contrários.

O hamiltoniano (2.1) mais a rede, cujos sítios abrigam os átomos, define o modelo de Ising.
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Nesta dissertação, estudamos uma versão generalizada do modelo de Ising. Considera-

remos uma rede quadrada na qual a cada sítio, i, associamos uma variável de Ising σi = ±1.

Não incluiremos a ação de um campo magnético externo. Porém, além das interações entre

primeiros vizinhos usuais, levaremos em consideração também a interação entre segundos

vizinhos. Além disso, ambas as interações são antiferromagnéticas. Ou seja, favorecem o

alinhamento antiparalelo dos pares de spins interagentes. Como será discutido mais adiante,

a interação entre segundos vizinhos introduz uma frustração geométrica, ou melhor, o estado

fundamental do sistema torna-se não trivial [1].

O hamiltoniano do sistema é

H(σ) = −J1
∑
〈i,j〉

σiσj − J2
∑
〈i,k〉

σiσk, (2.2)

onde J1 < 0 e J2 < 0 são as constantes de acoplamento entre os primeiros e segundos

vizinhos, respectivamente. Note que a primeira soma na equação (2.2) corre sobre todos

os pares de primeiros vizinhos e a segunda soma corre sobre todos os pares de segundos

vizinhos.

De fato, o estado fundamental do hamiltoniano (2.2) é conhecido. A saber, quando o valor do

parâmetro de frustração R = J2/|J1| > −1/2 a configuração de menor energia corresponde

ao estado de antiferromagnético de Néel, no qual os spins de uma sub-rede da rede quadrada

apontam em uma direção enquanto os da outra sub-rede apontam na direção oposta. Por

outro lado, para R = J2/|J1| < −1/2 o sistema ordena-se com os spins de uma mesma fileira

paralelos uns aos outros, porém a orientação de uma fileira para outra é antiferromagnética.

Esse último estado é conhecido na literatura como ordem superantiferromagnética [11]. Ver

figura 2.5. O ponto crítico separando estas duas fases encontras-se em R = −1/2 no qual a

temperatura crítica é suprimida para zero.

2.3 Fatoração de Matrizes

Em álgebra linear, uma importante operação consiste na fatoração de uma matriz A

como um produto de duas ou mais matrizes. Existem vários tipos de fatoração como, por

exemplo, fatoração LU [12, pp. 142], fatoração QR [12, pp. 405], fatoração Cholesky
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(a) (b)

Figura 2.5: Ordenamento antiferromagnético de Néel (a) e a ordem superantiferro-

magnética (b).

[12] e decomposição em valores singulares [12, pp. 471] (Singular Values Descompo-

sition), abreviado como SVD, entre outras. Aqui, estamos particularmente interessados na

SVD de uma matriz.

2.4 Decomposição em Valores Singulares (SVD)

Uma decomposição de valor singular fornece uma maneira conveniente de quebrar uma

matriz, que talvez contenha alguns dados nos quais estamos interessados, em peças mais

simples e significativas.

Seja M é uma matriz m × n. Os valores singulares de M são as raízes quadrados

dos autovalores da MTM e denotados por σ1, · · · , σn. É uma convenção ordenar os valores

singulares de modo que σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σn [13, 14, 15, 16]. Formalmente, a decomposição

em valores singulares é uma fatoração na forma

M = UΣV † (2.3)

onde 
Um×m unitária UUT = UTU = I

Vn×n unitária V V T = V TV = I

Σm×n diagonal Σi,j = 0, i 6= j e Σi,i = σi

As colunas de U incluídas em uma decomposição deste tipo são chamadas de vetores sin-

gulares esquerdos de M , e as colunas de V são chamadas de vetores singulares direitos de
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M , as entradas diagonais de Σ são necessariamente os valores singulares de M . Como dito

acima, os valores singulares de M são

σ1 =
√
λ1, σ2 =

√
λ2, · · · , σn =

√
λn,

onde λi são os autovalores de MTM .

Explicitamente, a SVD permite escrever

Mm×n = Um×m


σ1 0 · · · 0

0 σ2 · · · 0
...

... . . . ...

0 0 · · · σn

V †n×n (2.4)

A decomposição em valores singulares as matrizes U , Σ e V † satisfazem as seguintes

condições:

• V = [v1, v2, · · · , vn] diagonaliza ortogonalmente MTM .

• Os elementos da diagonal de Σ são σ1 =
√
λ1, σ2 =

√
λ2, · · · , σn =

√
λn, sendo λ1, λ2,

· · · , λn, os autovalores de MTM associados aos vetores coluna de V e ordenados de tal

modo que λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn ≥ 0.

• ui = Mvi/σi, com i = 1, 2, · · · , n.

2.5 Frustração magnética

A frustração magnética é gerada pelo conflito em minimizar a interação de troca associ-

ada a diferentes pares de spin. Esse conflito pode resultar da geometria da rede ou devido à

competição entre as interações [17]. Tomemos os exemplos das redes triangular e quadrada

em duas dimensões como na figura 2.6.

A parte a da figura 2.6 mostra uma célula unitária de uma rede triangular com seus spins

interagindo antiferromagneticamente, j1 < 0. Para minimizar sua energia, cada par de spin

tende a se alinhar em sentidos opostos como ilustrado pelas setas pretas da figura. Note que

o terceiro spin, representado pela seta vermelha, não consegue satisfazer simultaneamente
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j1

j1

j1 j2

(a) (b)

Figura 2.6: Células unitárias da rede triangular e quadrada.

uma orientação antiferromagnética com os dois outros spins. A este fato, nos referimos como

frustração geométrica. Efeito semelhante ocorre no exemplo da parte b da mesma figura.

Neste outro caso, os quatro spins nos vértices da rede quadrada estão orientados antiferro-

magneticamente, minimizando assim a energia do sistema. Porém, caso a interação entre

os segundos vizinhos, representada pelas linhas diagonais na figura, seja antiferromagnética

(j2 < 0), vemos que esta configuração de spins não minimiza a energia entre os pares de

segundos vizinhos. Por outro lado, se invertermos qualquer dos spins a interação entre ele e

seu segundo vizinho passa a ser satisfeita a custa da frustração da interação com seus primei-

ros vizinhos. Este segundo caso ilustra a frustração devido a competição entre as interações.

A configuração de mínima energia depende da intensidade relativa das interações.

Nos antiferromagnetos frustrados surgem padrões ordenados complexos devido a im-

possibilidade dos spins se orientarem antiparalelamente a seus vizinhos ou por o arranjo

geométrico não permitir ou devidos às interações competitivas entre os spins. Note que a

figura 2.6-b corresponde ao sistema que estudamos nesta dissertação.

2.6 Grupo de Renormalização

A técnica de Grupo de Renormalização [18], utilizada para o entendimento de transi-

ções de fase, foi apresentada em 1971 por Kenneth Wilson [19], que recebeu o Prêmio

Nobel de Física em 1982 por esta contribuição. O método de Wilson é muito geral e tem
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ampla aplicabilidade, pode ir muito além do campo de transições de fase [20]. O método

é sistemático e funciona muito bem para calcular grandezas que caracterizam os sistemas

críticos, como expoentes críticos e equações de estado [21]. Essa abordagem foi aplicada em

problemas envolvendo fenômenos críticos, incluindo as leis de escala entre exponentes críticos

e universalidade [19], como também tornou-se uma técnica largamente utilizada em física

da matéria condensada e foi posteriormente vista em muitas aplicações em outros ramos da

física, tais como sistemas dinâmicos e caos, fractais, e sistemas desordenados. Dentro desta

área de investigação como são as transições de fase, no entanto, a teoria pode ser vista como

uma extensão e implementação de ideias fenomenológicas sugeridas por Leo Kadanoff na

década de 1960 [22].

2.6.1 Análise de grupo de renormalização do modelo de Ising

A teoria de grupo de renormalização pode parecer muito abstrata, porém uma aplicação

da técnica pode esclarecer e mostrar como se dá a operacionalização da mesma. Portanto,

vamos ilustrar a técnica com o modelo de Ising unidimensional na ausência de campo magné-

tico externo. Ainda que este modelo não exiba transição de fase, vários aspectos da técnica

de grupo de renormalização podem ser enfatizados.

Na ausência do campo magnético, HHH = 0, o hamiltoniano (2.1), torna-se

H = −J
∑
〈i,j〉

σiσj (2.5)

A função de partição do sistema é escrita

Z =
∑
σ

e−βH =
∑
σ

e
βJ

∑
〈i,j〉

σiσj

(2.6)

A soma corre sobre todas as configurações σ do sistema. Fazendo K = βJ , com β = 1/kBT ,

e explicitando a soma na equação (2.5), a função da partição torna-se

Z =
∑
σ

eK(···+σ1σ2+σ2σ3+σ4σ5+···+σi−1σi+σiσi+1+··· ) (2.7)

Observe a primeira linha da figura 2.7

A primeira ideia na técnica de grupo de renormalização é remover do problema uma

fracão finita de graus de liberdade [23]. Por exemplo, somando sobre um subconjunto dos
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graus de liberdade. Os termos da soma no argumento da exponencial em (2.7) podem ser

rearranjados de forma que os sítios pares apareçam uma única vez em algum dos factores.

De forma que a exponencial pode ser factorada na seguinte forma

Z =
∑
σ

{
e[Kσ2(σ1+σ3)]e[Kσ4(σ3+σ5)]e[Kσ6(σ5+σ7)] · · ·

}
(2.8)

Agora somando sobre os índices pares, temos

Z =
∑

σ1,σ3,···

{(
e[K(σ1+σ3)] + e[−K(σ1+σ3)]

) (
e[K(σ3+σ5)] + e[−K(σ3+σ5)]

)
· · ·
}

(2.9)

y y y y y y y y y y y y y y y . . .. . . 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

y y y y y y y y . . .. . . 1 3 5 7 9 11 13 15

y y y y y y y y . . .. . . 1 2 3 4 5 6 7 8

Figura 2.7: Rede unidimensional de sítios. Os sítios da rede original, e seus respectivos

rótulos, são mostrados na linha superior. Na linha intermediária, a rede resultante da soma

parcial sobre os sítios pares. A distância entre os vizinhos é o dobro da distância entre os

vizinhos da rede original. Esta rede pode ser rotulada da mesma maneira que a rede original

foi rotulada, como pode ser visto na terceira linha. A terceira linha é idêntica a primeira.

Apenas a escala, distância entre os sítios vizinhos, foi alterada. O processo pode ser iterado

somando sobre os sítios pares da nova rede “renormalizada”.

A segunda ideia importante na técnica é organizar o resultado da soma parcial da função

de partição de forma que este tenha a mesma estrutura da função de partição original [23].

Porém, a nova função de partição corresponderá a um modelo de Ising com N/2 sítios e,

possivelmente, uma constante de acoplamento diferenteK ′. Se este procedimento é factível, é

possível repetir o processo indefinidamente. A cada iteração, o número de graus de liberdade

do sistema é reduzido à metade. Essencialmente, obteríamos uma relação de recorrência que

permite calcular Z ′N a partir de uma outro sistema com uma outra constante de acoplamento.

Vamos, portanto, tentar construir a relação de recorrência acima referida. Para tal,

vamos procurar uma nova constante de acoplamento K ′ tal que

eK(σi+σi+2) + e−K(σi+σi+2) = f(K)eK
′(σiσi+2) (2.10)
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para todos σi = ±1. O fator f(K) foi introduzido para garantir que o sistema de equações

acima tenha solução única. Sendo possível encontrar uma solução, então a função de partição

do sistema renormalizada torna-se

Z =
∑

σ1,σ3,σ5,···

f(K)eK
′(σ1σ3)f(K)eK

′(σ3σ5) · · · (2.11)

a qual pode ser reescrita

Z = f(K)N/2
∑

σ1,σ3,σ5,···

eK
′(σ1σ3+σ3σ5+σ5σ7+··· ) (2.12)

compare a equação (2.7) e figura 2.7 e note que a equação 2.12 pode ser escrita como

Z(K,N) = f(K)N/2Z(K ′, N/2) (2.13)

essa é a relação de recorrência desejada. Esta transformação é chamada de Transformação

de Kadanoff. Para determinar K ′ e f(K) usamos equação (2.10) para construir um sistema

de equações com os valores possíveis de σi e σi+2, ver tabela 2.1.

Com σi = σi+2 = ±1, resulta

Tabela 2.1: Sistema de equações com os valores possíveis de σi e σi+2.

σi σi+2 σi + σi+2 σiσi+2

-1 -1 -2 1

-1 +1 0 -1

+1 +1 +2 1

+1 -1 0 -1

e2K + e−2K = f(K)eK
′

(2.14)

a outra possibilidade é σi = −σi+2 = ±1,

2 = f(K)e−K
′

(2.15)

ou

f(K) = 2eK
′

(2.16)
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assim, temos duas equações para duas incógnitas. A solução consiste em

K ′ =
1

2
ln cosh(2K) (2.17)

e

f(K) = 2
√

cosh(2K) (2.18)

De posse das duas equações, a relação de recorrência está completa, a menos de um fator

−kBT , a energia livre do sistema é dada por

Ng(K) = lnZN . (2.19)

Como Ng(K) é uma energia livre, visto que energia livres são extensivas, g(K) deve ser

intensiva, ou seja não depende do tamanho do sistema. A partir da relação recursão para as

funções de partições em diferentes tamanhos,

lnZ(K,N) =
N

2
ln f(K) + lnZ(K ′, N/2) (2.20)

temos que

Ng(K) =
N

2
ln f(K) +

N

2
g(K ′) (2.21)

ou

g(K) =
1

2
ln f(K) +

1

2
g(K ′) (2.22)

ou ainda

g(K ′) = 2g(K)− ln
(

2
√

cosh(2K)
)

(2.23)

As equações (2.17,2.18) e (2.23) são chamadas de equações de grupo de renormalização.

Se a função de partição é conhecida para um valor K ′, pode-se gerar a energia livre para

outros valores dessa recursão ou “renormalização”. Com a renormalização obtida a partir das

equações (2.17) e (2.23) a nova constante de acoplamento, K ′, calculada a partir da equação

(2.18) é sempre menor que K.

As inversas das equações (2.17) e (2.23) formam um conjunto alternativos de equações,

são elas

K =
1

2
ln
(
e2K

′ ±
√
e4K′ − 1

)
(2.24)
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e

g(K) =
1

2
g(K ′) +

1

2
ln 2 +

1

2
K ′ (2.25)

Começando as iterações com a equação (2.24), a cada iteração o valor de K aumenta e

tende ao infinito. Por outro lado a utilização de forma iterativa das equações (2.17) e (2.18),

reduz sucessivamente o valor de K ′ até zero. Quando K = 0 ou infinito, dizemos que os

pontos fixos da transformação foram atingidos [23].

Vemos que a equação (2.17) só possui dois pontos fixos e ambos estáveis. Isso nos diz

que temos um fluxo constante entre zero e ∞, razão pela qual não é possível encontrar uma

transição de fases para o modelo de Ising em uma dimensão.

Vamos agora analizar brevemente um sistema que apresenta uma transição de fase.

Consideremos, então o modelo de Ising em uma rede quadrada sem campo magnético externo.

Um pedaço da rede é mostrada na figura 2.8, na qual se rotulam alguns sítios. Note que

esta rede pode ser exibida como duas sub-redes, de tal forma que cada sub-rede tem seus

primeiros vizinhos apenas na outra sub-rede. Por exemplo, os sítios rotulados por 5 e 6 na

figura 2.8 (a) pertence a uma sub-rede, enquanto que seus vizinhos, de rótulos 1, 2, 3 e 4

pertencem à outra sub-rede. Esta situação é igual ao caso unidimensional, onde cada sítio

par tem vizinhos ímpares e vice-versa. Dessa forma é possível escolher um subconjunto de

sítios da rede quadrada e realizar uma soma parcial da função da função partição do sistema,

de maneira completamente análogo ao caso em uma dimensão, e fazer a redução de graus de

liberdade à metade. Como mostrado na figura 2.8, depois de fazer a soma sobre os graus de

liberdade de uma das sub-redes, a rede resultante é uma rede quadrada rotacionada 45◦ e o

parâmetro de rede é
√

2 vezes o da rede original. A rede “Renormalizada” é vista no figura

2.8(b).

Seja (a) a sub-rede que contém os sítios 5 e 6, conforme a figura 2.8, e (b) a sub-rede

contendo os demais sítios. A função de partição pode ser escrita como

Z =
∑
{σ}

e···[Kσ5(σ1+σ2+σ3+σ4)]+[Kσ6(σ2+σ7+σ8+σ3)]··· (2.26)
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· · · · · ·

...

...

· · · · · ·

...

...

Somando sobre mitade

dos sitios e marcando

a sub-rede

1

2

3

45

67

8

1

2

3

4

7

8

(a) (b)

Figura 2.8: Dizimação da metade dos spins em uma rede quadrada. Onde estão os sítios

que mostram uma sub-rede marcada por um quadrado tracejado, a sub-rede é girada 45◦ em

relação à rede original

Executando as somas sobre os spins da sub-rede 1, obtemos

Z =
∑
{σ}

· · · {e[K(σ1+σ2+σ3+σ4)]+e[−K(σ1+σ2+σ3+σ4)]}×{e[K(σ2+σ7+σ8+σ3)]+e[−K(σ2+σ7+σ8+σ3)]} · · · .

(2.27)

Similar ao caso unidimensional, deseja-se agora encontrar uma transformação de Kan-

danoff, que transforma a função de partição do sistema com N spins em uma função de

partição de um sistema de N/2 spins. Um processo similar ao anterior, sugere que temos

que escrever o hamiltoniano renormalizado com iterações apenas entre os primeiros vizinhos.

Isto corresponderia a escrever o primeiro termo entre chaves da equação (2.27) da forma

f(K)e[K
′(σ1σ2+σ1σ4+σ2σ3+σ3σ4)] (2.28)

A fase subsequente seria determinar uma expressão para o acoplamento de K ′ exigindo

que a expressão acima seja igual ao correspondente termo da equação (2.27) para todos os

possíveis valores das variáveis de spins do bloco considerado. As possibilidades de arrumação
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dos valores das variáveis são

σ1 = σ2 = σ3 = σ4 = ±1,

σ1 = σ2 = σ3 = −σ4 = ±1,

σ1 = σ2 = −σ3 = −σ4 = ±1,

σ1 = −σ2 = σ3 = −σ4 = ±1.

(2.29)

Note porém que a soma, σ1 + σ2 + σ3 + σ4 na equação (2.27), pode assumir um dos cinco

possíveis valores {−4,−2, 0, 2, 4}. Enquanto que, a soma dos produtos na σ1σ2 + σ1σ4 +

σ2σ3 + σ3σ4 na equação (2.28) só pode assumir três possíveis valores {−4, 0, 4}. Mas a

suposição acima tem sistemas de equações diferentes que não tem um mapa que leve f(K)

e K ′(K), mesmo com uma introdução de uma função que depende de K como foi feito no

caso unidimensional. Uma possibilidade é introduzir novos termos de acoplamento entre os

spins do bloco. Por exemplo, introduzir no hamiltoniano renormalizado um termo

K2(σ1σ3 + σ2σ4)

para a interação entre os segundos vizinhos e um outro de iteração de quatro spins,

K3σ1σ2σ3σ4.

Maiores detalhes pode ser visto na referencia [23, pag 143-149].

Para nosso objetivo, é suficiente observar que esta proliferação do novo acoplamento é

regra geral na aplicação da técnica de grupo de renormalização à sistemas não triviais. Além

disso, não existe um método sistemático para escrever uma relação de recorrência entre

as funções de partição do sistema com N spins e aquela com N ′ spins. Finalmente, após

de algumas considerações [23, pag 147-149], a relação de recorrência entre o acoplamento

original e o renormalizado é

K ′ =
3

8
ln cosh(4K). (2.30)

Não obstante as várias aproximações envolvidas na obtenção do mapeamento (2.30), este

apresenta um ponto fixo instável que indica a ocorrência de uma transição de fases. Fazendo

K ′ = K = Kc em (2.30), obtemos Kc = 0, 50698. Este valor é próximo do valor exato

Kc = ln (1 +
√

2)/2 ≈ 0, 44069.
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A aplicação da técnica de grupo de renormalização para o caso unidimensional, mos-

tra que o grupo de renormalização tem uma solução impecável e bem próxima da solução

exata. Para o caso não trivial bidimensional, a solução não é tão elegante quanto o caso

unidimensional. Porém, dado a simplicidade da técnica, a concordância quantitativa com

a solução exata é surpreendente. Neste trabalho de dissertação aplicamos uma técnica de

grupo de renormalização na representação de rede de tensores que obtêm resultados seme-

lhantes ou superiores aos obtidos pela técnica de grupo de renormalização no espaço real.

A técnica aqui usada mantém a elegância observada no exemplo unidimensional para qual-

quer dimensão espacial. Na abordagem por rede de tensores, há a necessidade de fatorar

matrizes, manipular tensores e seus respectivos índices. Vamos observar que a ligação entre

os tensores ocorre quando os índices comuns de tensores vizinhos são contraídos. Na parte

que diz respeito à fatoração de matrizes, dentro das diferentes possibilidades, aqueles usadas

neste trabalho para contrair una rede de tensores é a descomposição de valores singulares ou

SVD (singular Value Decompasition).

2.7 Grupo de renormalização na representação de rede

de tensores

A técnica de grupo de renormalização na representação de rede de tensores é um mé-

todo que é utilizado como uma excelente ferramenta teórica no estudo de sistemas físicos

fortemente interagentes. Neste trabalho aplicamos o método no estudo de transições de

fases em uma extensão do modelo de Ising, definido numa rede quadrada com interações

antiferromagnéticas entre primeiros e segundos vizinhos. Enfatizamos que a introdução das

interações entre segundos vizinhos torna o sistema frustrado.

O método para estudar modelos clássicos em duas dimensões foi proposto inicialmente

por Levin e Nave, em 2007 [24]. Eles propuseram um método para realizar uma trans-

formação de bloco a la Kadanoff (Coarse-graining) com a propriedade de deixar invariante

a função de partição do sistema e sem a necessidade de introduzir novos acoplamentos nas

variáveis renormalizadas. A técnica foi batizada de grupo de renormalização tensorial (TRG-
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Tensor Renormalization Group) [25].

Grosso modo, a técnica de grupo de renormalização na representação de rede de tensores

em uma rede quadrada de Ising com N sítios, consiste em dividir a rede em blocos de quatro

sítios, de modo que um sítio pertença a apenas um bloco, e contrair os índices internos ao

bloco. A contração dos índices internos resulta em um novo tensor associado a cada bloco do

sistema original. A nova rede possui N/4 sítios. O mapeamento entre os dois sistemas é, em

princípio, exato. Porém o número de elementos dos novos tensores cresce exponencialmente

e alguma forma de renormalização é necessária para tornar o método factível na prática.

Na próxima secção, uma representação tensorial de um sistema de spins interagentes,

definido numa rede, será apresentada. Para a conveniência do leitor faremos um breve resumo

das propriedades de tensores e de algumas operações com estes objetos.

2.7.1 Tensores

Tensores são entidades matemáticas empregadas para descrever propriedades ou atri-

butos de objetos com várias componentes. São muito usados em física e engenharias, por

exemplo. Eles são uma generalização de escalares e vetores [26]. O que caracteriza se a

grandeza é escalar, vetorial ou tensorial é como ela se transforma sob uma rotação, esse

comportamento é caracterizado pelo o que é denominado de “ordem” do tensor. Para gran-

dezas escalares, por exemplo, o tensor é dito de ordem zero, pois grandezas escalares são

invariantes por rotação, como por exemplo massa e distância. A ordem (ou classificação)

de um tensor é definida pelo número de índices necessários para descrevê-lo, no caso dos

escalares, que são números reais ou complexos, o tensor possui ordem zero. Dada uma base

de referência, um tensor pode ser representado como um arranjo multidimensional de valo-

res numéricos ou funções e sua ordem será a dimensionalidade do arranjo necessário para

representa-lo, ou equivalentemente, o número de índices necessários para identificar um dos

componentes desse arranjo. Vale ressaltar que não é qualquer tipo de arranjo numérico que

corresponde a um tensor. As componentes de um tensor satisfazem certas propriedades sob
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uma transformação do sistema de coordenadas. Por exemplo, o arranjo quadrado
A11 A12 A13

A21 A22 A23

A31 A32 A33

 (2.31)

só formará um tensor se suas componentes Aij, expressas no sistema de coordenadas

(x1, x2, x3), se transformarem de acordo com [27]

A′ij =
∑
k,l

∂x′i
∂xk

∂x′j
∂xl

Akl (2.32)

para o sistema de coordenadas (x′1, x
′
2, x
′
3).

Nem todo tensor obedece uma transformação da forma (2.32). Nesses casos, distingui-

mos o tipo do tensor pela localização de seus índices. Por exemplo,

T ′ij =
∑
k,l

∂x′i

∂xk
∂x′j

∂xl
T kl (2.33)

é um tensor misto. Ele é contravariante em relação ao índice i (superior) e covariante em

relação ao índice j (inferior). Esta distinção só é relevante em sistemas de coordenadas não

cartesianos e será ignorada daqui por diante.

Um tensor de segunda ordem em 3 dimensões possui 9 componentes, T11, · · · , T33 de tal

forma que sob uma rotação se transforma com T → T ′ com

T ′ij =
∑
k

∑
j

AikAjlTkl. (2.34)

A transformação acima pode ser escrita como

T ′ = ATA−1 (2.35)

Tendo em conta que A é unitária. Tais transformação são denominadas transformações de

similaridade. Em relação à simetria temos tensores simétricos ou anti-simétricos, dependendo

da relação entre os índices, por exemplo se

T ijklm = T kjilm (2.36)
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para todas as combinações possíveis entre i e k, o tensor é dito simétrico, pois apresenta

simetria em tais índices. Já no caso de

T ijklm = −T kjilm (2.37)

ou a troca de índices resulta em um tensor nulo, para todas as combinações possíveis entre

i e k, o tensor é dito anti-simétrico, pois apresenta anti-simetria em tais índices.

Com tensores podemos realizar algumas operações [26]. Tensores de mesma ordem e

tipo podem ser somados ou subtraídos, resultado em um outro tensor de mesma ordem e

tipo

Skij = Akij +Bk
ij (2.38)

e

Dk
ij = Akij −Bk

ij (2.39)

É também possível obter um tensor a partir do produto de dois outros. Vários produtos

entre tensores podem ser definidos. O produto externo ou produto direto entre dois tensores

é determinado da forma

Tijk = UijWk (2.40)

T ijkl = U ijW kl (2.41)

e

T klij = UijW
kl (2.42)

Para um tensor misto, os índices podem sofrer contração igualando dois desses índices,

a soma ocorre sobre eles, ou seja,

T lj =
∑
i

T ilij (2.43)

contraindo novamente, o tensor de ordem zero é obtido,

T = T lj =
∑
i

T ilij (2.44)

Após as contrações, temos como resultado tensores diferentes do tensor original, embora

ainda sendo representados pela letra T . A distinção entre eles é dada pelos seus respectivos

índices, o tensor do tipo T lj é diferente do tensor do tipo T klij .



2. Método e Modelo 27

2.7.2 Representação diagramática de tensores

Como veremos na subseção 2.7.4 a função de partição de um modelo de spins numa rede

qualquer pode ser escrita como um produto tensorial entre tensores associados aos graus de

liberdade dos spins. O produto de elementos de tensores. De forma que uma soma é efetuada

sobre todos os valores dos índices comuns entre os tensores. Somar sobre um dado índice é

chamado de contração do índices. Um índice comum a dois tensores pode ser interpretado

como uma ligação entre eles. Assim, os tensores podem ser visto como os nós ou vértices

de um grafo e os índices suas arestas. Tal grafo é o que nós chamaremos de uma rede de

tensores. A soma sobre todos os possíveis índices de uma dada rede de tensores é denominada

contração da rede de tensores.

Uma forma conveniente de se lidar com tensores e redes de tensores é empregar uma

notação diagramática das equações [28]. Na figura 2.9 apresentamos os diagramas que repre-

sentam um escalar, um vetor, uma matriz e um tensor de terceira ordem. Nestes diagramas

tensores são representados por formas geométricas (bolas, triângulos, quadrados,· · · ) e ín-

dices são representados por linhas que saem dessas formas as quais denominamos pernas.

Logo, uma rede de tensores é um conjunto de formas geométricas interconectadas por linhas

resultantes da conexão das pernas associadas ao índice comum a dois tensores.

Z
Z Escalar

Objeto com

zero pernas.

ν

νa Vector
Objeto com

uma perna.
a

A
Aij Matriz

Objeto com

duas pernas.

i

j

T
TijK Tensor

Objeto com três

ou mais pernas.

i

j

k

Figura 2.9: Representação diagramática de um escalar, um vector, uma matriz e um tensor

com três índices. Observe que o número de pernas no diagrama está associado ao número

de índices (ordem) do tensor.

A contração de um particular índice em uma rede de tensor pode levar ao agrupamento
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de dois ou mais índices, ver o exemplo da figura 2.10. Note o agrupamento dos índices i e k

dando origem ao índice composto α. Da mesma forma, os índices j e l combinam-se em β.

Como um exemplo vamos representar um produto matricial nesta notação diagramática.

Lembre-se que cada elemento da matriz produto envolve a soma sobre um índice comum às

duas matrizes a serem multiplicadas, ou seja, a uma contração de índice. A figura 2.11

mostra o produto de duas matrizes A e B, que resulta na matriz C, tanto em forma de

equações quanto a correspondente representação diagramática.

T

n

T’

p

T”
Contraindo m

i

m

j

k l

α(i, k) β(j, l)

n

p

Figura 2.10: A contração do índice m do diagrama da esquerda leva ao agrupamento dos

índices i e k bem como j e l. A direita, a representação diagramática da contração.

De maneira geral, o agrupamento de dois índices, como na figura 2.12, produz um outro

índice que se assume valores no conjunto formado pelo produto direto dos conjuntos nos quais

os índices originais assumem valores. A notação β(j, k) indica qualquer relação biunívoca

que associa o par de índices originais (j, k) ao resultante β.

A figura 2.13 mostra o produto entre tensores em uma rede unidimensional. O produto

de dois tensores é a contração das pernas comuns, ou seja, se há dois tensores com um índice

comum, será feita uma soma de produtos sobre tal índices.∑
j

TijTjl = Til (2.45)

Pernas livres correspondem a índices que não serão contraídos, ver figura 2.14. Decorre daí

que a contração de uma rede de tensores pode resultar em um outro tensor quando restar
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j

AijBjk︸ ︷︷ ︸ = Cik︸︷︷︸
A B C

Contracãoi j k i k

Figura 2.11: Representação diagramática do produto usual de duas matrizes. Os elementos

das matrizes são denotados por Aij e Bj,k, os índice i e k são livres em quanto j e contraído.

T T
Agrupandoi

j

k

i βj,k

Figura 2.12: Representação diagramática de uma operação de agrupamento de dois índices.

Um tensor de terceira ordem, Tij, tem as pernas j e k agrupadas. A pernas resultante do

agrupamento é representada de forma mais espessa é rotulada pelo índice combinado βj,k.

pernas livres ou um escalar, caso contrário.

2.7.3 Fatoração de Matrizes: Descomposição em valores singulares

Um exemplo de uma Descomposição em valores singulares (SVD) de sua abreviatura

em inglês, será mostrado agora. Para o exemplo uma matriz M quadrada e simétrica foi

escolhida. A forma da matriz está associada aos termos da função de partição de um modelo

de Ising. Seja, então, uma matriz M dada por

M =

 eβJ e−βJ

e−βJ eβJ

 (2.46)
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Tx1x′1 Tx2x′2 Tx3x′3 Tx4x′4
· · · · · ·x1 x′1 x2 x′2 x3 x′3 x4 x′4

Tx1x2 Tx2x2 Tx3x4 Tx4x1

· · · · · ·x1 x′1 = x2 x′2 = x3 x′3 = x4 x′4 = x1

Mx1x3 Mx3x1

· · · · · ·x1 x3 x1

Figura 2.13: Produto entre dois tensores em uma rede unidimensional. Na primeira fileira

os tensores são representados individualmente, cada perna indica um índice do tensor. Na

segunda fileira observe-se que a cada par de tensores dentro do retângulo tracejado as pernas

são ligadas, formando um índice comum. O tensor M é resultado da contração do índices

comum entre dois tensores dentro do retângulo tracejado.

com β e J números reais, por enquanto, arbitrários. Os autovalores de MTM , são soluções

de det(MTM − λI) = 0, com

MTM =

e2βJ + e−2βJ 2

2 e2βJ + e−2βJ

 (2.47)

os autovalores são

λ± = 2 [cosh(βJ)± 1] ,

e os valores singulares de M são

σ1 =
√
λ+ =

√
2[cosh(βJ) + 1] = 2 cosh(βJ) (2.48)

e

σ2 =
√
λ− =

√
2[cosh(βJ)− 1] = 2 sinh(βJ) (2.49)

Os valores singulares compõe a diagonal da matriz Σ, portanto

Σ =

2 cosh(βJ) 0

0 2 sinh(βJ)

 (2.50)
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m

k
j

i

Contracão

i

k
mj

Figura 2.14: Diagrama de uma rede de tensores com várias ligações entre os tensores e quatro

índices livres. Todos os índices comuns entre os tensores são contraídos, os índices livres são

pernas que não serão contraídas. O resultado da contração é um tensor de quarta ordem de

índices i, j, k e m.

Temos que os autovetores deMTM são v1 e v2 associados à σ1 e σ2, respectivamente. Temos

portanto,

v1 =
1√
2

1

1

 (2.51)

e

v2 =
1√
2

 1

−1

 (2.52)

resultando em

V =
1√
2

1 1

1 −1

 (2.53)

Os autovetores da matriz U são dados por

ui =
1

σi
Mvi. (2.54)

De maneira que a matriz U é

U =
1√
2

1 1

1 −1

 (2.55)

Verifica-se que U = V , já que M é simétrica.

Quando representamos a função de partição por uma rede de tensores, precisamos lidar

com a decomposição de objetos com mais de dois índices. Para tal existe a SVD de alta

ordem denominada de HOSVD-Higher-Order Singular Descomposition, que é na verdade
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uma generalização da decomposição de uma matriz em valores singulares. O que difere a

SVD da HOSVD é que a HOSVD é utilizada na descomposição de tensores, em quanto a

SVD é utilizada na decomposição de matrizes. Na seção 2.7.2 foi apresentada a represen-

tação diagramática dos tensores. No trabalho aqui desenvolvido os tensores serão contraído

em grupos de quatro em quatro, ou seja, a cada bloco de quatro sítios na rede original

associamos um único sítio na rede renormalizada através da contração das pernas internas

ao bloco. Portanto para uma rede original com N sítios, a cada renormalização o número

de partículas será reduzido para N/4. As contrações ocorrem tanto na horizontal como na

vertical conforme a figura 2.15 e podemos escrever o tensor resultante como

Mxx′yy′ =
∑
ijkl

Tx1iy1jTix′jy′1Tx2ky2lTkx′2ly′2 . (2.56)

A rede “renormalizada” é uma rede quadrada com N/4 spins e a função de partição tem

X X ′

Y

Y ′

x1

x2

x′1

x′2

y1 y2

y′1 y′2

i
j

k
l X X ′

Y

Y ′

Figura 2.15: Representado a contração de uma rede quadrada de tensores ao longo dois eixos

x e y.

a mesma estrutura que a da rede original. Em princípio o procedimento pode ser iterado

para este mapeamento exato. O problema reside na dimensão dos índices dos tensores na

nova rede. No caso de variáveis de Ising a dimensão dos índices cresce da forma 2n onde n

é o número de etapas de renormalização. Isto torna o procedimento impraticável. A ideia

do grupo de renormalização na representação de tensores é truncar o número de estados



2. Método e Modelo 33

no tensor resultante da contração do bloco sem perder informações sobre o comportamento

crítico do sistema. Uma forma de realizar o truncamento é através de uma HOSVD. Assim,

ao novo tensor que foi resultado da contração, aplicamos uma HOSVD decompondo o tensor

da seguinte forma [29]

Mxx′yy′ =
∑

SijklU
L
xiU

R
x′jU

U
ykU

D
y′l (2.57)

Os U ’s que aparecem na equação (2.57) são matrizes unitárias e S é o tensor núcleo de

M (n). Como as contração ocorrem nas duas direções, teremos ligações duplas na vertical e

na horizontal conforme a figura 2.16(b).

T (n)

M (n)

T (n+1)

x1

x2

x′1

x′2

T(n)y1 y2

y′1 y′2

i
j

k
l

x1

x2

x′1

x′2

M(n)
y1 y2

y′1 y′2

i
j

k
l

UD

UL UR

UU

S

(a) (b)

Figura 2.16: Em (a) é representado a contração de uma rede quadrada de tensores ao longo

dois eixos x e y. Em (b) temos os passos da contração e a renormalização de quatro estados.

Para trabalhar com a equação (2.57), algumas propriedades devem ser observadas para
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qualquer índice j.

1. Ortogonalidade

〈S :, j, :, : |S :, j′, :, :〉 = 0, j 6= j′ (2.58)

2. Pseudodiagonal

|S :, j, :, : | ≥ |S :, j′, :, : |, j < j′ (2.59)

onde 〈S :, j, :, : |S :, j′, :, :〉 são o produto interno de dois tensores e |S :, j, :, : | é a norma [29].

Para determinar o tensor T n+1 após uma contração, basta determinar as quatro matrizes

unitárias da equação (2.57). Para isso devemos reformatar o tensorMxx′yy′ como uma matriz.

Tal “matrização” de um tensor é obtida tomando-se um dos índices do tensor como o índice

da linha da matriz, e agrupando-se os demais índices do tensor para tornar-se o índice de

coluna da matriz. Como exemplo

Mxx′yy′ = M ′
(x)(x′yy′), (2.60)

onde o primeiro índice, x, é considerado o índice das linhas e os índices x′yy′ agrupados,

serão o índice da coluna da matriz.

Para determinar a matriz UL, por exemplo, simétrica, a SVD seria

M ′M ′T = ULΣL(UL)T , (2.61)

onde a matriz diagonal, Σ, representa os autovalores de MMT , e também é verdade que

|Si, :, :, : |2 = ΣL
i . (2.62)

2.7.4 Representação por Rede de Tensores

A representação de um modelo estatístico clássico por uma rede tensorial é uma extensão

multi-dimensional da representação da função de partição como um produto de matrizes de

transferência no caso unidimensional. Todos os modelos estatísticos com interações de curto

alcance, como o modelo Ising, podem ser expressos como modelos de rede de tensores. Exis-

tem duas abordagens para representar a função de partição de um modelo estatístico clássico

em uma forma de rede de tensores — a representação na rede original e a representação numa

rede dual à original.
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• Representação na rede dual: Esse tipo de transformação é particularmente útil se

o número de coordenação da rede dual for menor que o número de coordenação da

rede original. Se o modelo estatístico original incluir não apenas as interações entre

os vizinhos mais próximos, mas também as interações de muitos sítios dentro de cada

célula unitária constitucional, por exemplo, a interação de quatro pontos dentro de

cada célula unitária em uma rede quadrada, um modelo de rede tensorial ainda pode

ser definido na rede dual sem aumentar a dimensão da ligação do tensor. Esta é outra

vantagem para representar a função de partição no espaço dual.

• Representação na rede original: A segunda abordagem é definir o tensor na rede

original, através de decomposições em valores singulares de certas matrizes que re-

presentam as interações locais entre pares de sítios. Esta abordagem também pode ser

implementada em todos os tipos de redes. A ordem do tensor é igual ao número de

coordenação da rede se houver apenas interações entre os sítios que sejam primeiros

vizinhos [30].

Vamos então, a título de exemplo, considerar o hamiltoniano (2.1) sem campo magnético,

que é escrito da seguinte forma

H = −J
∑
〈i,j〉

σiσj (2.63)

A função de partição de este sistema é

Z =
∑
{σ}

e−βH (2.64)

ou seja

Z =
∑
{σ}

e
βJ

∑
〈i,j〉

σiσj

=
∑
{σ}

∏
〈i,j〉

eβJσiσj (2.65)

Representação Tensorial na rede dual

Na figura 2.17 temos uma rede quadrada, onde a cada um de seus sítios está associada

uma variável de Ising σi = ±1 que interagem entre si de acordo com o hamiltoniano (2.63).

A função de partição deste sistema é dada pela equação (2.65). Queremos representar esta

função de partição na rede dual (a qual também é uma rede quadrada). Na parte esquerda,
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os sítios da rede original são mostrados em preto e o ponto vermelho representa um ponto

na rede dual que codifica os estados associados aos sítios (da rede original) em seu entorno.

Na parte direita rotulamos os quatro sítios da rede original por σi, σj, σk e σl. Nesta mesma

figura, indicamos também as variáveis associadas às ligações entre os sítios σij, σjk, σkl, σli.

A função de partição (2.65) pode ser reescrita como

σi

σl

σj

σk

σij

σjk

σkl

σli

Figura 2.17: Uma célula unitária de uma rede quadrada e suas variáveis duais correspon-

dentes.

Z = Tre−βH = Tr
∏
2ijkl

eβJ(σiσj+σjσk+σkσl+σlσi)/2 (2.66)

onde Tr indica uma soma sobre todas as configurações de spin e o produto é tomado sobre

todas as plaquetas de quatro spins como o destacado na figura 2.17. O fator 1/2 é introduzido

no expoente acima porque cada ligação é compartilhada por dois quadrados. Associamos

agora a um par de spins interagentes, à cada ligação da rede, uma variável definida por

σij = σiσj. (2.67)

Essa variável também assume apenas dois valores σij = 1 ou σij = −1, correspondendo a

um estado de spins paralelo ou antiparalelo. A função de partição pode então ser expressa

como

Z = Tr
∏
〈ij〉

δ(σij − σiσj)
∏
2ijkl

eβJ(σij+σjk+σkl+σli)/2. (2.68)

Em cada quadrado, o produto das quatro variáveis das arestas é igual a um

σijσjkσklσli = σiσjσjσkσkσlσlσi = 1. (2.69)
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Este vínculo é satisfeito em cada quadrado, independentemente das variáveis de spins origi-

nais. Assim, a função delta de N componentes de (2.68) pode ser integrada. A função de

partição torna-se então

Z = Trσ
∏
2ijkl

1 + σijσjkσklσli
2

eβJ(σij+σjk+σkl+σli)/2. (2.70)

Agora, vamos rotular os sítios da rede dual (em vermelho na figura 2.17) pelo índice p e

associar a cada ligação da rede original uma ligação na rede dual que é perpendicular àquela

da rede original. Com esta associação, podemos escrever

Z = Tr
∏
p

Txpypx′py′p ,

Txpypx′py′p =
1 + σijσjkσklσli

2
eβJ(σij+σjk+σkl+σli)/2.

(2.71)

onde o traço agora é tomado sobre os índices (pernas) do tensor associado aos sítios da rede

dual. Além disso,

xp =
3− σli

2
(2.72)

com relações análogas para as demais pernas. Ver figura 2.18.
yp

x′p

y′p

xp

Txpx′pypy′p

Figura 2.18: O sitio central representa Txp,x′p,yp,y′p e cada perna terá um rótulo, faz a repre-

sentação diagramática da contração.

Representação da rede Tensor na rede original

A função de partição (2.65) pode ser escrita como

Z =
∑
{σ}

∏
〈i,j〉

W (σiσj) (2.73)
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onde

W (σi, σj) = eβJσiσj (2.74)

define uma matriz cujos índices de linha e coluna são σi e σj, respectivamente. Como os

valores de σi e σj são ±1, a seguinte convenção,

W (1, 1) −→ W11,

W (1,−1) −→ W12,

W (−1, 1) −→ W21,

W (−1,−1) −→ W22,

permite escrever os elementos da matriz W na forma

W =

W11 W12

W21 W22

 (2.75)

A partir da equação (2.74), substituindo os valores de σi e σi, a matriz W para o modelo de

Ising é

W =

 eβJ e−βJ

e−βJ eβJ

 (2.76)

A matriz W é real e simétrica. Isto decorre da simetria do hamiltoniano (2.1) e fica

evidente a partir da equação (2.74). Matriz simétrica possui autovalores reais e como veremos

mais para a frente seus autovalores são positivos. Assim a matriz W é simétrica e positiva

definida. Agora decompomos W em valores singulares conforme a seção 2.4,

W (σi, σj) =
∑
l

U(σi, l)ΣlV (σj, l) (2.77)

e definido

Qa(σ, l) = U(σ, l)|Σl|1/2 (2.78)

e

Qb(σ, l) = V (σ, l)|Σl|1/2 (2.79)

expressamos a matriz W da seguinte forma

W = QaQ
T
b (2.80)
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Agrupando todos os elementos das matrizes Q′s que se conectam ao sítio i um tensor

local pode ser definido somando-se sobre os estados σi [30],

Tx,y,z,··· =
∑
σi

Q(σi, x)Q(σi, y)Q(σi, z) · · · , (2.81)

a ordem do tensor é igual ao número de ligações de cada sítio da rede. Ou seja, depende da

rede como na figura 2.19. A dimensão dos índices dos tensores é igual número de estados do

sítios. Logo, para um modelo de Ising, é igual a dois. A representação da função de partição

por uma rede de tensores

Z = Tr
∏
i

Txi,yi,zi,..., (2.82)

onde o traço indica a contração de todos os índices (pernas) que conectam um sítio a outro.

Na figura 2.19, observa-se duas redes, em (a) uma rede “favo de mel” com uma estrutura

hexagonal formada por 6 sítios e cada sitio tem três primeiros vizinhos e em (b) uma rede

quadrada. Os respectivos tensores das redes “favo de mel” e quadrada são escritos da seguinte

forma

Txyz =
∑
σi

Q(σi, x)Q(σi, y)Q(σi, z) (2.83)

e

Txx′yy′ =
∑
σi

Q(σi, x)Q(σi, x
′)Q(σi, y)Q(σi, y

′). (2.84)

Conforme o exemplo da SVD na seção 2.4, para a matriz W positiva e simétrica, da

equação (2.74), as matrizes unitárias U e V são iguais, portanto as equações (2.78) e (2.79)

são iguais, ou seja, Qa = Qb = Q. Os valores singulares deW TW , σ1 e σ2, formarão a matriz

diagonal

λ =

2 cosh(βJ) 0

0 2 sinh(βJ)

 (2.85)

com os elementos da matriz Q sendo determinados por

Q11 = U11|λ1|1/2 (2.86a)

Q12 = U12|λ2|1/2 (2.86b)

Q11 = U21|λ1|1/2 (2.86c)

Q11 = U22|λ2|1/2 (2.86d)
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T
x y

z

(a)

T

(b)

x x’
y

y’T

Figura 2.19: Em (a) uma rede “favo de mel” onde o tensor T é de terceira ordem, Txyz. Em

(b) é representada uma rede quadrada onde o tensor T é de quarta ordem Txx′yy′ .

como

U = V =
1√
2

1 1

1 −1

 (2.87)

temos a matriz

Q =

√cosh(βJ)
√

sinh(βJ)√
cosh(βJ) −

√
sinh(βJ)

 (2.88)

Nota após a revisão das redes duais e originais, decidiu-se trabalhar com a rede dual,

pois na tentativa de implementar a rede original em Octave, surgiram alguns problemas

com os subíndices que foram gerados em cada contração, devido à interação entre Segundo

vizinhos, o desenvolvimento desta rede pode ser visto no apêndice A

2.7.5 Cadeia linear de Ising e rede de tensores

O modelo de Ising em uma dimensão pode ser resolvido por rede de tensores. Para isso

o ponto de partida será o hamiltoniano (2.1) e uma cadeia unidimensional com N sítios com

um parâmetro de rede a conforme foi mostrado na figura 2.1.
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Com o hamiltoniano (2.1), os elementos da matriz W podem ser determinados da se-

guinte forma [30],

W (σiσj) = exp[βJσiσj+βH
2

(σi+σj)] (2.89)

Conforme a convenção da equação (2.90), escrever a matriz W na presença do campo externo

resulta em

W =

eβJ+βH e−βJ

e−βJ eβJ−βH

 (2.90)

As raízes quadradas dos autovalores de W TW são os valores singulares σi de W. Com

W TW =

e2βJ+2βH + e−2βJ e−βH + eβH

e−βH + eβH e2βJ−2βH + e−2βJ

 (2.91)

os autovalores são,

λ1,2 = eβJ cosh(βH)± eβJ
√

sinh2(βH) + e−4βJ (2.92)

Para facilitar o desenvolvimento, a matriz Q será escrita como

Q =

a b

a −b

 . (2.93)

Como a matriz W da equação (2.90) é simétrica, e com as equações (2.77) e (2.81), os

tensores para uma dimensão são

T ixx′ =
∑
σi

QσixQσix′ (2.94)

e com a convenção anteriormente adotada

T ixx′ = Q1xQ1x′ +Q1xQ1x′ (2.95)

O valor de cada elemento de tensor é calculado fazendo os índices x e x′ assumirem os seus

dois valores possíveis. Com exemplo, segue o cálculo dos elementos T11, T12, T21 e T22

Elemento T11: 
T11 = Q11Q11 +Q21Q21

T11 = a2 + a2

T11 = 2a2

(2.96)
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Elemento T12: 
T12 = Q11Q12 +Q21Q22

T12 = ab+ a(−b)

T12 = 0

(2.97)

Elemento T21: 
T21 = Q12Q11 +Q22Q21

T21 = ba+ (−b)a

T21 = 0

(2.98)

Elemento T22: 
T22 = Q12Q12 +Q22Q22

T22 = b2 + (−b)(−b)

T22 = 2b2

(2.99)

Temos a matriz T ;

T =

a2 0

0 b2

 (2.100)

A cada renormalização um tensor M , resultante da contração dos índices comuns entre

dois tensores, é gerado, que também é diagonal e igual a M = T 2. Em uma representação

matricial a forma do tensor M é

M =

T 2
11 0

0 T 2
22

 (2.101)

a função de partição na representação de uma rede tensorial conforme a equação (2.82)

Z = Tr

N∏
ij

T
(i)
ij , (2.102)

onde para o produto de N tensores,

Z =
∑
ij

(Tij)
N , (2.103)

resulta

Z = Tr

TN11 0

0 TN22

 (2.104)
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Z = TN11 + TN22 (2.105)

ou seja

Z = TN11

[
1 +

(
T22
T11

)N]
(2.106)

como T11 > T22, no limite N →∞

Z = TN11 . (2.107)

Conhecendo a função de partição em termo dos tensores da rede a energia livre é por partícula

torna-se

f = −kBT
N

lnZ = −kBT lnT11. (2.108)

2.8 Antiferromagnto de Ising frustrado na rede quadrada

Como vimos anteriormente, o primeiro passo para a aplicação do grupo de renormali-

zação na representação de rede de tensores é escrever a função de partição do sistema como

a contração de uma rede na qual a cada sítio está associado um tensor translacionalmente

invariante [31].

Assim vamos escrever a função de partição para o hamiltoniano 2.2, como uma rede de

tensores, reescrito abaixo por conveniência.

H({σ}) = −J1
∑
〈i,j〉

σiσj − J2
∑
〈i,k〉

σiσk, (2.109)

lembrando que a primeira soma corre sobre todos os pares de primeiros vizinhos e a segunda

sobre todos os pares de segundos vizinhos.

A função de partição é dada por

Z =
∑
{σ}

e−βH({σ}) = Tr{σ}e−βH({σ}) (2.110)

Substituindo o hamiltoniano (2.109), temos

Z = Tr{σ}eβJ1
∑
〈i,j〉 σiσj+βJ2

∑
〈i,k〉 σiσk . (2.111)
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Agora, dividindo a rede em blocos de quatro sítios, como anteriormente. Podemos escrever a

equação (2.111) em termos de um produtório nas plaquetas indicadas na figura 2.20. Assim

Z = Tr{σ}
∏
2ijkl

eβJ1[σiσl+σjσk+σiσj+σlσk+R(σiσk+σjσl)]/2, (2.112)

com R = 2J2/J1. Dessa forma, podemos escrever

σi

σl

σj

σk

σij

σjk

σkl

σli

Figura 2.20: Uma célula unitária de uma rede quadrada e suas variáveis duais correspon-

dentes apenas ao contorno.

Z = Tr
∏
i

Txix′iyiy′i , (2.113)

com o tensor T dado por

Txix′iyiy′i = eβJ1[σiσl+σjσk+σiσj+σlσk+R(σiσk+σjσl)]/2 (2.114)

onde xi = (3− σlσi)/2, . . . e o traço indica a contração da rede de tensores.

É também possível representar esta função de partição na rede original. Porém, como

mostrado no apêndice A, tal representação é incoveniente devido à coordenação da rede de

tensores ser igual a 8.

No próximo capítulo, apresentaremos os resultados da contração da rede de tensores cor-

respondente à função de partição (2.113) através do Tensor Renormalization Group (TRG),

obtendo a termodinâmica do sistema assim como o diagrama de fases no plano temperatura

× razão entre os acoplamentos.



Capítulo 3

Resultados

3.1 Grandezas termodinâmicas

Na secção 2.8 mostramos como representar a função de partição do hamiltoniano (2.2)

como uma rede de tensores translacionalmente invariante. Assim, a função de partição é

dada por

Z = Tr
N∏
i=1

Txiyixi′yi′ , (3.1)

onde N é o número de sítios (número de graus de liberdade do sistema) da rede e T é dado

por (2.114) cujos índices tem dimensão igual a 2. Por conveniência, impomos que T1111 = 1,

de forma que a função de partição torna-se

Z = sN0 Tr
N∏
i=1

Txiyixi′yi′ , (3.2)

com o fator s0 = T1111 antes da normalização.

Como descrito anteriormente, a rede quadrada é divida em blocos de quatro sítios, com

cada sítio pertencendo a um único bloco. Recorde figura 2.16.

A primeira etapa do processo de renormalização consiste em substituir os tensores do
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bloco por outro, resultante da contração dos índices internos ao bloco em um novo tensor

T ′XX′Y Y ′ =
∑
ijkl

Tx1iy1jTix′jy′1Tx2ky2lTkx′2ly′2 , (3.3)

onde X = X(x1, x2), Y = Y (y1, y2), X ′ = X ′(x′1, x
′
2) e Y ′ = Y ′(y′1, y

′
2). Observe a figura 3.1.

X X ′

Y

Y ′

x1

x2

x′1

x′2

y1 y2

y′1 y′2

i
j

k
l X X ′

Y

Y ′

Figura 3.1: Representação diagramática da contração de um bloco de tensores na rede

quadrada ao longo dos eixos x e y.

Essa transformação define um mapeamento exato entre a função de partição de N

partículas para a função de partição de N/4 partículas em termos do tensor T ′

Z = sN0 Tr
N/4∏
i

T ′XiX′iYiY ′i . (3.4)

Observe que o produtório agora contém apenas N/4 termos. Porém, como os índices originais

x1 e x2, por exemplo, assumem dois valores, isso implica que os novos índices assumem

cada um deles quatro valores. Dessa forma, o número de elementos de T ′ iguala 44 = 256

elementos.

A cada iteração do processo de transformação de bloco, os elementos de tensor são

normalizados. Ou seja, fazemos s1 = T ′1111 e, em seguida, T ′1111 → 1, de forma que a função

de partição do sistema torna-se

Z = sN0 s
N/4
1 Tr

N/4∏
i

T ′XiX′iYiY ′i . (3.5)
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Após essa transformação o número de sítios é reduzido para N/4, porém o número

de estados de cada sítio (número de elementos do tensor) passa de 24 para 44 estados. O

processo pode ser iterado, em princípio, levando T ′ → T ′′ e assim por diante. Denotando o

tensor original T por T (0), T ′ por T (1), . . . , T (n) . . .

Note que o número de estados cresce como 24n , onde n é o número de iterações. Ou seja,

o número de estados em cada sítio se prolifera exponencialmente tornando o procedimento

impraticável. Uma forma de impedir o crescimento sem limites do número de estados é

através de uma “renormalização” do tensor associado ao bloco. Tal renormalização pode ser

realizada pelo truncamento do número de estados do tensor associado ao bloco.

Assumindo que seja possível truncar o número de estados após cada transformação de bloco,

na segunda iteração temos

Z = sN0 s
N/4
1 s

N/16
2 Tr

N/16∏
i=1

T
(2)

XiX′iYiY
′
i
. (3.6)

Na iteração de ordem n, podemos escrever

Z = sN0 s
N/4
1 s

N/16
2 · · · sN/22nn Tr

N/22n∏
i=1

T
(n)

XiX′iYiY
′
i
. (3.7)

A única aproximação contida na equação (3.7) consiste no truncamento do número de estados

mantidos no processo de renormalização.

A energia livre do sistema é F = −(kBT ) lnZ ou −βF = lnZ, com β = 1/kBT e

T a temperatura do sistema. Note que a forma de Z na equação (3.7) garante a exten-

sividade da energia livre, ou seja, a energia livre é proporcional ao número de partículas,

N . É conveniente trabalhar com a energia livre por número de sítios da rede, ou melhor,

f = −βF/N .

Da equação (3.7), temos

f = − 1

N

N log s0 +
N

4
log s1 + · · ·+ N

22n
log sn + log

Tr N/22n∏
i

T
(n)

XiX′iYiY
′
i

 . (3.8)

A equação (3.8) pode ser reescrita como

f = − log s0 −
1

4
log s1 − · · · −

1

22n
log sn −

1

N
log (Zn) . (3.9)



3. Resultados 48

onde

Z(n) = Tr

N/22n∏
i

T
(n)

XiX′iYiY
′
i
. (3.10)

é a função de partição de um sistema com apenas N/22n partículas.

A partir da energia livre podemos fazer o cálculo da energia interna

u = −T 2 ∂

∂T

[
f

T

]
(3.11)

e depois do calor específico

cv =
∂

∂T
u = −2T

∂

∂T

[
f

T

]
− T 2 ∂

2

∂T 2

[
f

T

]
(3.12)

3.2 Renormalização

Como vimos na secção anterior se faz necessário truncar o número de estados do tensor

obtido pela transformação de bloco. O número de estados mantidos a cada etapa do processo

é D4
c , onde Dc é a dimensão dos índices “renormalizados”. Os resultados obtidos para as

funções termodinâmicas dependem de Dc, que é fixado no início do procedimento. Para

alguns casos, fizemos um estudo sistemático da dependência dos resultados com a dimensão

de corte Dc.

Aqui fizemos uso da HOSVD (High Order Singular Value Decomposition) para renormalizar

os tensores com Dc = 12, 16, 20 e 24. A manipulação dos tensores, como contração, normali-

zação, diagonalização de matrizes e demais operações da álgebra linear, foi realizada através

de um código desenvolvido em Octave [32], ver também apêndice B. Note que o número de

estados mantidos para Dc = 24 é igual a 331776.

Em linhas gerais, o procedimento consiste em especificar uma temperatura T , um valor para

o parâmetro de frustração R, um valor para dimensão de corte Dc e o critério de parada. O

programa retorna uma lista com os valores dos fatores de escala s0, s1, . . . , sC . Onde C é o

número de etapas transformação de grupo de renormalização (RG) aplicadas.

A experiência mostra que após um certo número de transformações o tensor T (n) con-

verge para um ponto fixo. Isso se reflete na convergência do fator de escala, sC , que se torna
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invariante pela transformação de RG, para um valor constante. Este fato implica que a série

3.9 é convergente e a energia livre por partícula é calculada por

f(T,R) = −
C∑
n=0

log sn
4n
− log sC

3× 4C
. (3.13)

O número de termos da série depende de T e R, crescendo à medida que este ponto se

aproxima das fronteiras de fases.

Tendo em vista que C é finito, qualquer singularidade na energia livre (3.13) estará

contida no fator de escala sC . De fato, como pode ser visto na figura 3.2, onde traçamos

o fator de escala em função da temperatura para o modelo de Ising não-frustrado (R = 0),

sC exibe uma singularidade em torno do valor da temperatura crítica conhecida exatamente

[10]. Podemos observar também que, na escala desta figura, os resultados são praticamente

independentes da dimensão de corte.

Este resultado mostra que o comportamento do fator de escala indica a localização da

transição de fases do sistema. Percebe-se ainda que longe da região crítica, para altas e

baixas temperaturas, o fator de escala tende à valores constantes, capturando os pontos

fixos triviais do modelo (pontos fixos estáveis na linguagem de grupo de renormalização no

espaço real).

Na figura 3.3 mostramos o comportamento do fator de escala numa região em torno da

temperatura crítica, exata

kBTc
J

=
2

ln(1 +
√

2)
≈ 2, 26918531421. (3.14)

Nesta escala é possível observar o comportamento de sC para as diferentes dimensões de

corte. Na tabela 3.1 apresentamos nossas estimativas para a temperatura crítica a partir

de diferentes valores da dimensão de corte. Vemos que as estimativas estão bem próximas

do valor exato. Note que os valores para outros parâmetros de frustração também estão

incluídos, que serão mostrados graficamente abaixo. Note também que a convergência não

é o uniforme com o aumento de Dc.

A energia interna e calor específico são obtidos através da primeira e da segunda derivada

da energia livre, conforme equações (3.11) e (3.12), respectivamente. As derivadas foram

obtidas numericamente e o código empregado encontra-se no apêndice B.2. A energia interna
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0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5

T

1

1,05

1,1

1,15

1,2

1,25

1,3

s C

Dc= 12
Dc= 16
Dc= 20
Dc= 24

Figura 3.2: Fator de escala sC em função da temperatura para modelo de Ising não-frustrado

e vários valores da dimensão de corte Dc. O salto na curva indica a localização da transição

de fases.

2,2685 2,2687 2,269 2,2692 2,2695 2,2698

T

1,5 1,5

2 2

2,5 2,5

s C

Dc= 12 = 2,26910 

Dc= 16 = 2,26900 

Dc= 20 = 2,26921 

Dc= 24 = 2,26921

Figura 3.3: Comportamento do fator de escala para o modelo de Ising (R = 0) na região

crítica.
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Tabela 3.1: Estimativas de Tc para diferentes dimensões de corte Dc e o valor exatamente

conhecido para ele parâmetro de frustração R = 0.

R 0 -0,1 -0,2 -0,3 -0,6 -0,7 -0,9

Ising Teórico 2,26918 - - - - - -

Método Dc 12 2,26910 1,5765 1,59599 1,47319 1,29982 1,27124 1,76601

da Dc 16 2,26900 1,62625 1,64929 1,47879 1,3351 1,39003 1,53061

rede Dc 20 2,26921 1,6269 1,65249 1,48008 1,35978 1,49616 1,78596

dual Dc 24 2,26921 1,62821 1,62272 2,2662 1,38201 1,51013 2,57537

para o caso em que o parâmetro de frustração é zero pode ser visto na figura 3.4. Podemos

observar uma ótima concordância dentro da escala utilizada para dimensões de corte acima de

12. Esse resultado serve para um teste do código numérico do apêndice B.2 e de referência

para a escolha da dimensão de corte, uma vez que o tempo de computação escala com a

dimensão de corte Dc. Note que o comportamento da energia com a temperatura apresenta

um ponto de inflexão próxima à temperatura crítica do modelo de Ising na rede quadrada.

0 1 2 3 4 5

T

-2 -2

-1,8 -1,8

-1,6 -1,6

-1,4 -1,4

-1,2 -1,2

-1 -1

-0,8 -0,8

-0,6 -0,6

u

Dc= 12
Dc= 16
Dc= 20
Dc= 24

Figura 3.4: Energia Interna do Modelo de Ising (R = 0) em função da temperatura para

vários valores da dimensão de corte Dc.
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Na figura 3.5, mostramos os resultados para o calor específico para o caso R = 0.

Podemos ver, uma concordância dentro da escala utilizada. O comportamento geral é típico

do calor específico de um sistema que sofre uma transição de fases. É possível observar

uma singularidade na temperatura crítica. É curioso que, para temperaturas maiores que a

crítica, a uma certa dispersão dos resultados obtidos para diferentes dimensões de corte Dc.

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5

T

0 0

0,25 0,25

0,5 0,5

0,75 0,75

1 1

1,25 1,25

1,5 1,5

c
v

Dc= 12
Dc= 16
Dc= 20
Dc= 24

Figura 3.5: Calor Específico do modelo de Ising em função da temperatura para vários

valores da dimensão de corte Dc.

Os resultados apresentados até aqui, foram para o caso do modelo de Ising com intera-

ções apenas entre primeiros vizinhos uma vez que assumimos um valor nulo para o parâmetro

de frustração.

Vamos agora olhar o comportamento do sistema no caso da rede quadrada frustrada.

Vamos, portanto, estudar o comportamento das funções termodinâmicas para o caso R 6= 0.

Como sabemos que o ponto R = J2/|J1| = −1/2 separa os dois estados fundamentais, a

saber, o estado de Néel da fase superantiferromagnética, vamos tratar separadamente o caso

R < −1/2 e o caso R > −1/2.

Para R ∈ (−1/2, 0] a temperatura de transição, TC(R), em função do parâmetro de

frustração deve crescer a partir de zero até o valor 2, 26918.



3. Resultados 53

Na figura 3.6, mostramos o comportamento do fator de escala em função da temperatura

para R = −0.1. Note que sC(R = −0.1) apresenta uma singularidade em T ≈ 1, 94,

indicando uma transição de fases em torno desta temperatura. Nesse caso, a transição é de

um ordenamento de Néel para uma fase paramagnética. nós também calculamos a energia

interna contra a temperatura e o calor específico contra a temperatura para dois parâmetros

de frustração R = −0, 1 e R = −0, 9 como visto nos gráficos de energia interna 3.7, 3.14 e

no calor específico 3.8, 3.15 respectivamente.

1,85 1,875 1,9 1,925 1,95 1,975

T

1

1,2

1,4

1,6

1,8

s C

R= -0,1
Dc= 12
Dc= 16
Dc= 20
Dc= 24

Figura 3.6: Fator de escala em função da temperatura para R = −0, 1 e vários valores da

dimensão de corte Dc.

Comportamento similar se observa para R = −0, 2 e R = −0, 3 como pode ser visto

nas figuras 3.9 e 3.10, respectivamente. Note que, como seria esperado, a temperatura de

transição diminui à medida que R → −1/2 pela direita. Note em particular, o aumento

acentuado de sC(R = −0.3) para Dc = 24 em comparação às outras dimensões de corte.

Ver figura 3.10.

Analisemos agora como TC(R) se comporta para R < −1/2. Nas figuras 3.11, 3.12

e 3.13 mostramos o fator de escala em função da temperatura para R = −0, 6;−0, 7 e −

0, 9, respectivamente. Também observamos um comportamento singular de sC(T,R) em
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0 1 2 3 4 5 6 7
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-1,5

-1

-0,5

u

R = -0,1
Dc = 12
Dc = 16
Dc = 20
Dc = 24

Figura 3.7: Energia Interna em função da temperatura para (R = −0, 1) vários valores da

dimensão de corte Dc.

0 1 2 3 4 5 6 7

T

0

0,2

0,4

0,6

0,8

c
v

R = -0,1
Dc = 12
Dc = 16
Dc = 20
Dc = 24

Figura 3.8: Calor Específico do parâmetro de frustração R = −0, 1 em função da temperatura

para vários valores da dimensão de corte Dc.
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1,4

1,6

1,8

s C

R= -0,2
Dc= 12 
Dc= 16
Dc= 20 
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Figura 3.9: Fator de escala em função da temperatura para valor de R = −0, 2 e vários

valores da dimensão de corte Dc.

1,1 1,15 1,2 1,25 1,3 1,35

T

1

1,5

2

2,5

s C

R= -0,3
Dc= 12 
Dc= 16  
Dc= 20 
Dc= 24

Figura 3.10: Fator de escala em função da temperatura para valor de R = −0, 3 e vários

valores da dimensão de corte Dc.



3. Resultados 56

torno de uma certa temperatura para R fixo. Esta singularidade sinaliza a transição de

fases. Aqui, com R < −1/2, a transição é do estado superantiferromagnético para o estado

paramagnético. Note que, nesse caso, a temperatura de transição aumenta à medida que R

se torna mais negativo.

0,9 0,92 0,94 0,96 0,98 1

T

1

1,1

1,2

1,3

1,4

1,5

s C

R= -0,6
Dc= 12
Dc= 16
Dc= 20
Dc= 24

Figura 3.11: Fator de escala em função da temperatura para valor de R = −0, 6 e vários

valores da dimensão de corte Dc.

Na figura 3.16 mostramos o comportamento do fator de escala, sC , em função da tempe-

ratura para vários valores do parâmetro de frustração R. Podemos observar que, para valores

maiores que R = −1/2, quanto maior o valor, maior a temperatura crítica; Enquanto que

para valores menores R = −1/2, quanto menor o respeito de R, maior será a sua temperatura

crítica.

Desta forma, podemos fazer gráfico da temperatura contra o parâmetro de frustração,

como pode ver no gráfico 3.17.

Embora o procedimento ilustrado acima seja adequado para se determinar a tempera-

tura de transição, ele não é o mais eficiente. Estamos interessados em determinar o ponto, no

plano T ×R, no qual o fator de escala apresenta um máximo ou uma descontinuidade. Esse

ponto pode ser localizado através de um algoritmo tipo bisseção que economiza tempo com-
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R= -0,7
Dc= 12
Dc= 16
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Dc= 24

Figura 3.12: Fator de escala em função da temperatura para valor de R = −0, 7 e vários

valores da dimensão de corte Dc.
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Dc= 12
Dc= 16
Dc= 20
Dc= 24

Figura 3.13: Fator de escala em função da temperatura para valor de R = −0, 9 e vários

valores da dimensão de corte Dc.
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Figura 3.14: Fator de escala em função da temperatura para valor de R = −0, 9 e vários

valores da dimensão de corte Dc.
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Figura 3.15: Fator de escala em função da temperatura para valor de R = −0, 9 e vários

valores da dimensão de corte Dc.
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Figura 3.16: Fator de escala em função da temperatura para valores de R em uma dimensão

de corte Dc = 12.

putacional uma vez que faz muito menos avaliação da grandeza sC(T,R). Aqui empregamos

a estratégia conhecida como golden search. Conforme os códigos mostrados no apêndice B.3

e B.6.

Assim, variamos o parâmetro de frustração, R, no intervalo [−1.25, 0] e o programa

descrito no apêndice B.3 localiza o valor de T no qual o fator de escala sC atinge o valor

máximo para aquele particular valor de R. É possível procurar a singularidade de maneira

inversa. Fixando um valor para a temperatura, T , e realizar a busca do valor de R que

maximiza sC . Este último procedimento é mais apropriado quando TC(R) é próximo de

zero.

Procedendo da forma acima descrita, obtivemos os valores para as temperaturas críticas

em função de R. O resultado está sumarizado na figura 3.17, onde apresentamos o diagrama

de fases do antiferromagneto frustrado na rede quadrada.

Nesta figura, apresentamos a dependência da temperatura crítica em um função do

parâmetro de frustração R. A partir desse diagrama, vemos que as diferentes fases fundem-

se no ponto R = J2/|J1| = −1/2. A linha a direita desse ponto separa a fase paramagnética
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do fase de Néel, enquanto que a linha a esquerda desse ponto separa fase paramagnética da

fase superparamagnética. Note que os resultdados para TC(R) mostram uma dependência

fraca com o valor da dimensão de corte DC .

-1,5 -1,25 -1 -0,75 -0,5 -0,25 0 0,25

R

0 0

0,5 0,5

1 1

1,5 1,5

2 2

2,5 2,5

3 3

T

Dc= 12
Dc= 16
Dc= 20
Dc= 24

SAF

P

AF

Figura 3.17: Diagrama de fases do modelo de Ising frustrado, no plano temperatura ×

parâmetro de frustração. Resultados são apresentados para vários valores da dimensão de

corte Dc. SAF indica um ordenamento superantiferromagnético, P uma fase paramagnética

e AF o estado de Néel.

Depois de levantar o diagrama de fases procuramos fazer uma comparação com o mé-

todo usado no artigo [1], utilizando dados para os quais elos tem resultados e fazer uma

comparação com o método empregado em nossa dissertação “Representação Tensorial na

rede dual”, a continuação mostraremos os valores que eles conseguiram para ele parâmetro

de frustração R = 0 para cada um de as configurações 2, 4, 6 e 9 spins empregadas junto

com ele valor obtido para a dimensão de corte Dc = 16 e o valor exato como se pode ver na

tabela 3.2, podemos ver que se tem dois nomes para a temperatura Tt e Tc que para efeitos

práticos são iguais .

Em la tabela 3.3 observamos os valores de diferentes parâmetros de frustração R para cada

uma das configurações e comparamos cada um de isso valores para a dimensão de corte
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Tabela 3.2: Temos os valores obtidos para a temperatura critica ó de transição para o

parâmetro de frustração R = 0, junto com ele valor exato para ele modelo de Ising.

Tt(0) Tc(0)

R A. Bobák [1], cluster Rede Dual Ising

2 4 6 9 Dc = 16

0 3,0250 2,9197 2,8759 2,81852 2,26900 2,26918

Dc = 16, onde fizemos Tc = Tt para trabalhar apenas a mesma variável

Tabela 3.3: Temos diferentes parâmetros de frustração para o método usado no artigo [1] e

cada valor é comparado em relação à Representação Tensorial na rede dual com dimensão

de corte Dc = 16.

Tt(R) Tt(R)/Tt(0)

R A. Bobák [1] Rede Dual A. Bobák [1] Rede Dual

cluster Dc = 16 cluster Dc = 16

-0,2973 2 1,3720 1,26387 0,45355 0,55701

-0,3070 4 1,3066 1,22881 0,44751 0,54156

-0.3240 6 1,2329 1,16495 0,42870 0,51342

-0.3340 9 1,1894 1,12904 0,42199 0,49759

-1.1098 2 2.7178 2,35387 0,89844 1,03740

-1,0387 4 2,4620 2,17873 0,84323 0,96021

-0,9748 9 2,2565 2,0195 0,80060 0,89003



Conclusão

Nesta dissertação, realizamos um estudo de uma generalização do modelo de Ising numa

rede quadrada. No modelo aqui investigado, além das interações usuais entre os primeiros

vizinhos há interações também entre segundos vizinhos. Tanto a constante de acoplamento

entre os pares de primeiros vizinhos quanto aquela entre os pares de segundos vizinhos são

antiferromagnéticas, isto é, favorecem o alinhamento antiparalelo do par de spins interagen-

tes. Nesse caso o sistema é geometricamente frustrado. De fato, esta é a forma mais simples

de introduzir frustração na rede quadrada.

Devido a frustração, o estado fundamental do sistema depende da razão entre a constante

de acoplamento entre os pares de segundos vizinhos pelo módulo da constante de acoplamento

entre os primeiros vizinhos — o parâmetro de frustração. Assim, para o valor do parâmetro

de frustração menor que −1/2 o ordenamento consiste numa ordem ferromagnética ao longo

das linhas, porém linhas vizinhas estão antiferromagneticamente ordenadas. Por outro lado,

para o parâmetro de frustração no intervalo (−1/2, 0] o ordenamento do estado fundamental

é o estado de Néel.

O diagrama de fases, no plano temperatura × parâmetro de frustração, foi obtido atra-

vés do grupo de renormalização na representação de redes de tensores. Nossos resultados

concordam com resultados recentemente publicados na literatura especializada [1]. Porém,

aqui nós não calculamos os expoentes críticos nem procuramos identificar a ordem das tran-

sições de fases. Tal estudo é necessário e é nossa intenção continuar a investigação nessa

direção.



Apêndice A

Tensor

Na figura A.1 esquerda temos uma rede quadrada na qual as linhas pretas representam la

ligação entre os primeiros vizinhos as linhas tracejadas vermelha e azul mostram as ligações

entre segundos vizinhos, na parte direita se mostra como ficaria depois de fazer as contrações

em os dois eixes x e y, isso ficara mais claro na figura A.2, onde cada bloco es representado

por um quadrado verde como se pode ver em la parte esquerda, em la parte direita temos

ele resultado depois de fazer as contrações.

Em cada sítio da rede associamos um spin, portanto esse bloco formado por quatro

sítios é rotulado como bloco de spins [33]. de forma geral, uma rede de tensores é equivalente

a uma rede de sítios. Os quatro tensores para cada bloco. A ordem do tensor em uma rede

de tensores depende do número de ligação com os primeiros e segundos vizinhos. Para uma

rede quadrada com N sítios o tensor é de sexta ordem, pois há quatro ligações entre o tensor

e os seus primeiros vizinhos e dous ligações entre o tensor e os seus segundos vizinhos. Cada

ligação é um índice do tensor. O tensor obtido a partir da contração dos índices comuns

entre os tensores internos ao bloco define uma expressão exata para a função de partição,

conforme a equação (2.82). a cada renormalização la rede se reduz de N/4 o número de

tensores, mas a função de partição Z(N), continuará sendo idêntica a função de partição

Z(N/4) da nova rede N/4. Para uma rede quadrada, conforme la figura A.1, a função de

partição é escrita da seguinte forma

Z = Tr
∏
i

Txix′iyiy′iziz′iwiw′i (A.1)
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x x′

y

y′z

z′w

w′

Txx′yy′zz′ww′

Figura A.1: Rede Quadrada, cada sítio representa um tensor. O número de ligações entre

um tensor e os vizinhos determina a ordem do tensor. Para a rede quadrada cada sítio possui

quatro vizinhos mais próximos, há duas ligações horizontais e las duas verticais, temos outras

duas ligações em las diagonais. Cada ligação é um índice do tensor T. Os índices são rotulados

como x, x′, y, y′, z, z′, w, w′.

Nós temos que ele hamiltoniano que representa nosso sistema esta dado por

H = H(σ) = −J1
∑
〈i,j〉

σiσj − J2
∑
〈i,k〉

σiσk (A.2)

fazendo uso de la equação (2.6), temos nossa nova função de partição

Z =
∑
σ

e
βJ1

∑
〈i,j〉

σiσj∑
σ

e
βJ2

∑
〈i,k〉

σiσk

(A.3)

Z =
∑
σ

∏
〈i,j〉
〈i,k〉

eβJ1σiσjeβJ2σiσk

Rede Tensor na rede original

Nesta figura A.3 pretendemos mostrar a forma em que os índices aumentam com cada

contração que se faz em um bloco, vamos tomar X que tem dependência de w, x1, x2 e

z, ficando da forma X(w, x1, x2, z), X ′(z′, x′1, x′2, w′), Y (w, y1, y2, z
′), Y ′(z, y′1, y′2, w′), isso

ainda sim fazer as contrações com os índices internos com primeiros e segundos vizinhos, os
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T
T ′

Figura A.2: Os sítios da rede quadrada são representados por bolas pretas. A rede quadrada

é dividida em blocos de spins, cada bloco encontra-se dentro do quadrado verde. As bolas à

direita são os tensores renormalizados.

primeiros vizinhos esta representados por as linhas solidas e segundos vizinhos com linhas

tracejadas.

O traço da função de partição é uma suma sobre todos os índices, igualmente a que se

faz em la seção 2.7.4 para calcular la matriz Q equação (2.54), sou que agora temos duas

matrizes que são Q e P

Q =

√cosh(βJ1)
√

sinh(βJ1)√
cosh(βJ1) −

√
sinh(βJ1)

 (A.4)

P =

√cosh(βJ2)
√

sinh(βJ2)√
cosh(βJ2) −

√
sinh(βJ2)

 (A.5)

e regravando la equação (2.50), temos os elementos do tensor local T definidos em cada sítio

da rede como

Txx′yy′zz′ww′ =
∑
σ

Q(σ, x)Q(σ, x′)Q(σ, y)Q(σ, y′)P (σ, z)P (σ, z′)P (σ,w)Q(σ,w′). (A.6)
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x1
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x′2

y1 y2

y′1 y′2
z

z′
w

w′

X X ′

Y

Y ′

i

j

k

l
n
m

Figura A.3: Bloco de spins com quatro sítios. Cada sítio possui quatro ligações com os

primeiro e dous com os segundo vizinhos.

A matrizes Q e P em equações (A.4) e (A.5), com βJ1 = α1 e βJ2 = α2, torna-se

Q =

√cosh(α1)
√

sinh(α1)√
cosh(α1) −

√
sinh(α1)

 =

δ1 γ1

δ1 −γ1

 (A.7)

P =

√cosh(α2)
√

sinh(α2)√
cosh(α2) −

√
sinh(α2)

 =

δ2 γ2

δ2 −γ2

 (A.8)

Onde α é o inverso da temperatura, α = 1/T . Cada um dos índices pode assumir dois

valores, gerando 256 elementos para o tensor inicial. Os índices são rotulados como 0 ou 1,

vamos explicitar três desses elementos, que são escritos da seguinte forma

T00000000 =
∑
S

QS0QS0QS0QS0PS0PS0PS0PS0 ⇒ T00000000 =
∑
S

Q4
S0P

4
S0

⇒ T00000000 = Q4
00P

4
00 +Q4

10P
4
10

que resulta em,

T00000000 = 2 cosh2 α1 cosh2 α2.
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T00000001 =
∑
S

QS0QS0QS0QS0PS0PS0PS0PS1 ⇒ T00000001 =
∑
S

Q4
S0P

3
S0PS1

⇒ T00000001 = Q4
00P

3
00PS1 +Q4

10P
3
10P11

que resulta em,

T00000001 = 0.

T00000011 =
∑
S

QS0QS0QS0QS0PS0PS0PS1PS1 ⇒ T00000011 =
∑
S

Q4
S0P

2
S0P

2
S1

⇒ T00000011 = Q4
00P

2
00P

2
01 +Q4

10P
2
10P

2
11

que resulta em,

T00000011 = 2 cosh2 α1 coshα2 sinhα2.

Seguindo a mesma regra, calcula-se todos os outros. Uma maneira de encontrar os

elementos do tensor não-nulo é,[
1 + (−1)8−n−m

]
δn1 δ

m
2 γ

4−n
1 γ4−m2 (A.9)

com m e n variando de zero a quatro, onde m e n de la mesma paridade o elemento de tensor

é não-nulo, si m e n são de paridade distintas o elemento de tensor é nulo. resultando em

13 valores diferentes entre si que compõem ele tensor. Considerando primeiro elemento do

tensor como um fator de escala, ou seja,

α0 = T00000000 (A.10)

podemos normalizar todos os outros, de modo que T00000000 = 1.

Percebe-se que inicialmente há seis valores distintos entre todos os elementos del tensor,{
0, 1, tanhα2 tanhα1, tanh2 α2

√
tanhα1, tanh2 α1

√
tanhα2, tanh2 α1 tanh2 α2

}
. Após o cál-

culo dos novos de tensor haverá cento e vinte e oito elementos nulos, impomos novamente

que o primeiro elemento do tensor seja igual a 1, atreves de uma normalização e com essa

imposição temos um novo fator de escala, ou seja, a cada renormalização temos

α1 = T ′00000000 (A.11)

onde T ′00000000 é o primeiro elemento do tensor renormalizado.



A. Tensor 68

A figura A.3 mostra um bloco de quatro spins da rede original e suas respectivas pernas.

A primeira etapa do processo de renormalização consiste em substituir os tensores do bloco

por outro, resultante da contração dos índices internos ao bloco. A soma sobre todos os

estados resulta em um tensor de oitavo ordem T ′XX′Y Y ′ZZ′WW ′ , onde cada índice assume,

agora, oito valores [33],

T ′X(x1,x2)X′(x′1,x
′
2)Y (y1,y2)Y ′(y′1,y

′
2)

=
∑

i,k,j,l,m,n

Tx1iy1jTix′1y2lTx2kjy′1Tkx′2ly′2TzmwnTmz′nw′ (A.12)

O tensor T ′ define uma expressão exata para a função de partição

Z = αN0 Tr

N/4∏
i

T ′XX′Y Y ′ (A.13)

O fator α0 aparece devido à normalização. Observe, ainda, que o reprodutório agora contém

apenas N/4 termos, porém o número de estados de cada sítio passa de 2 para 16 estados. A

cada transformação o número de iterações. Ou seja, o número de sítios é reduzido de 1/4.

Enquanto que o número de estados cresce como 22n, onde n é o número de iterações. Ou seja,

o número de estados em cada sítio se prolifera exponencialmente tornando o procedimento

impraticável. Uma forma de impedir o crescimento de limites do número de estados é através

de uma “renormalização” do tensor associado ao bloco. Tal renormalização pode ser realizada

do número de estados do tensor associado ao bloco.

Escolhendo a representação, X(0, 0) = 1, X(1, 1) = 2, X(1, 0) = 3, X(0, 1) = 4 [33],

para os índices do tensor do bloco e denotado por M em uma iteração, a HOSVD envolve la

diagonalização da matriz G.

GXX′Y Y ′ZZ′WW ′ =
∑

T ′xix′iyiy′iziz′iwiw′i (A.14)

O próximo passo é obter a matriz G que deve ser formada a partir das iterações, onde a

matriz G é 16×16, quando passamos de 2 a 16 estados após a contração, o tensor inicial acaba

por ser 256 valores, ao tentar calcular isso, temos 220 = 1048576 termos, portanto, nossos

recursos computacionais são curtos, por isso, vamos usar os recursos de um programa como

Octave, para poder fazer os cálculos de forma numérica. Ainda assim tem probabilidade

de não conseguir chegar os resultados por causa da complexidade que gerar ele aumento

crescente dois subíndices.
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Codigos Octave

B.1 Calculo Diagrama de Fase

1 for Dc=16:4:20

2 Ratio =0.0 ;

3 Temp = 2 . 2 6 8 7 : 0 . 0 0 0 0 5 : 2 . 2 6 9 5 ;

4 DriveTRG(Temp, Ratio ,Dc) ;

5 end

B.2 Calculo Energia e Calor Específico

1 Ratio =0.0 ;

2 h=0.4;

3 for Dc = 12 : 4 : 2 0 %Dc=8;

4 c = num2str(Dc) ;

5 Ra = num2str( Ratio ) ;

6 C = ’_Dc=’ ;

7 name=’ Ratio=’ ;

8 ext=’ . dat ’ ;

9 names= da t e s t r (now) ;

10 o ldFo lder = cd ( ’ Deriv ’ ) ;

11 f i d = fopen ( s t r c a t (name ,Ra ,C, c , ’_ ’ , names , ext ) , ’w ’ ) ;

12 cd ( o ldFo lder ) ;

13 for Temp=0 . 6 : 0 . 8 : 1 0

14 [ f_prime_x0 , f_second_x0 ] = d f r i d r (Temp, Ratio , h ,Dc) ;

15 fpr intf ( f i d , ’%g␣%g␣%g\n ’ ,Temp, f_prime_x0 , f_second_x0 ) ;

16 end
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17 fc lose ( f i d ) ;

18 end

B.3 Calculo Ponto Máximo do Diagrama de Fase

1 for x =1 :1 : 2 ;

2 names= da t e s t r (now) ;

3 ext=’ . dat ’ ;

4 Dc=20;

5 a=0.0 ;

6 b=3.0;

7 c = num2str(Dc) ;

8 aa = num2str( a ) ;

9 bb = num2str(b) ;

10 o ldFo lder = cd ( ’Maximo ’ ) ;

11 [ f i d , t exto ]=fopen ( s t r c a t ( ’Dc=’ , c , ’_ ’ , ’Rango␣=’ , aa , ’−− ’ , bb , ’_ ’ , names , ext ) , ’w ’ ) ;

12 cd ( o ldFo lder ) ;

13 switch x

14 case 1

15 for Ratio = −0 .5 :0 .05 :0 .0

16 p = gss ( a , b , Ratio ,Dc) ;

17 fpr intf ( f i d , ’%g␣%g\n ’ , Ratio , p ) ;

18 end

19 fc lose ( f i d ) ;

20 case 2

21 for Ratio =−1.25:0.051:−0.5

22 p = gss ( a , b , Ratio ,Dc) ;

23 fpr intf ( f i d , ’%g␣%g\n ’ , Ratio , p ) ;

24 end

25 fc lose ( f i d ) ;

26 end

27 end

B.4 dfridr

1 function [ f_prime_x0 , f_second_x0 ] = d f r i d r (Temp, Ratio , h ,Dc)

2 CON = 1 . 4 ;

3 CON2 = CON∗CON;

4 BIG = 1.0 e30 ;

5 NTAB = 10 ;
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6 SAFE = 2 . 0 ;

7 a = zeros (NTAB,NTAB) ;

8 b = zeros (NTAB,NTAB) ;

9 hh=h ;

10 [ n , s , t ] = t rg (Temp, Ratio ,Dc) ;

11 g = log ( s (1 ) ) ;

12 f = 0 . 2 5 ;

13 for j =2:n

14 g = g + f ∗ log ( s ( j ) ) ;

15 f = 0 .25∗ f ;

16 end

17 [ n , s , t ] = t rg (Temp+hh , Ratio ,Dc) ;

18 gp = log ( s (1 ) ) ;

19 f = 0 . 2 5 ;

20 for j =2:n

21 gp = gp + f ∗ log ( s ( j ) ) ;

22 f = 0 .25∗ f ;

23 end

24 [ n , s , t ] = t rg (Temp−hh , Ratio ,Dc) ;

25 gm = log ( s (1 ) ) ;

26 f = 0 . 2 5 ;

27 for j =2:n

28 gm = gm + f ∗ log ( s ( j ) ) ;

29 f = 0 .25∗ f ;

30 end

31 a (1 , 1 )=(gp−gm) /(2 . 0∗hh) ;

32 b (1 , 1 )=(gp−2.0∗g+gm)/hh/hh ;

33 e r r=BIG ;

34 r = 0 ;

35 for i =2:NTAB

36 hh = hh/CON;

37 [ n , s , t ] = t rg (Temp, Ratio ,Dc) ;

38 g = log ( s (1 ) ) ;

39 f = 0 . 2 5 ;

40 for j =2:n

41 g = g + f ∗ log ( s ( j ) ) ;

42 f = 0 .25∗ f ;

43 end

44 [ n , s , t ] = t rg (Temp+hh , Ratio ,Dc) ;

45 gp = log ( s (1 ) ) ;

46 f = 0 . 2 5 ;

47 for j =2:n

48 gp = gp + f ∗ log ( s ( j ) ) ;

49 f = 0 .25∗ f ;

50 end

51 [ n , s , t ] = t rg (Temp−hh , Ratio ,Dc) ;
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52 gm = log ( s (1 ) ) ;

53 f = 0 . 2 5 ;

54 for j =2:n

55 gm = gm + f ∗ log ( s ( j ) ) ;

56 f = 0 .25∗ f ;

57 end

58 a (1 , i )=(gp−gm) /(2 . 0∗hh) ;

59 b (1 , i )=(gp−2.0∗g+gm)/hh/hh ;

60 f a c=CON2;

61 for j =2: i

62 a ( j , i )=(a ( j −1, i ) ∗ fac−a ( j −1, i −1) ) /( fac −1.0) ;

63 b( j , i )=(b( j −1, i ) ∗ fac−b( j −1, i −1) ) /( fac −1.0) ;

64 f a c=CON2∗ f a c ;

65 e r r 1=abs ( a ( j , i )−a ( j −1, i ) ) ;

66 e r r 2=abs ( a ( j , i )−a ( j −1, i −1) ) ;

67 i f e r r 1 > er r2

68 e r r t = er r1 ;

69 else

70 e r r t = er r2 ;

71 end

72 i f e r r t <= e r r

73 e r r=e r r t ;

74 f_prime_x0=a ( j , i ) ;

75 f_second_x0=b( j , i ) ;

76 end

77 r = r+1;

78 end

79 i f abs ( a ( i , i )−a ( i −1, i −1) ) >= SAFE∗ e r r

80 break

81 end

82 end

83 f_second_x0 = 2.0∗Temp∗ f_prime_x0+Temp∗Temp∗ f_second_x0 ;

84 f_prime_x0=Temp∗Temp∗ f_prime_x0 ;

B.5 DriveTRG

1 % Driver s c r i p t to execute the TRG method .

2 function DriveTRG(Temp, Ratio ,Dc)

3 p = s ize (Temp) ;

4 q = s ize ( Ratio ) ;

5 c = num2str(Dc) ;

6 Ra = num2str( Ratio ) ;

7 Te = num2str(Temp) ;
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8 C = ’_Dc=’ ;

9 nam=’Temp=’ ;

10 name=’ Ratio=’ ;

11 ext=’ . dat ’ ;

12 names= da t e s t r (now) ;

13 i f (p (2 ) > q (2) )

14 o ldFo lder = cd ( ’Temp ’ ) ;

15 f i d = fopen ( s t r c a t (name ,Ra ,C, c , ’_ ’ , names , ext ) , ’w ’ ) ;

16 cd ( o ldFo lder ) ;

17 for i =1:p (2 )

18 [ n , s , t ] = t rg (Temp( i ) , Ratio ,Dc) ;

19 g = log ( s (1 ) ) ;

20 f = 0 . 2 5 ;

21 for j =2:n

22 g = g + f ∗ log ( s ( j ) ) ;

23 f = 0 .25∗ f ;

24 end

25 fpr intf ( f i d , ’%g␣%g␣%g\n ’ ,Temp( i ) , g , s (n) ) ;

26 end

27 else

28 o ldFo lder = cd ( ’ Ratio ’ ) ;

29 [ f i d , t exto ]=fopen ( s t r c a t (nam,Te ,C, c , ’_ ’ , names , ext ) , ’w ’ ) ;

30 cd ( o ldFo lder ) ;

31 for i =1:q (2 )

32 [ n , s , t ] = t rg (Temp, Ratio ( i ) ,Dc) ;

33 g = log ( s (1 ) ) ;

34 f = 0 . 2 5 ;

35 for j =2:n

36 g = g + f ∗ log ( s ( j ) ) ;

37 f = 0 .25∗ f ;

38 end

39 fpr intf ( f i d , ’%g␣%g␣%g\n ’ , Ratio ( i ) , g , s (n) ) ;

40 end

41 fc lose ( f i d ) ;

42 end

B.6 GSS

1 % Golden search f o r the c r i t i c a l parameters .

2 function p = gss ( a , b , Ratio ,Dc)

3 gr = 0.5+0.5∗ sqrt ( 5 . 0 ) ;

4 c = b − (b − a ) / gr ;

5 d = a + (b − a ) / gr ;
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6 r = 0 ;

7 while (abs ( c − d) > 0 .001 ) | ( r > 60)

8 [ n , s , t ] = t rg ( c , Ratio ,Dc) ;

9 f c = s (n) ;

10 [ n , s , t ] = t rg (d , Ratio ,Dc) ;

11 fd = s (n) ;

12 i f ( f c > fd ) b = d ;

13 else a = c ;

14 end

15 c = b − (b − a ) / gr ;

16 d = a + (b − a ) / gr ;

17 r = r+1;

18 end

19 p = 0 .5∗ ( b + a ) ;

B.7 TGR

1 function [ n , s , t ] = t rg (Temp, Ratio ,Dc)

2 s = zeros (1000 ,1 ) ;

3 [ t , s1 , dx , r ] = SetTensor (Temp, Ratio ,Dc) ;

4 dy = dx ;

5 for n=1: r

6 s (n) = s1 (n) ;

7 end

8 key = 1 ;

9 while key

10 n = n+1;

11 m = ContractY ( t , dx , dy ) ;

12 mx = ModeXX(m, dx , dy ) ;

13 [ u , v ] = eig (mx) ;

14 [ v , p1 ] = sort (diag ( v ) , ’ descend ’ ) ;

15 u = u ( : , p1 ( 1 :Dc) ) ;

16 dx = Dc ;

17 t = RenormXX(u ,m, dx , dy ) ;

18 [ s1 , t ] = s c a l e ( t ) ;

19 s (n) = s1 ;

20 m = ContractX ( t , dx , dy ) ;

21 mx = ModeYY(m, dx , dy ) ;

22 [ u , v ] = eig (mx) ;

23 [ v , p1 ] = sort (diag ( v ) , ’ descend ’ ) ;

24 u = u ( : , p1 ( 1 :Dc) ) ;

25 dy = Dc ;

26 t = RenormYY(u ,m, dx , dy ) ;
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27 [ s1 , t ] = s c a l e ( t ) ;

28 s (n) = s (n) ∗ s1 ;

29 key = (abs ( s (n) − s (n−1) ) > 1 .0 e−5) ;

30 end

B.8 Tensor Inicial

1 % Scr i p t to s e t the i n i t i a l t ensor .

2 function [W, s , d , r ] = SetTensor (T,R,Dc)

3 W = zeros ( 2 , 2 , 2 , 2 ) ;

4 s = ones (10 ,1 ) ;

5 for i =−1:2:1

6 for j =−1:2:1

7 for k=−1:2:1

8 for l =−1:2:1

9 y = i ∗ j ;

10 y1 = l ∗k ;

11 x = i ∗ l ;

12 x1 = j ∗k ;

13 a = −0.5∗(x+x1+y+y1 ) ;

14 b = i ∗k+j ∗ l ;

15 W((3+x) /2 ,(3+x1 ) /2 ,(3+y) /2 ,(3+y1 ) /2) = exp ( ( a+R∗b) /T) ;

16 end

17 end

18 end

19 end

20 s1 = max(W( : ) ) ;

21 W( : ) = W( : ) / s1 ;

22 s (1 ) = s1 ;

23 r = 1 ;

24 d = 2 ;

25 while d∗d <= Dc

26 a = reshape ( permute (W, [ 3 , 1 , 2 , 4 ] ) ,d , d∗d∗d) ;

27 b = reshape (W, d∗d∗d , d) ;

28 W = b∗a ;

29 a = permute ( reshape (W, d , d , d , d , d , d ) , [ 1 , 4 , 3 , 6 , 2 , 5 ] ) ;

30 a = reshape ( a , d∗d∗d∗d , d∗d) ;

31 b = permute ( reshape (W, d , d , d , d , d , d ) , [ 1 , 4 , 2 , 5 , 3 , 6 ] ) ;

32 b = reshape (b , d∗d , d∗d∗d∗d) ;

33 W = a∗b ;

34 W = permute ( reshape (W, d∗d , d , d , d∗d , d , d) , [ 1 , 4 , 2 , 5 , 3 , 6 ] ) ;

35 W = reshape (W, d∗d , d∗d , d∗d , d∗d) ;

36 s1 = max(W( : ) ) ;
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37 W( : ) = W( : ) / s1 ;

38 d = d∗d ;

39 r = r+1;

40 s ( r ) = s1 ;

41 end

B.9 ContractX

1 % Scr i p t to con t rac t the ho r i z on t a l bond between two tensor s .

2 function M = ContractX (T, x , y )

3 b = reshape (T, x , x∗y∗y ) ;

4 a = reshape ( permute (T, [ 1 , 3 , 4 , 2 ] ) , x∗y∗y , x ) ;

5 M = reshape ( a∗b , x , y , y , x , y , y ) ;

6 M = reshape ( permute (M, [ 2 , 5 , 3 , 6 , 1 , 4 ] ) , y∗y , y∗y , x , x ) ;

B.10 ModeXX

1 % Scr i p t to s e t up the matrix a s soc i a t ed to mode XX of the HOSVD

2 function a = ModeXX(M, x , y )

3 M = reshape (M, x∗x , x∗x∗y∗y ) ;

4 a = M∗M’ ;

B.11 RenormXX

1 % Scr i p t to renormal i ze ( cut down) the ho r i z on t a l l e g s

2 function Q = RenormXX(u ,M, x , y )

3 a = u ’ ;

4 Q = zeros (x , x , y , y ) ;

5 for i =1:y

6 for j =1:y

7 Q( : , : , i , j ) = a ∗ squeeze (M( : , : , i , j ) ) ∗ u ;

8 end

9 end

B.12 ContractY
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1 % Scr i p t to con t rac t the v e r t i c a l bond between two tensor s .

2 function M = ContractY (T, x , y )

3 a = reshape (T, x∗x∗y , y ) ;

4 b = reshape ( permute (T, [ 3 , 1 , 2 , 4 ] ) , y , x∗x∗y ) ;

5 M = reshape ( a∗b , x , x , y , x , x , y ) ;

6 M = reshape ( permute (M, [ 1 , 4 , 2 , 5 , 3 , 6 ] ) , x∗x , x∗x , y , y ) ;

B.13 ModeYY

1 % Scr i p t to s e t up the matrix a s soc i a t ed to mode YY of the HOSVD

2 function a = ModeYY(M, x , y )

3 M = reshape (M, y∗y , y∗y∗x∗x ) ;

4 a = M∗M’ ;

B.14 RenormYY

1 % Scr i p t to renormal i ze ( cut down) the ho r i z on t a l l e g s

2 function Q = RenormYY(u ,m, x , y )

3 a = u ’ ;

4 Q = zeros (x , x , y , y ) ;

5 for i =1:x

6 for j =1:x

7 Q( i , j , : , : ) = a ∗ squeeze (m( : , : , i , j ) ) ∗ u ;

8 end

9 end
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