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Resumo 

 
O monitoramento da qualidade da água é de extrema importância para a             
humanidade, seja em regiões rurais, seja  em regiões urbanas, visto que todos os 
seres vivos dependem desse líquido para sobrevivência, embora ele esteja ficando 
cada vez mais escasso. Os estudos realizados em variáveis de qualidade da água 
ainda se beneficiam muito pouco dos métodos estatísticos, para detectar problemas 
relacionados a mesma. Neste trabalho, objetivou-se desenvolver uma nova aborda-
gem para a análise de agrupamento, a partir da combinação dos métodos hierárqui-
cos e não-hierárquicos de agrupamento, mostrando que essas técnicas estatísticas 
podem contribuir de forma eficaz em estudos relacionados a variáveis de qualidade 
da água.Nesse estudo,utilizamos uma base dedados relacionada a variáveis de qua-
lidade da água, coletada em cisternas de placas, em quatro assentamentos localiza-
dos no Município de Serra Talhada, na Região do Pajeú, no sertão do Estado de 
Pernambuco. A metodologia aqui utilizada foram os métodos estatísticos multivaria-
dos, mais especificamente a análise de agrupamento hierárquica e não hierárquica, 
e os índices da estatística da silhueta como critério de validação dos agrupamentos 
obtidos. A ideia consistiu basicamente em comparar os vários métodos de agrupa-
mento quanto à “qualidade” dos grupos obtidos, relacionados as variáveis de quali-
dade da água das cisternas de placas, pelos vários métodos utilizados. Os agrupa-
mentos obtidos para as cisternas ora estudadas mostraram que, no geral, as cister-
nas C14, C49, C90e C98 são similares entre si e dissimilares em relação aos demais          
agrupamentos, de acordo com os métodos hierárquicos de agrupamento. Com     
relação ao tamanho dos grupos, observou-se que geralmente o grupo 1 classificou o 
maior  número de cisternas tanto nos métodos hierárquicos com a distância euclidi-
ana,   quanto no método não hierárquico do k – medoid, enquanto que, nos métodos     
hierárquicos de agrupamento com a métrica de camberra e nos agrupamentos não 
hierárquicos de k – média e agrupamento fuzzy, esse comportamento não se       
verificou, e, consequentemente, as cisternas ficaram melhor distribuídas entre todos 
os grupos.A Correção Cofenética indicou como melhor agrupamento o método da 
ligação média. No agrupamento fuzzy, apenas dois grupos ficaram com sete e oito 
cisternas respectivamente, já no agrupamento não hierárquico de k – média, houve 
uma formação de três grupos que classificaram aproximadamente o mesmo número 
de cisternas. Ainda se verificou que este método de agrupamento classificou um 
grupo de cisternas dissimilares das demais cisternas classificadas em outros grupos, 
pois estas cisternas são facilmente identificadas, ou seja, as cisternas C64, C65, 
C66, C71, C79 e C100 apresentam taxas “elevadas” de coliformes fecais,além de 
anormalidade em outras variáveis de qualidade da água. O método de k – medoid 
também formou três grupos: o grupo 1 alocou muitas cisternas; já os grupos 2 e 3 
ficaram com poucas observações,pois as cisternas C75, C64 e C53 são os          
centróides ou as cisternas que representam cada grupo respectivamente. Portanto,       
conclui-se que os métodos hierárquicos e não hierárquicos de agrupamento         
auxiliados pelo índice da estatística da silhueta podem,de forma bastante             
satisfatória,   monitorar a qualidade da água de cisternas de placas em uma região 
semiárida do Nordeste Brasileiro.  
 

Palavras-chave: Métodos multivariados, análise de agrupamento, agrupamento 
fuzzy, estatística da silhueta, cisterna de placa, qualidade de água.  
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Abstract 

 

The monitoring of water quality is of utmost importance for humanity, whether in rural 
or urban areas, since all living things depend on this liquid for survival, and it is     
getting increasingly scarce. The studies on water quality variables still benefits very 
little statistical methods to detect problems the same. This work aimed to develop a 
new approach to cluster analysis, from the combination of hierarchical methods and 
non-hierarchical clustering, showing that these statistical techniques can contribute 
effectively in studies related to quality variables gives water. This study will use a  
database related to quality variables gives water collected in cisterns plaques in four 
settlements located in the city of Serra Talhada Pajeu in the region in the interior of 
Pernambuco. The methodology used here were the multivariate statistical methods 
specifically the hierarchical cluster analysis and non-hierarchical and the silhouette of 
statistical indices as validation criteria of the obtained clusters. The idea is basically 
to compare the various clustering methods as the "quality" of the groups obtained, 
relating the quality of water variables of the plaques of cisterns, the various methods 
used. The groups obtained for cisterns now studied showed that in general the     
cisterns C14, C49 and C90, C98 are similar among themselves, and dissimilar to 
other groups according to hierarchical methods of grouping. Regarding the size of 
the groups, which is generally observed Group 1 scored the highest number of     
cisterns both in the hierarchical method with the Euclidean distance as the           
non-hierarchical method k - medoid, while the grouping of hierarchical methods with 
the metric of canberra and non hierarchical clustering k - mean and fuzzy grouping 
this behavior was not observed, and consequently the cisterns were better distributed 
among all groups. The Correlation cophenetic has indicated as better grouping of the 
average bond method. In fuzzy clustering only two groups were left with seven end 
eight cisterns respectively, as in the non-hierarchical clustering k - mean hear the 
formation of three groups which roughly classified the same number of cisterns, and 
yet it has been found that this grouping method rated a group of dissimilar cisterns of 
other cisterns classified in other groups where these tanks are easily identified, the is 
the cisterns C64, C65, C66, C71, C79 and C100 have rates fecal coliforms beyond 
abnormality in other quality variables gives water. The k method - medoid also 
formed three groups, wherein the group 1 allocated many cisterns while groups 2 
and 3 were with few observations where cisterns C75, C64 and C53 are the         
centroids or cisterns which represent each group respectively. Therefore, it is      
concluded that the hierarchical methods and non-hierarchical clustering aided by the  
silhouette of statistical index can, quite satisfactorily monitor the water quality boards 
tanks in a semiarid region of Nordeste Brasileiro. 
  

Keywords: Multivariate methods, cluster analysis, fuzzy clustering, statistical sil-
houette, plaques cistern, water quality. 
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1 – INTRODUÇÃO 

 
 A evolução da humanidade sempre teve uma relação direta,uma dependência 

inquestionável dos recursos hídricos. A dependência é tão significativa que a quali-

dade da água usada por determinada sociedade pode ser determinante para sua 

qualidade de vida. Assim, na sociedade de um modo geral, a qualidade da água tem 

papel extremamente relevante nas regiões áridas e semiáridas, onde os recursos 

hídricos são escassos, e dessa forma, os reservatórios de água devem ter um moni-

toramento contínuo e observar atentamente algumas variáveis de qualidade da    

água. 

 O monitoramento contínuo das variáveis de qualidade da água pode colaborar 

de maneira significativa na gestão dos recursos hídricos, tanto na economia de á-

gua, quanto no seu uso eficiente sem desperdícios. Além disso, o acompanhamento 

dos dados relacionados à qualidade da água permite que a água de tais reservató-

rios seja utilizável sem danos à saúde humana, como preconiza o Conselho Nacio-

nal do Meio Ambiente (CONAMA, 1986). 

 Observa-se que os estudos relacionados ao monitoramento da qualidade da 

água, muitas vezes, subutilizam a estatística,relegando-a a um papel secundário ou 

sequer a utilizam. Assim, nesta tese, um dos objetivos é verificar este aspecto, mos-

trando que a estatística pode ser melhor usada e contribuir de maneira significativa 

no processo de análise e estudo de variáveis de qualidade da água. 

 A partir do levantamento bibliográfico desenvolvido neste trabalho, situamos 

que, em 2014, surgiu uma das primeiras pesquisas utilizando métodos estatísticos 

para variáveis de qualidade da água, nos assentamentos localizados na região do 

Pajeú em Serra Talhada–PE. Trata-se de uma dissertação feita no Programa de 

Pós-Graduação em Biometria e Estatística Aplicada. O referido trabalho é de Lima 

(2014), que ressalta a importância de se estudar e analisar estatisticamente variá-

veis de qualidade de água em cisternas de placas, visando a observá-las quantitati-

va e qualitativamente, assim como uma localização das mesmas do ponto de vista 

geográfico na região do Pajeú–PE. Portanto, a proposta desta tese é utilizar uma 

combinação de métodos estatísticos multivariados existentes na literatura que não 

foram anteriormente explorados em variáveis de qualidade da água.  

 O termo análise multivariada, corresponde a várias técnicas e métodos que 

utilizam simultaneamente as informações existentes de todas as variáveis respostas 
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na interpretação de uma base de dados, considerando as correlações existentes 

entre elas (FERREIRA, 2008). Nesse contexto, a intensificação do uso dos métodos 

multivariados pode melhorar a qualidade das pesquisas, facilitando a interpretação 

da estrutura dos dados, resultando em menos perda de informação. Assim, desta-

camos que os métodos de análise multivariada têm sido regularmente aplicados em 

vários estudos científicos nas diversas áreas da pesquisa.  

 A região semiárida, como já é de conhecimento de todos, incluindo órgãos de 

pesquisas e poder governamental, é escassa de recursos hídricos (OLIVEIRA et al., 

2015). Nos últimos anos, com a redução dos índices pluviométricos, a falta de água 

tem se tornado um problema de utilidade pública, em virtude dos grandes reservató-

rios estarem com indisponibilidade hídrica para o consumo humano. Assim, diante 

dessa realidade, torna-se ainda mais pertinente a realização de estudos relaciona-

dos a variáveis de qualidade da água na região do Pajeú–PE. 

 A estiagem é um fenômeno natural conhecido no mundo inteiro pela ausência 

de precipitação. Modelos climáticos globais prevê em aumento na frequência e in-

tensidade de eventos climáticos extremos, incluindo secas severas (CHERWIN e 

KNAPP, 2012). Este fenômeno tem um poder catastrófico principalmente por causar 

danos aos recursos hídricos ou por causa direta da falta de água em regiões  asso-

ladas pela seca  ou estiagem (OLIVEIRA et al., 2015).  

As regiões mais afetadas pelo fenômeno da estiagem são aquelas com clima  

semiárido. Nas zonas áridas, a razão entre a pluviosidade e a evapotranspiração fica 

entre 0,20 e 0,50. A precipitação média anual nas regiões semiáridas varia de 300 a 

800 mm. Assim, a evapotranspiração é um componente chave do equilíbrio da água 

(BUNTING et al., 2014). 

A caatinga compreende os estados do Nordeste e ainda o norte de Minas Ge-

rais em uma área de 73.683.649 ha. A ocorrência de secas periódicas e regimes 

pluviométricos sazonais estabelece regimes intermitentes aos rios e vegetação sem 

folhas em boa parte de ano, isto porque o semiárido do nordeste Brasileiro é pro-

penso a secas, experimentando uma curta estação chuvosa em torno de janeiro a 

abril (HASTENRATH, 2012). 

Dentre as diversas formas de armazenar água no semiárido,destacam-se açu-

des, barragens, barreiros, barragens subterrâneas, tanques de pedra, poços artesia-

nos, cisternas de placas, entre outras. Cisternas de placas são reservatórios de cap-

tação da água da chuva, cuja finalidade é armazenar água da chuva para o consu-
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mo doméstico. Apesar de mais de dois milhões de pessoas que vivem em regiões 

semiáridas do Brasil consumirem água da chuva armazenada em cisternas, pouca 

informação está disponível sobre a qualidade da água (AVES et al., 2014). 

Essa forma de armazenar água é amplamente utilizada nas famílias rurais resi-

dentes na região semiárida durante o período de estiagem ou quando não há dispo-

nibilidade de água para o consumo residencial. O monitoramento da qualidade água 

é uma das ferramentas para o desenvolvimento sustentável no fornecimento de in-

formações  importantes para a gestão da água (JALALI, 2009). 

Em muitas partes do mundo, a contaminação das águas vem sendo um risco 

generalizado para a saúde humana, especialmente em países economicamente me-

nos desenvolvidos (NNANE et al., 2011). Os parâmetros de qualidade da água a-

bordados para estudo neste trabalho foram os Cátions, os Anions, o Potencial hidro-

geniônico (pH) e os Sólidos dissolvidos totais (S.D.T.), Coliformes fecais e Colifor-

mes totais. Estas seis variáveis de qualidade da água foram selecionadas e medidas 

para posteriores análises (CONAMA, 1986).  

A Análise de Agrupamento Hierárquico e Agrupamento não Hierárquico, como 

também seus respectivos índices de validação, foi utilizada nesse trabalho, para 

uma avaliação sobre a qualidade da água nos assentamentos localizados na região 

do Pajeú, no município de Serra Talhada–PE. Em decorrência desse processo, pu-

demos empreender uma análise sobre problemas relacionados às variáveis de qua-

lidade da água. 

O estudo começou com a obtenção dos agrupamentos das cisternas de placas 

localizadas nos assentamentos Catolé, Poldrinho, Poço do Serrote e Três Irmãos, de 

acordo com as suas similaridades obtidas pela Análise de Agrupamento. Após a 

construção dos dendogramas onde se visualizam os grupos, fez-se necessário en-

contrar um ponto de corte neste gráfico, ou seja, obter o número de grupos ideal que 

gerariam o melhor agrupamento. 

Na literatura, existem vários critérios para formar agrupamentos. Porém, ne-

nhum deles gera uma formação ideal de grupos, de acordo com Mingoti (2005), ou 

seja, os referidos métodos somente auxiliam na tomada de decisão final quanto ao 

número de grupos. Logo, neste trabalho, a proposta de escolha do número de gru-

pos é através do índice da estatística da silhueta. Este índice é calculado em cada 

um dos métodos hierárquicos de agrupamento, com base na matriz de distância eu-

clidiana ou métrica de camberra. 
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A utilização do índice da estatística da silhueta na análise de agrupamento teve 

como objetivo encontrar o número ideal ou “ótimo” de grupos, isto é, a ideia aqui ora 

exposta é obter além do número de agrupamento ideal, outros agrupamentos perti-

nentes ou candidatos a grupos que classifiquem bem os seus objetos ou cisternas, 

considerando o índice da estatística da silhueta. Essa iniciativa possibilita ao pesqui-

sador a escolha de acordo com a natureza de cada pesquisa. 

Dando continuidade à pesquisa, analisaram-se os métodos não hierárquicos de 

agrupamentos aplicados aos dados de cisternas de placas dos assentamentos já 

mencionados, localizados na região do Pajeú no município de Serra Talhada–PE. 

Um dos métodos não hierárquicos de agrupamento aqui proposto é o Agrupamento 

Fuzzy, cuja classificação consiste em atribuir cada cisterna ao grupo cujo grau de 

pertinência é maior que para os demais grupos, ou seja, utilizou-se uma matriz de 

grau de pertinência para classificar todas as cisternas em um determinado grupo. 

Os agrupamentos visam a obter grupos de cisternas que sejam homogêneos 

dentro de cada grupo e heterogêneos entre os grupos, de acordo com cada uma das 

características relacionadas às variáveis de qualidade de água. Nesta análise, assim 

como nos métodos de agrupamento hierárquicos, utilizaram-se os índices da estatís-

tica da silhueta para encontrar o número de grupos “ótimo”,além da utilização do co-

eficiente de partição (VPC), da partição entropia (VPE), do índice de Xie e Beni (VXB) e 

do parâmetro de fuzificação (m) para validar o número de agrupamentos obtidos pe-

lo método não hierárquico de Agrupamento Fuzzy. 

Levando-se em consideração o contexto do estudo apresentado neste trabalho, 

observa-se que as várias cisternas aqui consideradas podem ser usadas para avali-

ações das variáveis de qualidade de água das cisternas de placas localizadas nos 

referidos assentamentos. No entanto, através dos agrupamentos obtidos, torna-se 

pertinente usar alguns deles para estudos quanto às características relacionadas à 

qualidade da água. Em outras palavras, poderiam ser tomadas medidas cabíveis 

com relação à qualidade da água de cisternas alocadas em determinado grupo, e, 

assim, ações mais efetivas poderiam ser tomadas com mais segurança. 

Considerando a classificação das cisternas nos seus respectivos grupos, tanto 

pelos métodos hierárquicos, quanto pelos métodos não hierárquicos, medidas po-

dem ser tomadas pelas autoridades ou órgãos responsáveis no sentido de fiscalizar 

e melhorar a qualidade da água das cisternas, que estão fora dos padrões para o 

consumo doméstico. Isso pode ser possível, uma vez que, observando-se os grupos 
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obtidos, pode-se ver junto à secretaria de saúde do estado ou município ou mesmo 

junto a outro órgão competente um tratamento de água com diferentes intensidades, 

de acordo com cada grupo. 

Com relação às características inerentes a cada grupo, obtidas pelos métodos 

hierárquicos e não hierárquicos de agrupamento, espera-se obter informações mais 

precisas ou refinadas não obtidas ou exploradas por outros métodos, que sejam ca-

pazes de fornecer informações suficientes para lidar com questões relacionadas à 

qualidade da água, reforçando mais ainda a eficiência desses métodos estatísticos 

aqui abordados, na avaliação de variáveis de qualidade da água. 

Portanto, neste trabalho, objetivou-se mostrar que a estatística multivariada 

pode colaborar de forma eficiente na “condução” ou solução de problemas relacio-

nados à qualidade da água. Através dele, podemos perceber como os métodos esta-

tísticos colaboraram com a análise da qualidade da água,seja em cisternas de uma 

comunidade rural em uma região semiárida do Nordeste Brasileiro, como a área de 

estudos desta tese,seja em cisternas de localidades em outras regiões do país,seja 

em outros reservatórios em região rural ou urbana. 

No que se refere ao estudo ou monitoramento de variáveis relacionadas à qua-

lidade de água, a metodologia estatística aqui proposta nesta tese tem os seguintes 

objetivos: 

 Formar grupos, considerando as variáveis de qualidade de água das cisternas 

de placas localizadas nos assentamentos da região do Pajeú–PE. 

 Considerar os agrupamentos obtidos, identificando quais são os significativos, 

e qual o mais relevante para cada análise, segundo o índice da estatística da 

silhueta. 

 Identificar as cisternas consideradas “diferentes”, isto é, com qualidade da 

água comprometida para o consumo doméstico, considerando as variáveis de 

qualidade da água. 

 Realizar uma interpretação prática das informações que podem ser retiradas 

de cada grupo. 

 Identificar os grupos que podem ser formados, a partir do Agrupamento 

Fuzzy,  e quais os grupos mais relevantes,de acordo com os índices de valida-

ção utilizados. 

 Obter as informações relevantes nos grupos formados pelos métodos não hie-

rárquicos de k–médias e k–medoid. 
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De maneira geral, espera-se que o conjunto de métodos estatísticos multivaria-

dos propostos nesta tese proporcione um melhor entendimento com relação à quali-

dade da água das cisternas de placas localizadas nos assentamentos da região do 

Pajeú–PE. Dessa forma, vamos poder empreender um monitoramento, de forma 

mais eficiente, colaborando, assim, com uma fiscalização mais efetiva por parte de 

órgãos competentes. Acreditamos que iniciativas de pesquisas como esta apresen-

tam não só relevância acadêmica, mas social, uma vez que contribuem, através de 

suas análises, para evitar doenças que possam ser contraídas por consumo de água 

imprópria para o consumo humano. 
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2 - REVISÃO DE LITERATURA 

 

2.1 Estatística Multivariada 
 
 O estudo investigativo surge da necessidade de novas descobertas, que são 

obtidas de pesquisas em várias áreas, de variáveis que são mensuradas em geral 

de maneira conjunta.Uma das ferramentas utilizadas em análise estatística de variá-

veis conjuntas é a estatística multivariada (ALBUQUERQUE, 2013). Os métodos 

multivariados são um conjunto de técnicas que permitem ao investigador interpretar 

grandes conjuntos de dados, que podem ser referentes a indivíduos ou variáveis. 

Esses métodos buscam encontrar relações entre variáveis, entre indivíduos ou entre 

ambos (DOCAMPO et al., 2013).  

 De acordo com Reis (2001), um dos objetivos da Estatística Multivariada é 

simplificar os dados, descrevendo a informação através de um reduzido número de 

dimensões de análise.Estes objetivos incluem métodos que analisam a relação de 

dependência e interdependência entre conjuntos de variáveis ou indivíduos, quer 

seja descritivo, quer seja inferencial. Um aspecto essencial, contudo, da análise es-

tatística multivariada é a dependência entre as diferentes variáveis. Assim, a mensu-

ração e análise de dependência entre variáveis, entre conjuntos de variáveis, e entre 

variáveis e conjunto de variáveis constitui-se em processo fundamental para a análi-

se multivariada (ANDERSON, 2003). 

 As patologias de um modo geral podem ser observadas e classificadas de 

acordo com suas características e sintomas nas pessoas que as portam. As técnicas 

multivariadas têm se consagrado como uma ferramenta estatística sofisticada para 

classificação de patologias e seleção de pessoas com doenças em comum (FENG 

et al., 2013). Contudo, a análise de Clusters tem sido uma das mais evidentes fer-

ramentas, dentre as técnicas estatísticas multivariadas na seleção de variáveis pato-

lógicas,assim como em grupos de pacientes acometidos por alguma patologia 

(MCGUIRE et al., 2013). 

 A análise de Clusters torna-se confiável quando realizada em sucessivas eta-

pas. O método da ligação completa e a distância euclidiana quadrática foram utiliza-

dos no agrupamento hierárquico por Hair et al. (2010), para determinar o número de 

clusters em uma base de dados de perfis efetivos de atletas, antes e durante a com-

petição, principalmente para examinar as diferenças entre esses perfis na competi-
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ção e os objetivos dos atletas que foram realizados com relação aos esportes que 

praticam. 

O método de K – médias foi aplicado por Armstrong et al. (2012) com o objeti-

vo de examinar a heterogeneidade e de identificar padrões previamente desconhe-

cidos de características clínicas de pacientes idosos, que utilizam serviços de reabili-

tação e são atendidos em domicílio, em Ontário, no Canadá. Martinent et al. (2013), 

utilizaram o método hierárquico de Ward e o método não hierárquico de k – médias 

para agrupar e analisar grupos de atletas antes e durante a competição. Siou et al. 

(2011) avaliaram padrões alimentares e realizaram estudos comparativos de variá-

veis relacionadas a estes padrões alimentares entre grupos, e dentro dos grupos 

formados por homens e mulheres adultos, com a utilização dos métodos hierárqui-

cos da variância mínima de Ward e o método Flexível – Beta, e o método não hie-

rárquico de k – médias, chegaram a resultados conclusivos. 

 Assim, vemos que a análise de clusters tem uma ampla aplicabilidade nas 

ciências médicas, no que se refere a detectar grupos ou subgrupos de pacientes 

com características homogêneas com respeito a determinadas variáveis de saú-

de(SHAW et al., 2008). Nas últimas décadas, tem crescido de forma significativa a 

prevalência de doenças cardíacas, principalmente em pacientes idosos, e a análise 

de clusters tem sido utilizada para auxiliar na qualidade de vida desses pacientes 

(FUKUOKA et al., 2007). A análise de clusters foi aplicada na variável pesopré-

gestacional, no ganho de peso durante a gravidez e na redução de peso no período 

pós-parto, com o objetivo de desenvolver campanhas de saúde mais eficazes, assim 

como de auxiliar procedimentos de intervenção em mulheres gestantes (MACKERT 

e WALKER, 2011). 

 

2.2  Análise de Agrupamento 

 
 A classificação é uma atividade conceitual básica dos seres humanos. As cri-

anças aprendem desde muito cedo a classificar os objetos pertencentes ao seu am-

biente, e a associar os resultados dessa classificação ao seu dia a dia (REIS, 

2001).A análise de agrupamento foi utilizada em um estudo observacional para de-

tectar grupos de risco em alemães com 50 anos ou mais, portadores de algumas 

doenças causadas pelo uso de tabaco, pelo consumo excessivo de álcool, pelo se-

dentarismo e pelos hábitos alimentares inadequados (SCHNEIDER et al,. 2009). 
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 A análise de Agrupamento ou Análise de Clusters, que também é denomina-

da classificação não supervisionada, é a classificação de objetos em diferentes gru-

pos, sendo que cada um deles deve conter os objetos semelhantes, segundo algu-

ma função de distância estatística.Ressaltamos que essa metodologia foi criada há 

mais de sete décadas(JOHNSON e WICHERN, 1998). 

 A Estatística Multivariada é uma das áreas mais importantes e utilizadas no 

universo das análises estatísticas pelo seu poder e resultados sofisticados no estudo 

de grandes massas de dados que contêm muitas variáveis. Esta rica área da estatís-

tica é contemplada por várias subáreas, dentre elas, a Análise de Agrupamento ou 

Clusters. A análise de agrupamento é uma técnica exploratória usada como um mé-

todo classificador e que pode ter outras denominações ou definições de acordo com 

a literatura. Dentre as denominações existentes, as mais citadas são a Taxonomia 

Numérica, o reconhecimento de padrões, a Análise de grupos, o Agrupamento ou 

Aglomerados e a Análise de Clusters.A vasta nomenclatura da Análise de Agrupa-

mento deve-se certamente à sua importância e à intensiva aplicação em diversas 

áreas de estudo, inclusive em estudos de saúde. Mesmo com a grande variedade da 

nomenclatura existente, a Análise de Agrupamento tem ganhado posição de desta-

que em trabalhos científicos que fazem uso dessa metodologia, e,por isso, nós a 

escolhemos como aporte metodológico deste trabalho de tese. 

 A análise estatística multivariada tem sido aplicada com êxito em inúmeros 

estudos. Uma das técnicas multivariadas, a Análise de Agrupamento ou Clusters, é 

um método de análise estatística multivariada não – supervisionada que tem como 

atributo a identificação de estruturas hierárquicas em um grande número de obser-

vações menores e semelhantes. Assim, os objetos dentro de um mesmo grupo são 

muito semelhantes, e objetos em grupos diferentes são significativamente diferentes 

em suas características (IRAWAN et al., 2009). Segundo Thyne et al. (2004), os mé-

todos de estatística multivariada têm sido empregados para extrair informações críti-

cas de conjuntos de dados em sistemas complexos. 

 Muitas técnicas de Agrupamento são baseadas em encontrar a partição que 

otimiza uma função objetiva chamada de particionamento. Uma partição é um con-

junto de subconjuntos mutuamente exclusivos da população. Uma vez que é impra-

ticável pesquisar todas as partições possíveis, métodos de agrupamento, são usa-

das várias estratégias para obter uma solução ideal, ou um ótimo local (MICHAUD, 

1997). 
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 De acordo com Michaud (1997), uma população de n elementos descrita por 

m atributos,para ter uma descrição intuitiva desejável, deve apresentar pequenas 

distâncias no espaço m – dimensional de atributos entre elementos do mesmo grupo 

e grandes distâncias entre elementos de grupos distintos. Algoritmos de agrupamen-

to são usados extensivamente em compreensão de dados e descoberta de conhe-

cimento em áreas como astronomia, biologia, psicologia e ciências da saúde em ge-

ral, ou seja, o agrupamento pode ser um problema tão universal, que podem existir 

inúmeras variantes do mesmo (RAJU et al., 2011). 

 Segundo Passarino et al. (2007), o termo Análise de Agrupamento abrange 

diferentes algoritmos e métodos para agrupar objetos de forma que o grau de asso-

ciação entre dois objetos é máximo se eles pertencem ao mesmo grupo e mínimo se 

pertencem a grupos diferentes. A Análise de Agrupamento refere-se a um conjunto 

diversificado de técnicas estatísticas que agregam casos em grupos onde os casos 

de um mesmo grupo são semelhantes e dissimila para casos em outros grupos 

(COID et al., 2012). 

 Para Picard et al. (2010), os métodos clássicos para agrupamentos de um 

conjunto de observações que podem ser pessoas, espécies ou objetos, como análi-

se de agrupamento hierárquica,não leva em consideração a variabilidade das carac-

terísticas das “observações” utilizados para formar o Cluster. Assim, é necessário 

que uma medida de similaridade ou dissimilaridade seja estabelecida para associar 

duas “observações”devido às suas semelhanças, de forma que os Clusters serão o 

mais homogêneo possível. 

 Existem diversos algoritmos para formar agrupamento. De fato, algoritmos 

diferentes podem produzir distintos agrupamentos. Além disso, a análise de agru-

pamento pode detectar grupos que não existem na realidade. Uma forma de avaliar 

os métodos de agrupamento é mediante os métodos gráficos. 

 O tipo de gráfico a ser utilizado está relacionado ao número de variáveis de 

interesse, ou seja, quando se tem apenas duas variáveis de interesse (p = 2), um 

diagrama de dispersão entre elas permitirá uma visualização de possíveis agrupa-

mentos entre os indivíduos. Quando o número de variáveis de interesse é maior do 

que dois (p > 2), pode-se implementar uma análise de componentes principais. As-

sim, se a proporção de variáveis explicadas pelas primeiras componentes for signifi-

cativa, isto é, aproximadamente 80% ou mais, procede-se a um diagrama de disper-
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são das primeiras componentes principais para visualizar a existência de possíveis 

grupos.  

De forma genérica, a análise de clusters compreende cinco etapas: 

1. a seleção de indivíduos ou de uma amostra de indivíduos a serem agru-

pados; 

2. a definição de conjunto de variáveis a partir das quais será obtida a infor-

mação necessária ao agrupamento dos indivíduos; 

3. a definição de uma medida de semelhança ou distância entre cada dois 

indivíduos; 

4. a escolha de um critério de agregação ou desagregação dos indivíduos, is-

to é, a definição de um algoritmo de classificação; 

5. e, por fim, a validação dos resultados obtidos. 

A seleção das variáveis deve proceder levando-se em consideração o conhe-

cimento prévio sobre o assunto a ser estudado, ou seja, o objetivo do estudo permiti-

rá escolher entre os dados disponíveis, as variáveis mais significativas na aborda-

gem do problema, e outra consideração não menos importante é de ordem estatísti-

ca, que está relacionada aos tipos de variáveis utilizadas no estudo. De acordo com 

Vialle et al. (2011), a análise de agrupamento é utilizada para procurar agrupamen-

tos naturais entre os objetos e descobrir as estruturas latentes presentes nos dados. 

 

2.3  Distribuição Normal Multivariada 

 
 A estatística multivariada é uma generalização da univariada e tem uma im-

portância particular, a generalização da conhecida Distribuição Normal. A sua devida 

importância deve-se ao fato de muitos métodos estatísticos multivariados se basea-

rem no pressuposto de que os dados são extraídos de uma população com distribui-

ção normal multivariada. Sabe-se que, mesmo que os dados não sigam uma distri-

buição exatamente normal, em geral, é possível aproximar a distribuição real à nor-

mal. 

 Para Reis (2001), a importância do estudo da distribuição normal justifica-se 

por três razões: muitos fenômenos reais, tais como físicos, biológicos e econômicos, 

seguem uma distribuição normal; muitas distribuições amostrais são normais ou, 

devido ao teorema central do limite, podem ser consideradas aproximadamente 

normais; e por fim, a relativa facilidade matemática dessa distribuição.  
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 A distribuição normal multivariada é uma generalização da univariada para p – 

variáveis (p ≥ 2) dimensões. De acordo com Ohlson et al. (2011), uma matriz �é 

normalmente distribuída com notação dada por �~��,�(�, Σ, ��), em que a matriz de 

parâmetro Σ representa a covariância entre as colunas de �, e ��, a matriz identidade 

de dimensão n, indicando que as colunas são independentes identicamente distribu-

ídas. Sua função densidade de probabilidade é dada por 

�(�) =
�

(��)�/�|�|
�/� ����

�

�
(� − �)�Σ��(� − �)�                    (1) 

em que��= (��, ��, … , ��)é o vetor de médias,e a matriz de covariâncias é dada por: 
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0
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A matriz X é particionada da seguinte maneira 

X = �

x�� x�� ⋯
x�� x�� …

⋮ ⋮ ⋱

x��
x��
⋮

x�� x�� ⋯ x��

� = �

x′�
x′�
⋮
x′�

�                              (3) 

e ainda o produto (� − �)�Σ��(� − �) é conhecido como a Distância Generalizada de 

Mahalanobis. 

 A suposição de multinormalidade pode ser verificada com o auxílio das análi-

ses das distribuições marginais univariadas e bivariadas. Vale ressaltar que a nor-

malidade de todas as distribuições univariadas e bivariadas não representa nenhu-

ma garantia de normalidade multivariada da matriz X (SCHLAMM e MESSINGER, 

2011). Note que, se a matriz X segue uma distribuição normal, então todas as distri-

buições univariadas e bivariadas certamente seguem distribuição normal. No entan-

to, quando as distribuições univariadas e bivariadas seguem distribuição normal, a 

probabilidade da matriz X ser normal é alta.  

 A partir do exposto, percebemos que os métodos estatísticos são auxiliares 

importantes para detectar tendências, explorar relações e tirar conclusões a partir de 

dados experimentais. No entanto, não é difícil verificar que muitos pesquisadores 

aplicam testes estatísticos sem antes verificarem se eles são adequados para a apli-

cação pretendida. Assim, existem técnicas estatísticas paramétricas e não paramé-

tricas,univariadas e bivariadas, para verificar a normalidade e homogeneidade de 

variâncias antes da comparação de dois ou mais conjuntos de amostras em testes 
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inferenciais, em correlação e análise de regressão (GRANATO et al., 2014). As su-

posições de normalidade podem ser verificadas por:  

i) Normalidade Univariada: Esse tipo de normalidade pode ser verificada atra-

vés de gráficos de probabilidade normal, tais como o normal plot ou Q-Qplot, 

por meio de histogramas ou boxplot’s e ainda por meio de testes estatísticos 

baseados na assimetria empírica ou curtose como a estatística de Jarque – Be-

ra, Cramér – von Mises, Anderson–Darling e Kolmogorov – Smirnov (QUESSY 

e MAILHOT, 2011). Uma maneira alternativa é a transformação dos dados ori-

ginais quando eles não são retirados de uma população com distribuição nor-

mal univariada. 

ii) Normalidade Bivariada: A normalidade bivariada é verificada por gráficos de 

dispersão entre as variáveis Xi e Xj, para i ≠  j com i, j = 1, 2, ..., p,isto é, uma 

conhecida verificação gráfica de normalidade bivariada baseia-se na concen-

tração elíptica de pontos no gráfico de dispersão. No entanto, em muitas situa-

ções, esse tipo de gráfico não é suficiente e um teste formal de significância vai 

dar uma visão mais objetiva quanto à adequação da distribuição normal bivari-

ada (BEST e RAYNER, 1988).  

iii) Normalidade Multivariada:Assim como no caso univariado, no caso multivari-

ado, a normalidade é verificada pelo gráfico de probabilidade Q-Q plot. Assim, 

quando os dados amostrais seguem uma distribuição normal multivariada, é 

possível visualizar uma nuvem de pontos próxima à reta ajustada. No entanto, 

se os pontos ficarem dispersos, isto é, sem nenhuma tendência visível, existem 

fortes indícios de ausência de normalidade. 

Segundo Atkinson e Riani (2004), uma alternativa usada para detecção de 

normalidade multivariada é a transformação dos dados para auxiliar na suposição 

das hipóteses de normalidade. E ainda se verificou que a extensão de Box e Cox 

(1964), à família de respostas multivariada em geral, leva a um aumento significativo 

da normalidade, e, consequentemente, a uma análise simplificada dos dados amos-

trais. 
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2.4 Outliers Multivariado 

 
 Ao se fazer um estudo observatório dos dados, em muitos casos, é possível 

visualizar características que não necessitam de análises mais sofisticadas para que 

sejam visualizadas. Tais características, como pontos discrepantes ou outliers ou 

mesmos informações inexistentes, podem trazer informações preciosas em investi-

gações mais detalhadas de um conjunto de dados. 

 Em contraste com os outliers univariados, cuja identificação de observações 

extremas é simples, para outliers multivariados, a estrutura de covariância do con-

junto de dados deve ser considerada.Então, é importante que antes do uso de qual-

quer método multivariado se faça uma investigação da existência desses valores 

extremos ou outliers que podem afetar ou mesmo distorcer os resultados finais obti-

dos por esses métodos.A visualização da nuvem de pontos elípticos resultantes de 

uma distribuição normal multivariada na geometria euclidiana pode ser importante 

para comparar com métodos de detecção de outliers multivariados (FILZMOSER et 

al., 2012). 

 Os valores extremos ou outliers multivariados não são necessariamente os 

extremos de uma única variável, mas podem ser em toda gama, isto é, no espaço p-

dimensional definido por todas as variáveis em estudo (PREARO et  al.,  2012). As-

sim, em muitas situações, requer uma atenção especial com esses extremos multi-

variados, uma vez que podem ser considerados como extremos apenas do ponto de 

vista multivariado e não univariado.    

 As observações discrepantes podem ser caracterizadas em termos univaria-

dos, bivariados ou multivariados. Estas observações são vistas como univariadas, 

quando a análise considera uma única variável e podem ser identificadas por um 

simples boxplot (ABUZAID et al., 2012). As observações discrepantes bivariadas 

podem ser detectadas com o auxílio de gráficos de dispersão bidimensionais e das 

elipses de confiança (JOHNSON e WICHERN, 2007). No âmbito multivariado, as 

observações discrepantes são identificadas pela estrutura de covariância e por al-

guma medida de distância de uma observação especial ao ponto central de todas as 

observações, em que serão consideradas discrepantes as observações que estão 

muito distantes do ponto central (Todorov et al., 2011), além da utilização dos gráfi-

cos de dispersão tridimensionais e dos gráficos Q-Q plots na identificação de       

outliers. 
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 De acordo com Southworth (2008), um método robusto para identificar       

observações discrepantes em dados multivariados é a distância de Mahalanobis��, 

aliada a outros métodos estatísticos também considerados robustos. Assim, para 

detectar valores discrepantes, é sugerida uma estatística de teste com distribuição F 

[�(� − 1) (� − �)]�(�,���,�)⁄ , com �, � − � graus de liberdade a um nível de signifi-

cância �, considerando que valores de �� maiores do que o valor crítico obtido por 

esta estatística de teste são valores discrepantes.Na prática a distribuição �� é uma 

aproximação pobre para a distribuição de distâncias robustas, sendo superada pela 

distribuição F para distâncias estimadas, usando a estimativa determinada pela mí-

nima covariância da matriz de covariância (HARDIN e ROCKE, 2005). 

 Os pontos discrepantes ou outliers devem ser identificados cuidadosamente, 

uma vez que pontos peculiares ou similares ao restante da população devem ser 

selecionados para que sejam analisados estatisticamente ou inferencialmente, e 

pontos para dissimilar a população podem ser descartados, se for de interesse do 

pesquisador.  

 Existem diversas técnicas estatísticas multivariadas utilizadas para detectar 

observações discrepantes, ou outliers em massas de dados. Segundo Baxter (1999), 

métodos de análises de agrupamento são as técnicas mais utilizadas para identificar 

observações discrepantes. Ainda de acordo com o mesmo autor, a Análise de Com-

ponentes Principais também é útil para essa finalidade e, principalmente, para mos-

trar como os outliers se relacionam com outros casos em uma amostra. 

1. Análise de Agrupamento: A análise de agrupamento é um método multiva-

riado mais comumente utilizado em análises de dados e é quase sempre 

utilizado como um método de identificação de grupos, mais também pare-

ce ser um dos principais métodos utilizados para identificar outliers multi-

variados, visto que nenhum grupo foi considerado similar para ser coloca-

do esses outliers. 

2. Análise de Componentes Principais: Os casos que são considerados dis-

crepantes em relação a uma ou mais variáveis podem ter uma forte influ-

ência sobre os primeiros componentes principais e serem evidentes em 

parcelas com base nessas influências. Outra maneira de colocar esse pon-

to de vista é que a Análise de Componentes Principais é muito útil para i-
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dentificar valores atípicos ou outliers que são identificados por métodos 

mais simples e evidentes (BAXTER, 1999).   

3. Uma observação importante é que agrupamentos oriundos de grandes 

amostras podem apresentar grupos atípicos, mas que não necessariamen-

te podem ser considerados observações discrepantes ou outliers. Vale 

ressaltar que existem vários algoritmos para formar grupos, e algoritmos 

diferentes podem produzir distintos grupos. Além disso, podem detectar 

grupos que não existam na realidade, sugerindo, dessa forma, várias res-

trições para a inclusão ou remoção de algum grupo na análise.        

 

2.5 Técnicas de Agrupamento 

Muitas técnicas de agrupamento são baseadas em encontrar uma solução óti-

ma (MICHAUD, 1997).As técnicas de agrupamento podem avaliar de forma eficiente 

grandes massas de dados, para que os objetos que tenham características seme-

lhantes sejam agrupados e diferenciados de grupos que apresentem características 

diferentes (BERGE et al., 2003). As diferentes técnicas de agrupamentos podem 

levar a diferentes soluções e estas técnicas de agrupamentos podem ser hierárqui-

cas ou não hierárquicas (FERREIRA, 2008). 

A técnica de agrupamento mais adequada é escolhida mediante o problema 

estudado e o tipo de dado do referido problema. Muitos algoritmos existem para for-

mar agrupamentos e podem ser todos utilizados em uma mesma massa de dados 

se o objetivo da pesquisa for meramente exploratória e avaliativa no sentido de 

comparar os resultados das diferentes técnicas. Neste estudo, o método de Ward 

mostrou-se mais eficiente por distribuir as cisternas entre os grupos de maneira mais 

igualitária assim como a obtenção de ótimos valores da estatística da silhueta. 

De acordo com Barroso e Artes (2003), na medida do possível, pode-se utilizar 

mais de um método em uma mesma massa de dados e, através da comparação dos 

grupos formados, pode-se adotar a solução que melhor representa a situação em 

estudo. Serão divididas e apresentadas, neste trabalho, as técnicas de agrupamen-

tos, denominadas hierárquicas e não hierárquicas. 
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2.5.1  Técnicas hierárquicas 

Os agrupamentos hierárquicos são realizados por sucessivas fusões ou por 

sucessivas divisões. Os métodos hierárquicos aglomerativos iniciam com tantos gru-

pos quanto os objetos, ou seja, um agrupamento é formado por um único objeto ou 

indivíduo. Inicialmente, os objetos mais similares são agrupados e fundidos forman-

do um único grupo. Eventualmente o processo é repetido, e, com o decréscimo da 

similaridade, todos os subgrupos são fundidos, formando um único grupo com todos 

os objetos. 

Os métodos hierárquicos divisivos trabalham na direção oposta. Um único sub-

grupo inicial existe com todos os objetos ou indivíduos e estes são subdivididos em 

dois subgrupos de tal forma que exista o máximo de semelhança entre os objetos 

dos mesmos subgrupos e a máxima dissimilaridade entre objetos ou indivíduos de 

subgrupos distintos (ZHONG et al., 2008). Estes subgrupos são posteriormente sub-

divididos em outros subgrupos dissimilares. O processo é repetido até que haja tan-

tos subgrupos quanto objetos ou indivíduos.  

Os resultados finais desses agrupamentos podem ser apresentados por gráfi-

cos denominados dendogramas. Os dendogramas apresentam os elementos e os 

respectivos pontos de fusão e divisão dos grupos formados em cada estágio. 

Os esforços desta seção serão concentrados na discussão dos métodos hie-

rárquicos aglomerativos (“Linkage Methods”). Serão discutidos os métodos de liga-

ção simples (mínima distância ou vizinho mais próximo), ligação completa (máxima 

distância ou vizinho mais distante), ligação média (distância média), Ward. 

Um algoritmo geral para os agrupamentos hierárquicos aglomerativos com n 

objetos (itens, indivíduos ou variáveis) é o seguinte: 

1. começa com n grupos, cada um contendo um só indivíduo; 

2. calcula a distância entre cada um dos grupos e determina os grupos com 

distância mínima, digamos U e V, cuja distância se denota como dUV; 

3. une os grupos U e V e nomeia um novo grupo (UV), calculando novas dis-

tâncias entre este novo grupo recém formado e os demais grupos; 

4. repete os passos 2 e 3 um total de n-1 vezes, isto é, até que todos os indi-

víduos pertençam a um mesmo grupo,registrando os grupos que vão se u-

nindo e as distâncias em que ocorreu a união. 
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Existe uma grande variedade de métodos aglomerativos, que têm como carac-

terísticas o critério utilizado para definir a distância entre os grupos. Contudo, a mai-

oria dos métodos parecem ser extensões de três grande conceitos de agrupamen-

to(ANDERBERG, 1973): 

1) métodos de ligação (single linkage, complete linkage, average linkage, medi-

an linkage); 

2) método do Centroide; 

3) métodos de soma de erros quadráticos ou variância (método de Ward). 

De uma maneira geral, os métodos aglomerativos seguem os passos de um al-

goritmo padrão como descrito anteriormente. A diferença entre os métodos ocorre 

no passo 3, pois, neste momento, a função distância é definida de acordo com cada 

método (JOHNSON, 1992).As distâncias estão definidas para cada método como 

segue. 

a) Método Single Linkage ou ligação por vizinho mais próximo: 

      Baseia-se na menor distância entre um objeto (UV) e um objeto W, ou seja: 

 

�(�� )� = min (��� , ���) 

 

b) Método Complete Linkage ou ligação por vizinho mais distante: 

  Baseia-se na maior distância entre um objeto (UV) e um objeto W, ou seja:  

�(�� )� = max (��� , ���) 

 

c) Método Average Linkage ou ligação por média: 

Baseia-se na média entre todos os objetos ou indivíduos de (UV) e os de W, isto 

é: 

 

�(�� )� =
(�� × ��� + �� × ���)

�� + ��
 

 

em que NU e NV são os números de elementos dos grupos U e V, respectivamente, e 

dUW e dVW são as distâncias entre os elementos UW e VW, respectivamente. 
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d) Método Centroid Linkage ou ligação por centroide: 

Baseia-se na distância entre os centroide dos grupos (UV) e W, que são defini-

dos como a média das coordenadas de todos os objetos de um grupo, ou seja, 

 

�(�� )� =
(�� × ��� + �� × ���)

�� + ��
−
�� × �� × ���
(�� + ��)�

 

 

em que NU e NV são os números de elementos dos grupos U e V, respectivamente, e 

dUW e dVW são as distâncias entre os elementos UW e VW, respectivamente. 

 

e) Método Median Linkage ou ligação por mediana: 

Baseia-se na mediana das distâncias entre todos os objetos ou indivíduos do 

grupo (UV) e do grupo W, ou seja, 

 

�(�� )� =
��� + ���

2
−
���
4

 

 

em que dUW e dVW são as distâncias entre os elementos UW e VW, respectivamente. 

 
f) Método da ligação de Ward 

 
Baseia-se na noção de que os grupos das observações multivariadas devem ser 

agrupados seguindo a forma de uma elipse. Nesse caso, um elemento é alocado 

a um determinado grupo de forma que minimize a homogeneidade dentro dos 

grupos, isto é, minimizando a soma de quadrado dos erros dentro dos grupos. 

Nesse método, a função distância é dada por: 

 

�(�� )� =
((�� + �� ) × ��� + (�� + ��) × ��� − �� × ��� )

�� + �� + ��
 

 

em que NU e NV são os números de elementos dos grupos U e V, respectivamente, e 

dUW e dVW são as distâncias entre os elementos UW e VW, respectivamente. 

 Existem algumas observações a serem feitas acerca dos métodos hierárqui-

cos aglomerativos, como, por exemplo, os métodos da ligação simples, completa e 

média puderem ser aplicados tanto para variáveis qualitativas, quanto para quantita-

tivas, enquanto os métodos de centroide e de Ward serem apropriados apenas para 
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variáveis quantitativas, pelo fato de compararem vetores de médias (BARROSO e 

ARTE, 2003). 

 Os métodos aglomerativos hierárquicos são utilizados para fundir grupos in-

termediários e daí formar uma hierarquia de grupos com base no critério de agrega-

ção de cada um desses métodos, gerando um dendograma e estatísticas como cri-

tério de agrupamentos (SUN et al.,2012). A escolha de um número final de grupos 

em uma massa de dados é subjetiva. O objetivo é que o número de grupos encon-

trados esteja de acordo com a “partição” natural dos objetos ou indivíduos agrupa-

dos ou comparados (MINGOTI, 2005). 

 Os métodos divisivos trabalham em sentido oposto aos métodos aglomerati-

vos. Inicia-se tomando todos os indivíduos em um só grupo com n indivíduos ou ob-

jetos. Este único grupo divide-se em dois subgrupos de tal maneira que os indiví-

duos em um dos subgrupos se encontram distantes dos indivíduos que estão no ou-

tro subgrupo. O processo continua até que o número de indivíduos ou objetos seja o 

mesmo número de grupos. 

 De acordo com Chavent et al.(2007), o agrupamento hierárquico divisivo re-

verte o processo de agrupamento hierárquico aglomerativo, começado com todos os 

objetos em um grupo, e sucessivamente dividindo cada grupo em grupos menores. 

Uma abordagem natural para dividir grupos em dois subgrupos não vazios seria 

considerar todas as possíveis bipartições. 

 
2.5.2 Técnicas não hierárquicas 

Este tipo de método consiste em produzir um número fixo de grupos, digamos 

K. O número K pode estar preestabelecido ou pode ser obtido como parte do pro-

cesso. Este tipo de método pode iniciar com uma partição inicial de indivíduos em 

grupos, ou uma seleção inicial de pontos similar que vai formar um centróide nos 

grupos. 

Os agrupamentos não hierárquicos procuram a partição de n objetos em k 

grupos. Os métodos exigem a pré-fixação de centróides que produzam medidas so-

bre a qualidade da partição produzida. Um dos mais populares métodos é o das K-

médias. Segundo Kassomenos et al.(2010), K-médias é um algoritmo não hierárqui-

co amplamente utilizado em muitas aplicações que requerem agrupamentos divisi-

vos. K-médias é um algoritmo particional que determina interativamente todos os 

grupos em uma única etapa (DORLING e DAVIS, 1995). 
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O algoritmo das K-médias, de uma forma bastante simplificada, é dividido em 

três passos: 

a) particionar os itens em K grupos iniciais arbitrariamente; 

b) percorrer a lista de itens e calcular as distâncias de cada um deles para o cen-

troide (médias) dos grupos, fazer a realocação do item para o grupo em que ele 

apresentar mínima distância, obviamente se não for o grupo ao qual este per-

tença, e recalcular os centróides dos grupos que ganharam ou perderam itens 

ou objetos; 

c) repetir o passo (b) até que nenhuma alteração seja feita. 

Em suma, a abordagem de agrupamento hierárquico aglomerativo constrói 

conjuntos juntando várias vezes e fundindo os objetos separados pela distância mais 

curta. Já,nos métodos não hierárquicos, comumente com o uso do método de K-

médias, os grupos são definidos a priori e n observações são divididas em K grupos 

(CLIFFORD et al., 2011).  

 
2.5.3 Agrupamento Fuzzy 

Além das técnicas estatísticas de análise de agrupamento hierárquica e não 

hierárquica, outras técnicas como algoritmos evolutivos (Jain, 1999) e agrupamentos 

fuzzy rede neural podem ser empregadas para formação de agrupamentos.O agru-

pamento fuzzy é uma generalização dos métodos por particionamento, então como 

nos métodos que usam partição, também é necessário indicar o número inicial de 

grupos. 

Nos métodos por particionamento, os elementos são alocados em cada grupo 

de forma clara, enquanto os agrupamentos fuzzy permitem visualizar o grau de as-

sociação de cada elemento a cada grupo, que geralmente se verifica em domínios 

de dados reais, nos quais cada elemento pertence a distintos grupos com diferentes 

graus de associação. 

O agrupamento fuzzy leva vantagem em relação a outros métodos por parti-

cionamento, por fornecer informações mais detalhadas sobre a estrutura dos dados, 

pois apresenta os graus de associação de cada elemento a cada grupo e, conse-

quentemente, não tem uma alocação clara de elementos para formar grupos. A prin-

cipal desvantagem desse método consiste no crescimento da quantidade de coefici-

entes de associação com o aumento do número de elementos e de grupos. Contu-
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do, é uma técnica válida, pois ela associa graus de incerteza aos elementos nos 

grupos, tratando-se portanto de uma situação estocástica, que se aproxima mais das 

características reais dos dados (KAUFMAN, 1990). 

No agrupamento fuzzy, cada objeto pertence a mais de um grupo com dife-

rentes graus de pertinência, como em lógica fuzzy,em vez de pertencer apenas um 

grupo. Um determinado objeto perto do centro de um grupo pertence a esse grupo 

com um grau mais elevado do que um objeto que está situado na extremidade desse 

grupo. Para cada objeto Y, o grau de pertinência descreve o quão forte esse objeto 

pertence a um determinado grupo (ZALIK, 2010). 

 

2.6 Modelo Linear Multivariado 

O modelo linear multivariado é considerado uma generalização do caso univa-

riado. Este modelo trata do estudo com mais de uma variável resposta (p ≥ 2), isto 

é, do relacionamento entre p variáveis respostas Y1, Y2, ..., Yp e um único conjunto 

de variáveis explicativas X1, X2, ... , Xr, em que: 

�� = ��� + ������ + ⋯ + ������ + �� 

⋮ 

�� = ��� + ������ + ⋯ + ������ + �� 

em que 

 ��� são os parâmetros do modelo; 

 e�� é erro associado ao modelo. 

 Assim, de acordo com Johnson e Wichern (2002) e Cuadras (2006), o modelo 

linear multivariado tem a seguinte forma matricial 

 

Y = X� + E 

 

em que 

Y é a matriz de variáveis (n×p), que contém n observações multivariadas so-

bre p variáveis dependentes; 

X é a matriz de delineamentos (n×  (r + 1)); 

E é a matriz de erros aleatórios (n×p), com vetor de médias � e matriz de va-

riância covariância �, com �(��) = 0 e ���(��, ���) = ���� , para �, �� = 1, 2, ... , p. 

sendo: 
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� = �

��� ���
��� ���

… ���
⋯ ���

⋮ ⋮
��� ���

⋱ ⋮
⋯ ���

� = [�� ⋮ … ⋮ ��] 

 

 A matriz � de parâmetros pode ser estimada através do método de mínimos 

quadrados, de forma similar ao caso univariado. Uma outra maneira de estimar a 

matriz �,assim como a matriz de variância covariância �, é pelos estimadores de 

máxima verossimilhança (ZHANG e RAO, 2006). 

 

2.7 Definição do Número de Grupos 

A determinação do número de grupos envolve a escolha do algoritmo de a-

grupamento e a decisão quanto ao número de grupos. Essa determinação da quan-

tidade de grupos em uma massa de dados é um dos maiores problemas encontra-

dos no processo de agrupamento. 

Segundo Fernandez et al. (2010), pode-se modelar preferências de algum 

agente de decisão para agrupar objetos que são suficientemente semelhantes em 

sentido de preferência e suficientemente diferentes de outros objetos, estabelecendo 

uma ordem de preferência sobre um conjunto de agrupamentos.Uma primeira etapa 

na formação de grupos envolve o uso de agrupamento hierárquico para desenvolver 

uma partição inicial, e, em seguida, diferentes métodos estatísticos são utilizados em 
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combinação para determinar o número de grupos que resultam da análise de agru-

pamento hierárquico (XU e FUREY, 2007).  

De acordo com Peng et al. (2012), determinar o número de grupos em um 

conjunto de dados é essencial, mais difícil na análise de agrupamento. Uma vez que 

essa tarefa envolve mais de um critério, pode ser modelada como um problema de 

múltiplos critérios de decisão. Tibshirani et al. (2001), propôs o método da diferença 

estatística para estimativa do número de agrupamentos em conjunto de dados. Já 

Dudoit e Fridlyand (2002) estimou o número de grupos usando o método de reamos-

tragem com base em predição. Para Lattin et al.(2003), a determinação apropriada 

do número de grupos pode considerar diversas abordagens possíveis, isto é, o pes-

quisador pode especificar antecipadamente o número de grupos, e, talvez por moti-

vos teóricos e lógicos, esse número seja conhecido. O pesquisador também  pode 

ter razões práticas para estabelecer o número de agrupamentos, com base no uso 

que pretende fazer deles. 

De acordo com Pal e Biswas (1997), um algoritmo de agrupamento ótimo não 

existe, isto é, diferentes algoritmos ou mesmo diferentes configurações do mesmo 

algoritmo produzem partições diferentes, e nenhum deles provou ser melhor em to-

das as situações. Assim, em um processo de agrupamento, muitos algoritmos de 

agrupamento não são capazes de calcular o número de grupos natural existente nos 

dados, fazendo-se necessário que essa informação seja fornecida inicialmente,a 

qual é frequentemente conhecida como parâmetro K (ALBALATE et al., 2011). 

 
2.7.1  Validação dos grupos 

 
As técnicas de validação de grupos ou clusters são frequentemente utilizadas 

em combinação com algoritmos de agrupamento, a fim de identificar o número ideal 

de grupos. A abordagem para validação dos grupos é executada várias vezes utili-

zando um algoritmo de agrupamento, com um grande número de candidatos a gru-

pos, e, em seguida, é selecionado um valor tal que otimiza a qualidade da solução 

do agrupamento de acordo com um determinado critério de qualidade (ARBELAITZ et 

al., 2013). 

De acordo com Jain e Dubes (1988), evidenciado por Falasconi et al. (2007), 

o procedimento de validação pode ser expresso em termos de três tipos de critérios: 

externo, interno e relativo. 
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O critério externo de validação principal avalia o grau de associação em duas 

partições do conjunto de dados, isto é, aplica-se à comparação de partições que têm 

um número arbitrário de grupos cada. Uma partição vem a partir de uma solução do 

agrupamento. A segunda partição é designada a priori e independentemente da pri-

meira partição, que pode ser selecionada pela verdadeira característica da amostra, 

ou essa partição pode ser obtida por outro método de agrupamento diferente. 

O critério interno determina se a estrutura de agrupamento é essencialmente 

apropriada para os dados, usando apenas informações contidas nos dados propria-

mente ditos. O teste de hipótese fornece um quadro para decidir o quanto apropria-

da é essa estrutura de agrupamento. Uma vez apropriada, o resultado da análise de 

cluster é comparado com a distribuição dos resultados obtidos na hipótese nula a-

propriada, ou hipótese alternativa, que é a distribuição de referência ou básica. 

Quando aplicada a uma partição de dados, o critério de validação interna dá o nú-

mero ideal de grupos no conjunto de dados, o que se constitui em um grande desa-

fio na Análise de Cluster.  

O critério da validação relativa serve para comparar duas estruturas de agru-

pamento e para decidir qual delas se adequada melhor aos dados. A diferença do 

critério interno é apenas pelo modo como ele é aplicado, portanto,cada índice inter-

no é usado como índice relativo. Normalmente, obtém-se uma sequência de parti-

ções de dados, e, em seguida, investigam-se os valores do índice sobre a sequência 

que observa algum aspecto em comum, tal como o máximo, o mínimo ou uma ob-

servação discrepante, que indique um melhor ajuste aos dados propriamente ditos.   

 
2.7.2 Passos para validação dos Grupos 

 
De acordo com Lattin et al. (2003) os passos para validação dos grupos são: 

1. Dividir os dados em duas amostras aleatórias: Calibração e Validação. 

2. Usar método de agrupamento para dados de calibração, determinar o nú-

mero apropriado de grupos e calcular os centróides. 

3. Uma vez encontrados os centróides dos grupos a partir dos dados de cali-

bração, atribuir cada observação da amostra de validação para o centroide 

mais próximo. Este grupo será chamado de solução S1. 



 43

4. Utilizar o mesmo método de agrupamento do passo 2 para agrupar os da-

dos de validação, escolher a solução com o mesmo número de grupos de-

terminado no passo 2 e denotar este grupo de solução S2; 

5. Uma vez que as soluções dos grupos S1 e S2representam diferentes atri-

buições do mesmo conjunto de dados para os grupos, cruzar uma tabela 

de S1 versus S2, para avaliar a concordância  entre as duas soluções. 

 
2.7.3 Índice de Rand 

O Índice de Rand faz distinções entre duas partições com base na mediana 

ou centroide de cada partição. Várias funções de similaridade são utilizadas para 

essa finalidade. A escolha mais comum é a utilização de funções baseadas na me-

diana, entre as decisões tomadas pelas duas partições em pares individuais de obje-

tos. Essa vertente de pesquisa foi desenvolvida por Rand (1971) e evidenciada por 

Carpineto e Romano (2012). Seja o conjunto A de n objetos e duas partições A1 e A2 

do conjunto A, então o Índice de Rand (IR) é definido como 

 

�� =
��� + ���

�������+ ��� + ���
=
��� + ���

�
�
2
�

 

em que: 

n11: Número de pares de objetos que se encontram no mesmo grupo em am-

bas as partições A1 e A2; 

n10: Número de pares de objetos que se encontram em diferentes grupos em 

ambas as partições A1 e A2;  

n01: Número de pares de objetos que se encontram no mesmo grupo em A1, 

mas em diferentes grupos em A2; 

n10: Número de pares de objetos que se encontram em diferentes grupos em 

A1, mas no mesmo grupo em A2. 

 

Intuitivamente, pode-se pensar em n11+ n00 como sendo o número de acordos 

entre as partições A1 e A2 e n10 + n01 como sendo o número de desacordos entre as 

partições A1 e A2. O Índice de Rand está entre 0 e 1, isto é 0 ≤ IR ≤ 1, sendo 0 (zero) 

quando não ocorre acordo em qualquer par de objetos, pois só ocorre quando uma 

partição consiste de um único grupo, enquanto a outra partição é composta apenas 
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de grupos contendo objetos individuais, sendo 1 (um) quando as partições são coin-

cidentes. 

 
2.7.4 Índice de Rand Ajustado 

 
O Índice de Rand Ajustado proposto por Hubert e Arabie (1985) assume a dis-

tribuição hipergeométrica generalizada como modelo probabilístico de aleatoriedade, 

isto é, as partições A1 e A2 são escolhidas aleatoriamente de forma que o número de 

objetos nos grupos e o número de grupos são fixos. O Índice de Rand Ajustado as-

sume valor 0 (zero) quando o índice é igual ao valor esperado e é limitado por 1 

(um). Tanto no índice de Rand quanto no índice de Rand Ajustado, os dois tipos de 

acordos, isto é, n11 e n00 têm a mesma importância. No entanto, em muitos agrupa-

mentos, colocar um par de objetos em diferentes grupos geralmente não é tão in-

formativo quanto colocar os dois objetos em um mesmo grupo. De acordo com 

Campello (2007), os pares do tipo n00 não são claramente indicativos de similaridade 

ou dissimilaridade, opondo-se aos pares do tipo n11 que são mais informativos. Nes-

se sentido, os pares n10 e n01 também não são explícitos com relação aos pares de 

objetos nomeados a cada grupo.Este Índice é obtido de maneira similar ao Índice 

Jaccard (HUR et al., 2002). 

 

�� =
�11

�11+ �01+�10
 

 

Uma outra variante do Índice de Rand é a diferença da distância simétrica 

(SDD), fazendo o uso apenas de divergências, e é definida como 

 

��� = �01+ �10 = �
�

2
� − (�11 + �00) 

 

A medida SDD tem sido utilizada como função objetivo a ser otimizada em vá-

rios trabalhos de consenso em agrupamento, incluindo uma versão com agrupamen-

tos selecionados de forma ponderada.   
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2.7.5 Estatística Silhouette 

A Estatística da Silhueta foi proposta originalmente por Rousseeuw(1987), pa-

ra qualidade da análise de agrupamento, e evidenciada por Lin et al. (2013), para 

classificação de subtipos de leucemia linfoblástica aguda. A Estatística da Silhueta 

surgiu da necessidade de classificar um número de classes “K” plausível no intuito 

de otimizar a qualidade dos agrupamentos.Assim, para uma observação i pertencen-

te a uma dada classe “A”, calcula-se a distância média entre i e os demais indivíduos 

de “A”, a(i). Logo, para cada uma das classes “C” diferentes de “A”, calcula-se a dis-

tância média entre i e os indivíduos de “C”, e seja b(i) o mínimo dessas distâncias. 

Portanto, para o indivíduo i, o valor da Estatística da Silhueta é dada por 

 

�(�) =
�(�) – �(�)

max (�(�),   �(�))
 

 

A Estatística da Silhueta está no intervalo de -1 a 1, isto é, -1 ≤ s(i) ≤ 1, então 

valores negativos de s(i) dão fortes indícios de que o indivíduo i seja semelhante a 

indivíduos de outras classes.Valores de s(i) perto de 1 sugerem que i esteja bem 

classificado. 

 
2.7.6 Gráfico da Silhueta 

 
O gráfico de Silhueta é um procedimento descritivo para verificar a qualidade 

dos agrupamentos formados. A ideia do método é verificar se um ponto está mais 

próximo dos elementos do seu próprio grupo ou de elementos de grupos vizinhos. 

Esse gráfico é baseado no cálculo de duas medidas vistas anteriormente na Estatís-

tica da Silhueta, que é a distância média entre o objeto i os elementos do seu próprio 

grupo a(i) e a distância média entre o objeto i e os elementos do grupo mais próximo 

de i que é denotado por b(i), que não seja o seu próprio grupo. 

Seja G(i) o grupo ao qual pertence o objeto i, supunha que existe nG(i) obser-

vações nesse grupo. Assim, temos que 

 

�(�) =
∑  ������(�),   ���

��(�) − 1
 

em que dij é a distância euclidiana entre os objetos i e j. 
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 Para cada diferente grupo de G(i), determina-se a distância média entre seus 

elementos e i. Define-se o grupo W(i) como o que apresenta menor distância média 

entre seus elementos e o ponto i, admite-se ainda que o número de objetos de W(i) 

seja nW(i). O grupo W(i) é denominado de vizinho de i. Logo, temos 

 

�(�) =
∑  ������(�),   ���

��(�)
 

 

Nos gráficos de Silhuetas, representa-se o número de grupos no eixo das or-

denadas por barras, cujo comprimento é igual aos respectivos valores de s(i) que 

podem ser lidos no eixo das abscissas. As barras no gráfico de Silhueta são classifi-

cadas de acordo com o número de grupos formados, e, em cada um deles, essas 

barras estão em ordem decrescentes de acordo com o valor de s(i). À sua direita, 

está a identificação dos grupos com as suas respectivas quantidades de elementos 

e seus valores de Silhuetas. 

A silhueta foi proposta por Rousseeuw (1987), para aplicação a métodos su-

pervisionados, contudo Kaufman e Rousseeuw (1990) afirmam que a mesma pode 

ser estendida para qualquer método de obtenção de agrupamento.  

 
2.7.7 Índice de Kappa 

 
Segundo Rosenfield e Fitzpatrick-Lins (1986), afirmado uma década depois por 

Brites et al. (1996), o índice de Kappa é um coeficiente de concordância para esca-

las nominais que mede o relacionamento entre a concordância, além da casualidade 

e concordância esperada. O índice de Kappa é a proporção de concordância depois 

que a concordância devido à casualidade é desconsiderada, ou seja, 

 

� =
�� − ��
1 − ��

 

 

em que: 

 p0: proporção de unidades que concordam; 

 pc: proporção de unidades que concordam aleatoriamente. 

Essas proporções são dadas por: 
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�� =�
��
�
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�

���

 

 

e  

 

�� =�
��
�

��

�

���

 

 

As proporções p0 e pc podem ser consideradas como proporção observada de 

pares concordantes e como proporção esperada de pares concordantes devido ao 

acaso(CAMPBELL, 1987). 

 
2.7.8 Índice de Jaccard 

 
De acordo com Reis (2001), o índice de Jaccard é definido como 

 

��� =
�

� + � + �
 

 

A distância de Jaccard pode ser utilizada também para dados binários, de a-

cordo com Ferreira (2008): 

 

��� =
� + �

� + � + �
 

 
Essas distâncias evitam a contribuição da ausência conjunta de uma determi-

nada característica para o cálculo da similaridade ou dissimilaridade entre dois indi-

víduos. Existem muitos outros índices de similaridade que foram propostos, todos 

com justificativas plausíveis para suas utilizações (JOHNSON e WICHERN, 1998).  

 

2. 8 Tipos de Distância 

Em estudos de análise de agrupamento, o ponto de partida é uma matriz de 

dissimilaridade entre as n observações ou cisternas. A natureza da medida de dis-

similaridade é o ponto da análise dos dados que irá induzir ou condicionar ao agru-
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pamento que se sucederá, sendo portanto de extrema importância que se faça uma 

reflexão a respeito da temática em estudo. 

De maneira geral, a dissimilaridade d�� entre as cisternas i e j são medidas que 

refletem as maiores ou menores diferenças entre os valores que essas cisternas po-

dem assumir em um conjunto de p variáveis. Existem várias medidas que podem ser 

utilizadas como medidas de distâncias ou dissimilaridade entre observações (cister-

nas) de uma matriz de dados.  

De acordo com Cormack (1971), existe uma série de medidas de dissimilarida-

de possível, a saber: distância euclidiana, distância euclidiana generalizada, distân-

cia de Mahalanobis, distância de Minkowski, distância ou métrica de Camberra. 

 
2.8.1 Distância Euclidiana 

 

Segundo Hair et al. (2010), este é o coeficiente de dissimilaridade mais conhe-

cido e utilizado para indicar a proximidade entre objetos. É simplesmente a distância 

geométrica entre duas cisternas em um espaço multidimensional.A distância entre 

duas observações (i e j) corresponde à raiz quadrada da soma dos quadrados das 

diferenças entre os pares de observações ou cisterna de i e j para todas as p variá-

veis (MCROBERTS et al., 2007).  

 

d�� = �x� − x�� 

                          = ��x� − x��
�
(x� − x�) 

                     = ��(x�� − x��)�

�

���

 

onde: x� é o vetor da i-ésima observação, e x� é o vetor da j-ésima observação. 

 
2.8.2 Distância Euclidiana Generalizada 

 
Esta distância deriva da distância euclidiana que está bastante ligada à análise 

de agrupamento, ponderando os objetos ou cisternas nos agrupamentos, ou se-

ja,são atribuídos pesos aos objetos considerados mais importantes no estudo reali-

zado. A referida distância é dada pela seguinte expressão 
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d�� = �x� − x���
 

                          = ��x� − x��
�
W(x� − x�) 

                                                = ���w���x�� − x���(x�� − x��)

�

���

�

���

 

 

onde W é uma matriz definida positiva, x� é o vetor da i-ésima observação, e x� é o 

vetor da j-ésima observação. Ainda há W = D-2, onde D-2 é a matriz diagonal das va-

riâncias, o que corresponde a tomar a distância euclidiana usual entre os dados 

normalizados, e W = Σ-1, onde Σ é a matriz de variâncias-covariâncias das variáveis. 

Essa escolha gera a chamada distância de Mahalanobis, que é invariante a mudan-

ças de escala nas variáveis. 

 
2.8.3 Distância de Mahalanobis 

Esta medida, ao contrário da distância euclidiana, considera a matriz de covari-

ância Σ para o cálculo das distâncias, com o objetivo de corrigir o problema de esca-

la entre as variáveis. A distância de Mahalanobis entre os grupos i e j é usualmente 

estimada, de acordo com Rao (1952), 

d�� = ��� − ���
′
Σ
��
(�� − ��) 

 

em que:  �� e �� são respectivamente os vetores de valores das variáveis para os  

indivíduos; e� e � e Σ�� é a matriz de variância/covariância. A distância de mahala-

nobis é usada em análises de clusters, como técnica de classificação, para escolha 

de um vetor médio mais próximo à vizinhança de um ponto de teste (RABAL et al., 

2012). 

 
2.8.4 Distância de Minkowski 

 
 A distância de Minkowski é uma generalização das demais distâncias, pois as 

distâncias são basicamente normas de vetores. Esta distância é dada pela seguinte 

expressão 
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d�� = ��|

�

���

x��− x��|
��

�
��

 

 

em que: 

λ = 1 designa a distância de Manhattan ou distância ℓ1; 

λ = 2 designa a métrica euclidiana usual ou distância ℓ2; 

λ → ∞ obtém d�� = max� |x��− x��|que se designa a distância máxima ou distância. 

 
2.8.5 Métrica de Camberra 

 
  Para variáveis que apenas possam tomar valores não-negativos, pode definir-

se a métrica 

d�� =�
�x�� − x���

(x�� + x��)

�

���

 

 

em que o objetivo é obter uma medida de dessemelhança invariante a transforma-

ções de escala diferenciadas em cada variável. Esse objetivo resulta da relativização 

de cada diferença através do denominador cujas unidades de medida são iguais às 

do denominador. 

 

2. 9  Parâmetros de Qualidade da Água 

 
  Na gestão dos recursos hídricos, os aspectos de quantidade e qualidade não 

podem ser desintegrados, o que reforça a importância da avaliação da disponibilida-

de hídrica, em termos qualitativos, de águas superficiais e subterrâneas. Essa avali-

ação é tão importante que indicadores sociais e de qualidade de vida podem ser 

mostrados através de dados de qualidade de água. Os principais parâmetros que 

indicam poluição nos recursos hídricos são: temperatura da água, potencial hidroge-

niônico, condutividade elétrica, sólidos dissolvidos totais e coliformes totais e fecais. 

  A temperatura pode ser considerada a característica mais importante do meio 

aquático. A temperatura é responsável por alterações em grande parte dos outros 

parâmetros físicos da água, tais como a densidade, a viscosidade, a pressão de va-

por e a solubilidade dos gases dissolvidos (TUCCI, 2004). A temperatura é um im-
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portante fator modificador da qualidade da água, pela influência direta sobre o meta-

bolismo dos organismos aquáticos e pela relação com os gases dissolvidos. Assim, 

os aumentos de temperatura diminuem as concentrações de oxigênio dissolvido, de 

gás carbônico, de pH e a viscosidade, entre outras propriedades (HAMMER,1979 e 

SAWYER et al., 1994). 

  O pH pode ser alterado de acordo com o tipo de solo com que a água tem con-

tato, ou pode subir muito em lagoas com grande população de algas, nos dias enso-

larados, chegando a 9 ou mais. Isso porque as algas, ao realizarem fotossíntese, 

retiram muito gás carbônico, que é a principal fonte natural de acidez da água. Ge-

ralmente um pH muito ácido ou muito alcalino está associado à presença de despe-

jos industriais. 

  Segundo Esteves (1998), é comum encontrar altos valores de pH em regiões 

de balanço hídrico negativo, como ocorre com os açudes do semiárido no Nordeste 

brasileiro. Na época de estiagem, esse fato é acentuado pelos altos valores de car-

bonatos e bicarbonatos encontrados nas águas, os quais se tornam mais concentra-

dos pela evaporação. 

  O parâmetro condutividade é de fundamental importância no estudo de quali-

dade da água, no entanto, não determina, especificamente, quais os íons que estão 

presentes em determinada amostra de água, mas pode contribuir para possíveis re-

conhecimentos de impactos ambientais que ocorram no reservatório de água ocasi-

onados por lançamentos de resíduos industriais, de detritos de mineração, de esgo-

tos etc. A condutividade elétrica da água pode variar de acordo com a temperatura e 

com a concentração total de substâncias ionizadas dissolvidas. Em águas cujos va-

lores de pH se localizam fora do intervalo (5 < pH < 9), os valores de condutividade 

são devidos apenas às altas concentrações de poucos íons em solução, dentre os 

quais os mais frequentes são o H+ e o OH-. 

  A concentração de sólidos dissolvidos totais (S.D.T.) é um grande problema, 

pois, em excesso de S.D.T., a água é imprópria para o consumo humano,pois apre-

senta paladar desagradável e problemas de corrosão de tubulações, além de seu 

consumo poder causar o acúmulo de sais na corrente sanguínea 

e,consequentemente, cálculos renais. 

  De acordo com Lima (2014), os coliformes totais incluem todas as bactérias na 

forma de bastonetes gram-negativos, não esporogênicos, aeróbicos ou anaeróbicos 

facultativos, capazes de fermentar a lactose com produção de gás, em 24 a 48 horas 
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a 35°C. Segundo Hitchins et al.(1996), esta definição é a mesma para o grupo dos 

coliformes fecais, mas restringindo-se aos membros capazes de fermentar a lactose 

com produção de gás, em 24 horas a 45,5°C. O índice de coliformes totais avalia as 

condições higiênicas, já as taxas de coliformes fecais são utilizadas como indicado-

res apenas de contaminação fecal, avaliando assim as condições higiênico-

sanitárias deficientes, tendo em vista que a população deste grupo é constituída de 

uma alta proporção de Escherichia coli (SIQUEIRA, 1995). 

  Portanto, para os coliformes totais e coliformes fecais, a interpretação é basea-

da na ausência ou presença de micro-organismos, sendo necessário o estudo de 

cada amostra de forma individual. 
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3 - MATERIAIS E MÉTODOS 

 
3.1 Área de Estudo 

 
  Este estudo foi realizado junto a comunidades do Sertão do Pajeú – PE, loca-

lizado no município de Serra Talhada, situado na microrregião do Pajeú, no Sertão 

do Estado de Pernambuco. 

 A área de estudo está localizada nas comunidades de Serra Grande – Poço 

do Serrote, Poldrinho, Catolé e Três Irmãos, sendo este próximo à Serra da Lagarti-

xa, pertencente ao limite municipal entre as cidades de Serra Talhada (Figura 1) e 

Floresta, região do alto Sertão do Pajeú, ambientes semiáridos do Estado de Per-

nambuco, de coordenadas geográficas de 38°23ˈ55.51” longitude Oeste e 

8°07ˈ06.72” latitude Sul. 

 

Figura 1. Localização Geográfica do município de Serra Talhada – PE 
 

O clima da região, de acordo com a classificação de Köppen, enquadra-se no 

tipo Bwh, denominado semiárido, quente e seco, com chuvas de verão e outono, 

com pluviosidade média anual de 647 mm, no período de 1912 a 1991 (SUDENE, 

1990), e temperatura média anual superior a 25oC. 
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  Os dados foram obtidos junto ao projeto de extensão aprovado pelo edital Nº 

11/2014 CNPq/MDA/SPM, intitulado “Potencialidade do uso da água, manejo flores-

tal e suas implicações na qualidade de vida das mulheres, adultas e idosas de co-

munidades do Sertão do Pajeú – PE, localizado no município de Serra Talhada, si-

tuado na microrregião do Pajeú no Sertão do Estado de Pernambuco”. A coleta dos 

dados foi obtida a partir de 100 cisternas de placas alocadas nas referidas comuni-

dades. Os dados foram analisados no Software Estatístico R, em sua versão 3.2.2, 

com a utilização dos pacotes cluspam, fclust, hclust e lattice. 

 As cisternas de placas, comparadas a outros sistemas de captação de água, 

apresenta um baixo custo e um curto período de construção devido à simplicidade e 

à praticidade das obras (GNADLINGER, 2008). Este sistema deixa a população me-

nos dependente de carros-pipa e ainda traz como benefício a redução das vermino-

ses, proporcionando uma água de boa qualidade para as famílias beneficiadas. 

 Segundo Lima (2014), o nome cisterna de placa surgiu por causa do material 

utilizado em sua construção, isto é, placas de cimentos pré-moldados, confecciona-

das à parte, antes da montagem da estrutura da cisterna. A cisterna apresenta forma 

cilíndrica conforme Figura 2, com 3,40 m de diâmetro e 1,80 m de profundidade, de-

vendo ficar 1,30 m enterrada no solo para segurança de sua estrutura. 

 

 

Figura 2. Cisternas de placas instaladas em residência na comunidade de Serra 
Grande, em  Serra Talhada – PE. Fonte: Lima, 2014. 
 

 As amostras da água destinadas para a análise foram realizadas de novembro 

de 2014 a março de 2016, período esse considerado de maior incidência de eventos 

pluviométricos nas regiões semiáridas, em especial no sertão pernambucano. Essas 

precipitações nas regiões semiáridas em geral são convectivas, apresentando altas 

variações temporais e espaciais (AUGUSTINE, 2010).   
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 A coleta foi feita em garrafas pet de 1000 ml, lavadas com solução de limpeza 

e esterilizadas antes do procedimento de coleta. As garrafas tiveram suas tampas 

retiradas no local da coleta para colocação da água da cisterna, sendo tampadas e 

armazenadas posteriormente. Esse procedimento foi realizado em cada uma das 

cisternas de placas que armazenam água de chuva destinada ao consumo domésti-

co nas comunidades rurais de Serra Grande no Assentamento Poço do Serrote, no 

Assentamento Poldrinho, no Assentamento Catolé e no Assentamento Três Irmãos. 

 Uma vez que as coletas foram concluídas, as amostras de água foram devida-

mente armazenadas em local apropriado e em temperatura adequada. Em seguida, 

foram levadas para a análise da qualidade da água no laboratório de análise química 

do Instituto Federal de Educação, Ciência e Tecnologia (IFPE), Campus de Vitória 

de Santo Antão – PE, na zona da mata pernambucana.   

 Foram feitas análises químicas para determinar o pH com a utilização do ins-

trumento ph metro de bancada TECNAL modelo TEC-3MP, os Sólidos Dissolvidos 

Totais, seguindo o método Gravimétrico de secagem à 180° e a condutividade elétri-

ca  com um condutivímetro de bancada de marca Digimed modelo DM-31. Ainda 

foram realizadas análises microbiológicas onde foram detectados coliformes fecais e 

totais, utilizando-se a técnica de Tubos Múltiplos, de acordo com o Standard Me-

thods (APHA, 1995). 

 Ainda com relação às análises químicas, foram determinados os cátions e os 

ânions responsáveis pela dureza da água. Os cátions, incluindo sódio (Na+) e potás-

sio (K+), e os ânions, tais como sulfato (SO4
-2) e cloretos naturais (Cl-), existem natu-

ralmente na água, e, segundo Devic et al.(2014), são determinantes em testes de 

qualidade da água para consumo humano. 

 De acordo com o Conama (1986), os padrões de referências das variáveis de 

qualidade da água para o consumo humano são estabelecidos da seguinte maneira: 

parâmetros de condutividade elétrica cátions e ânions <∓ 0,5; o potencial hidrogeni-

ônico (pH) está no intervalo de 6 < pH < 9,5; os Sólidos Dissolvidos Totais (S.D.T)  

devem apresentar taxas inferior a 500 mg L-1. Já, nos coliformes fecais e totais, é 

necessário que, em 40 amostras ou mais coletadas a cada mês,haja  ausência de 

100 ml de microorganismos em 95% das amostras examinadas por mês. Na Tabela 

1, encontram-se os valores das estatísticas descritivas das variáveis de qualidade da 

água estudadas e analisadas nesta tese.  
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              Tabela 1. Estatísticas descritivas das variáveis em estudo  

Variáveis de Qualidade da Água Mínimo Média Maximo 

Cátions 0,3952 0,8603 2,1738 

Ânions 0,3519 0,8527 2,2087 
Potencial hidrogeniônico pH 0,8986 0,9930 1,1264 

Sólidos Dissolvidos Totais (S.D.T.) 0,6244 0,9839 1,2345 
Coliformes totais 0,0827 0,6963 2,6264 

Coliformes fecais 0,3811 0,7347 2,9214 

 
 

  Como se observa na Tabela 1, foram medidos os valores mínimos, médio e 

máximo das seis variáveis estudadas neste trabalho. 

 
3.2 Métodos 

 
A partir dos dados da água contida em cisternas na região do Pajeú – PE, com 

variáveis de qualidade da água, e da aplicação da metodologia para análise de a-

grupamento, consideraram-se as seguintes análises: obtenção das matrizes de dis-

tância, realização de uma análise exploratória dos dados através de boxplots para 

verificar a existência de grupos naturais ou outliers, realização do teste de normali-

dade, utilização dos métodos de agrupamento hierárquico para construção dos gru-

pos com os métodos da média das distâncias, da ligação simples, da ligação com-

pleta, do centroide, de Ward, da mediana e de mcquitty através da construção dos 

dendogramas com a distância euclidiana e a distância ou métrica de camberra, sen-

do as medidas de proximidade utilizadas na correlação cofenética, e na estatística 

da silhueta. Ainda se utilizaram os métodos não hierárquicos de agrupamento com 

agrupamento Fuzzy, k - médias ou k – means e o k – medoid, todos utilizando a dis-

tância euclidiana como a medida de proximidade. 

3.2.1  Medidas de Distância 

 

3.2.1.1 Distância Euclidiana  
 

  A distância entre dois objetos ou duas cisternas (i e j) foi utilizada para medir a 

similaridade ou dissimilaridade entre duas cisternas de acordo com as característi-

cas das variáveis de qualidade da água. Essa distância é dada pela expressão 
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d�� = ��(x�� − x��)�

�

���

 

em que: 

 

d�� = distância euclidiana entre a i-ésima e j-ésima cisterna; 

Xik: característica observada na cisterna i; 

Xjk: característica observada na cisterna j; 

p: número de variáveis em estudo. 

  A distância euclidiana foi uma das medidas utilizada nos métodos hierárquicos 

e foi também utilizada nos métodos não hierárquicos de agrupamento. 

 
3.2.1.2 Métrica de Camberra 

 
  Para variáveis que apenas possam tomar valores não-negativos, pode definir-

sea métrica 

d�� =�
�x�� − x���

(x�� + x��)

�

���

 

 

em que: 

d�� = distância euclidiana entre a i-ésima e j-ésima cisterna; 

Xik: característica observada na cisterna i; 

Xjk: característica observada na cisterna j; 

p: número de variáveis em estudo. 

O objetivo é obter uma medida de dessemelhança invariante a transformações de 

escala diferenciadas em cada variável.Esse objetivo resulta da relativização de cada 

diferença através do denominador cujas unidades de medida são iguais às do de-

nominador. 
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3.2.2 Agrupamento Hierárquico 

 
  A classificação em grupos procede por etapas, em geral se determinando, a 

partir de n subgrupos de um único indivíduo cada, sucessivas fusões de subgrupos 

considerados mais “semelhantes”. Cada fusão reduz, em uma unidade, o número de 

subgrupos. Dados dois grupos U e V, para medir a semelhança/dessemelhança en-

tre eles, os seguintes algoritmos de agrupamento são utilizados: 

 
1) Método da Médias das Distâncias entre Grupos(average linkage) 

 
Consiste em considerar que a distância entre dois grupos é a média de todas 

as distâncias entre pares de observações ou cisternas (um em cada grupo): 

 

D�� =
1

n�. n�
��d��

��

���

��

���

 

 

2) Método do Vizinho Mais Próximo(single linkage) 

 
  Consiste em considerar que a distância entre dois grupos é a menor distância 

entre um objeto de um grupo e um objeto ou cisterna do outro grupo: 

 

D�� = min
�∈�
�∈�

d�� 

 

3) Método do Vizinho Mais Distante(complete linkage) 

 
Consiste em considerar que a distância entre dois grupos é a maior distância 

entre um objeto ou cisterna de um grupo e um objeto ou cisterna do outro grupo: 

 

D�� = max
�∈�
�∈�

d�� 
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4) Método dos Centróides (Centroid method) 

 
Neste caso, toma-se a distância entre dois grupos como sendo a distância en-

tre as médias, ou outros pontos considerados “representativos” (centróides) dos gru-

pos: 

 

D�� = ‖x���� − x����‖ 

   
5) Método de Ward 
  
  Considera-se a imobilidade de um grupo U, isto é, a soma de quadrados das 

diferenças entre cada objeto ou cisterna e o “objeto médio” desse grupo, dado por: 

 

I� =���(x�� − x������)�

�∈�

�

�

���

 

 
 

em quex������  é a média dos valores da variável jpara os objetos ou cisternas do grupo 

U. Toma-se agora a distância entre os grupos U e V como sendo o aumento na so-

ma total das imobilidades provocado pela divisão dos grupos U e V,isto é, seja I� a 

imobilidade do grupo U, I� a imobilidade do grupo V e I�∪� a imobilidade do grupo 

resultante da divisão dos grupos U e V. Então,uma vez que a divisão de U e V não 

afeta a imobilidade dos grupos remanescentes, temos: 

 

D�� = I�∪� − (I� + I�) 

 

Note que, se ����� e �����são os vetores de média dos grupos U e V respectivamente, 

então 

 

D�� =
n�n�

n� + n�
‖����� − �����‖

� 

 

  O algoritmo de Ward, também conhecido como método da variância mínima, 

proposto por Orlóci (1978), tem tendência a produzir grupos com um número apro-

ximadamente igual de objetos. 
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6) Método da Mediana 

 
 O método da mediana é semelhante ao método do Centroide. Porém, a atuali-

zação dos centróides é feita pela média aritmética, sem a ponderação pelo tamanho 

dos grupos, ou seja, um novo cluster (uv)w será atualizado por 

D�(��)� =
D��� + D��

2
 

 

onde D��� e D�� são as distâncias média entre os elementos do grupo UW e do grupo 

W, respectivamente, e, como mencionado, com base na metodologia proposta por 

Orlóci (1978) e Gama (1980), esse algoritmo é um caso particular do método do cen-

troide. 

 
7) Método de Mcquitty 

 
Um método de agrupamento também utilizado nas análises em estudo, e bas-

tante difundido, é o método hierárquico de McQuitty, definido como 

 

D(UV)W =
DUW + DVW

2
 

onde D(��)� é a distância entre o agrupamento (UV) e o agrupamento W, D�� e 

D�� são as distâncias entre a maior distância dos elementos dos agrupamentos U e 

W e os elementos dos agrupamentos V e W. 

 
3.2.3 Agrupamento não Hierárquico 

 
3.2.3.1 Agrupamento Fuzzy 

 
 O estudo de agrupamento é de grande interesse quando se deseja classificar 

um conjunto de dados de acordo com suas características ou variáveis mensura-

das.Assim, o termo classe é pertinente, dada a informação de quantas partições e 

quais são essas partições em um conjunto de dados, bem como cada observação 

ou cisterna que pertence à partição. Nesse contexto, o trabalho de análise de dados 

é denominado classificação e objetiva determinar uma função que busque de manei-

ra eficaz o mapeamento entre os dados e suas classes,       
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bem como mapear corretamente novos dados que venham a compor o conjunto de 

dados, trazendo ou não a informação sobre sua classificação no agrupamento. 

O termo grupo deve ser usado quando não existe qualquer informação sobre 

como é a organização dos dados. Nesse caso, o trabalho de análise de dados é de-

nominado agrupamento e tem por objetivo estudar as relações de similaridade entre 

os dados ou cisternas, determinando quais dados formam quais grupos.Os grupos 

são formados de maneira que se maximize a similaridade entre as cisternas de um 

grupo (similaridade dentro do grupo) e se minimize a similaridade entre cisternas de 

grupos diferentes (similaridade externa aos grupos). Então, formalmente, dado um 

conjunto de dados de entrada (�⃗ ∈ ℝ�), é encontrada uma função 

 

�:ℝ� × W⟶ G 

 

onde W é um vetor de parâmetros ajustáveis, por meio de um algoritmo de aprendi-

zado supervisionado ou não supervisionado, que determina c-grupos a partir da ma-

triz de dados originais X, e, segundo Xu e Wunsch (2005), tem-se G = G�, G�, … , G� 

(c ≤ n), tal que: 

i) G� ≠ ∅, i= 1, … , c; 

ii) ∪���
� G� = X; 

iii) G� ∩ G� = ∅, i, j = 1, … , c e i≠ j, supondo a abordagem clássica de classificação ou 

agrupamentos. 

 
3.2.3.2 Método de K – média (K – means)  

 
O método das k-médias consiste em agrupar os objetos ou cisternas em k gru-

pos mutuamente excludentes ou distintos, sendo que, para encontrar esses grupos, 

o algoritmo utiliza um processo interativo com o objetivo de minimizar a soma das 

distâncias de cada cisterna em relação ao centroide de cada grupo que será a cis-

terna mais representativa do respectivo grupo. Assim como em outros métodos por 

particionamento, a principal diferença entre este método e outros por partição é que 

o centroide de cada grupo é dado pela média dos mesmos. 

Para agrupar as cisternas em grupos, utilizando o método das k-médias, os se-

guintes passos devem ser seguidos:  
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1. Particionar as cisternas em k grupos iniciais, aleatoriamente. 

2. Encontrar as k médias de cada grupo. 

3. Determinar,para cada cisterna,o grupo mais próximo usando uma medida 

de dissimilaridade(distância), que, neste trabalho, foi a distância  euclidiana. 

4. Calcular a média de cada grupo. Se houver mudança na média dos grupos, 

voltar ao passo 2. 

5. Definir as médias dos k grupos, isto é, não realocar nenhuma cisterna a ou-

tro grupo. 

Segundo Vale (2005), a solução obtida pelo método das k – médias, em geral, 

depende do ponto de partida, uma vez que o algoritmo encontra um mínimo local, 

como ocorre em vários problemas de minimização.Esse método é prático e compu-

tacionalmente poderoso, porém é sensível a outliers e também não é indicado a a-

grupamentos não convexos. Indica-se a sua utilização em dados contínuos. 

 
3.2.3.3 K – medoid (PAM) 

 
  O algoritmo PAM (Partitioning Around Medoids), como os demais métodos de 

agrupamento por particionamento, minimiza uma função custo em relação a um de-

terminado vetor contendo k centróides. No entanto, nesse algoritmo, os referidos 

centróides são objetos ou cisternas denominados medoids. Os medoids são objetos 

representativos de cada agrupamento e contêm as características nas quais a dis-

similaridade média dos objetos ou cisternas pertencentes a um dado grupo é mínima 

(VALE, 2005). 

 
  Esse algoritmo é dividido em duas etapas: 

 
1ª Etapa: Construção do algoritmo 

 
  Essa etapa é inerente à construção dos objetos candidatos a medoids, os quais 

são construídos através de k seleções de objetos representativos. O primeiro me-

doid é o objeto no qual a soma das dissimilaridades entre todos os objetos é mínima. 

Os medoids seguintes são selecionados, de forma a minimizar a função objetivo o 

máximo possível. Essa função é dada pela seguinte expressão: 
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F =�d(x�, m (x�))

�

���

 

 

em que n é o total de cisternas no conjunto de dados, xi é a i-ésima cisterna do con-

junto de dados, m(xi) é considerado o medoide mais próximo à cisterna xi, e       d(xi, 

m(xi)) é a dissimilaridade ou distância entre xi e m(xi). 

  Os seguintes passos devem ser seguidos para encontrar os medoids: 

 
1. Considera-se um objeto xi que não tenha sido selecionado anteriormente. 

 
2. Considera-se um objeto xj não selecionado anteriormente e se calcula a di-

ferença entre a sua dissimilaridade em relação ao último objeto selecionado 

(Dj) com a dissimilaridade do objeto xi selecionado no passo anterior (d(xj, 

xi)). 

3. Caso a diferença seja positiva, calcula-se: 

C�� = max(�D� − d�x�, x��� , 0) 

4. Calcula-se o total por selecionar o objeto xi 

Total = ∑ C�����  

5. Por fim, seleciona-se o objeto xi que minimize a expressão anterior. 

2ª Etapa: Troca de objetos entre medoids 

 
  Nesta etapa, busca-se melhorar o conjunto de medoids trocando os objetos ou 

cisternas entre eles. Assim, se houver uma minimização da função objetivo, man-

tém-se a troca, caso contrário, ela é desfeita. 

  O resultado que se busca é medido pela Distância Média Final (DMF) dado 

pela seguinte expressão:  

DMF =
1

n
�d(x�, m (x�))

�

���

 

 

em que n é o total de objetos ou cisternas no conjunto de dados, xi é a i-ésima cis-

terna do conjunto de dados, m(xi) é o medoide mais próximo à cisterna xi e d(xi, 

m(xi)) é dissimilaridade entre xi e m(xi). O k – medoide, proposto por Vinod (1969), foi 

implementado no algoritmo PAM.  
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3.3 Comparação dos Métodos Hierárquicos  

 
3.3.1 Correlação Cofenética 

 
  A Correlação Cofenética é a correlação entre as distâncias previstas e as dis-

tâncias observadas. A qualidade do agrupamento será melhor quanto mais próximo 

for de um (1) o coeficiente de Correlação Cofenética. O coeficiente de Correlação 

Cofenética entre a matriz de distâncias originais e a matriz cofenética proposta por 

Bussab et al (1990) é dado pela expressão 

 

r��� =
∑ ∑ �c�� − c��(d�� − d�)�

�����
���
���

�∑ ∑ �c�� − c��
��

�����
���
��� �∑ ∑ (d�� − d�)��

�����
���
���

 

 

em que 

 

c� =
�

�(���)
∑ ∑ c��

�
�����

���
���  e d� =

�

�(���)
∑ ∑ d��

�
�����

���
���  

 

em que: 

cij: distância entre os objetos ou cisternas i e j, na matriz cofenética; 

dij: distância entre os objetos ou cisternas i e j, na matriz original de distâncias ou     

matriz de dissimilaridade; 

n: dimensão da matriz. 

 

3.4 Validação dos Métodos 

 
3.4.1 Índice da Silhueta  

 
O índice ou estatística da silhueta foi proposto por Rousseeuw (1987), com o 

intuito de avaliar métodos de particionamento. Nesse caso, cada objeto (cisterna)é 

representado por um valor s(i) chamado de silhueta, que é baseado na comparação 

da homogeneidade e na “separação” de cada grupo.Assim,para um objeto i, o valor 

da silhueta é dado por 
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s(i) =
�(�)��(�)

��� (�(�),�(�))
   onde −1 ≤ s(i) ≤ 1 

 

em que: 

a(i) é a distância média do objeto i aos objetos do seu grupo; 

b(i) é a distância média do objeto i aos objetos dos outros grupos. 

 
Valores negativos de s(i) negativos sugerem que o indivíduo i seja 

semelhante a indivíduos de outras classes. Valores de s(i) na vizinhança de 1 dão 

indícios de que i esteja bem classificado. 

 
3.4.2 Índice de Rand 

 
Nesse contexto, considera-se o problema de, dadas duas diferentes propostas 

de agrupamento de n indivíduos em k grupos, quantificar o grau de similaridade en-

tre esses agrupamentos. Um índice desse tipo será de grande utilidade quando se 

pretende validar uma classificação de um conjunto de objetos ou cisternas que per-

tencem a k diferentes grupos. Então, será útil poder quantificar em que medida, a 

classificação foi capaz de reproduzir essa estrutura ou realizar este agrupamento. 

  Um dos mais conhecidos índices para comparação de duas classificações ou 

partições é o Índice de Rand. Existem duas expressões alternativas porém  equiva-

lentes para o índice de Rand associado a duas diferentes classificações 

dos mesmos n objetos ou cisternas em k grupos. 

  A primeira expressão para o índice de Rand (IR) envolve a consideração de 

quantos, entre os�
�
2
�paresde cisternas diferentes, são classificados de forma análo-

ga nas duas classificações ou partições,ou por que pertencem a um mesmo grupo 

nas duas classificações, ou porque pertencem a grupos diferentes nas duas 

classificações. Assim, tem-se: 

 

IR =
A + B

�
n
2
�

 

 

em que A é o número de pares de observações ou cisternas que pertencem a um 

mesmo grupo nas duas classificações ou partições,e B é o número de pares de ob-
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servações ou cisternas que pertencem, nas duas classificações ou partições, a gru-

pos diferentes. 

  O índice de Rand toma valores no intervalo 0 ≤ IR ≤1. O valor máximo (IR = 1) 

corresponderá a uma situação na qual as duas classificações ou partições coinci-

dam, não havendo pares de cisternas que estejam em um mesmo grupo em um ca-

so, e em grupos diferentes no outro (RAND, 1971). 

 
3.4.3 Índices de validação do agrupamento Fuzzy 

 
 Existem vários índices de validação que têm sido utilizados com muita inten-

sidade para determinar o número ótimo de grupos (c) em um conjunto de dados(PAL 

e BEZDEK,1995; THEODORIDIS e KOUTROUBAS, 1999; HALKIDI et al., 2001). 

Neste estudo são utilizadas três medidas de validação para o agrupamento fuzzy, 

que são o coeficiente de partição (VPC), a partição entropia (VPE) e o índice de Xie e 

Beni (VXB), testados para diferentes números de agrupamento c e diferentes valores 

do parâmetro de fuzificação m, para verificar a sua adequação na obtenção de agru-

pamentos homogêneos. Esses três índices são discutidos em seguida. 

Bezdek (1974), em duas publicações distintas, propôs os índices do coeficiente 

de partição (VPC) e de partição entropia (VPE)para validação de agrupamento fuzzy, 

que são definidos como: 

V��(�) =
1

N
��(u��)

�

�

���

�

���

 

 

A gama de variação do índice VPC é �
�

�
, 1�, e a partição ótima corresponde ao valor 

máximo de VPC, o que implica a sobreposição mínima entre os agrupamentos. O va-

lor máximo de VPC é 1,enquanto o mínimo corresponde à quantidade 1/c. 

 

V��(�) = −
1

N
���u��log�u��

�

���

�

���

� 

 

Na equação acima, o logaritmo tem base � ∈ (1,∞), em que o intervalo de variação 

de VPE é [0, log�(c)]. O valor mínimo de VPE indica uma boa classificação ou agru-
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pamento ótimo correspondendo a uma partição mais realista. Teoricamente, o valor 

mínimo de VPE é 0 (zero), em que: 

U: matriz de partição fuzzy que contém a composição de cada vetor redimensionado 

em  cada grupo; 

uik: denota o grau de adesão do vetor característico de variáveis, redimensionado no 

agrupamento fuzzy, representado pelo centroide dos respectivos grupos, com    

uik ϵ [0, 1].  

A medida de validação de agrupamento fuzzy proposta por Xie e Beni (1991) é 

a proporção de compactação de uma c-partição fuzzy. Pode ser considerada como 

sendo uma função do conjunto de dados e o centroide dos grupos. 

 

V��(�, �: �) =
∑ ∑ (u��)

�‖v� − v�‖
��

���
�
���

N min���‖v� − v�‖�
 

 

em que o termo do numerador da equação acima é a soma dos quadrados dos des-

vios fuzzy de cada vetor característico Xk (k = 1,..., N) para o centróide fuzzy de cada 

grupo vi(i = 1,...,c). A magnitude do termo diminui à medida em que os agrupamen-

tos ficam mais compactos. O denominador que, por sua vez, mede a distância míni-

ma entre os centróides dos grupos de cisternas tem valor mais elevado para grupos 

que estão bem separados. O valor mínimo de VXB sugere uma boa partição ou agru-

pamento ótimo, o que corresponde a grupos de cisternas compactos e bem separa-

dos. Temos ainda que X é a matriz de dados, N é o número de vetores de caracte-

rísticas ou variáveis de qualidade da água das cisternas e V = (v1,...,vc) representa 

um c-tripla de protótipos vi, cada qual caracterizando o baricentro de um dos grupos 

c. 

 

3.5 Modelagem de Séries Temporais e formação de Agrupamentos 

 
A metodologia de séries temporais proposta por Box-Jenkins é utilizada para 

estudar o comportamento das séries temporais das variáveis de qualidade da água 

analisadas neste estudo. Os modelos ARIMA são utilizados na modelagem de séries 

que apresentam comportamento seguindo um processo ruído branco, com média 

zero e variância constante. Dessa forma, a metodologia proposta por Box et al. 

(1994) pode ser empregada para avaliar e estudar o comportamento das séries tem-
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porais das variáveis de qualidade da água das cisternas de placas, ou seja, se essas 

variáveis apresentam sazonalidade, tendência, ou se são estacionárias, ainda se 

apresentam estrutura de autocorrelação.    

As variáveis coliformes fecais e totais bem como os sólidos dissolvidos totais 

(S.D.T.) também apresentam variações em cada período de coleta, conforme o índi-

ce pluviométrico e a temperatura. Já a variável pH, na maioria dos estudos relacio-

nados à qualidade da água, são invariantes em relação à série temporal de índice 

pluviométrico. 

Verificou-se que as séries temporais das variáveis de qualidade da água das 

cisternas de placas analisadas no período de novembro de 2014 a março de 2016 

podem variar a cada período de coleta, isto é, os dados obtidos nas campanhas de 

monitoração podem apresentar grandes variações ou pequenas flutuações quando 

são comparadas em cada período de medição. Por exemplo, os cátions e os ânions 

podem ser mais elevados no período de estiagem, quando a diluição da água da 

chuva tem seu efeito menos acentuado.  

Dessa forma, a depender do período que a coleta dos dados for feita na série 

temporal, podem-se formar agrupamentos bem distintos. Os agrupamentos gerados 

a partir de uma amostra realizada no mês de março, por exemplo, podem ser bem 

diferente dos agrupamentos gerados a partir de uma amostra realizada em outubro. 

Segundo Oliveira et al. (2015), as características da série temporal que causam essa 

diferença nos agrupamentos é a sazonalidade, a tendência, assim como a variabili-

dade ou estacionaridade que as séries temporais das variáveis de qualidade da á-

gua apresentam a cada período.  
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4 – RESULTADOS E DISCUSÕES 

 
Com os dados originais referentes às variáveis estudadas, realizou-se uma 

padronização, visando a uma escala homogênea entre as variáveis, posteriormente 

obteve-se a matriz de distância (euclidiana). A seguir, têm-se os resultados obtidos a 

partir das amostras coletadas nas cisternas de placas nos assentamentos Catolé, 

Poço do Serrote, Poldrinho e Três Irmãos, localizados no município de Serra Talha-

da, região do Pajeú do Estado de Pernambuco. 

 

4.1 Análise de Agrupamento e medidas de Similaridade 

 
Foram apresentados os métodos da média das distâncias, da ligação simples, 

da ligação completa, do Centroide, de Ward, da mediana e de mcquitty e obtidos os 

respectivos  dendogramas.   

 
4.1.1 Variáveis analisadas 

Na Figura 3,observam-se os boxplots dos dados originais (a) e dos dados pa-

dronizados (b)das variáveis de qualidade da água em estudo que foi coletada nas 

cisternas de placas localizadas nos assentamentos.Sendo necessário uma padroni-

zação das variáveis utilizando a distribuição normal padrão, objetivou-se corrigir o 

problema de escala existente nas variáveis estudadas a saber: cátions, ânions, pH, 

Sólidos dissolvidos totais (S.D.T.), coliformes fecais e coliformes totais.Já Docampo 

et al. (2013) binarizaram  as variáveis de dados clínicos para correção de escala vi-

sando a formar grupos mais homogêneos.A normalidade dos dados não foi conside-

rada, uma vez que o objetivo é meramente obter agrupamentos. Esta normalidade 

pode ser considerada caso seja necessário obter os estimadores dos parâmetros 

utilizados neste estudo. 
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Figura 3. Boxplots das variáveis dos dados originais (a) e dos dados padronizados 
(b) 
 

Observou-se, na Figura 3 (b), que as variáveis cátions e ânions apresentaram 

a maior variabilidade com relação à água das cisternas, além de se observar a exis-

tência de três outliers nos boxplots que representam os cátions e os ânions, mos-

trando o excesso desses dois minerais em algumas cisternas. Já o pH é menos dis-

perso, ou seja, possui a menor variância, sugerindo que o pH é mais homogêneo 

nas cisternas observadas. 

Os Sólidos dissolvidos totais (S.D.T.) e os coliformes totais apresentam com-

portamentos semelhantes (Figura 3), uma vez que suas medianas nos boxplots, que 

representam as duas variáveis, estão próximas do segundo quartil apresentando 

variabilidades similares. Isso indica que nas cisternas há quantidades próximas de 

sólidos dissolvidos totais e coliformes fecais. Observa-se ainda a existência de um 

outlier no boxplot que representa os coliformes totais. 

Os coliformes fecais apresentam um comportamento diferenciado, conforme 

observado no seu boxplot Figura 3, assim como verificado por Dovoedo e Chakra-

borti(2015), em relação às outras cinco variáveis, uma vez que há mediana na vizi-

nhança do primeiro quartil denotando assimetria nos dados relacionados a essa va-

riável. Ainda se verificou um outlier, o que dá fortes indícios de existirem cisternas 

com medidas elevadas de coliformes fecais. 

Observou-se, na Figura 4, o Q-Q plot, um outlier que se confirmou pelo Box-

plot dos cátions, dos ânions, dos coliformes fecais e totais da Figura 3, na qual ainda 
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foi possível verificar uma considerável assimetria nos coliformes fecais e uma mode-

rada assimetria nos cátions, nos ânions e nos coliformes totais. Existe uma relação 

linear entre os cátions e os ânions que foi claramente observada no Scatterplot a-

presentados na Figura 4, o que não se verificou entre outras variáveis que tiveram 

relação dispersa.  

 
 

Figura 4. Q-Q plot e Scatterplot das variáveis cátions, ânions, pH, sólidos dissolvidos 
totais, coliformes fecais e totais. 
 

A partir da matriz de dissimilaridade, foram utilizados os seguintes métodos hie-

rárquicos aglomerativos, isto é,o método da média das distâncias, o método do vizi-

nho do próximo, o método do vizinho mais distante, o método do centroide, o méto-

do de Ward, o método da mediana e o método de mcquitty.Com base nas correla-

ções cofenéticas dos agrupamentos hierárquicos apresentados na Tabela 2, verifi-

cou-se que o método das médias das distâncias proporcionou o melhor agrupamen-

to das cisternas, apresentando a maior correlação cofenética0,9562. 

 
Tabela 2. Correlações cofenéticas dos agrupamentos hierárquicos 

Método Hierárquico Correlação Cofenética 

Vizinho mais próximo 0,9381 
Vizinho mais distante 0,9514 

Média das distâncias 0,9562 
Centroide 0,9506 

Ward 0,8320 
Mediana 0,9388 

Mcquitty 0,9531 
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4.2 Métodos Hierárquicos 

 Os métodos hierárquicos de agrupamento foram utilizados na formação dos 

grupos das cisternas de placas, segundo as variáveis de qualidade da água contidas 

nas cisternas de placas da região do Pajeú – PE. Os métodos hierárquicos dividem-

se em aglomerativos e divisivos. 

 
4.2.1  Normalidade da distância euclidiana entre as cisternas 

As observações extremas ou outliers podem distorcer a estrutura dos agru-

pamentos, logo, faz-se necessário uma inspeção em busca dessas observações, e, 

para essa finalidade, utilizou-se o Q-Q plot e o boxplot da matriz de distância euclidi-

ana, assim como proposto por Baxter(1999). 

Observa-se, na Figura 5,que o boxplot e o Q-Q plot da matriz de distância eu-

clidiana das 100 cisternas apresentam falta de normalidade, isto é, a distância eucli-

diana entre as observações (cisternas) não tem distribuição normal.  

 

Figura 5. Boxplot e Q-Q plot da distância euclidiana das cisternas para detectar    
outlier.  
 

    Assim, uma padronização das cisternas relacionadas às variáveis em estudo é 

recomendada para a correção de escala, como observado em Cao et al. (1999). No 

entanto, aqui nesta seção da tese, não foi necessária a padronização, pois nosso 

intuito é meramente obter grupos. 
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4.2.2 Dendogramas obtidos para os Métodos Hierárquicos 

 
A Figura 6 mostra o dendograma para as cisternas. Observa-se que as cister-

nas mais próximas ou similares entre si, de acordo com as variáveis estudadas, são 

as que estão no grupo 1, que, por sua vez, é o que possui o maior número de obser-

vação (cisternas), tendo como particularidade as características homogêneas com 

relação às seis variáveis mensuradas. 

 

Figura 6. Dendograma resultante do método da média das distâncias 

 
O dendograma apresentado aqui resultou em uma correlação cofenética de 

0,9562, mostrando uma boa qualidade no agrupamento. A distância que foi utilizada 

na construção desse dendograma foi a distância euclidiana, pois é a distância mais 

real do ponto vista prático. O método utilizado na construção do dendograma foi o da 

ligação média, em conformidade com Borysov et al. (2014), e o que obteve dentre 

todos os métodos a maior correlação cofenética. 

 Pelo método da média das distâncias, foram formados seis grupos (Tabela 3). 

Observou-se que o grupo 1 é considerado com um número grande de observações 

em função do número de cisternas analisadas. Observa-se também que, entre esses 

grupos, dois deles têm o mesmo número de observações, que são os grupos 2 e 5 

com sete cisternas cada um, enquanto o grupo 3 tem seis cisternas, o grupo 4 tem 

oito cisternas, e o grupo 6 é formado por apenas duas cisternas, podendo ser um 

grupo discrepante ou outlier merecendo uma atenção especial do pesquisador. As 

cisternas (C90 e C98) alocadas no grupo 6 podem estar com a qualidade da água 
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comprometida em relação a alguma, ou mesmo, a todas as variáveis analisadas, 

podendo causar danos à saúde das pessoas que as usam. 

 Espera-se que as cisternas do 1 tenham características similares em relação à 

qualidade da água, de acordo com as variáveis estudadas, e ainda que essa quali-

dade esteja de acordo com o que preconiza o Ministério da Saúde e o CONAMA pa-

ra águas potáveis destinadas ao abastecimento humano. 

 
Tabela 3. Grupos de cisternas obtidos por meio do método da média das distâncias 

Grupos n Cisternas 

Grupo 1 70 C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C10 C11 C13 C16 C17 C18 C20 C21 
C22 C23 C25 C26 C29 C30 C31 C32 C33 C34 C35 C36 C37 C38 
C39 C40 C41 C42 C45 C46 C47 C48 C52 C55 C56 C59 C60 C62 
C63 C67 C68 C69 C70 C74 C75 C76 C77 C78 C80 C81 C82 C83 

C84 C85 C86 C87 C91 C92 C93 C94 C95 C96 C97 C99 

Grupo 2 7 C9 C15 C24 C27 C28 C50 C51 
Grupo 3 6 C12 C14 C19 C43 C44 C49 

Grupo 4 8 C53 C54 C57 C58 C61 C72 C73 C88 
Grupo 5 7 C64 C65 C66 C71 C79 C89 C100 

Grupo 6  2 C90 C98  
 

Observa-se, na Figura 7, que a estatística da silhueta indica a consistência dos 

grupos, o que se evidencia nos grupos 4, 5 e 6 com uma boa homogeneidade, tendo 

estatísticas da silhueta 0,64, 0,84 e 0,83, respectivamente, indicando que as cister-

nas foram bem classificadas nesses três grupos. Os grupos 1, 2 e 3 apresentaram 

estatística da silhueta de 0,49, 0,54 e 0,52, respectivamente, que apesar de não ter 

valores elevados, como para os outros três grupos, ainda apresenta indícios de uma 

boa classificação das cisternas nos grupos para os quais elas  foram alocadas. De 

maneira geral, de acordo com o gráfico da silhueta e a estatística da silhueta média 

(Figura 7), que é de 0,54, as cisternas estão bem classificadas em todos os grupos, 

não sendo necessário realocar observações,do mesmo modo que encontrado por 

Lin et al. (2013). 
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Figura 7. Gráfico e estatística da silhueta obtidos pelo método da média das         

distâncias  

 
 De acordo com o dendograma apresentado na Figura 8, obtido pelo método da 

ligação simples, como encontrado em Borysov et at. (2014), observa-se a presença 

de seis grupos. O método da ligação simples forma os grupos 1, 2, 3, 4, 5 e 6, Tabe-

la 4, com as respectivas cisternas. 

 
Tabela 4. Grupos de cisternas obtidos por meio do método da ligação simples 

Grupos n Cisternas 

Grupo 1 70 C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C10 C11 C13 C16 C17 C18 C20 C21 
C22 C23 C25 C26 C29 C30 C31 C32 C33 C34 C35 C36 C37 C38 
C39 C40 C41 C42 C45 C46 C47 C48 C52 C55 C56 C59 C60 C62 
C63 C67 C68 C69 C70 C74 C75 C76 C77 C78 C80 C81 C82 C83 

C84 C85 C86 C87 C91 C92 C93 C94 C95 C96 C97 C99 

Grupo 2 7 C9 C15 C24 C27 C28 C50 C51 
Grupo 3 4 C12 C19 C43 C44 

Grupo 4 2 C14 C49 
Grupo 5 10 C53 C54 C57 C58 C61 C72 C73 C88 C90 C98 

Grupo 6  7 C64 C65 C66 C71 C79 C89 C100 

 

 O grupo 1, foi similar ao método da média das distâncias, ou seja, todas essas 

cisternas são similares segundo as variáveis em estudo, levando a indícios de que a 

qualidade da água de todos essas cisternas é homogênea. Nos grupos 2 e 6, foi a-

Silhouette width si

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Gráfico da silhueta

Average silhouette width :  0.54

n = 100 6clustersCj

j :  nj | aveiCjsi

1 :   70  |  0.49

2 :   7  |  0.54

3 :   6  |  0.52

4 :   8  |  0.64

5 :   7  |  0.84
6 :   2  |  0.83
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locada a mesma quantidade de cisternas com sete unidades cada um, os grupos 3 e 

5 apresentaram quatro e dez cisternas, respectivamente, e o grupo 4 foi formado 

apenas por duas unidades, que foram as cisternas 14 e 49. O grupo 4, por ter classi-

ficado apenas duas cisternas, deve ser observado com uma atenção especial, uma 

vez que pode se tratar de um outlier,e as águas dessas duas cisternas podem estar 

com a qualidade imprópria para o uso doméstico.

  

Figura 8. Dendograma resultante do método da ligação simples 

 
 O gráfico e as estatísticas da silhueta, como calculadas por Arbelaitz et al. 

(2013),  para o método da ligação simples, são apresentados na Figura 9. Observa-

se que os grupos 3, 4 e 6 classificaram bem as cisternas, pois apresentaram estatís-

ticas da silhueta 0,68, 0,82 e 0,80, respectivamente, indicando homogeneidade den-

tro desses três grupos, enquanto os grupos 1, 2 e 5 obtiveram estatísticas da silhue-

ta 0,47, 0,49 e 0,47, respectivamente, que, mesmo sendo inferiores aos outros três 

grupos, ainda garantem uma boa classificação das cisternas neles. Isto é, os grupos 

1, 2 e 5, de acordo com a estatística da silhueta, devem ter cisternas com caracterís-

ticas similares, até mesmo ao grupo 1. Portanto, o método da ligação simples obteve 

uma boa classificação das unidades (cisternas) em cada um dos seis grupos por ele 

formado, por ter apresentado valores “elevados” para as estatísticas da silhueta de 

todos os grupos e estatística da silhueta média de 0,51 (Figura 9).  
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Figura 9. Gráfico e estatística da silhueta obtidos pelo método da ligação simples 

 

 

Figura 10. Dendograma resultante do método da ligação completa 

 
Numa observação visual feita pelo Dendograma apresentado na Figura 10, 

percebe-se que o método da ligação completa ou do vizinho mais distante indica a 

presença de seis grupos com número distinto de cisternas (Tabela 5) em cada    

grupo. 
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Tabela 5. Grupos de cisternas obtidos por meio do método da ligação completa 

Grupos n Cisternas 

Grupo 1 70 C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C10 C11 C13 C16 C17 C18 C20 C21 
C22 C23 C25 C26 C29 C30 C31 C32 C33 C34 C35 C36 C37 C38 
C39 C40 C41 C42 C45 C46 C47 C48 C52 C55 C56 C59 C60 C62 
C63 C67 C68 C69 C70 C74 C75 C76 C77 C78 C80 C81 C82 C83 

C84 C85 C86 C87 C91 C92 C93 C94 C95 C96 C97 C99 

Grupo 2 7 C9 C15 C24 C27 C28 C50 C51 
Grupo 3 6 C12 C14 C19 C43 C44 C49 

Grupo 4 8 C53 C54 C57 C58 C61 C72 C73 C88 
Grupo 5 7 C64 C65 C66 C71 C79 C89 C100 

Grupo 6  2 C90 C98 

 

O grupo 1 é formado como nos métodos da ligação completa e da ligação 

média, ou seja, de acordo com o método da ligação completa, todas as cisternas 

alocadas nesse grupo têm características similares de acordo com as variáveis es-

tudadas. Os grupos 2 e 5, por sua vez, classificaram sete cisternas cada um, o que 

corresponde a 10% do grupo 1; os grupos 3 e 4 alocaram seis e oito cisternas res-

pectivamente; enquanto o grupo 6 obteve apenas duas cisternas (C90 e C98), como 

obtido pelo método da média das distâncias, podendo este grupo ser um outlier. Isso 

mais uma vez alerta que o pesquisador deve ter uma atenção especial com essas 

duas cisternas, pois elas poderiam estar com a qualidade da água imprópria para 

uso doméstico, assim como alertou Fan et al. (2013). 

O gráfico com as respectivas estatísticas da silhueta para o método da liga-

ção completa estão apresentados na Figura 11, em que as estatísticas da silhueta 

para cada um dos grupos são apresentadas individualmente, além da estatística 

média da silhueta. Observa-se que os grupos 4, 5 e 6 têm ótimas estatísticas da si-

lhueta com valores de 0,64, 0,84 e 0,83, respectivamente, ou seja, esses grupos a-

locaram de maneira adequada as cisternas que neles estão, assim essas cisternas 

têm probabilidade baixa de serem realocadas em outros grupos. Os grupos 1, 2 e 3, 

por sua vez, obtiveram valores da estatística da silhueta inferiores aos outros três 

grupos, mas o suficiente para garantir uma boa classificação, de acordo com esse 

critério de validação, pois seus valores foram 0,49, 0,54 e 0,52, respectivamente, 

para os grupos 1, 2 e 3, observados na Figura 11, em um intervalo de -1 a 1 que es-

ta estatística pode assumir. A estatística da silhueta média foi de 0,54, garantindo 

assim uma boa classificação para os grupos obtidos pelo método da ligação comple-

ta ou do vizinho mais distante. 
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Figura 11. Gráfico e estatística da silhueta obtidos pelo método da ligação completa 

 

 O Dendograma apresentado na Figura 12, obtido pelo método do centroi-

de,apresenta seis grupos que tem número distinto de cisternas,como observado na 

Tabela 6, com as respectivas cisternas alocadas em cada grupo. 

 

 

Figura 12. Dendograma resultante do método do centroide 
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Tabela 6. Grupos de cisternas obtidos por meio do método do centroide 

Grupos n Cisternas 

Grupo 1 77 C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C9 C10 C11 C13 C15 C16 C17 C18 C20 
C21 C22 C23 C24 C25 C26 C27 C28 C29 C30 C31 C32 C33 C34 
C35 C36 C37 C38 C39 C40 C41 C42 C45 C46 C47 C48 C50 C51 
C52 C55 C56 C59 C60 C62 C63 C67 C68 C69 C70 C74 C75 C76 
C77 C78 C80 C81 C82 C83 C84 C85 C86 C87 C91 C92 C93 C94 
C95 C96 C97 C99 

Grupo 2 4 C12 C19 C43 C44 

Grupo 3 2 C14 C49 
Grupo 4 8 C53 C54 C57 C58 C61 C72 C73 C88 

Grupo 5 7 C64 C65 C66 C71 C79 C89 C100 
Grupo 6  2 C90 C98 

  

Observa-se que o grupo 1 alocou setenta e sete cisternas de acordo com o 

método do centroide, diferindo das outras técnicas de agrupamento apresentadas 

anteriormente. Então, de acordo com o método do centroide, 77% das cisternas têm 

características similares,conforme as variáveis estudadas, corroborando com o que 

afirma You e Seo (2009), o que é um percentual bastante significativo perante a a-

mostra analisada. Outro diferencial observado nesse método de agrupamento é que 

os grupos 3 e 6 foram formados apenas por duas observações cada um deles, com 

as cisternas (C14 e C49) e (C90 e C98), respectivamente, o que não havia ocorrido 

em outros métodos de agrupamento. Os grupos 2, 4 e 5 foram formados de maneira 

similar a outros métodos de agrupamento, com quatro, oito e sete cisternas, respec-

tivamente. Nessas condições, o que merece maior atenção são os grupos 3 e 6, em 

especial, o grupo 6, que já foi formado em outros métodos de agrupamento pelas 

mesmas cisternas. 

O gráfico da silhueta com as respectivas estatísticas da silhueta estão apre-

sentados na Figura 13, para o método do centroide,pelo qual se observa que os 

grupos 3, 5 e 6 têm ótimas estatísticas da silhueta, com respectivos valores de 0,82, 

0,80 e 0,83, sugerindo que as cisternas alocadas nesses três grupos possivelmente 

não serão realocadas para outros grupos. Os grupos 1, 2 e 4 tiveram estatísticas da 

silhueta, respectivamente, 0,51, 0,68 e 0,65, indicando boas classificações das cis-

ternas nesses três grupos, pois é superior a 0,50, mesmo tendo estatísticas da si-

lhueta inferiores aos outros três grupos. Ou seja, essas cisternas alocadas nestes 

grupos não serão realocadas a outros grupos. A estatística média da silhueta de 

0,56 confirma que o método do centroide fez uma boa classificação das cisternas 
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nos seus respectivos grupos, sugerindo que as cisternas que estão em um           

determinado grupo têm baixa probabilidade de serem realocadas em outro grupo.  

 

Figura 13. Gráfico e estatística da silhueta obtidos pelo método do centroide 

 
 Em uma observação visual do dendograma feita com base na Figura 14,    

observa-se a existência de seis grupos nessa figura que foi obtida pelo método de 

Ward. Na Tabela 7, estão apresentados os grupos 1, 2, 3, 4, 5 e 6 com as respecti-

vas cisternas alocadas em cada um desses grupos. 

 

Figura 14. Dendograma resultante do método de Ward 
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Tabela 7. Grupos de cisternas obtidos por meio do método do Ward 

Grupos n            Cisternas  

Grupo 1 42 C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C10 C11 C13 C16 C17 C20 C21 C22 
C26 C29 C30 C31 C32 C33 C35 C38 C41 C55 C59 C60 C62 
C63 C67 C75 C76 C77 C91 C92 C93 C94 C95 C96 C97 C99 

Grupo 2 7 C9 C15 C24 C27 C28 C50 C51 
Grupo 3 6 C12 C14 C19 C43 C44 C49 
Grupo 4 28 C18 C23 C25 C34 C36 C37 C39 C40 C42 C45 C46 C47 C48 

C52 C56 C68 C69 C70 C74 C78 C80 C81 C82 C83 C84 C85 
C86 C87 

Grupo 5 10 C53 C54 C57 C58 C61 C72 C73 C88 C90 C98 
Grupo 6 7  C53 C54 C57 C58 C61 C72 C73 C88 C90 C98  

 

 O método de Ward apresentou algumas diferenças em relação aos outros 

métodos estudados até então. Uma delas é que o grupo 1 agrupou quarenta e duas 

cisternas, ou seja, um número bem inferior em relação ao mesmo grupo obtido pelos 

outros métodos de agrupamento. Observou-se também que o grupo 4 ficou com vin-

te e oito cisternas, o que também diferiu dos outros métodos de agrupamento, uma 

vez que em nenhum deles um segundo grupo alocou um número maior de observa-

ções. Uma outra observação é que o método de Ward não formou grupos com duas 

cisternas, como nos outros métodos de agrupamento. Os grupos 2 e 6 foram forma-

dos por sete cisternas cada, enquanto os grupos 3 e 5 classificaram seis e dez cis-

ternas respectivamente. De maneira geral, o método de Ward classificou as cister-

nas nos seis grupos de maneira mais parcimoniosa, corroborando com Borysov et 

al.(2014), isto é, não houve grupos com um número elevado de cisternas, tampouco 

grupos com poucas observações, ou seja, o método de Ward obteve um melhor re-

sultado, comparado aos demais métodos de agrupamento.  

O método de Ward apresentou características peculiares em relação aos outros 

métodos utilizados para esta análise, como bem destacadas anteriormente. Essas 

características também foram notáveis no Gráfico e nas estatísticas da silhueta ob-

servadas na Figura 15, pois o único grupo que obteve estatística da silhueta ótima 

com valor de 0,84 foi o grupo 6, enquanto os grupos 1, 2, 3, 4 e 5 obtiveram estatís-

ticas da silhueta 0,55, 0,50, 0,43, 0,48 e 0,51, respectivamente, dando indícios de 

boas classificações das cisternas em seus respectivos grupos, mesmo com estatísti-

cas da silhueta inferiores ao grupo 6. A estatística média da silhueta obtida pelo mé-

todo de Ward foi de 0,54, corroborando com Clifford et al. (2011), valor que não cau-
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sa suspeita de que este método não classificou adequadamente as cisternas nos 

respectivos grupos.   

 

Figura 15. Gráfico e estatística da silhueta obtidos pelo método de Ward 

 

 No Dendograma da Figura 16, observa-se a existência de seis grupos que 

foram obtidos pelo método da mediana.  

 

Figura 16. Dendograma resultante do método da mediana 

 

Silhouette width si

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Gráfico da silhueta

Average silhouette width :  0.54

n = 100 6clustersCj

j :  nj | aveiCjsi

1 :   42  |  0.55

2 :   7  |  0.50

3 :   6  |  0.43

4 :   28  |  0.48

5 :   10  |  0.51

6 :   7  |  0.84

C
7

1
C

6
5

C
7

9
C

6
4

C
6

6
C

8
9

C
1

0
0

C
8

2
C

8
4

C
7

5
C

9
7

C
2

5
C

8
1

C
3

4
C

3
6

C
2

3
C

3
9

C
3

7
C

5
6

C
6

9
C

8
7

C
4

8
C

8
0

C
8

5
C

4
5

C
4

7
C

8
3

C
4

0
C

6
8

C
8

6
C

5
5

C
9

2
C

6
0

C
5

9
C

3
5

C
4

1
C

1
6

C
0

1
C

9
5

C
1

7
C

3
2

C
3

8
C

0
6

C
2

0
C

7
7

C
0

2
C

2
2

C
7

6
C

0
3

C
0

4
C

2
6

C
3

3
C

0
5

C
2

1
C

6
3

C
6

7
C

0
7

C
9

1
C

9
3

C
9

4
C

1
3

C
1

0
C

3
0

C
3

1
C

2
9

C
9

9
C

6
2

C
9

6
C

0
8

C
1

1
C

1
8

C
4

2
C

7
0

C
7

8
C

5
2

C
4

6
C

7
4

C
5

1
C

0
9

C
2

4
C

5
0

C
1

5
C

2
7

C
2

8
C

1
4

C
4

9
C

1
2

C
4

3
C

1
9

C
4

4
C

9
0

C
9

8
C

6
1

C
8

8
C

5
7

C
7

3
C

5
3

C
5

4
C

5
8

C
7

2

0
.0

0
.5

1
.0

1
.5

Mediana

hclust (*, "median")

D
is

tâ
n

ci
a



 84

A Tabela 8 apresenta os grupos 1, 2, 3, 4, 5 e 6 com suas respectivas observa-

ções ou cisternas alocadas em cada grupo pelo método da mediana. 

 
Tabela 8. Grupos de cisternas obtidos por meio do método da mediana 

Grupos n Cisternas 

Grupo 1 77 C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C9 C10 C11 C13 C15 C16 C17 C18 C20 
C21 C22 C23 C24 C25 C26 C27 C28 C29 C30 C31 C32 C33 C34 
C35 C36 C37 C38 C39 C40 C41 C42 C45 C46 C47 C48 C50 C51 
C52 C55 C56 C59 C60 C62 C63 C67 C68 C69 C70 C74 C75 C76 
C77 C78 C80 C81 C82 C83 C84 C85 C86 C87 C91 C92 C93 C94 
C95 C96 C97 C99 

Grupo 2 4 C12 C19 C43 C44 

Grupo 3 2 C14 C49 
Grupo 4 8 C53 C54 C57 C58 C61 C72 C73 C88 

Grupo 5 7 C64 C65 C66 C71 C79 C89 C100 
Grupo 6  2 C90 C98 

  

 Observa-se que o grupo 1 alocou setenta e sete cisternas, de acordo com o 

método da mediana. Em outras palavras, segundo o método da mediana, 77% das 

cisternas têm características similares de acordo com as variáveis estudadas, o que 

é um percentual muito considerável perante a amostra analisada. Outro diferencial 

observado nesse método de agrupamento é que os grupos 3 e 6 alocaram apenas 

duas cisternas em cada um deles, com as cisternas C14, C49 e C90, C98, respecti-

vamente, o que não havia ocorrido em outros métodos de agrupamento. Os grupos 

2, 4 e 5 foram formados de maneira similar a outros métodos de agrupamento, com 

quatro, oito e sete cisternas, respectivamente. Nessas condições, o que merece 

maior atenção são os grupos 3 e 6, em especial o grupo 6 que já foi formado em ou-

tros métodos de agrupamento pelas mesma cisternas. 

 O método da mediana apresentou características semelhantes ao método do 

centroide. Essas características também foram notáveis no gráfico e nas estatísticas 

da silhueta observadas na Figura 17, na qual os grupos 3, 5 e 6obtiveram estatísti-

cas da silhueta ótima com valores de 0,82, 0,80 e 0,83, respectivamente, enquanto 

os grupos 1, 2 e 4 obtiveram estatísticas da silhueta 0,51, 0,68 e 0,65, respectiva-

mente,dando indícios de boas classificações das cisternas em seus respectivos gru-

pos, mesmo com estatísticas da silhueta inferiores aos grupos 3, 5 e 6. A estatística 

média da silhueta obtida pelo método da mediana foi de 0,56, valor que não dá     

indícios de que esse método classificou incorretamente as cisternas nos respectivos 

grupos. 
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Figura 17. Gráfico e estatística da silhueta obtidos pelo método da mediana 

 
O Dendograma obtido pelo método de mcquitty está apresentado na Figura 

18.Observa-se a existência de seis grupos nessa figura que foram obtidos pelo mé-

todo de mcquitty.  

 

Figura 18. Dendograma resultante do método de mcquitty 

 
Na Tabela 9, estão apresentados os grupos 1, 2, 3, 4, 5 e 6, e cada um desses 

grupos têm as respectivas cisternas alocadas pelo método. 
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Tabela 9. Grupos de cisternas obtidos por meio do método de mcquitty 

Grupos n Cisternas 

Grupo 1 70 C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C10 C11 C13 C16 C17 C18 C20 C21 
C22 C23 C25 C26 C29 C30 C31 C32 C33 C34 C35 C36 C37 C38 
C39 C40 C41 C42 C45 C46 C47 C48 C52 C55 C56 C59 C60 C62 
C63 C67 C68 C69 C70 C74 C75 C76 C77 C78 C80 C81 C82 C83 
C84 C85 C86 C87 C91 C92 C93 C94 C95 C96 C97 C99 

Grupo 2 7 C9 C15 C24 C27 C28 C50 C51 
Grupo 3 6 C12 C14 C19 C43 C44 C49 

Grupo 4 8 C53 C54 C57 C58 C61 C72 C73 C88 
Grupo 5 7 C64 C65 C66 C71 C79 C89 C100 

Grupo 6  2 C90 C98 

 

 Observa-se que grupo 1 é constituído por setenta cisternas, como nos métodos 

da média das distâncias, da ligação completa e da ligação simples, ou seja, de acor-

do com o método de mcquitty, todas essas cisternas alocadas nesse grupo têm ca-

racterísticas similares,conforme as variáveis mensuradas. Os grupos 2 e 5, por sua 

vez, classificaram 10% das cisternas no grupo 1, ou seja, sete cisternas cada um; os 

grupos 3 e 4 alocaram seis e oito cisternas, respectivamente.O grupo 6 obteve ape-

nas duas cisternas (C90 e C98), como obtido pelos métodos anteriores, podendo 

este grupo ser um outlier, pois há uma forte evidência de que essas duas cisternas 

têm características distintas das demais, e, desse modo, elas poderiam estar com a 

qualidade da água imprópria para uso doméstico.  

 O Gráfico com as respectivas estatísticas da silhueta para o método de mc-

quitty está apresentado na Figura 19, em que as estatísticas da silhueta para cada 

um dos grupos são apresentadas individualmente, além da estatística média da si-

lhueta. Observa-se que os grupos 4, 5 e 6 têm ótimas estatísticas da silhueta com 

valores de 0,64, 0,84 e 0,83, respectivamente, isto é, esses grupos alocaram de ma-

neira adequada as cisternas que neles estão, assim essas cisternas não devem ser 

realocadas em outros grupos pelo algoritmo de agrupamento. Os grupos 1, 2 e 3, 

por sua vez, obtiveram valores da estatística da silhueta menores que os outros três 

grupos, mas o suficiente para garantir uma boa classificação, de acordo com este 

critério de validação, pois seus valores foram 0,49, 0,54 e 0,52, respectivamente, 

para os grupos 1, 2 e 3 (Figura 19), em um intervalo de -1 a 1 que essa estatística 

pode assumir. A estatística da silhueta média foi de 0,54,número que é considerado 

significativo para uma boa classificação das cisternas nos grupos obtidos pelo méto-

do de mcquitty. 
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 Figura 19. Gráfico e estatística da silhueta obtidos pelo método de mcquitty 

 

 Os Dendogramas obtidos pelos algoritmos de agrupamento ora apresentados 

têm aspectos diferentes, no entanto, poucas cisternas foram alocadas em grupos 

diferentes, apesar de o número de cisternas incluídas em cada um dos grupos ter 

sido bem distinto.O método de Ward, concordando com Borysov et al. (2014), apre-

sentou a solução mais adequada ao problema, sugerindo assim a construção de 

seis grupos com números diferentes de cisternas. 

 Observa-se que, mesmo a estrutura de todos os agrupamentos sendo similar, 

existem algumas alterações na maneira como as cisternas são agrupadas, ou seja, 

as cisternas que estão dentro de um mesmo grupo podem ser agrupadas  em outra 

ordem, quando se mudam os algoritmos. Entretanto, isso não causa maiores pro-

blemas práticos. 

 No geral, os grupos devem ter a menor dispersão (variância) interna possível 

e serem “solitários” ou isolados em relação aos demais grupos, ou seja, espera-se 

que os grupos sejam distintos em relação aos demais grupos. Um bom agrupamento 

produz grupos internamente homogêneos e mantém a heterogeneidade entre eles. 

É desejável ainda que a distribuição das observações (cisternas) entre os grupos 

ocorra de maneira mais uniforme possível, com todos os grupos alocando aproxima-

damente o mesmo número de cisternas. 
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 Um breve resumo sobre a matriz de distâncias euclidiana foi realizado, obten-

do-se as seguintes estimativas: a média foi 1,43; a mediana foi 1,13; o desvio pa-

drão foi 0,98; as distâncias máxima e mínima foram 3,67 e 0,01, respectivamente; e 

o coeficiente de variação foi 68,53%. 

 Na Tabela 10, observam-se os dados da matriz de distância euclidiana com a 

existência de seis grupos obtidos pelo método da média das distâncias.  

 
Tabela 10. Estatísticas descritivas da matriz de distância euclidiana obtidas pelo  
método da média das distâncias 

Grupos 1 2 3 4 5 6 

Número de cisternas 70 7 6 8 7 2 

Média 0,64 0,58 0,72 0,45 0,38 0,24 

Mediana 0,60 0,57 0,99 0,33 0,35 0,24 

Desvio padrão 0,31 0,30 0,44 0,27 0,16 - 

Mínimo 0,01 0,13 0,13 0,08 0,18 0,24 

Máximo 1,36 1,14 1,27  0,91   0,78  0,24 

 

O grupo 3 foi o que apresentou maior dispersão com um desvio padrão de 

0,44, enquanto o grupo 6 alocou apenas duas observações ou cisternas, podendo 

este grupo ser um outlier, o que requer uma maior atenção do pesquisador.   

 A matriz de distância euclidiana e o método da ligação simples apresentaram 

seis grupos com seus respectivos valores que estão descritos na Tabela 11. Os gru-

pos 2 e 6 alocaram sete cisternas; os grupos 3 e 5, por sua vez, agruparam quatro e 

dez cisternas, respectivamente; o grupo 1 alocou a maioria das cisternas com 70 

observações; enquanto o grupo 4 ficou com apenas duas cisternas. Logo, de acordo 

com a Tabela 11 e com o observado no Dendograma da Figura 8, o grupo 4, por 

classificar poucas cisternas, pode ser considerado um outlier, ou seja, as cisternas 

(C14 e C49) que estão no grupo 4 podem ter qualidade da água imprópria para o 

consumo doméstico.  

Tabela 11. Estatísticas descritivas da matriz de distância euclidiana obtidas pelo mé-
todo da ligação simples 

Grupos 1 2 3 4 5 6 

Número de cisternas 70 7 4 2 10 7 

Média 0,64 0,59 0,36 0,20 0,80 0,38 

Mediana 0,60 0,57 0,36 0,20 0,73 0,35 

Desvio padrão 0,31 0,30 0,20 - 0,57 0,16 

Mínimo 0,01 0,13 0,13 0,20 0,08 0,18 

Máximo 1,36 1,14 0,57 0,20 1,79 0,78 
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 Observou-se, na Tabela 12, considerando-se a matriz de distância euclidiana 

dos dados das cisternas relacionados às variáveis estudadas e o método da ligação 

completa com seis grupos, que os grupos 2 e 5 têm sete cisternas, os grupos 3 e 4 

ficaram com seis e oito cisternas, respectivamente, e o grupo 1 classificou setenta 

cisternas, isto é, 70% das observações, enquanto o grupo 6 alocou apenas duas 

cisternas (C90, C98), conforme observado no dendograma apresentado na Figura 

10. Este grupo, portanto, pode-se tratar de um outlier e estar com a qualidade da 

água comprometida para uso doméstico. Ainda vale ressaltar que o grupo 3 é o mais 

provável de conter cisternas com características distintas, uma vez que obteve a 

maior variância interna (Tabela 12), comparada com as variâncias do outros cinco 

grupos. 

 
Tabela 12. Estatísticas descritivas da matriz de distância euclidiana obtidos pelo  
método da ligação completa. 

Grupos 1 2 3 4 5 6 

Número de cisternas 70 7 6 8 7 2 

Média 0,64 0,58 0,76 0,45 0,38 0,24 

Mediana 0,60 0,57 0,99 0,33 0,35 0,24 

Desvio padrão 0,31 0,30 0,44 0,27 0,16 - 

Mínimo 0,01 0,13 0,13 0,08 0,18 0,24 

Máximo 1,36     1,14 1,27 0,91 0,78 0,24 

 

 A estatística descritiva, apresentada na Tabela 13, é referente à matriz de dis-

tância euclidiana e do método do centroide com seis grupos, em que os grupos 2, 4 

e 5 agruparam quatro, oito e sete cisternas, respectivamente, o grupo 1, por sua vez, 

ficou com setenta e sete cisternas, ou seja, 77% das observações, enquanto os gru-

pos 3 e 6 alocaram duas cisternas cada um (C14, C49) e (C90, C98), respectiva-

mente. Ou seja, estes dois grupos podem se tratar de outliers, como já observado 

em outros métodos hierárquicos de agrupamento e no dendograma apresentado na 

Figura 12.  
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Tabela 13. Estatísticas descritivas da matriz de distância euclidiana obtidas pelo  
método do centroide 

Grupos 1 2 3 4 5 6 

Número de cisternas 77 4 2 8 7 2 

Média 0,75 0,36 0,20 0,45 0,38 0,24 

Mediana 0,71 0,36 0,20 0,33 0,35 0,24 

Desvio padrão 0,38 0,20 - 0,27 0,16 - 

Mínimo 0,01 0,13 0,20 0,08 0,18 0,24 

Máximo 1,88 0,57 0,20 0,91 0,78 0,24 

 

O grupo 1 é o candidato mais evidente a apresentar cisternas com caracterís-

ticas dissimilares, uma vez que sua variância interna (Tabela 13)é superior à variân-

cia interna dos demais grupos classificados pelo método do centroide. 

 Observam-se os valores descritivos da matriz de distância euclidiana e do 

método de Ward na Tabela 14, com seis grupos, em que os grupos 2 e 6 ficaram 

com sete cisternas cada um, os grupos 3 e 5 agruparam seis e dez cisternas, res-

pectivamente, enquanto os grupos 1 e 4 foram os que ficaram com maior número de 

observações, alocando quarenta e duas e vinte oito cisternas, respectivamente. 

 
Tabela 14. Estatísticas descritivas da matriz de distância euclidiana obtidas pelo  
método de Ward 

Grupos 1 2 3 4 5 6 

Número de cisternas 42 7 6 28 10 7 

Média 0,39 0,58 0,76 0,43 0,80 0,38 

Mediana 0,38 0,57 0,99 0,43 0,73 0,35 

Desvio padrão 0,17 0,30 0,44 0,15 0,57 0,16 

Mínimo 0,03 0,13 0,13 0,01 0,08 0,18 

Máximo 0,82 1,14 1,27 0,87 1,79 1,78 

 

O método de Ward apresentou um bom resultado, se comparado aos demais 

métodos hierárquicos de agrupamento, do ponto de vista de ter melhor dividido as 

cisternas entre os grupos (Tabela 14), de acordo com o dendograma apresentado na 

Figura 14. Vale ainda ressaltar que os grupos 3 e 5 são os mais heterogêneos, isto 

é, classificaram cisternas com características dissimilares, por terem as maiores va-

riâncias internas. 

De acordo com as estatísticas descritivas observadas na Tabela 15, relacio-

nadas à matriz de distância euclidiana e ao método da mediana com seis grupos, os 

grupos 2, 4 e 5 agruparam quatro, oito e sete cisternas, respectivamente, o grupo 1 
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obteve 77% das observações com 77 cisternas, enquanto os grupos 3 e 6 alocaram 

duas cisternas cada um deles, isto é, (C14, C49) e (C90, C98), respectivamente.  

 
Tabela 15. Estatísticas descritivas da matriz de distância euclidiana obtidas pelo  
método da mediana 

Grupos 1 2 3 4 5 6 

Número de cisternas 77 4 2 8 7 2 

Média 0,75 0,36 0,20 0,45 0,38 0,24 

Mediana 0,71 0,36 0,20 0,33 0,35 0,24 

Desvio padrão 0,38 0,20 - 0,27 0,16 - 

Mínimo 0,01 0,13 0,20 0,08 0,18 0,24 

Máximo 1,88 0,57 0,20 0,91 0,78 0,24 

 

Assim, as cisternas alocadas nos grupos 3 e 6 estão com características dis-

tintas das classificadas nos demais grupos, além do mais, essas cisternas que for-

maram esses dois grupos já formaram os mesmos agrupamentos em outros méto-

dos hierárquicos estudados anteriormente, podendo esses dois grupos serem outli-

ers. O grupo 1, por ter alocado um grande número de cisternas, obteve a maior vari-

abilidade interna, sendo possivelmente o grupo mais heterogêneo entre todos os 

grupos formados pelo método da mediana.  

 A Tabela 16 apresenta os valores descritivos da matriz de distância euclidiana 

e do método de mcquitty com seis grupos,com a seguinte descrição: os grupos 2 e 5 

alocaram sete cisternas cada um, os grupos 3 e 4 ficaram com seis e oito cisternas 

respectivamente, o grupo 1, por sua vez, classificou 70% das observações com se-

tenta cisternas, enquanto o grupo 6 classificou apenas duas cisternas (C90, C98), 

como observado no dendograma apresentado na Figura 18, levando a indícios de 

que este grupo é um outlier, como observado em todos os métodos de análise de 

agrupamento hierárquico estudados anteriormente. O grupo mais disperso (Tabela 

16) é o grupo 3 por ter variância interna superior aos demais grupos ora formados 

por esse método, ou seja, as duas cisternas alocadas nesse grupo devem ter carac-

terísticas distintas ou dissimilares às cisternas alocadas nos demais grupos, forma-

dos pelo método de mcquitty. 
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Tabela 16. Estatísticas descritivas da matriz de distância euclidiana obtidas pelo  
método de mcquitty 

Grupos 1 2 3 4 5 6 

Número de cisternas 70 7 6 8 7 2 

Média 0,64 0,58 0,76 0,45 0,38 0,24 

Mediana 0,60 0,57 0,99 0,33 0,35 0,24 

Desvio padrão 0,31 0,30 0,44 0,27 0,16 - 

Mínimo 0,01 0,13 0,13 0,08 0,18 0,24 

Máximo 1,36     1,14 1,27 0,91 0,78 0,24 

 
  
 De um modo geral, observa-se que, para todos os métodos hierárquicos de 

análise de agrupamento, o desvio padrão mínimo foi observado (Tabelas 10, 11, 12, 

13, 14, 15 e 16), nos grupos que alocaram seis ou sete cisternas, isto é, os grupos 

com esses números de observações parecem serem os mais homogêneos ou terem 

características similares em relação à qualidade da água para todas as cisternas 

que estão neles alocados. Os métodos do centroide e da mediana foram os únicos 

que formaram dois grupos com apenas duas cisternas, enquanto o método de Ward 

foi o único que não formou grupos com apenas duas cisternas, apresentando assim 

uma divisão mais igualitária entre os seis grupos formados. Observou-se, em todos 

os algoritmos de agrupamento, nos quais se formaram grupos com duas cisternas 

que essas cisternas sempre foram (C14, C49) e C(90, C98). Vale ressaltar que o 

maior desvio padrão foi observado no grupo 5 para o método da ligação simples e 

de Ward, e, em ambos os métodos, o grupo 5 alocou dez cisternas, ou seja, essas 

cisternas alocadas nesse grupo têm a maior probabilidade de terem características 

distintas com relação à qualidade da água. 

 

4.3 Métrica de Camberra 

 
4.3.1 Análise dos dados utilizando a métrica de Camberra nos métodos de    

agrupamento hierárquico 

 Os dados de qualidade da água das cisternas de placas serão novamente ana-

lisados pelos métodos de agrupamento hierárquicos estudados na seção anterior, 

diferindo apenas pela distância utilizada, que, nesta seção, será a distância ou mé-

trica de camberra, em vez da distância euclidiana. O objetivo é verificar se, com a 

utilização da distância de Camberra, que é uma medida de dissimilaridade insensível 
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às transformações de escala nas variáveis, os métodos de agrupamento hierárqui-

cos apresentam resultados muito distintos dos apresentados com a utilização da dis-

tância euclidiana, que é mais sensível às diferenças de escala nas variáveis. A ideia 

é que, mesmo com a utilização das duas distâncias, cada um dos métodos não a-

presente soluções tão diferentes. 

 
4.3.2 Dendogramas obtidos para os Métodos Hierárquicos 

 Observou-se, pelo dendograma apresentado na Figura 20, obtido pelo método 

da média das distâncias com a formação de seis grupos, os grupos 1, 2, 3, 4, 5 e 6 

(Tabela 17), com as respectivas cisternas alocadas em cada grupo. 

 
Tabela 17. Grupos de cisternas obtidos por meio do método da média das distâncias 
com métrica de camberra 

Grupos n            Cisternas  

Grupo 1 41 C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C10 C11 C13 C16 C17 C20 C21 C22 
C26 C29 C30 C31 C32 C33 C35 C38 C41 C55 C59 C60 C62 
C63 C67 C76 C77 C91 C92 C93 C94 C95 C96 C97 C99 

Grupo 2 9 C9 C24 C51 C53 C54 C57 C61 C73 C88 
Grupo 3 4 C12 C19 C43 C44 
Grupo 4 10 C14 C15 C27 C28 C49 C50 C58 C72 C90 C98 
Grupo 5 29 C18 C23 C25 C34 C36 C37 C39 C40 C42 C45 C46 C47 C48 

C52 C56 C68 C69 C70 C74 C75 C78 C80 C81 C82 C83 C84 
C85 C86 C87 

Grupo 6 7  C64 C65 C66 C71 C79 C89 C100 

 

 O grupo 1 foi formado por quarenta e uma cisternas, ou seja, todas essas cis-

ternas são similares segundo as variáveis em estudo, levando a indícios de que a 

qualidade da água de todos essas cisternas é semelhante, e ainda foi o que alocou 

a maior quantidade de cisternas. O grupo 5, por sua vez, classificou vinte e nove 

cisternas, os grupos 2 e 4 apresentaram nove e dez cisternas respectivamente, o 

grupo 3 foi formado apenas por quatro unidades, que foram as cisternas (C12, C19, 

C43, C44). O grupo 3,por ter classificado apenas quatro cisternas, deve ser obser-

vado com uma atenção especial,uma vez que as águas dessas cisternas podem  

estar com a qualidade imprópria para o uso doméstico, o grupo 6 classificou sete 

cisternas, uma quantidade de observações que não é alta se comparada ao grupo 1. 
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Figura 20. Dendograma resultante do método da média das distâncias com a        
métrica de camberra 
 
 Observa-se, na Figura 21, o gráfico da silhueta com as respectivas estatísti-

cas da silhueta obtidas pelo método da média das distâncias, utilizando-se a métrica 

de camberra, isto é, nessa figura se encontra a estatística da silhueta para os seis 

grupos individualmente, assim como a estatística da silhueta média. Os grupos 2, 3 

e 6 têm ótimas estatísticas da silhueta com valores de 0,64, 0,50 e 0,82, respectiva-

mente, isto é, esses grupos alocaram de maneira adequada as cisternas que neles 

estão, assim essas cisternas não devem ser realocadas em outros grupos poreste 

algoritmo de agrupamento. Os grupos 1, 4 e 5, por sua vez, obtiveram valores da 

estatística da silhueta menores que os outros três grupos, em particular o grupo 4, 

que obteve a mais baixa estatística da silhueta, seguido pelo grupo 5, enquanto no 

grupo 1 ainda é possível uma classificação regular de acordo este critério de valida-

ção, pois seus valores foram 0,43, 0,35 e 0,40, respectivamente para os grupos 1, 4 

e5 (Figura 21), em um intervalo de -1 a 1 que essa estatística pode assumir. A esta-

tística da silhueta média foi de 0,46, que é considerado baixo para uma boa classifi-

cação das cisternas nos grupos obtidos pelo método da média da distância, utilizan-

do a distância ou métrica de camberra. 
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Figura 21. Gráfico e estatística da silhueta obtidos pelo método da média das distân-
cias com a métrica de camberra 
 

O Dendograma obtido pelo método da ligação simples, utilizando a métrica de 

Camberra, está apresentado na Figura 22: 

 

Figura 22. Dendograma resultante do método da ligação simples com a métrica de 
camberra 

 
Observa-se a existência de seis grupos nessa figura que foi obtida pelo méto-

do da ligação simples, ressaltando-se um caso especial que deve ser observado, o 

grupo 3 com uma única observação que é a cisterna (C12). Na Tabela 18, estão a-
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presentados os grupos 1, 2, 3, 4, 5 e 6, e cada um deles tem as respectivas cister-

nas alocadas pelo método. 

 
Tabela 18. Grupos de cisternas obtidos por meio do método da ligação simples com 
métrica de camberra 

Grupos n            Cisternas  

Grupo 1 73 C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C10 C11 C13 C16 C17 C18 C19 C20 
C21 C22 C23 C25 C26 C29 C30 C31 C32 C33 C34 C35 C36 
C37 C38 C39 C40 C41 C42 C43 C44 C45 C46 C47 C48 C52 
C55 C56 C59 C60 C62 C63 C67 C68 C69 C70 C74 C75 C76 
C77 C78 C80 C81 C82 C83 C84 C85 C86 C87 C91 C92 C93 
C94 C95 C96 C97 C99 

Grupo 2 9 C9 C24 C51 C53 C54 C57 C61 C73 C88 
Grupo 3 1 C12 
Grupo 4 8 C14 C15 C27 C28 C49 C50 C58 C72 
Grupo 5 7 C64 C65 C66 C71 C79 C89 C100 
Grupo 6 2  C90 C98 

 

O grupo 1 é constituído por setenta e três cisternas, ou seja, segundo o método 

da ligação simples utilizando a métrica de camberra, todas as cisternas alocadas 

nesse grupo têm características similares de acordo com as variáveis estudadas. Os 

grupos 2, 4 e 5, por sua vez, classificaram nove, oito e sete cisternas, respectiva-

mente, os grupos 3 e 6 alocaram uma e duas cisternas, respectivamente, isto é, as 

cisternas (C12) e(C90, C98), podendo esses dois grupos serem outliers, em especial 

o grupo 3,com cuja cisterna o pesquisador deve ter uma atenção especial, pois ela 

poderia estar com a qualidade da água imprópria para uso doméstico, conforme Fan 

et al. ( 2013). Por outro lado, a cisterna (C12) poderia estar alocada no grupo errado 

uma vez que sua estatística da silhueta (Figura 23) foi zero, ou seja, este grupo po-

deria ser inserido em outro grupo com características similares.  

O Gráfico da silhueta com as respectivas estatísticas da silhueta estão apre-

sentados na Figura 23, para o método da ligação simples com a métrica de Camber-

ra. Observa-se que os grupos 2, 5 e 6 obtiveram boas estatísticas da silhueta com 

respectivos valores de 0,62, 0,77 e 0,79, sugerindo que as cisternas alocadas nes-

ses três grupos possivelmente não serão realocadas para outros grupos, como ob-

servado por Peng et al. (2012).  
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Figura 23. Gráfico e estatística da silhueta obtidos pelo método da ligação simples 
com a métrica de camberra 
 

Os grupos 1, 3 e 4 tiveram estatísticas da silhueta respectivamente 0,18, 0,00 e 

0,14, indicando classificações duvidosas das cisternas nesses três grupos, uma vez 

que vez as estatísticas da silhueta foram baixas. O grupo 3, em especial, obteve es-

tatística da silhueta zero, sugerindo que esse grupo não exista, logo a cisterna (C12) 

que forma o grupo 3 deve ser alocada em outro grupo que seja mais similar.A esta-

tística média da silhueta de 0,27 confirma que o método da ligação simples fez uma 

classificação moderada das cisternas nos seus respectivos grupos, corroborando 

com Lin et al. (2013) e sugerindo que cisternas que estão em um determinado grupo 

podem migrar para outro grupo. 

 De acordo com o Dendograma apresentado na Figura 24, obtido pelo método 

da ligação completa, utilizando a métrica de camberra, observa-se a presença de 

seis grupos, isto é, o método da ligação completa forma os grupos 1, 2, 3, 4, 5 e 6 

(Tabela 19), com as respectivas cisternas. 

 

 

 

 

 

Silhouette width si

-0.5 0.0 0.5 1.0

Gráfico da silhueta

Average silhouette width :  0.27

n = 100 6clustersCj

j :  nj | aveiCjsi

1 :   73  |  0.18

2 :   9  |  0.62

3 :   1  |  0.00
4 :   8  |  0.14

5 :   7  |  0.77
6 :   2  |  0.79
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Figura 24. Dendograma resultante do método da ligação completa com a métrica de 
camberra 
 
Tabela 19. Grupos de cisternas obtidos por meio do método da ligação completa 
com métrica de camberra 

Grupos n            Cisternas  

Grupo 1 41 C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C10 C11 C13 C16 C17 C20 C21 C22 
C26 C29 C30 C31 C32 C33 C35 C38 C41 C55 C59 C60 C62 
C63 C67 C76 C77 C91 C92 C93 C94 C95 C96 C97 C99 

Grupo 2 9 C9 C24 C51 C53 C54 C57 C61 C73 C88 
Grupo 3 4 C12 C19 C43 C44 
Grupo 4 10 C14 C15 C27 C28 C49 C50 C58 C72 C90 C98 
Grupo 5 29 C18 C23 C25 C34 C36 C37 C39 C40 C42 C45 C46 C47 C48 

C52 C56 C68 C69 C70 C74 C75 C78 C80 C81 C82 C83 C84 
C85 C86 C87 

Grupo 6 7  C64 C65 C66 C71 C79 C89 C100 

 
O método da ligação completa utilizando a métrica de camberra apresentou vi-

síveis diferenças dos outros métodos estudados até então. Uma delas é que o grupo 

1 agrupou quarenta e uma cisternas, ou seja, um número bem diferente em relação 

ao mesmo grupo obtido pelos outros métodos de agrupamento. Observou-se tam-

bém que o grupo 5 ficou com vinte e nove cisternas, o que também diferiu dos ou-

tros métodos de agrupamento, utilizando a métrica de camberra. Uma outra obser-

vação é que o método da ligação completa não formou grupos com duas cisternas 

como nos outros métodos de agrupamento. Os grupos 2, 3, 4 e 6 classificaram nove, 

quatro, dez e sete cisternas, respectivamente. De maneira geral, o método da liga-

ção completa classificou as cisternas nos seis grupos de maneira mais igualitária, 
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isto é, não houve grupos com um número elevado de cisternas, nem grupos com 

poucas observações. 

O método da ligação completa utilizando a métrica de camberra apresentou ca-

racterísticas peculiares em relação aos outros métodos utilizados para essas análi-

ses, como bem destacamos anteriormente. Essas características também foram no-

táveis no gráfico e nas estatísticas da silhueta observadas na Figura 25, pois o único 

grupo que obteve estatística da silhueta ótima com valor de 0,82 foi o grupo 6, como 

observado em Lin et al. (2013). Já os grupos 1, 2, 3 e 5 obtiveram estatísticas da 

silhueta 0,43, 0,64, 0,50 e 0,40,respectivamente, dando indícios de boas classifica-

ções das cisternas em seus respectivos grupos, mesmo com estatísticas da silhueta 

inferiores ao grupo 6, enquanto o grupo 4 obteve o menor valor da estatística da  

silhueta que foi 0,35. A estatística média da silhueta, obtida pelo método da ligação 

completa utilizando a métrica de Camberra, foi de 0,46, valor que dá uma boa credi-

bilidade ao método,por ter classificado adequadamente as cisternas nos seus     

respectivos grupos. 

 

Figura 25. Gráfico e estatística da silhueta obtidos pelo método da ligação completa 
com a métrica de camberra 
 
 

Em uma observação visual feita pelo Dendograma apresentado na Figura 26, 

percebe-se que o método do centroide utilizando a métrica de camberra indica a 
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n = 100 6clustersCj

j :  nj | aveiCjsi

1 :   41  |  0.43

2 :   9  |  0.64

3 :   4  |  0.50

4 :   10  |  0.35

5 :   29  |  0.40

6 :   7  |  0.82
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presença de seis grupos com número distinto de cisternas (Tabela 20), em cada 

grupo, isto é, os grupos 1, 2, 3, 4, 5 e 6, com as respectivas cisternas. 

 

Figura 26. Dendograma resultante do método do centroide com a métrica de     
camberra 

 
Tabela 20. Grupos de cisternas obtidos por meio do método do centroide com a   
métrica de camberra 

Grupos n            Cisternas  

Grupo 1 15 C1 C5 C16 C21 C26 C33 C35 C41 C55 C59 C60 C63 C67 C92 
C95 

Grupo 2 55 C2 C3 C4 C6 C7 C8 C10 C11 C13 C17 C18 C20 C22 C23 C25 
C29 C30 C31 C32 C34 C36 C37 C38 C39 C40 C42 C45 C46 
C47 C48 C52 C56 C62 C68 C69 C70 C74 C75 C76 C77 C78 
C80 C81 C82 C83 C84 C85 C86 C87 C91 C93 C94 C96 C97 
C99 

Grupo 3 9 C9 C24 C51 C53 C54 C57 C61 C73 C88 
Grupo 4 4 C12 C19 C43 C44 
Grupo 5 10 C14 C15 C27 C28 C49 C50 C58 C72 C90 C98 
Grupo 6 7  C64 C65 C66 C71 C79 C89 C100 

 

O grupo 1 é constituído por quinze cisternas como no método da ligação     

média, ou seja, conforme o método do centroide utilizando a métrica de camberra, 

todas as cisternas alocadas nesse grupo têm características similares,de acordo 

com as variáveis estudadas e com o que observaram You e Seo (2009). O grupo 2, 

por sua vez, classificou cinquenta e cinco cisternas, correspondendo a 55% das   

observações,enquanto os grupos 3, 4, 5 e 6 alocaram nove, quatro, dez e sete cis-

ternas, respectivamente. Vê-se que o método do centroide apresentou característi-
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cas idênticas às apresentadas pelo método da ligação média ou média das distân-

cias, em que as mesmas cisternas foram alocadas nos mesmo grupos, como obser-

vado nos dendogramas apresentados nas Figuras 20 e 26. 

 O Gráfico com as respectivas estatísticas da silhueta para o método do cen-

troide estão apresentados na Figura 27, na qual as estatísticas da silhueta para cada 

um dos grupos são apresentadas individualmente, além da estatística média da si-

lhueta.  

 

Figura 27. Gráfico e estatística da silhueta obtidos pelo método do centroide com a 
métrica de camberra 

 
Observa-se que os grupos 1, 3 e 6 têm ótimas estatísticas da silhueta com va-

lores de 0,83, 0,64 e 0,82, respectivamente, ou seja, esses grupos alocaram de ma-

neira adequada as cisternas que neles estão, assim essas cisternas têm probabili-

dade baixa de serem realocadas em outros grupos. O grupo 4, por sua vez, obtive 

valor da estatística da silhueta inferior aos outros três grupos, mas o suficiente para 

garantir uma boa classificação, de acordo com esse critério de validação, pois seu 

valor foi de 0,58. Já os grupos 2 e 5 obtiveram estatísticas da silhueta mais baixas 

com valores de 0,11 e 0,35, respectivamente (Figura 27), podendo ser questionável 

a classificação desses dois grupos. A estatística da silhueta média foi de 0,36,o que 

pode resultar em uma classificação regular para os grupos obtidos pelo método do 

centroide. 

Silhouette width si
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Average silhouette width :  0.36

n = 100 6clustersCj

j :  nj | aveiCjsi

1 :   15  |  0.83

2 :   55  |  0.11
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4 :   4  |  0.58
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O Dendograma obtido pelo método de Ward com a métrica de camberra está 

apresentado na Figura 28. Observa-se a existência de seis grupos nessa figura que 

foi obtida pelo método de Ward.  

 

Figura 28. Dendograma resultante do método de Ward com a métrica de camberra 

 
Na Tabela 21, estão apresentados os grupos 1, 2, 3, 4, 5 e 6, e, em cada um 

desses grupos, foram alocadas as respectivas cisternas pelo método de Ward com a 

métrica de camberra.  

 
Tabela 21. Grupos de cisternas obtidos por meio do método de Ward com a métrica 
de camberra 

Grupos n            Cisternas  

Grupo 1 15 C1 C5 C16 C21 C26 C33 C35 C41 C55 C59 C60 C63 C67 C92 
C95 

Grupo 2 26 C2 C3 C4 C6 C7 C8 C10 C11 C13 C17 C20 C22 C29 C30 C31 
C32 C38 C62 C76 C77 C91 C93 C94 C96 C97 C99 

Grupo 3 9 C9 C24 C51 C53 C54 C57 C61 C73 C88 
Grupo 4 33 C12 C18 C19 C23 C25 C34 C36 C37 C39 C40 C42 C43 C44 

C45 C46 C47 C48 C52 C56 C68 C69 C70 C74 C75 C78 C80 
C81 C82 C83 C84 C85 C86 C87 

Grupo 5 10 C14 C15 C27 C28 C49 C50 C58 C72 C90 C98 
Grupo 6 7  C64 C65 C66 C71 C79 C89 C100 

 
Observa-se que o grupo 1 é constituído por quinze cisternas, como nos méto-

dos da média das distâncias e do centroide utilizando a métrica de camberra, ou se-

ja, de acordo com o método de Ward, todas as cisternas alocadas nesse grupo têm 

características similares,conforme as variáveis mensuradas. Os grupos 2 e 4, por 
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sua vez, classificaram o maior número de cisternas, ou seja, vinte e seis e trinta e 

três cisternas, respectivamente, os grupos 3 e 5 alocaram nove e dez cisternas res-

pectivamente, enquanto o grupo 6 obteve o menor número de observações com sete 

cisternas.Portanto, o método de Ward com a métrica de camberra (Figura 28) e com 

a distância euclidiana (Figura 14) divide as cisternas entre os seis grupos obtidos 

pelo método de forma mais “justa”, se comparado aos outros métodos, isto é, não 

existem grupos com muitas cisternas ou grupos com uma ou duas cisternas apenas. 

O método de Ward com a métrica de camberra apresentou características pe-

culiares em relação aos outros métodos. Essas características também foram notá-

veis no Gráfico e nas estatísticas da silhueta observadas na Figura 29, na qual os 

grupos 1, 3 e 6 obtiveram boas estatísticas da silhueta com valores de 0,77, 0,64 e 

0,84, respectivamente, enquanto os grupos 2, 4 e 5 obtiveram estatísticas da silhue-

ta 0,39, 0,40 e 0,35, respectivamente, dando indícios de boas classificações das cis-

ternas em seus respectivos grupos, como encontrado por Clifford et al. (2011), 

mesmo com estatísticas da silhueta inferiores aos grupos 1, 3 e 6. A estatística mé-

dia da silhueta obtida pelo método de Ward com a métrica de camberra foi de 0,50, 

dando indícios de que esse método fez uma boa classificação das cisternas nos 

seus respectivos grupos. 

 

Figura 29: Gráfico e estatística da silhueta obtidos pelo método de Ward com a mé-
trica de camberra 
 

De acordo com o Dendograma apresentado na Figura 30, obtido pelo método 

da mediana com a métrica de camberra, observa-se a presença de seis grupos, isto 

Silhouette width si
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Gráfico da silhueta

Average silhouette width :  0.5

n = 100 6clustersCj

j :  nj | aveiCjsi

1 :   15  |  0.77

2 :   26  |  0.39

3 :   9  |  0.64

4 :   33  |  0.40

5 :   10  |  0.35
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é, o método da mediana forma os grupos 1, 2, 3, 4, 5 e 6 (Tabela 22), com as res-

pectivas cisternas alocadas nos grupos por esse método. 

 

Figura 30. Dendograma resultante do método da mediana com a métrica de      
camberra 

 
Tabela 22. Grupos de cisternas obtidos por meio do método da mediana com a    
métrica de camberra 

Grupos n            Cisternas  

Grupo 1 15 C1 C5 C16 C21 C26 C33 C35 C41 C55 C59 C60 C63 C67 C92 
C95 

Grupo 2 55 C2 C3 C4 C6 C7 C8 C10 C11 C13 C17 C18 C20 C22 C23 C25 
C29 C30 C31 C32 C34 C36 C37 C38 C39 C40 C42 C45 C46 
C47 C48 C52 C56 C62 C68 C69 C70 C74 C75 C76 C77 C78 
C80 C81 C82 C83 C84 C85 C86 C87 C91 C93 C94 C96 C97 
C99 

Grupo 3 9 C9 C24 C51 C53 C54 C57 C61 C73 C88 
Grupo 4 4 C12 C19 C43 C44 
Grupo 5 10 C14 C15 C27 C28 C49 C50 C58 C72 C90 C98 
Grupo 6 7  C64 C65 C66 C71 C79 C89 C100 

 
Pelo método da mediana com a métrica de camberra foram formados seis  

grupos (Figura 30). Observou-se que o grupo 1 é formado por quinze cisternas, o 

grupo 2 alocou cinquenta e cinco cisternas, o que é considerado um número grande 

de observações. Os grupos3 e 5 agruparam nove e dez cisternas, respectivamente, 

enquanto o grupo 6 ficou com sete cisternas, e o grupo 4 formado por apenas quatro 

cisternas, sendo este o grupo que alocou o menor número de cisternas, de acordo 

com método da mediana. 
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Observou-se, na Figura 31, que as estatísticas da silhueta indicam a consistên-

cia dos grupos 1, 3 e 6 com uma boa homogeneidade, tendo estatísticas da silhueta 

0,83, 0,64 e 0,82, respectivamente, apontado que as cisternas foram bem classifica-

das nesses três grupos.  

 

Figura 31. Gráfico e estatística da silhueta obtidos pelo método da mediana com a 
métrica de  camberra 
 

Os grupos 2, 4 e 5 apresentaram estatísticas da silhueta de 0,11, 0,58 e 0,35, 

respectivamente, que, apesar de não terem valores elevados, como para os outros 

três grupos, ainda apresentam indícios de uma boa classificação das cisternas nos 

grupos para os quais foram alocadas, em especial o grupo 4. Já o grupo 2 tem uma 

classificação questionável, uma vez que sua estatística da silhueta foi a mais baixa 

de todos. De maneira geral, de acordo com o gráfico da silhueta e a estatística da 

silhueta média (Figura 31), que é de 0,36, as cisternas estão classificadas de forma 

regular nos seus respectivos grupos, sendo possível realocação de observações 

para outros grupos. 

O Dendograma apresentado na Figura 32, obtido pelo método de mcquitty com 

a métrica de Camberra, apresenta seis grupos que têm número distinto de cister-

nas,como observado na Tabela 23, isto é, os grupos 1, 2, 3, 4, 5 e 6, com as respec-

tivas cisternas alocadas em cada grupo. 
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Figura 32. Dendograma resultante do método de mcquitty com a métrica de       
camberra 

 
Tabela 23. Grupos de cisternas obtidos por meio do método de mcquitty com a    
métrica de camberra 

Grupos n            Cisternas  

Grupo 1 15 C1 C5 C16 C21 C26 C33 C35 C41 C55 C59 C60 C63 C67 C92 
C95 

Grupo 2 26 C2 C3 C4 C6 C7 C8 C10 C11 C13 C17 C20 C22 C29 C30 C31 
C32 C38 C62 C76 C77 C91 C93 C94 C96 C97 C99 

Grupo 3 9 C9 C24 C51 C53 C54 C57 C61 C73 C88 
Grupo 4 8 C12 C64 C65 C66 C71 C79 C89 C100 
Grupo 5 10 C14 C15 C27 C28 C49 C50 C58 C72 C90 C98 
Grupo 6 32  C18 C19 C23 C25 C34 C36 C37 C39 C40 C42 C43 C44 C45 

C46 C47 C48 C52 C56 C68 C69 C70 C74 C75 C78 C80 C81 
C82 C83 C84 C85 C86 C87 

 
Observa-se que o grupo 1 alocou quinze cisternas de acordo com o método de 

mcquitty utilizando a métrica de camberra, diferindo das outras técnicas de agrupa-

mento apresentadas anteriormente com essa distância. Outro diferencial observado 

nesse método de agrupamento é que os grupos 2 e 6 foram formados por um núme-

ro elevado de observações, com vinte e seis e trinta e duas cister-

nas,respectivamente, o que não havia ocorrido em outros métodos de agrupamento, 

em especial com relação ao grupo 6. Os grupos 3, 4 e 5 foram formados de maneira 

similar a outros métodos de agrupamento, com nove, oito e dez cisternas, respecti-

vamente. Nessas condições o que merece atenção especial é o grupo 6, já que foi 
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formado em outros métodos de agrupamento por poucas cisternas, o que não ocor-

reu nesse método com a métrica de camberra. 

O gráfico da silhueta com as respectivas estatísticas da silhueta estão apresen-

tados na Figura 33, para o método de mcquitty, utilizando-se a métrica de Camberra, 

pois observa-se que os grupos 1, 3 e 4 têm boas estatísticas da silhueta, com res-

pectivos valores de 0,77, 0,64 e 0,68, sugerindo que as cisternas alocadas nesses 

três grupos têm probabilidades baixas de serem realocadas para outros grupos, o 

que corrobora com Arbelaitz et al.(2013). Os grupos 2, 5 e 6 tiveram estatísticas da 

silhueta respectivamente de 0,39, 0,35 e 0,42, indicando classificações regulares 

das cisternas nesses três grupos, mesmo tendo estatísticas da silhueta inferiores 

aos outros três grupos. A estatística média da silhueta de 0,50 confirma que o méto-

do de mcquitty com a métrica de camberra teve uma boa classificação das cisternas 

nos seus respectivos grupos. 

 
Figura 33. Gráfico e estatística da silhueta obtidos pelo método de mcquitty com a 
métrica de camberra 

 
 Após uma análise individual dos resultados dos métodos de ligação média ou 

média das distâncias, de ligação simples, de ligação completa, de centroide, de 

Ward, de mediana e de mcquitty, realizou-se uma comparação dos agrupamentos 

obtidos por cada método, focando as características desses grupos, assim como o 

número de grupos, tal qual fez Clifford et al. (2011). 

Silhouette width si
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 Os agrupamentos obtidos pelo método de Ward apresentaram um melhor de-

sempenho de acordo com a estatística média da silhueta e individual de cada grupo 

em relação aos métodos de ligação média, de ligação simples, de centroide, de me-

diana e de mcquitty. O método de mcquitty também obteve resultado similar ao mé-

todo de Ward, com estatística média da silhueta igual a este método, diferindo ape-

nas pelo fato do grupo 6 do método de mcquitty apresentar estatística da silhueta 

com apenas 50% do valor da estatística da silhueta do mesmo grupo para o método 

de Ward.Já os agrupamentos obtidos pelo método da ligação simples foram os que 

obtiveram desempenho mais fraco, segundo a estatística média da silhueta e as es-

tatísticas da silhueta individual para cada grupo, pois o grupo 4 obteve estatística da 

silhueta (Figura 23) igual a zero, sugerindo que esse grupo classificou incorretamen-

te ou mesmo que esse grupo não existe.  

 Um breve resumo sobre a matriz da distância de camberra ou métrica de cam-

berra foi realizado, obtendo-se as seguintes estimativas: a média foi de 1,38; a me-

diana, 1,35; o desvio padrão, 0,67; o mínimo e o máximo da métrica de camberra, 

0,01 e 3,18, respectivamente; e o coeficiente de variação, 48,55%, indicando uma 

homogeneidade regular. 

 De acordo com as estatísticas descritivas observadas na Tabela 24, relaciona-

das à matriz da distância ou métrica de camberra e ao método da média das distân-

cias com seis grupos, os grupos 2, 4 e 6 agruparam nove, dez e sete cisternas, res-

pectivamente, enquanto os grupos 1 e 5 alocaram quarenta e uma e vinte nove cis-

ternas, respectivamente, já o grupo 3 obteve 4% das observações com quatro cis-

ternas,isto é (C12, C19, C43, C44).  

 
Tabela 24. Estatísticas descritivas da matriz de distância ou métrica de camberra 
obtidas pelo método da média das distâncias 

Grupos 1 2 3 4 5 6 

Número de cisternas 41 9 4 10 29 7 

Média 0,39 0,83 0,36 1,21 0,44 0,38 

Mediana 0,37 0,87 0,36 1,42 0,44 0,35 

Desvio padrão 0,17 0,62 0,20 0,53 0,16 0,16 

Mínimo 0,03 0,08 0,13 0,14 0,01 0,18 

Máximo 0,82 1,49 0,57 1,98 0,88 0,78 

 

Assim, as cisternas alocadas no grupo 3 estão com características distintas das 

classificadas nos demais grupos, podendo esse grupo ser um outlier. O grupo 2 ob-
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teve a maior variabilidade interna, sendo possivelmente o grupo mais heterogêneo 

entre todos os grupos, seguido pelo grupo 4, formado pelo método da média das 

distâncias com a métrica de camberra. 

A Tabela 25 apresenta os valores descritivos da matriz da distância de camber-

ra ou métrica de Camberra, utilizando o método da ligação simples com seis grupos 

e apresentando a seguinte descrição: os grupos 2, 4 e 5 alocaram nove, oito e sete 

cisternas, respectivamente; o grupo 1, por sua vez, classificou 73% das observações 

com setenta e três cisternas, enquanto o grupo 6 classificou duas cisternas (C90, 

C98), e o grupo 3 alocou apenas uma cisterna (C12), como observado no dendo-

grama apresentado na Figura 22, levando a indícios de que esses dois grupos são 

outliers.  

 
Tabela 25. Estatísticas descritivas da matriz de distância ou métrica de camberra 
obtidas pelo método da ligação simples 

Grupos 1 2 3 4 5 6 

Número de cisternas 73 9 1 8 7 2 

Média 0,72 0,83 - 1,11 0,38 0,24 

Mediana 0,64 0,87 - 1,34 0,35 0,24 

Desvio padrão 0,42 0,62 - 0,57 0,16 - 

Mínimo 0,01 0,08 - 0,13 0,18 0,24 

Máximo 2,06 1,49 - 1,98 1,78 0,24 

 

O grupo mais disperso (Tabela 25) é o grupo 2 por ter variância interna         

superior à dos demais grupos formados por esse método, ou seja, as nove cisternas 

alocadas nesse grupo devem ter características distintas ou dissimilares às cisternas 

alocadas nos demais grupos formados pelo método da ligação simples. Já o grupo 

3, que alocou uma cisterna, deve ser verificado com atenção, pois este grupo pode 

não existir, e a cisterna (C12) alocada no grupo 3 unir-se a outro grupo que seja 

mais similar a ele. 

A descrição apresentada na Tabela 26 é referente à matriz da distância de 

camberra ou métrica de camberra e do método da ligação completa com seis      

grupos. Nesse caso, os grupos 2, 4 e 6 agruparam nove, dez e sete cisternas, res-

pectivamente, o grupo 3, por sua vez, ficou apenas com quatro cisternas, ou seja, 

4% das observações (C12, C19, C43, C44), enquanto os grupos 1 e 5 alocaram 

quarenta e uma e vinte nove cisternas, respectivamente, ou seja, estes dois grupos 

ficaram com um maior número de observações, como já observado no método da 
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ligação média pelo dendograma da Figura 20. O grupo 2 é o que apresenta cisternas 

com características mais dissimilares, uma vez que seu desvio padrão interno (Tabe-

la 26) é superior ao desvio padrão interno dos demais grupos classificados pelo mé-

todo da ligação completa. 

 
Tabela 26. Estatísticas descritivas da matriz de distância ou métrica de camberra 
obtidas pelo método da ligação completa 

Grupos 1 2 3 4 5 6 

Número de cisternas 41 9 4 10 29 7 

Média 0,39 0,83 0,36 1,21 0,44 0,38 

Mediana 0,37 0,87 0,36 1,41 0,44 0,35 

Desvio padrão 0,17 0,62 0,20 0,53 0,16 0,16 

Mínimo 0,03 0,08 0,13 0,13 0,01 0,18 

Máximo 0,82 1,49 0,57 1,98 0,88 0,78 

 
A Tabela 27 apresenta os valores descritivos da matriz da distância ou métrica 

de camberra com método do centroide, com seis grupos apresentando a seguinte 

descrição: os grupos 1 e 2 alocaram quinze e cinquenta e cinco cister-

nas,respectivamente; os grupos 3, 5 e 6 ficaram com nove, dez e sete cisternas, 

respectivamente;e o grupo 4, por sua vez, classificou o menor número de observa-

ções do método do centroide, utilizando a métrica de camberra com quatro cisternas 

(C12, C19, C43, C44), como observado no Dendograma apresentado na Figura 26. 

O grupo mais disperso (Tabela 27) é o grupo 3 por ter desvio padrão interno superior 

ao dos demais grupos ora formados por esse método, isto é, as nove cisternas    

alocadas nesse grupo devem ter características distintas ou dissimilares, mesmo 

estando alocadas no mesmo grupo.  

 
Tabela 27. Estatísticas descritivas da matriz de distância ou métrica de camberra 
obtidas pelo método do centroide 

Grupos 1 2 3 4 5 6 

Número de cisternas 15 55 9 4 10 7 

Média 0,24 0,62 0,83 0,36 1,21 0,38 

Mediana 0,23 0,56 0,87 0,36 1,42 0,35 

Desvio padrão 0,12 0,29 0,62 0,20 0,53 0,16 

Mínimo 0,03 0,01 0,08 0,13 0,13 0,18 

Máximo 0,48 1,31 1,49 0,57 1,98 0,78 

 

De acordo com as estatísticas descritivas observadas na Tabela 28, relaciona-

das à matriz da distância ou métrica de camberra e do método de Ward com seis 
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grupos, os grupos 3, 5 e 6 agruparam nove, dez e sete cisternas, respectivamente, 

já os grupos 1, 2 e 4 alocaram quinze, vinte e seis e trinta e três cisternas, respecti-

vamente. Assim, as cisternas alocadas nos grupos 1, 2 e 6 estão com características 

bastante similares por apresentarem os menores desvios padrões interno sem rela-

ção aos dos demais grupos, como encontrado por Berge et al. (2003). O grupo 3 

obteve a maior variabilidade interna, sendo possivelmente o grupo mais heterogêneo 

entre todos os grupos formados pelo método de Ward com a métrica de camberra. 

 
Tabela 28. Estatísticas descritivas da matriz de distância ou métrica de camberra 
obtidas pelo método de Ward 

Grupos 1 2 3 4 5 6 

Número de cisternas 15 26 9 33 10 7 

Média 0,24 0,36 0,83 0,62 1,21 0,38 

Mediana 0,23 0,38 0,87 0,50 1,42 0,35 

Desvio padrão 0,12 0,14 0,62 0,40 0,53 0,16 

Mínimo 0,03 0,04 0,08 0,01 0,13 0,18 

Máximo 0,48 0,65 1,49 1,96 1,98 0,78 

 

Na Tabela 29, observam-se os dados da matriz da distância ou métrica de 

camberra com existência de seis grupos obtidos pelo método da mediana. O grupo 1 

é formado por quinze cisternas, o grupo 2 é formado por cinquenta e cinco cisternas, 

o grupo 3 é formado por nove cisternas, o grupo 4 é formado por quatro cisternas, o 

grupo 5 é formado por dez cisternas, e o grupo 6 é formado por sete cisternas. O 

grupo 3 foi o que apresentou maior dispersão com um desvio padrão de 0,62, en-

quanto o grupo 4 alocou apenas quatro observações ou cisternas, podendo este 

grupo ser um outlier, o que requer uma maior atenção do pesquisador. 

 
Tabela 29. Estatísticas descritivas da matriz de distância ou métrica de camberra 
obtidas pelo método da mediana 

Grupos 1 2 3 4 5 6 

Número de cisternas 15 55 9 4 10 7 

Média 0,24 0,62 0,83 0,36 1,21 0,38 

Mediana 0,23 0,56 0,87 0,36 1,42 0,35 

Desvio padrão 0,12 0,29 0,62 0,20 0,53 0,16 

Mínimo 0,03 0,01 0,08 0,13 0,13 0,18 

Máximo 0,48 1,31 1,49 0,57 1,98 0,78 
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As estatísticas descritivas apresentadas na Tabela 30 são referentes à matriz 

da distância ou métrica de camberra e do método de mcquitty com seis grupos. Den-

tre eles, os grupos 3, 4 e 5 agruparam nove, oito e dez cisternas, respectivamente. 

O grupo 1, por sua vez, ficou com quinze cisternas, ou seja, 15% das observações, 

enquanto os grupos 2 e 6 alocaram vinte seis e trinta e duas cisternas, respectiva-

mente, ou seja, esses dois grupos foram os que alocaram os maiores números de 

cisternas através desse método de agrupamento, como observado no dendograma 

apresentado na Figura 32. O grupo 4 é o candidato mais evidente a apresentar cis-

ternas com características dissimilares, uma vez que seu desvio padrão interno  

(Tabela 30) de 0,94 é superior ao desvio padrão interno dos demais grupos classifi-

cados pelo método de mcquitty, assim como nos valores encontrados por Berge et 

al. (2003), na técnica hierárquica de Ward. 

 
Tabela 30. Estatísticas descritivas da matriz de distância ou métrica de camberra 
obtidas pelo método da mcquitty 

Grupos 1 2 3 4 5 6 

Número de cisternas 15 26 9 8 10 32 

Média 0,24 0,36 0,83 0,91 1,21 0,57 

Mediana 0,23 0,38 0,87 0,42 1,42 0,48 

Desvio padrão 0,12 0,14 0,62 0,94 0,53 0,34 

Mínimo 0,03 0,04 0,08 0,18 0,13 0,01 

Máximo 0,48 0,65 1,49 2,53 1,98 1,63 

 

Uma vez que este trabalho tem como principal objetivo a formação de grupos 

de cisternas que tenham a menor variabilidade interna possível, o método de Ward 

apresentou a solução mais apropriada para o nosso problema, pois formou grupos 

com cisternas mais similares ou homogêneas, segundo as variáveis de qualidade da 

água mensuradas. 

De acordo com Mingote (2007), um grupo pode representar uma observação 

ou cisterna, sendo possível conhecer as observações incluídas nos grupos além da 

relação entre elas, assim como a estimação da hierarquia entre as observações. En-

tão, a análise de agrupamento hierárquico de dados organiza os grupos numa árvo-

re hierárquica, facilitando a navegação entre os dados. 

As técnicas de agrupamentos hierárquicos possuem outras características e 

vantagens em conformidade com Silva (2005), isto é, com o conhecimento da rela-

ção entre os dados e a descoberta dos grupos que alocaram as observações       



 113

existentes e suas ligações, ainda é possível verificar o número “ideal” de grupos pa-

ra técnicas não hierárquicas abordadas mais adiante, entre outras vantagens. 

Comparando-se os resultados obtidos através dos métodos hierárquicos de a-

grupamento utilizados no agrupamento de cisternas de placas quanto à qualidade da 

água nelas armazenadas, o método de Ward e o método de mcquitty obtiveram as 

melhores soluções para o problema, quando levada em consideração a divisão das 

cisternas entre os grupos. O método de Ward obteve bons resultados tanto com a 

distância euclidiana quanto com a métrica de Camberra, como encontrados em Ber-

ge et al. (2003) e Clifford et al. (2011). O método de mcquitty, por um lado, obteve 

um bom resultado apenas com a métrica de camberra. Por outro lado, o método de 

mcquitty com a métrica de camberra foi o que apresentou a maior variância interna 

para um grupo, quando comparado a todos os outros métodos apresentados, utili-

zando a distância euclidiana e a métrica de camberra. 

 

4.4  Métodos Não Hierárquicos 

 
Existem uma gama de métodos não hierárquicos fundamentados na combina-

ção de distribuições, na teoria da estimação de densidades e partição. A principal 

diferença entre os métodos hierárquicos discutidos em seções anteriores e os méto-

dos não hierárquicos é que naqueles, em geral, não se conhece o número de grupos 

k, pois sendo um objeto ou cisterna alocado em um determinado grupo, ele não de-

ve mais ser realocado em outro grupo. Já, nos métodos não hierárquicos, o proces-

so de agrupamento é aplicado diretamente na matriz de dados, e não na matriz de 

dissimilaridade como nos métodos hierárquicos. 

Nos métodos não hierárquicos, fixou-se a priori o número k de grupos, e assim 

as cisternas foram alocadas nos k grupos, utilizando uma função objetivo como crité-

rio. Dessa forma, a realocação das cisternas encerrou-se quando uma regra de pa-

rada especificada a priori for satisfeita como observado por Ferreira (2008). Esse 

método em geral é definido como método de otimização em vez de partição, em vir-

tude de suas características. A seguir, serão analisados e discutidos os resultados 

obtidos dos dados das cisternas de placas da região do Pajeú – PE, localizadas no 

sertão do estado de Pernambuco, utilizando-se três métodos não hierárquicos de 

agrupamento, a saber: os agrupamentos fuzzy, o k – média e o k – medoide.   
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4.4.1 Agrupamento Fuzzy 

 
Os sistemas Híbridos caracterizam-se pela combinação de duas ou mais técni-

cas de Inteligência Computacional em um só modelo,objetivando-se utilizar o que 

existe de mais robusto para obter a melhor solução para um dado problema. Nesse 

contexto, existem os modelos híbridos construídos com Redes Neurais Artificiais 

(RNA).Portanto, os modelos híbridos têm como base a adição da Teoria de Conjun-

tos Fuzzy utilizando o algoritmo c – Means. 

Nessa linha, Bezdek et al. (1992) propôs o algoritmo Fuzzy c – Means,o qual 

funciona como base para outros modelos híbridos utilizados na tarefa de agrupa-

mento ou classificação fuzzy. Segundo esse modelo, uma variação não supervisio-

nada da RNA é adicionada de característica fuzzy.  

O agrupamento apresentado a seguir é obtido pelo método não hierárquico de 

agrupamento fuzzy,no qual se observa a presença de seis grupos. O método de a-

grupamento fuzzy forma os grupos 1, 2, 3, 4, 5 e 6 (Tabela 31), com as respectivas 

cisternas. 

Tabela 31. Grupos de cisternas obtidos por meio do método não hierárquico de    
agrupamento fuzzy 

Grupos n            Cisternas  

Grupo 1 7 C73 C45 C46 C56 C69 C78 C87 
Grupo 2 12 C12 C14 C18 C19 C42 C43 C44 C49 C50 C52 C70 C74  
Grupo 3 29 C03 C04 C05 C07 C08 C10 C11 C13 C21 C23 C25 C26 C30 

C32 C33 C38 C39 C48 C63 C67 C75 C76 C77 C82 C84 C91 
C93 C94 C97  

Grupo 4 29 C01 C02 C06 C16 C17 C20 C22 C29 C31 C34 C35 C36 C40 
C41 C47 C55 C59 C60 C62 C68 C80 C81 C83 C85 C86 C92 
C95 C96 C99 

Grupo 5 15 C09 C15 C27 C28 C51 C53 C54 C57 C58 C61 C72 C73 C88 
C90 C98 

Grupo 6 8  C24 C64 C65 C66 C71 C79 C89 C100 

 

O agrupamento apresentado na Tabela 31 foi obtido pela matriz do grau de 

pertinência de cada cisterna ao seu respectivo grupo. Assim, um objeto ou cisterna é 

atribuído a cada grupo de acordo com o grau de adesão máxima aos grupos, e essa 

matriz produz a partição de agrupamentos o mais próximo possível da realidade. Em 

outras palavras, uma cisterna é atribuída a cada grupo de acordo com o grau de per-

tinência máxima, desde que tal grau de pertinência seja igual ou maior a 0,5 (≥ 0,5), 

o que foi observado em todas as cisternas. Caso contrário, presume-se que a cister-
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na que obteve grau de pertinência inferior a 0,5 não pertence a nenhum grupo, o que 

não se verificou neste agrupamento fuzzy. 

As cem cisternas consideradas no estudo (Tabela 31) foram analisadas para 

extrair características para a análise de agrupamento. As correlações entre as carac-

terísticas e as variáveis relacionadas com a qualidade da água foram analisadas, ou 

seja, as seis variáveis de qualidade da água ora analisadas foram relacionadas aos 

sais minerais e às condições higiênicas e sanitárias.  

As variáveis de localização, latitude e longitude então inclusas no estudo para 

identificar as regiões onde estão localizadas as cisternas que são geograficamente 

próximas. As seis variáveis foram padronizadas, como já mencionado neste traba-

lho, e foi atribuída a mesma escala de importância para todas as variáveis, o que 

significa que nenhuma variável em particular influenciou no resultado dos agrupa-

mentos, exceto pela característica natural da variável. 

Para analisar a sensibilidade do resultado do algoritmo Fuzzy c – Means 

(FCM), a variação no parâmetro de fuzificação m é de 1,4 a 2,5, no entanto,Pal e 

Bezdek (1995) mencionam que o FCM oferece melhor desempenho para m no inter-

valo de 1,5 – 2,5. 

A homogeneidade dos grupos é obtida a partir do algoritmo Fuzzy c – Means 

(FCM) e testada através de medidas de heterogeneidades de Hosking e Wallis 

(1993). Por um lado, quando o conjunto inteiro de cem cisternas foi considerado co-

mo um único grupo, este grupo tornou-se bastante heterogêneo. Por outro lado, 

quando o número de grupos c aumenta além de um, o algoritmo apresenta grupos 

que são relativamente homogêneos. Além disso, o tamanho dos grupos diminui com 

o aumento do número de grupos. Assim, neste estudo, o número máximo de grupos 

foi fixado pela matriz do grau de pertinência das cisternas em cada grupo, e os resul-

tados obtidos para c não superior a 6 são apresentados e discutidos em seguida. 

O número ideal de grupos no conjunto de dados de cisterna é identificado atra-

vés das medidas de validação do agrupamento fuzzy. O índice de Xie e Beni (VXB) 

indica como número ótimo de grupos (Tabela 32) c = 2 para m = 1,5; 1,6; 1,7; 2,2; 

2,3 e 2,4, indica c = 3 para m = 1,4, indica c = 4 para m = 2,5 e c = 5 para m = 1,8; 

1,9; 2,0 e 2,1. As medidas de heterogeneidade de Hosking e Wallis mostram que 

para c = 5, isto é, quando o número de grupos é maior, o algoritmo de agrupamento 

(FCM) fornece grupos mais homogêneos. A escolha de um número maior de grupos, 

no caso c = 5, permite uma melhor comparação dos resultados, como definido ante-
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riormente. Os valores ótimos do índice de Xie e Beni sugerem que a melhor escolha 

de m está no intervalo 1,8 – 2,1, ou seja, o número de grupo indicado pelo algoritmo 

(FCM) é c = 5 para m na vizinhança de 2,0.  

Tabela 32. Comparação das medidas de validação dos grupos para o conjunto de 
dados relativos às cisternas de placas na região do Pajeú em Serra Talhada – PE 

c m VPC VPE VXB c m VPC VPE VXB 

2 1,4 0,932 0,123 0,315 2 2,0 0,753 0,400 0,265 
3 0,939 0,123 0,209 3 0,628 0,662 0,389 

4 0,834 0,312 0,575 4 0,565 0,831 0,345 
5 0,863 0,256 0,367 5 0,582 0,847 0,232 

6 0,854 0,290 0,570 6 0,545 0,962 0,318 
2 1,5 0,903 0,174 0,311 2 2,1 0,729 0,432 0,255 

3 0,829 0,311 0,438 3 0,595 0,714 0,378 
4 0,783 0,409 0,540 4 0,529 0,895 0,312 

5 0,818 0,352 0,350 5 0,542 0,929 0,209 
6 0,803 0,403 0,527 6 0,504 1,050 0,282 

2 1,6 0,872 0,226 0,304 2 2,2 0,707 0,460 0,244 
3 0,789 0,388 0,435 3 0,566 0,760 0,369 

4 0,736 0,503 0,499 4 0,497 0,951 0,281 
5 0,771 0,454 0,329 5 0,505 1,001 0,187 

6 0,748 0,523 0,483 6 0,467 1,128 0,248 
2 1,7 0,840 0,276 0,295 2 2,3 0,688 0,484 0,234 

3 0,746 0,465 0,424 3 0,539 0,800 0,361 
4 0,690 0,594 0,458 4 0,469 1,000 0,253 

5 0,722 0,559 0,306 5 0,424 1,161 0,314 
6 0,693 0,643 0,437 6 0,396 1,279 0,262 

2 1,8 0,809 0,322 0,285 2 2,4 0,670 0,505 0,224 
3 0,704 0,537 0,412 3 0,516 0,835 0,353 

4 0,646 0,680 0,419 4 0,444 1,044 0,227 
5 0,674 0,661 0,281 5 0,400 1,209 0,287 

6 0,640 0,758 0,394 6 0,371 1,333 0,234 
2 1,9 0,780 0,363 0,275 2 2,5 0,655 0,524 0,214 

3 0,665 0,603 0,400 3 0,495 0,865 0,347 
4 0,603 0,759 0,380 4 0,422 1,082 0,204 

5 0,627 0,758 0,256 5 0,378 1,251 0,259 
6 0,591 0,865 0,355 6 0,349 1,380 0,209 

Os valores em negrito denotam valores ótimos das medidas de validação. 
VPC: coeficiente de partição; VPE: partição entropia; VXB: índice de Xie e Beni; m: parâmetro de fuzifica-
ção; c: número de grupos. 
 
 

O coeficiente de partição (VPC) e partição entropia (VPE) indicam c = 2 como 

melhor partição, isto é, sugerem dois grupos como resultado ótimo e são ineficazes. 

Em geral, VPC é maximizado, e VPE é minimizado para c = 2, independentemente do 
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valor que o parâmetro de fuzificação m assume (Tabela 32). Isso ocorre porque es-

sas duas medidas de validação necessitam de uma relação direta com alguma pro-

priedade dos dados. Em conformidade com Xie e Beni (1991) e Halkidi et al.(2001), 

nota-se que, à medida que o coeficiente de partição decresce monotonamente, com 

o aumento do número de agrupamentos, a partição entropia apresenta um cresci-

mento monótono à medida que o número de grupos aumenta. 

Segundo Bargaoui et al. (1998) e Hall e Minns (1999), ambas as medidas frequen-

temente indicam como resultado c = 2, sendo uma partição ótima. No caso dos da-

dos das cisternas de placas na região do Pajeú – PE, a tendência monótona é cla-

ramente observada na partição entropia (VPE) para valores de m superior a 1,9 (Ta-

bela 32). O índice de Xie e Beni (VXB) não exibe nenhuma tendência monofônica, e, 

portanto, é eficaz na identificação da partição ótima ou dos grupos formados pelas 

cisternas de placas utilizadas no estudo da qualidade da água na região do Pajeú –

PE. 

 De acordo com Xu e Wunsch (2005), se o parâmetro de fuzificação m é defi-

nido em m = 2, o grau de pertinência das observações ou cisternas de um determi-

nado grupo é obtido unicamente em função das razões entre as distâncias entre o 

objeto e os centros de grupos.Porém, se o valor do parâmetro de fuzificação m é 

diferente de 2 (m ≠ 2), observa-se que existe uma alteração na influência das rela-

ções entre as distâncias dos dados aos centros dos grupos. 

 Quando o parâmetro de fuzificação m cresce, isto é, para (m → ∞), o grau de 

pertinência não é calculado mais em função das distâncias entre os dados os cen-

tros dos grupos, e sim em função do número de grupos c. Observa-se que, para al-

tos valores de m, os vetores protótipos que compõem os elementos da matriz de 

atualização dos dados tendem a se aproximar do centro do conjunto de dados, ou 

seja, para valores altos do parâmetro de fuzificação m, o algoritmo (FCM) apresenta 

resultados com grupos menos definidos. Portanto, o “melhor” valor que m pode as-

sumir no algoritmo (FCM) é aquele que minimiza a movimentação da matriz de atua-

lização. 

 

4.4.2 K – Means 
 

Os métodos não hierárquicos baseados em partição são os mais utilizados, 

sendo o método de k – médias ou (k – means) um dos métodos obtidos por partição 

que se tornou consagrado nas últimas décadas. A técnica de agrupamento não hie-
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rárquico k – média busca particionar os objetos ou cisternas com suas respectivas 

variáveis de qualidade da água em k grupos (G1, G2, ... , Gk), em que Gi denota os 

grupos de cisternas em k grupos, minimizando algum critério numérico que, resul-

tando em valores baixos, dá indícios de bons resultados. 

A implementação mais comum do método de agrupamento não hierárquico de 

k – médias é aquela que busca uma partição das cem cisternas em k grupos como 

observado em Joshua et al. (2012), minimizando a soma dos quadrados dos desvios 

dentro dos grupos. Uma maneira simples e clara para a utilização do método de k – 

média é observado na  Figura 34, nos dados das cisternas como um todo, isto é, 

quando se plota cada uma das variáveis contra as outras. 

Inicialmente vamos observar a dispersão dos dados no Scatterplot apresentado 

na Figura 34. O Scatterplot sugere que pelo menos uma das cisternas é considerada 

diferente das outras em relação à sua qualidade de água, em especial a taxa de coli-

formes fecais. As cisternas são facilmente identificadas, ou seja, as cisternas (C64, 

C65, C66, C71, C79, C100) apresentam taxas “elevadas” de coliformes fecais. Veri-

ficou-se ainda que as outras variáveis de qualidade da água apresentaram taxas 

elevadas nessas seis cisternas. E observou-se claramente que essas cisternas a-

presentam taxas elevadas em relação à maioria das variáveis de qualidade da água. 

 

Figura 34. Scatterplot da matriz de dados de cisternas de placas da região do      

Pajeú – PE 
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 Uma vez que os dados foram padronizados para a correção de escala de me-

dida das variáveis, as suas variâncias são muito semelhantes, e assim prossegui-

mos no processo de agrupamentos. Primeiro, será realizada a soma de quadrado 

dentro dos grupos, que varia de um a seis grupos, como sugerido pelos métodos de 

agrupamento anteriores, cujo objetivo é obter a indicação do número mais plausível 

de grupos. Esta solução é mostrada na Figura 35, e os alto mais significativo na cur-

va da Figura 35 ocorre quando se passa de 2 para 3 grupos, a partir do que se pode 

concluir que o agrupamento ótimo se verifica na formação de três grupos, em con-

formidade com o estudo de Kassomenos et al. (2010). 

 

Figura 35. Soma de quadrados dentro dos grupos para diferentes grupos, usando o 
método de k – médias para os dados de cisternas de placas na região do             
Pajeú – PE. 
 
 Observa-se a existência de três grupos, que foram obtidos pelo método de a-

grupamento não hierárquico de k – média. Formaram-se os grupos 1, 2 e 3, confor-

me observado na (Tabela 33), com as respectivas cisternas. 
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Tabela 33. Grupos de cisternas obtidos por meio do método não hierárquico de        
k – média 

Grupos n            Cisternas  

Grupo 1 28 C12 C18 C19 C23 C25 C34 C36 C37 C39 C40 C42 C43 C44  
C45 C46 C47 C48 C52 C56 C69 C70 C74 C78 C80 C81 C83 
C85 C87  

Grupo 2 23 C14 C15 C27 C28 C49 C50 C53 C54 C57 C58 C61 C64 C65 
C66 C71 C72 C73 C79 C88C89  C90 C98 C100  

Grupo 3 49 C01 C02 C03 C04 C05 C06 C07 C08 C09 C10 C11 C13 C16 
C17 C20 C21 C22 C24 C26 C29 C30 C31 C32 C33 C35 C38 
C41 C51 C55 C59 C60 C62 C63 C67 C68 C75 C76 C77 C82 
C84 C86 C91 C92 C93 C94 C95 C96 C97 C99 

 
 Nesse método, não se sabe inicialmente o número de grupos, assim a indica-

ção do número ótimo de grupos foi sugerida pela soma de quadrados dentro dos 

grupos ou pelo coeficiente de fusão,em conformidade com os estudos de Kassome-

nos et al.(2010). Observa-se ainda uma boa alocação das cisternas nos três grupos 

feita pelo método de k – média. 

 Esse método por ser interativo nos leva a crer que esses três grupos deveriam 

ter aproximadamente o mesmo número de cisternas, ou seja, 33 ou 34 cisternas em 

cada grupo. Como isso não aconteceu, evidentemente o método de k – média agru-

pou da maneira mais pertinente a que as características de cada cisterna poderiam 

se assemelhar dentro de um mesmo grupo e diferente dos outros dois grupos. Isso 

pode ser observado no Scatterplot apresentado na Figura 36, na qual os grupos a-

parecem em diferentes cores para cada variável de qualidade da água mensurada 

nas cisternas em estudo. 
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Figura 36. Scatterplot da matriz de dados de cisternas de placas da região do      
Pajeú – PE, com os agrupamentos obtidos pelo método de k – média com 10       
simulações iniciais 
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ternas nos grupos. Essa classificação foi realizada pelo método de k– média, respei-

tando-se a similaridade de cada cisterna aos grupos, e não se sabe de fato uma 

maneira que melhor atribua cada cisterna a cada grupo. Portanto, o método não hie-

rárquico de agrupamento de k – média realizou um agrupamento das cisternas que 

não gerou nenhum grupo com poucas cisternas ou outliers, dando indícios de uma 

classificação parcimoniosa, do ponto de vista de similaridade ou homogeneidade 

das cisternas que estão no mesmo grupo e de dissimilaridade das cisternas que es-

tão nos demais grupos. Isto é, a qualidade da água dessas cisternas atendem a três 

escalas de medidas diferentes, segundo as variáveis que estão sendo consideradas 

para este estudo.  

 
4.4.3 K – Medoid 
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grupamento, existe um outro método semelhante ao k – médias, diferenciando-se 

apenas por utilizar um elemento do grupo que representa os demais, sendo um pon-

to de referência. Este método é conhecido como critério de k – medoid proposto por 

Vinod (1969). 

O número de grupos sugerido pela soma de quadrados dentro dos grupos para 

diferentes grupos (Figura 35) são três grupos, e, para cada um desses grupos, obte-

ve-se um elemento representativo ou cisterna que foi o ponto de referência de cada 

um dos grupos, que é a média ou medoid dos grupos.Assim considerando k = 3 gru-

pos, como indicado na Figura 35, o algoritmo pam sugere como medoids iniciais ou 

centro dos grupos as cisternas (C75, C64, C53), para os grupos 1, 2 e 3, respecti-

vamente, que estão apresentados na Tabela 34. 

Tabela 34. Grupos de cisternas obtidos por meio do método não hierárquico de        
k – medoid 

Grupos n            Cisternas  

Grupo 1 81 C01 C02 C03 C04 C05 C06 C07 C08 C09 C10 C11 C12 C13  
C15 C16 C17 C18 C19 C20 C21 C22 C23 C24 C25 C26 C27 
C28 C29 C30 C31 C32 C33 C34 C35 C36 C37 C38 C39 C40 
C41 C42 C43 C44 C45 C46 C47 C48C50 C51 C52C55 C56 C59 
C60 C62 C63 C67 C68 C69 C70 C74 C75 C76 C77 C78 C80 
C81 C82 C83 C84 C85 C86 C87C91 C92 C93 C94 C95 C96  
C97  C99 

Grupo 2 9 C14 C49 C64C65 C66 C71 C79 C89 C100 
Grupo 3 10 C53  C54C57  C58 C61 C72  C73 C88 C90 C98 

 

Com base na Tabela 34, observa-se que as cisternas C75, C64 e C53, que es-

tão em negrito, representam os medoids de cada grupo. Verificou-se que oitenta e 

uma cisternas são alocadas no grupo 1, pois estão mais próximas do medoid C75, o 

grupo 2, por sua vez, alocou nove cisternas que estão mais próximas do me-

doidC64, já o grupo 3 classificou dez cisternas que estão próximas ao medoid C53 

e, portanto, não aos outros dois grupos por estarem mas distantes dos seus me-

doids.  

A medida das estatísticas da silhueta calculada para cada grupo representa a 

qualidade dos grupos encontrados. Quanto maior esse valor, melhor a qualidade dos 

agrupamentos, assim como proposto por Albalate et al. (2011). Logo as estatísticas 

da silhueta dos grupos 1, 2 e 3 foram 0,63, 0,62 e 0,67, respectivamente, enquanto a 

estatística média da silhueta foi de 0,64, como observado na Figura 37. Esses valo-
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res dão fortes indícios de que foram obtidos bons agrupamentos das cisternas, se-

gundo a similaridade ou semelhança em suas qualidades de água. 

 

Figura 37. Gráfico e estatística da silhueta obtidos pelo método de K – medoid 
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Figura 38: Agrupamentos obtidos pelo método do k – medoid utilizando pam. 
 

 Observa-se a formação de três grupos – 1, 2 e 3 – representados pelas cores 

vermelha, azul e verde, respectivamente. Porém, como visualizado na Figura 38, a 

cisterna C90, por exemplo, está no grupo 3, sendo vizinha próximo do grupo 2, por 

isso, ela aparece na cor azul e na borda do grupo 3. Também a cisterna C100 está 

no grupo 2, mais com uma vizinhança considerável de pertencimento ao grupo 3, e 

assim por diante, como observado por Docampo et al. (2013), em uma Análise de 

Componentes Principais. Sendo assim as cisternas que estão nos seus devidos gru-

pos e com as cores originais do grupo seriam candidatas a medoid deste grupo, mas 

não fortes o suficiente para representar o grupo como as cisternas que os represen-

taram, como citado anteriormente. 

Portanto, a qualidade da água das cisternas que estão no grupo 1 deve repre-

sentar um padrão de qualidade de água das cisternas de placas da região do       

Pajeú – PE, uma vez que oitenta e uma cisternas ou 81% dessa amostra estão com 

qualidade da água similar por estarem em um mesmo grupo. Com relação aos gru-

pos 2 e 3,não é descartável a possibilidade dos mesmos representarem a qualidade 

da água dessa região, haja vista que a qualidade do agrupamento desses grupos 

está bastante satisfatória, quando considerado como critério de suas validações as 

estatísticas da silhueta. 
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5 CONCLUSÕES  

  
 A utilização dos métodos multivariados de análise de agrupamento podem con-

tribuir de maneira muito significativa com o pesquisador na formação dos grupos de 

cisternas de placas, com base em uma ou mais variáveis de qualidade da água ora 

analisada. A obtenção da “melhor” solução foi realizada observando-se a qualidade 

dos agrupamentos através da comparação da variância interna de cada grupo e do 

índice da estatística da silhueta. A utilização de diferentes métodos de agrupamento 

hierárquico acarretaram uma maior confiabilidade nos resultados obtidos, no entan-

to, esses resultados sugeriram grupos de tamanho distintos. 

 As técnicas multivariadas de análise de agrupamento proposto responderam 

questionamentos a respeito de variáveis de qualidade da água em regiões semiári-

das do Nordeste Brasileiro, como a região do Pajeú de Pernambuco.  

 Além dos métodos hierárquicos de análise de agrupamento, neste trabalho 

também foi proposta a utilização de métodos não hierárquicos, como é o caso do 

agrupamento Fuzzy usado para a análise de agrupamento. Este método utilizou a 

matriz de grau de pertinência que alocou cada cisterna para o grupo no qual ela ob-

teve a mais elevada pertinência. Assim, possibilitou a utilização do método de agru-

pamento não hierárquico Fuzzy, cujos resultados se mostraram satisfatórios. 

 A proposta de utilizar e comparar os métodos hierárquicos e os métodos não 

hierárquicos em análise de agrupamento mostrou-se eficiente, possibilitando, dessa 

forma, a obtenção do “melhor” número de grupos como sugerido pela literatura, além 

da obtenção de outros agrupamentos que poderiam ser utilizados no estudo. Logo, o 

pesquisador tem uma maior autonomia na escolha do número de grupos, podendo 

considerar como número “ótimo” de grupos em determinada situação aquele sugeri-

do pelos métodos hierárquicos, pelos métodos não hierárquicos ou por uma combi-

nação de ambos os métodos.   

Dentre todos os métodos de agrupamentos hierárquicos utilizados com a dis-

tância euclidiana, os que indicaram melhor qualidade no agrupamento, segundo os 

índices da estatística da silhueta, foram os métodos do centroide e da mediana, pois 

estes métodos indicam que a qualidade da água das cisternas alocadas em cada 

grupo é similar acerca das variáveis analisadas, no entanto, estes dois métodos de 

agrupamento são penalizados por produzirem grupos muito distintos, ou seja, um 
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grupo tem um grande número de cisternas, e outros grupos têm apenas duas cister-

nas. 

O método da ligação simples utilizando a distância euclidiana apresentou o re-

sultado mais insatisfatório segundo a estatística da silhueta, indicando que os gru-

pos formados por esse método podem não ter classificado cisternas com qualidade 

da água similar o quanto os grupos produzidos por outros métodos de agrupamento.  

O método de Ward utilizando a distância euclidiana produziu o melhor resulta-

do, quando considerado que nenhum dos grupos ficou apenas com duas cisternas, 

nem algum dos grupos ficou com uma “grande” quantidade de cisternas. Os méto-

dos de agrupamento hierárquicos utilizando a distância euclidiana produziram, em 

sua maioria, grupos com duas cisternas, que, em geral, foram as cisternas C14 e 

C49, podendo esses grupos ser outliers, e as cisternas que foram neles classifica-

das possuírem água imprópria para o consumo humano. 

Os métodos hierárquicos de agrupamento utilizando a distância euclidiana, o 

método do centroide e o método da mediana foram os que produziram as melhores 

soluções, quando considerado o desvio padrão interno de cada grupo, ou seja, es-

ses métodos obtiveram grupos mais homogêneos, sugerindo que as cisternas que 

foram alocadas em cada um desses grupos apresentam qualidade da água similar 

em relação às variáveis mensuradas. 

Quanto aos métodos de agrupamentos hierárquicos utilizando a distância ou 

métrica de camberra, os que obtiveram melhor qualidade nos agrupamentos, segun-

do os índices da estatística da silhueta, foram os métodos de Ward e de mcquitty, 

isto é, esses métodos dão indícios de que a qualidade da água das cisternas aloca-

das em cada grupo é similar em relação às variáveis analisadas. Além disso, esses 

dois métodos produziram bons resultados no que tange ao tamanho dos grupos. E-

videntemente pode não ter sido o “melhor” resultado, no entanto, formaram grupos 

mais parcimoniosos no sentido de não haver grupos com muitas ou poucas cister-

nas, como em outros métodos de agrupamento. 

No que concerne à heterogeneidade dos grupos, os métodos hierárquicos de 

agrupamento utilizando a métrica de camberra apresentaram basicamente as mes-

mas características, isto é, não se observou em nenhum dos métodos a formação de 

grupos mais homogêneos, assim como não ocorreram grupos heterogêneos em ne-

nhum dos métodos. Verificou-se pelo menos um dos grupos heterogêneos ou     
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homogêneos em todos os métodos de agrupamento hierárquicos utilizando a métri-

ca de camberra. 

O agrupamento Fuzzy sugeriu a formação de seis grupos de acordo com a ma-

triz do grau de pertinência das cisternas de cada grupo. No entanto, levando em 

consideração o índice de Xie e Beni, a indicação foi de cinco grupos, o que se torna-

ria mais plausível por ser um índice de validação. 

O método de k – média ou k – means sugeriu a formação de três grupos, de 

acordo com o Scatterplot das variáveis de qualidade da água ora estudadas, o que 

foi confirmado pela soma de quadrados dentro dos grupos, ou gráfico de fusão ou 

cotovelo referenciado na literatura, no qual se observa que esses agrupamentos são 

parcimoniosos, segundo o número de cisternas alocadas em cada grupo.  

Dentre todas as cisternas analisadas, as cisternas C64, C65, C66, C71, C79, 

C100, agrupadas pelo método não hierárquico de k – médias, apresentam taxas “e-

levadas” de coliformes fecais, ou seja, essas cisternas devem ser acompanhadas 

pelo pesquisador com mais atenção, pois as águas nelas armazenadas podem cau-

sar danos à saúde das pessoas que a consomem. Ainda se verificou que as outras 

variáveis de qualidade da água estudadas apresentaram taxas elevadas nessas seis 

cisternas. 

O método não hierárquico de k – medoid formou três grupos, que, apesar de 

apresentarem uma discrepância em relação ao número de cisternas alocadas em 

cada grupo, em especial o grupo 1, que classificou muitas cisternas em relação aos 

grupos 2 e 3, a qualidade desses agrupamentos foi satisfatória segundo o índice da 

estatísticas da silhueta. Nesses grupos, os medoids foram as cisternas C75, C64 e 

C53, respectivamente, isto é, essas cisternas têm qualidade da água similar às cis-

ternas dos seus grupos, uma vez que representam as cisternas de cada grupo e são 

dissimilares de outros grupos.  

Os métodos de agrupamento hierárquicos utilizados nesta tese formaram seis 

grupos, assim como o método não hierárquico de agrupamento Fuzzy. Já os méto-

dos não hierárquicos de K – means e K – medoid formaram apenas três grupos.   

A metodologia proposta nesta tese pode contribuir com o comportamento da 

qualidade da água na região do Pajeú pernambucano, reduzindo a incidência de 

cisternas com água poluída, uma vez que medidas cabíveis podem ser tomadas nas 

cisternas que forem detectadas e consideradas com qualidade da água imprópria 

para o consumo humano, evitando ainda a reincidência do problema. 
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Portanto, os métodos de análise de agrupamento hierárquicos e não hierárqui-

cos podem de forma complementar ser uma maneira eficiente de monitorar a quali-

dade da água de cisternas de placas na região do Pajeú – PE ou em qualquer outra 

região. 

Como prosseguimento deste trabalho, sugerimos utilizar outras metodologias 

multivariadas no problema de agrupamento de cisternas, de placas e outros reserva-

tórios, considerando variáveis de qualidade da água e outras variáveis de interesse, 

assim despertando novos sensos críticos nos pesquisadores em relação a tais temá-

ticas e contribuindo para a sofisticação e o enriquecimento dos resultados de natu-

reza multivariada relacionados a esse fenômeno.  
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