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Resumo

Este trabalho consta da apresentacdo de uma permutacdo simples, vista na forma de fungdao. Essa funcgao é
bijetora, portanto admite inversa (permutacao inversa). A composicao dessa fungdo com ele mesma, também
é bijetora (permutagao composta). Veremos também as permutagdes com repeticao, circulares sem repeti¢ao
e com repeticao, além das permutagoes cadticas, que sao aquelas em que nenhum elemento ocupa sua posicao
inicial. O trabalho consta também da defini¢do e apresentagdo de um Grupo das permutacdes que consiste
em 3 propriedades na qual a composicao das fungoes satisfazem todas elas. Esse é o nosso maior objetivo.
Mostraremos ainda a paridade da permutagao, bem como suas aplicagoes em casos de determinantes.

Palavras-chaves: Permutacao, Grupos, Grupos de Permutagoes






Abstract

This work consists of the presentation of a simple permutation, seen as function. This function is bijective,
hence admits inverse (inverse permutation). The composition of this function with the same it is also bijective
(composed permutation). We will also see the permutations with repetition, circular without repetition and
repetition, beyond chaotic permutations, which are those in which no element occupies its original position.
The work is also part of the definition and presentation of a group of permutations consisting of 3 properties
in which the composition of functions satisfy all of them. This is our highest goal. Still show the parity of the
permutation, as well as their applications in cases of determinants.

Keywords: Permutation, Groups, Groups of Permutations
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Capitulo 1

Grupos de Permutacao

1.1 Introducao Histérica

O estudo das permutagoes se iniciou com Joseph Louis Lagrange (1736—1813), com as equagoes algébricas, em
1770, e foi logo seguido pelas contribuicoes de Paolo Ruffini (1765—1822) e Niels Henrik Abel (1802—1829).
O primeiro a considerar explicitamente o termo GRUPOS DE PERMUTACAO foi Evariste Galois (1811 —
1832), que utilizou o termo GRUPO, com seu sentido atual, em seu trabalho, de 1830.

O nascimento da teoria de Galois foi originalmente motivado pela seguinte questao, que é conhecida como o
problema de Abel-Ruffini:

Por que ndo existe uma férmula para as raizes de uma equagdo polinomial de quinta ordem (ou maior) em termos
de coeficiente de polinémios, usando somente as operagoes algébricas usuais (adigao, subtrag¢do, multiplicagao,
divisao) e a aplicagdo de radicais (raiz quadrada, raiz cibica, etc.)?

Foi justamente estudando um certo subconjunto do Grupo das Permutagdes das raizes da equacgdo que Galois

deu uma resposta geral ao problema. Para maiores informagdes ver [19].

1.2 Permutagao

Chamamos de permutacao simples, cada um dos agrupamentos ordenados que podemos formar com os ele-
mentos de um dado conjunto X, tal que um agrupamento e outro sejam diferenciados apenas pela mudanca
de posicao entre seus elementos. Nesse caso, o agrupamento de paises ( Brasil, China, Rissia, Japao ), difere
do agrupamento ( Japao, Rissia, Brasil, China ), pois, embora os elementos de ambos sejam os mesmos, ha
mudancga no posicionamento de, pelo menos um dos seus elementos.

Pois bem, essa é a maneira convencional de se apresentar uma permutacao. Veremos agora uma definigao mais

formal e mais elegante.

Definicao 1.2.1 Dado um conjunto nao vazio X, chamamos de permutagao dos elementos de X toda funcao
bijetora ¢ : X — X.

13



14 CAPITULO 1. GRUPOS DE PERMUTACAO

No caso em que X é um conjunto finito, digamos com n elementos, essa permutacao pode ser indicada pelo
diagrama de Venn, ou de modo mais simples, com a notagao de matrizes do tipo 2 linhas e n colunas, em que
n é a quantidade de elementos do conjunto X. Na primeira linha dessa matriz, indicaremos os elementos do
conjunto X que chamaremos de dominio e na segunda linha dessa matriz, indicaremos a imagem ordenada dos

elementos da primeira linha pela fungao .

Exemplo 1.2.2 Seja X um conjunto com 3 elementos X = {1,2,3}, montaremos uma matriz do tipo (2x3).
Vejamos:

Com os elementos de X = {1,2,3}, podemos obter:

1 2 3
%(1 2 3)
1 2 3
1/)2(1 3 2)
1 2 3
w3—<2 1 3)
1 2 3
MZ(Q 3 1)
. 1 2 3
T l3 1 2

=
[=}
I
/N
W =
N DN
— W
N——

Perceba que as diferentes formas de escrevermos essa fungao nos dao justamente todas as permutagoes dos
elementos de X. Seja X um conjunto com n elementos, chamaremos de S,,, o conjunto de todas as permutacoes
formadas pelos elementos n elementos de X. Sendo assim, o exemplo anterior, em que X possui apenas 3 ele-
mentos, teremos S3 como o conjunto de todas as permutacoes desses 3 elementos. Ainda poderiamos, para ser
mais resumido e ficar mais claro ao leitor, escrever apenas as imagens ordenadas dessas fungoes 1)’s, colocando-as
entre colchetes [ ], ou seja, resumirfamos o nosso trabalho a apenas {[123][132][213][231][312][321]} = S3, cuja
interpretagao, caso a caso, seria:

[123] significa que ¥4 (1) =1, ¢1(2) =2 e ¥1(3) =3
[132] é 0 mesmo que P5(1) =1, ¥2(2) = 3 e ¥2(3) = 2 e assim por diante.
Se tivermos ¥ (j) = j, chamaremos j de ponto fixo de 1.

De um modo geral, teremos:
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Definigao 1.2.3 Se vy € S, e j € {1,2,3,...,n}, ¥(j) denota o valor da fungéo bijetiva ¥ no ponto j. Desta

forma podemos escrever a permutagao i pelo seguinte diagrama:

Dessa forma, mostramos visualmente de modo mais claro o dominio e a imagem da bijegao considerada. Ficando

a sua imagem ordenada expressa por [¢(1)1(2) ... (n)].

Exemplo 1.2.4

12345 6
= €s
¢<136254>6

Observe que, apds aplicada essa permutagao (fungdo), os nimeros 1 e 5 permanecem fixos e isso pode ser visto
através deste esquema : (1) =1, (2) =3, ¥(3) =6, ¥(4) =2, Y(5) =5 e ¢¥(6) = 4.

Observagao 1.2.5 A permutagio ¢ do conjunto X tal que 1(j) = j, para todo 1 < j < n, serd chamada de

1 2345 6 ...
= "es,
1 2 3 4 5 6 ...n

permutacao identidade.

Observagao 1.2.6 Para abreviarmos nossa escrita, temos que dado o conjunto X = {1,2,3,...,n}, chamare-

mos de S, o conjunto de todas as permutagdes do conjunto X.

Proposicao 1.2.7 Seja S, o conjunto de todas as permutacoes do conjunto X ={1,2,3,...,n}, entdo o nimero

de elementos de Sy, serd dado por n!

Prova: Consideremos, primeiramente, os seguintes casos especiais:

Para n = 1, teremos S = ¢

Para n = 2, teremos So = {11,192}

w—<;f>e&

Para n = 3a teremos 83 = {¢1a¢27¢37¢47w57¢6}

1 2 3
i=e={, 5 3 )%
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v (123 o
"l 31 °
1 2 3
- €s
¢4<213>3
1 2 3
- €s
%(312)3

v (123 s
3 21 s

Percebemos que S; tem apenas um elemento (1! = 1), chamado de identidade(e), Sy tém dois elementos
(2! = 2), S5 tém seis elementos (3! = 6), assim, S,, tem n! elementos conforme mostraremos a seguir:
Considere X = {1,2,3,...,n}. Como a permutacao é uma funcao bijetora, para o primeiro elemento do grupo
(primeiro termo) teremos n possibilidades, para o segundo elemento do grupo (segundo termo) teremos (n — 1)
possibilidades, e assim sucessivamente, até termos duas possibilidades para o (n — 1)-ésimo elemento e apenas

uma para o n-ésimo elemento. Assim, de acordo com a tabela, teremos:

Portanto, pelo principio multiplicativo da contagem, temos n! permutagoes em S(X), isto é, a cardinali-
dade de S(X) = n!l. Representaremos a cardinalidade de S(X) pelo simbolo §5(X).

1.3 Permutacao Composta

Sejam f: X — X e g : X — X duas permutagoes de X. Claramente as composicoes (fog) e (gof) séo

bijetoras e, por isso, também sao permutagoes.

Exemplo 1.3.1 Sejam:

123456
= €s
f<354261>6
123456
= € 5
g<645132>6



1.3. PERMUTACAO COMPOSTA

Entao a permutacao composta (fog) é:

(fog)(1) = f(g(1)) = f(6) =1
(fog)(2) = f(9(2)) = f(4) =2
(fog)(3) = f(g(3)) = f(5) =6
(fog)(4) = f(g(4)) = f(1) =3
(fog)(5) = f(9(5)) = f(3) =4
(fog)(6) = f(g(6)) = f(2) =5

Portanto a permutagao composta (fog) serd :

1
fog=1 6

=N
[ SENVL)
W~

€ Sg

[\
D
w

Que eliminando a linha do meio, chegaremos a:
1 2 3 45 6
og = €S
fos (1 2 6 3 4 5) ’

J4 a permutagdo composta (gof), serd dada por:

(9of)(1) = g(f(1)) = g(3) =5
(90f)(2) = 9(f(2)) = 9(5) =3
(90f)(3) = 9(f(3)) = g(4) =1
(90f)(4) = g(f(4)) = 9(2) = 4
(90f)(5) = 9(f(5)) = 9(6) = 2
(90£)(6) = g(f(6)) = g(1) =6

Portanto a permutagao composta (fog) serd :

1
gof =1 3
5

at N
N
(=}

€ Sg

w
=~
D

Que eliminando a linha do meio, chegaremos a:

123456
of = €S
gf<531426>6

17



18 CAPITULO 1. GRUPOS DE PERMUTACAO

1.4 Permutacao Inversa

Definigao 1.4.1 Uma fungdo f: A — B é inversivel, se existir f~! : B — A, tal que:

fof™* : B—B (1.1)
b—b (1.2)
¢ a identidade e
ftof A— A (1.3)
a—a (1.4)

também é a identidade.

Definigao 1.4.2 Consideremos uma funcao f : A — B. Segue que:
(i) f é sobrejetiva se para todo b € B, existe a € A, tal que f(a) = b;
(#9) f ¢é injetiva se Yaq; a2 € A, em que a1 # ag = f(a1) # f(a2);

(iil) f é bijetiva se é sobrejetiva e injetiva.

Proposigao 1.4.3 Uma funcgio f: A — B € inversivel se, e somente se, f € bijetiva.

Prova: = Por hipdtese, existe g : A — B, tal que:

(i)fog = Ip e (ii)gof = 14.

Tomemos b € B qualquer. Seja a = g(b). Da condigao (i) acima, segue que f(a) = f(g(b)) = fog(b) = Ig(b) = b.
Entao, f é sobrejetiva. Tomemos a1,as € X, tais que f(a1) = f(az2). Logo, gof(a1) = gof(as).

Da condigao (i1), segue que I4(a1) = I,(az), logo, a1 = as. Entéo, f é injetiva.

< Por hipétese, f é bijetiva. Desejamos construir uma funcao g : B — A, satisfazendo as condigoes (7) e (i),
da defini¢ao de fungao invertivel.

Dado b € B, qualquer, como f é sobrejetiva, existe a € A, tal que f(a) = b e, como f é injetiva, o elemento a
com essa propriedade é 1inico.

Assim, definimos g(b), como o tnico a € A tal que f(a) = b. As duas condigoes desejadas decorrem imediata-
mente da construgao de g.

Assim, podemos escrever que b = f(a) < a = f~1(b)

Definigao 1.4.4 Seja 1) uma permutagao em A.

Sendo ¥ : A — A bijetora, entdo existe § : A — A tal que y = ¥(z) & x = (y)

Sendo assim, chamamos a funcdo § de permutacio inversa de 1 e a representamos por § = )1,
Matricialmente, teremos:

Seja 1 a funcao bijetora, dada por:
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-1

Entao a funcao inversa 6 = ¥~ serd dada por:

S=y =

Que, apds o reordenamento, ficaremos com:
1 2 e n
L OO I ) B ()
Chamamos esse procedimento de dispositivo pratico para a obtencao da permutacao inversa.
Exemplo 1.4.5 Seja
1 2 3 45
P = €S
3425 1 ’
Dessa forma, sua funcio inversa !, sera:
3 4 2 5 1
-1
= e s
v (1 2 3 4 5) ’

Perceba que o dominio de v passou a ser imagem ordenada de ¥~! e a imagem ordenada de v passou a ser o

dominio de ¥~!. Agora basta reordenarmos os valores e chegaremos definitivamente a funcao inversa de v dada

123 45
-1
= €S
v (5 31 2 4) ’

o 1 2
41

Dessa, forma, sua funcao inversa 1~!, serd:

por:

Exemplo 1.4.6 Seja

N W
(=)

(=}
N———
m
&

<
L
Il
7N
—
N =
()
w
~
m
&
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1.5 Permutacao com Repeticao

Definigao 1.5.1 Chamamos de permutagao com elementos repetidos a todos os agrupamentos que podemos
formar com certo nimero de elementos, onde ao menos um deles ocorre mais de uma vez, tal que um agrupamento
e outro sejam diferenciados apenas pela mudanga de posigao entre os seus elementos.

Consideramos um multiconjunto X, quando tivermos um elemento a; que é repetido n; vezes, outro elemento

as que é repetido ngy vezes e assim sucessivamente, até o elemento a,,, que sera repetido n,, vezes.

Exemplo 1.5.2 Dispondo de 4 bolas pretas, 3 bolas brancas e 2 bolas verdes, de quantos modos distintos
podemos organiza-las numa prateleira?

Perceba que temos 10 bolas num total, das quais 5 s@o pretas, portanto, temos Cy 4 formas de escolher o local
onde as bolas pretas ficarao. Feito isso, ou seja, colocando as pretas nos seus devidos lugares, sobraram 5 vagas,
as quais iremos ocupar com as 3 bolas brancas, dessa maneira, temos Cs 3 formas de escolher o local das bolas
brancas. E, por fim, sobraram 2 bolas verdes para dois lugares, ou seja, teremos C5 > formas de escolher onde
as bolas verdes ficarao.

Portanto, as diferentes maneiras de arrumarmos as 10 bolas na prateleira sao:

_ 9 5 2t 9
C9,4~05,3~C2,2 — 4151°31.21°21.01 — 41.31.21

Por se tratar de reordenacao das bolas, estamos diante de uma permutagao e, portanto, simbolizamos essa

4,3,2 !
Poc — 9!

combinagao como sendo Fy'™" = qri

Dado um multiconjunto X com n; elementos iguais a a1, ny elementos iguais a as, ng elementos iguais

a ar, de modo que n; +ng +...+ng =n.

Teorema 1.5.3 O numero de permutagoes com repeticao do multiconjunto X é:

n!
B = ) (), (15)

Prova: De fato, teremos:
Cp,n, maneiras de colocar os elementos ai, depois disso, teremos C;,_,, n, lugares para colocar os elementos

az, e assim por diante até sobrar apenas Ci, ,, lugares para os elementos a,. Dessa forma, ficaremos com o

seguinte resultado para a permutacao desses elementos:

_ n! [n—n4]! ng! n! _ pni,no,..,ng
Cn,nl'Cnfnlﬂm """ anﬁnk T niln—ni]!"nal. n—ni—mo]!" """ ng!.0! 7 nilngl... ng! Pn e

A seguir, abordaremos uma definicdo mais formal para a permutacdo com repeticao.

Definigao 1.5.4 Dado um conjunto néo vazio finito X = {a11, @12, 013, .., @1ny, 21,022, - -« ,A2ngs - - - s Gmls Am2, - -

vamos definir uma relagao de equivaléncia em X, tal que:
Q5 = Aty sSi=1

-/
{aij/‘] = 17273, . 7717;}

a;

° amnm }7
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a/ij = {aila @i2, - .- 7aini}
Q5 = Qik
Definicao 1.5.5 Chamaremos de permutagao com repetigao dos elementos de um conjunto X = {a11, a12,a13, - - ., @1n,, @21, 22, .

toda funcdo sobrejetiva f, tal que: f: X — X

Perceba que todos os elementos do conjunto X sao os elementos do conjunto X, que possuem o mesmo
i, ou seja, se por exemplo, tivermos X = {a11,a12,a13, 21, @22}, um conjunto com 5 elementos, entao teremos

o conjunto X = {ay, a3} com apenas 2 elementos.

Exemplo 1.5.6 Seja X = {a,z1,22} e consequentemente X = {@,T}, temos que as diferentes formas de

3!

51 = 3. Sao elas:

permutacao serao dadas por

<
—
|
N
ol o
ST
sl 8
N———

B a Ip X2
w(377)
w3:<a I .’1?2)

Exemplo 1.5.7 Se X = {a,az}, e consequentemente X = @, teremos apenas uma permutacio que é

8
S

8
8
S

(et )
ey
w5 h )
w355 %)
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<l

CAPITULO 1. GRUPOS DE PERMUTACAO



Capitulo 2

Grupos de Permutacao

2.1 Grupos

Defini¢ao 2.1.1 Seja G um conjunto nio vazio munido de uma operacao *. Dizemos que G é um grupo com

essa operacao, se satisfaz as seguintes condicoes:

*x : GxG@—G@G

(z,y) — (z*y)

G1) ax (bxc) = (a*b)*c para todo a,b,c € G
G2)Jec G, talque axe =exa=a paratodoa € G
G3)VaeG,3FbeG,talqueaxb=bxa=e

A propriedade G1) é a associativa da operacao *, enquanto a propriedade G2), nos garante a existéncia
do elemento e, que é o elemento neutro (Unico), recebendo o nome de identidade de G. Ja em G3), temos para
cada elemento do grupo a, o elemento b, o qual é chamado de inverso de a com relagao a operagao x*.

Sem perda de generalidade, utilizamos a notagao multiplicativa para a operacao *. Sendo assim, tomamos que
e = 1 para o elemento neutro, e o simétrico de um elemento 2 € G ¢é denotado por 2~ 1.

Um grupo G serd comutativo ou abeliano, se a operacao em G for comutativa, isto é, para quaisquer z,y € G,
THRY =Y *T.

Dizemos que G é um grupo finito, se o conjunto G for finito. Nesse caso, o nimero de seus elementos sera

chamado de ordem ou cardinal de G, e representaremos por fG.

Observagao 2.1.2 A palavra simétrico pode receber nomes especiais como oposto ou inverso, dependendo da
operacao utilizada. Se usamos a adicao usual, o simétrico aditivo de m € S é denotado por —m e conhecido na

literatura como oposto, mas se usamos a multiplicacao usual, o simétrico multiplicativo de m € S é denotado

23



24 CAPITULO 2. GRUPOS DE PERMUTACAO

1

por m~+, conhecido na literatura como inverso.

Exemplo 2.1.3 Considere o conjunto dos niimeros inteiros Z munidos da operacao * definida por:

rTxy=x+y

a)Associatividade: Vz,y, z € Z, temos que:
Tty +z=x+y+2)

(x*xy)*z=xx*(y*=2)

b)Existéncia do elemento Neutro: Va € Z, temos que:
e=0
r+e—r=xr+e—r=r—T
r+e=et+r==x
(rxe)=exx==x
c)Existéncia do Simétrico: Va € Z, temos que:
¢ =—=x
143 —z=124+z—-2=0—21
t4z =2 +2=0

(xxz)=x xz=e¢

Como z € Z, o elemento (—z) € Z, portanto, o conjunto (Z,+) é um exemplo de grupo.

Exemplo 2.1.4 Considere o conjunto dos nimeros reais R munidos da operagao * definida por:

x*y =2z +y— 3. Mostraremos que (R, *) é comutativo.

a)Associatividade: Vz,y, z € R, temos que:
r+y+z—6=z+y+z—-6
r+y—3+z—-3=x+y+z2z—-3-3
(x4+y—3)xz=xx(y+2z—3)
(xxy)xz=uax*(y*2)

b)Existéncia do elemento Neutro: Vx € R, temos que:
e=3
e—3=e—-3=0
r+e—3—r=x+e—-3—zrz=x—=
r+e—3=et+x—-3==x

r*e=exxr =2

c)Existéncia do Simétrico: Va € R, temos que:
¥ =6-—z
t —3=3—2z

¥ —3=2 -3=3—2
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x+m/—3—$=x+x/—3—m:3—x
4z —3=z 4+2z—-3=3

(xxa)=z xz=e

d) Comutatividade: Vz € R, temos que:
r+y—3=x+y—3
r+y—3=y+z—-3
(xxy)=yxx=e

2.2 Grupo das Permutacoes

Seja X um conjunto nao vazio e S(X) = {¢: X — X|¢ é bijetora}. H4 em S(z) uma operacdo natural;
composigao de fungdes. De fato, sejam f,g € S(X), tal que X Jox 2 X, a composta gof : X — X é
também bijetora, logo gof € S(z).

A pergunta é:

Serd que (S(x),0) é um grupo? Em outras palavras, o conjunto S(X) com a operac¢ao de composicio satisfaz
as propriedades de grupo?

A resposta é sim, e agora verificaremos que esse conjunto satisfaz as propriedades G1, G2, G3.

G1)Dadas as fungoes (f, g, h), temos que fo(goh) = (fog)oh.

G2)3 g € G, tal que fog =gof ,Vf € G.

G3)Vf € G, Jg € G, tal que (fog)(x) = (gof)(z) = z,VX.

Lema 2.2.1 O conjunto S(X) € fechado por composi¢ao de permutagdes, isto é, f,g € S(X) = (fog) € S(X)

Prova: Dadas f;g € S(X), mostraremos que fog, ou simplesmente fg, é também uma bijecdo de X em X,
e portanto pertence a S(X). fog é injetiva. De fato, se tomarmos z1; 22 € X com x1 # 3 , como g é injetiva
segue que g(x1) # g(x2). Assim, como f é injetiva também, segue que fog(x1) # fog(xs) e portanto fog é
também injetiva. Mostraremos agora que fog é sobrejetiva e para isso seja k € X. Como f e g sdo sobrejetivas,
Jy € X com f(y) =k, 3z € X com g(z) = y. Isto é, existe z € X tal que f(g(z)) = k e portanto fog é

sobrejetiva. Assim concluimos que (fog) € S(X), e o conjunto é fechado por composi¢ao de permutagoes.

Lema 2.2.2 A fun¢do e : X — X definida por e(x) = x para todo x € X € uma bijecao e funciona como a
identidade de S(X), isto éVf € S(X) , temos foe = eof = f
Além disso, dada qualquer permutacio f € S(X), existe uma permutacdo inversa f~1 € S(X) tal que (fof ') =

flof =e

Prova: E imediato verificar que a fungdo e(x) identidade é uma permutacao e que funciona como elemento
neutro de S(X). Como toda funcao bijetiva possui inversa, e esta inversa também é bijetiva, segue a existéncia
dos inversos em S(X).

Sabemos que a composigdo de fungoes é associativa o que nos permite concluir diretamente, pela definigdo de

operagdo que temos em S(X), que
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Lema 2.2.3 Dadas as permutagées f,g,h em S(X), temos fo(goh) = (fog)oh

Esses trés lemas acima mostram que S(X) é um grupo com a operagao de composicao de fungoes.

Proposicao 2.2.4 Se §S(X) > 3, entdo o grupo (S(X),0) nao é comutativo, ou seja, nao é Abeliano.

Prova: Suponhamos que {a,b,c,...,n} € X, distintos. Considere agora 7,0 € S(X) definidas por:
m(a) = b,m(b) = a,m(x) = x para todo z € X - {a,b}.

d(a) =¢,6(c) = a,d(x) = z para todo x € X - {a,b}.

Temos que:
(dom)(a) = d(m(a))
(wod)(a) = m(6(a))
Portanto, como
dom(a) # mod(a) temos Jom # wod.

Mostrando de outra forma:

b

C.

5(b)
m(c)

a b ¢ d ... b J
mod=7n(6(x)=| ¢ b a d ... n |= ¢ ¢ S €S,
c a b d ... n
c a
a b ¢c d ... n 5 p
dor=d6(r(x))=| b a ¢ d ... n :<a ¢ n)eSn
b ¢c a d ... n
b ¢ a

Logo,dom # mod.

Definiremos a seguir o conceito de poténcia que utilizaremos no teorema 2.2.7.

Definigao 2.2.5 Seja G um grupoe z € Gen >0, e sendo e o elemento neutro (identidade) de G, entao:

e, se n=0
" = 1’
zax" ", se n>1

Além disso, utilizaremos algumas propriedades de poténcias, a saber, validas paraae b >0 :



2.2. GRUPO DAS PERMUTACOES

3) (mxa)b — xa.b
1) (@)t =z

27

Observagao 2.2.6 Um fato importante de ser notado é que, considerando X um conjunto finito, existe um

nimero natural k tal que f¥ = Id, em que f* sdo as composicoes sobre a prépria funcdo anterior. E possivel

demonstrar esse fato de que em um dado momento teremos a fungao identidade, mas primeiramente ilustraremos

observando atentamente a tabela abaixo:

1123456789
fL 131684975 ]1]2
P87 1]4]2[5]9]3]6
l1]5(3[4]6[9]2]8]|7
fA1319(8|4(7]2]|6|1]5
P82 1](4(5[6[7[3]9
fOl1]6(3[4]9][7|5]8]2
ff13|7|8[4]2[5[9]1]6
851469237
1119134 7]2](6[8]5
fOl312(8[4(5[6[7]11]9
L8l 6]1]4]9]7][5]3]2
f2l1]713[4(2][5[9[816
fBl13|5(8[4(6[9]2(1]7
A8l 91]4(7]2]6[3]5
i1 2(3[4(5[6[7[81]9

Cada linha da tabela é composi¢ao da fungao anterior, e nada mais é, que uma permutacao do conjunto

original. E como um conjunto de n elementos tem no maximo n! permutacoes, apés n! linhas, devemos neces-

sariamente ter linhas repetidas. Nao estamos dizendo ainda que alguma das linhas serd igual & primeira linha

(1,2,3,...,n—1,n), mas esse é o ponto de partida para demonstrar esse fato.

Se existir um nimero natural k, tal que f* = Id, deve existir um menor natural com essa propriedade, que

chamamos de ordem da permutacao de f. Se k é a ordem de uma permutagao f, entao f™ = Id se, e somente

se, m for um multiplo de k.

Teorema 2.2.7 Seja n > 1. Para toda a permutacio f € S,, existe um k € N, tal que f* = id.

Prova: Consideramos o subconjunto P := {f¥|k > 1} € S,. Como S, é um conjunto finito (possui n!

elementos), o subconjunto P é um conjunto finito também. Portanto, nem todas as poténcias f* sdo distintas.

Logo, existem nimeros n > m, tal que "

fme

Assim, existe um k > 1 (aqui k = n — m), tal que f* = id.
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Definicdo 2.2.8 A ordem de f € S,, é o menor inteiro positivo k > 1, tal que f¥ = id. A ordem da identidade

é igual 1.

Exemplo 2.2.9 Seja n = 3, e f uma funcao, tal que:

Entao:

Logo, f tem ordem 2.

Agora, seja f, tal que:

Entao

1 2 3
2= es
f (231) °
1 2 3
P = =id
! (123)

E finalmente:

Logo, f tem ordem 3.

Observagao 2.2.10 Sejan > 1e f € Sn. Seja k a ordem de f.

1) Tem-se f~! = f*=1 pois fr = id implica f¥=1 = frof~1 = f~1.

2) Suponha que f! = id para um inteiro > 1. Entdo k|, pois f' = id, implica [ > k, como k é o menor inteiro
positivo, tal que f* = id. Pelo algoritmo da divisdo existem inteiros ¢ e r, tais que | = gk +7 e 0 < r < k.
Tem-se id = f' = fi%of" = (f*)90f" = (id)%0f" = f".

Como k é o menor inteiro positivo com a propriedade f¥ = id e como r < k, tem-se » = 0. Portanto, [ = ¢k, ou

seja, k|l
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Observagao 2.2.11 Grupos sao estruturas algébricas abstratas, presentes em intmeras areas da matematica
e extremamente uteis. Os grupos de permutagao sao, em certo sentido, objetos universais, no sentido de que
todo grupo pode ser visto como um subgrupo do grupo de permutagoes de um conjunto (ndo necessariamente
finito), e por isso, o estudo dos grupos de permutacdo tem um papel importante na matemadtica. Para maiores

informacoes a respeito da teoria de grupos ver [20].

2.3 Estrutura de Ciclos

De quantos modos diferentes podemos organizar 4 criangas {André, Bianca, Carlos e Diana} ao redor de uma
mesa?

Essa pergunta nos dd uma ideia do que seja permutacao circular, visto que algumas formas de dispor essas
4 pessoas sao iguais. Perceba que as duas disposigbes abaixo sao iguais, ou seja, foram obtidas apenas pela

rotagao do circulo e nao pela mudanca de posi¢ao das criancas em relacao as outras.

Bianca

Figura 2.1: Figura da esquerda Figura 2.2: Figura da direita

Assim, ao representarmos a disposigdo da figura 2.1 pelo ciclo (abed), em que a é André, b é Bianca, ¢
é Carlos e d é Diana, estamos dizendo, com isso, que André estd entre Diana e Bianca, que Bianca estd entre
André e Carlos, podendo entdo representar a mesma distribuigdo dos seguintes modos (beda), ou (cdab), ou

ainda (dabc), entre outras.

Definicao 2.3.1 Considere o conjunto A = {ay,...,a,}. Desejamos permutar esses n elementos em torno de
um circulo. As permutagoes circulares (aj,as,...,a2),(as,aq,...,a1),(an,a1,...,a,—1) sdo todas iguais por
que uma pode ser obtida da outra a partir de uma rotagao.

Entao, para cada permutagao circular de n elementos, existem n permutacoes simples desses n elementos. Se
denotarmos por PC,, o nimero de permutagoes circulares com n elementos, segue que:

P, =n.PC,
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PC, ="
PC, =(n—-1)!

Portanto, voltando ao caso inicial, a pergunta foi:

- De quantos modos diferentes podemos organizar 4 criangas {André, Bianca, Carlos e Diana} ao redor de uma
mesa?”’

Sendo assim, teremos:

PCy = (4—-1)! = 3! =6, modos distintos de organiza-los.

Agora, definiremos, a permutacao circular como funcao.

Definigao 2.3.2 Seja 1 uma permutagao de S,,. Chamamos 1) de r-ciclo, se existirem elementos aq, as, ..., a, €

{1,2,...,n}, tais que:

Ousejat(ar) = az,¥(az) = as, ..., ¥(ar—1) = ar,¥(a,) = a1, que podemos escrever da forma (ajas . .. ar—1a,a1)
e para todo j € {1,2,...,n} — {a1,a2,...,a, },¢¥(j) = J.

Num r-ciclo, o nimero r é chamado de comprimento do ciclo. Um 2-ciclo é chamado de transposicao, e o 1-ciclo
é identidade. O que chamamos de permutacao circular é um n-ciclo, ou seja, quando todos os n elementos de

A, sao movidos (ciclo méximo).
Exemplo 2.3.3 Seja o conjunto X = {1,2,3,4,5}, e seja a € S, tal que:

1 2 3 4 5
o= € Sy
<3 5 2 1 4>

Assim « é um 5-ciclo, pois a(l) = 3,a(3) = 2,a(2) =5, a(5) =4, «(4) = 1. Entdo denotamos (13254).

Da mesma forma, seja
1 2 3 4 5
= €S
o < 32145 ) ’
A permutacdo S é um 2-ciclo, ou uma transposigao, visto que (1) = 3,8(3) = 1,8(2) = 2,5(4) = 4, 5(5) = 5.
Podemos denotar por (13)(2)(4)(5) ou simplesmente por 5 = (13).

Proposigao 2.3.4 Dados ¢ € S,, e j € {1,2,3,...,n}, existe | = 1;, tal que ' (j) = j, para todo | >0

Prova: Sejam
¥°(5) =7,
wl(j) =k

V2(j) = ko
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P () = ko

Pelo principio de Dirichlet, das casas dos pombos, existem 7, s, tais que:
Tome ¥"(j) = ¥*(j), em que r > s.

Assim, compondo ambos os lados com ¢ ~*(j), obtemos:

Y"73(5) = %(j) = j , ou seja, em algum dado momento, o valor da funcio volta pro lugar.

Proposicao 2.3.5 Seja ¢ € S,,. Entao, existem ciclos disjuntos (definiremos logo a sequir) dois a dois, tais

que Y = (Y1apa .. Y1),

Exemplo 2.3.6 Tome 9y € S1¢ do tipo

1 2 3 45 6 7 8 9 10
Y1 = € Sio
36 4 2 18 7 9 10 5

Podemos escrever como:

(26891051 34), como 9{ = 2, fechando o ciclo. Entdo, ¥; pode ser escrito como ¢; = (26891051 3
4)(7), que poderia comegar de outro modo, sem perda de generalidade, ou seja, Y= (7)( 426 89 105 1 3).
Observe que o ciclo (248 69 10 5 1 3) néo é igual ao ciclo (426891051 3)

Generalizando:
Se 11| = n, entdo ¢ = 1 é um ciclo maximo.
Se 11| < n, entdo existe s € {1,2,3,...,10}, que fica fixo por 1; e definimos 15 como (s, (s),...,%*(s),...,s)

e assim sucessivamente.

Aplica-se esse procedimento sucessivamente aos elementos que ainda nao tenham ocorrido nos ciclos ante-
riormente construidos, até que todos os n elementos sejam utilizados. Dessa forma, obtemos uma representacao
da permutagao 1 por meio de ciclos chamados de disjuntos, por nao possuirem elementos em comum.
Denominamos um ciclo de comprimento r simplesmente de r-ciclos; Se r = 1, teremos a Identidade (Id) e se

r = 2 diremos que o ciclo é uma transposicao.

Definigao 2.3.7 Seja a um r-ciclo e 8 um s-ciclo pertencentes a S,,. Os ciclos a e 8 sao chamados de disjun-

tos, se nenhum elemento for movido ao mesmo tempo por ambos, ou seja, Vo € {1,2,3,.....,n}, a(z) = z ou
B(x) = =.

Em outras palavras, dois ciclos o = (nq,ne,...,ng) € S, e 8 = (my,ma,...,m,) € S, sdo disjuntos se
{ni,na,...,ng} N{my,ma,...,m.} = ¢, ou seja, se nenhum elemento do conjunto S,, é movimentado simul-

taneamente pelos ciclos a e 3.

Exemplo 2.3.8 Seja o conjunto X = {1,2,3,4,5}, e seja «, 8 € S5, tais que:

1 2 3 4 5
o= € Sy
<1 2 3 5 4)
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Assim, a é um 2-ciclo ou transposigao, pois (1) = 1,a(2) = 2,a(3) = 3,a(4) = 5,a(5) = 4. Entao denotamos
a = (45).

Considere agora
1 2 3 4 5
= €S
’ <3 12 4 5) ’

Assim, 8 é um 3-ciclo, pois 5(1) = 3,8(2) = 1,5(3) = 2,3(4) = 4,6(5) = 5. Entao denotamos 5 = (132).

Portanto, como o = (45) e, 8 = (132), entdo, «, § sdo ditos disjuntos.

Proposigao 2.3.9 Se a e 8 sao ciclos disjuntos, entdo cwoff = Poa. Em outras palavras, ciclos disjuntos

comutam.

Prova: Sejam « e [ ciclos de S, disjuntos, com comprimentos, nao fixos A e B respectivamente. Se x é um
elemento qualquer de S,,, ha 3 hipdteses possiveis:

1)z € A. Entao,

(008)(@) = a(B(x)) = a(z) = Bla(x)) = (Boa)(a).

2)x € B cujo raciocinio é andlogo.

3)x ¢ Aex ¢ B. Nesse caso,

(00B) = a(B()) = a(z) = = = Bla(x)) = (Boa)(x)

Portanto, (aof) e (foa) também coincidem fora de A e B. .

Observagao 2.3.10 Vimos que

123456
= €s
¢<213645>6

pode ser representada por notagdo de ciclos disjuntos (12)(3)(465), em que ciclos com dois elementos sao
chamados de transposicao e ciclos com apenas um elemento sao chamados de ponto fixo da permutagao. Nesse
caso, temos que (12) é uma transposicao e (3) um ponto fixo.

Observe que, ao permutarmos ciclicamente os elementos de um ciclo qualquer, ou se reordenarmos os ciclos, isso
nao mudars a permutagao representada, portanto, a representagao de ciclos disjuntos nao é unica. Isso quer dizer
que (12)(3)(465) significa a mesma permutacao de (465)(12)(3),a qual os elementos movem-se exclusivamente
para direita. Mas observe que (465) = (546) = (654), porém essas sdo diferente de (564), por exemplo, pois
nesse caso teremos a ¥ (5) = 6, 1(6) = 4 e 1(4) = 6 e no exemplo anterior tinhamos (4) = 6, ¥(6) =5 e

¥ (5) = 4, sendo portanto, ciclos distintos.
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2.4 Permutacao circular com repeticao

Vimos como uma permutacao circular simples, ou seja, sem elementos repetidos, se comporta. Mas eis que
surge a curiosidade. E se tivéssemos os elementos repetidos? Por exemplo, se tivermos n; elementos iguais a a1,
ny elementos iguais a as e assim por diante, até termos n,, elementos iguais a a,,, de quantos modos distintos,
podemos dispor esses n elementos (n =ny +n2 + ... + Ny ), em um circulo?

Essa ingénua pergunta tem resposta bastante complexa, para atacar o caso geral usa-se uma técnica combi-
natoria desenvolvida por Polya e que utiliza-se de acao de grupos. Tal técnica foge do nosso objetivo, para

maiores detalhes ver [18] ou [21] Vamos dar uma resposta parcial ao problema seguindo as ideias de [6].

Aparentemente, terfamos a mesma distribuicdo circular dividida pelo fatorial das letras repetidas, ou

. 7 —1)!
seja, terfamos: PC R 2w = (=1

gl €M que PCR significa Permutagao Circular com Repeticao.

Entretanto, vejamos o que ocorre em alguns casos particulares.

Exemplo 2.4.1 Se tivermos 3 bolas pretas( que chamaremos de P) e 2 bolas brancas( que chamaremos de B),
de quantos modos distintos podemos organiza-las num circulo?

Se a nossa suspeita estiver certa, teremos:

PCR;? = (53721!)I =2

Sendo assim, vamos mostrar todas as permutagoes desse caso:

1) BBBPP = PBBBP = PPBBB = BPPBB = BBPPB

2) BPBPB = BBPBP = PBBPB = BPBBP = PBPBB

Verificamos que realmente, para esse caso, a férmula é eficiente. Porém, vamos analisar mais uma situagao:

Exemplo 2.4.2 E se agora tivermos 3 bolas pretas e 3 bolas brancas?

Nesse caso, pela féormula, teremos:

PCRS’3 = (63731!)! = 1—3?, ou seja, teremos um resultado que nem inteiro é. Portanto, ha algo errado ou incompleto
com a férmula proposta.

O caso que trataremos, é aquele em que o m.d.c entre a quantidade dos elementos repetidos ¢ igual a 1,

—
— =D& v4lida.
XT1!.X2!... Tk !

Perceba que toda vez que o m.d.c(x1,xa,...,2;) = 1, ndo temos como separar os elementos x1, s, ..., Ty em

ou seja, m.d.c(z1, 2, ...,T,) = 1, nesse caso a férmula PC RE1:%2:%k =

subgrupos com a mesma quantidade de elementos e esse fato serd melhor explicado adiante. Devido a isso, a
férmula é eficiente. Por isso que quando analisamos o primeiro exemplo, em que tinhamos 3 bolas pretas e 2

bolas brancas, e m.d.c(3,2) = 1, a férmula foi vélida.
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Teorema 2.4.3 Considere um multiconjunto X contendo n; elementos iguais a ap, ny elementos iguais a as e
assim por diante, até termos n,, elementos iguais a a,,, teremos o nimero de permutagoes circulares definido
por:

PCRmMm2:mm — (n—1)!

nilng!l..ng,!

Prova: Considere a seguinte afirmacao:

Se 0 m.d.c entre a quantidade de elementos repetidos, for igual a 1, entao cada configuragao circular da origem
a exatamente n configuragoes lineares distintas.

De fato, considere uma configuragao circular (zjzoxs...z,). Dai temos as seguintes configuracoes lineares
associadas:

T1X2T3 ... Ty

ToX3Ty4...T1

Tnl1x2...Tp—-1

Vamos mostrar que essas configuracoes sao todas distintas.

Suponha por absurdo que haja duas iguais, sem perda de generalidade

123« « LT 1Tk42 -+ - LTy = L1 T[42Tk+3 - - - LpnL1T2X3 ... Tk

Suponhamos ainda que k seja o menor inteiro positivo com essa propriedade.

T1 = Tk+1
T2 = Tk42
Tk = T2k

Tr+1 = T2k+1

Logo,

Tl = Tk41 = T2k+1

Perceba, que com esse fato, nossas configuracoes lineares, se arrumaram da seguinte forma:
1°grupo : z1x923 ... x), Visto que, pela nossa afirmacao x1 = xy41.

2°grupo : x1x2x3 . . . Tk

3°grupo : x1Tax3 ... Tk

q°grupo : x1T2x3 . .. Tk

mas nada garante que formaremos grupos de tal modo que ¢.k = n. Portanto, poderiamos ter n = g.k + 17 e
agora nosso objetivo é mostrar que r = 0.

Entao, suponha que sobrasse um grupo do tipo:

L1X2L3 ... Ty

Entao, ao fazermos os giros de k, na permutacao circular, devemos ter:

(r1mox3 . . ) (T1T223 . .. Tg) . .. (T1X0T3 ... Tg)T1XT2T3 ... Tp = (X123 . .. Tk ) (T1T2T3 ... Tk) ... (T1T2X3 . . . Ty )T1T2T3 - . .

Portanto:

T1TOX3 -« - Tppgt - -« (TT1T2 .. Tp) = (T1T2X3 - .. Ty )T1T2TZ - - . Ty

Sendo assim, devemos ter z,41 = w1, significando que se r = 0, provamos o que querfamos. Por outro lado,
se 7 > 0 teremos absurdo, visto que r < k e k foi definido como o menor inteiro positivo satisfazendo tal

propriedade.

Tk
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2.5 Contagem de tipos de Permutacoes

Como ja sabemos, existem n! permutagoes de n elementos.
Estamos, agora, interessados em fazer essa contagem de um modo mais minucioso, analisando caso a caso de

acordo com a estrutura de ciclos. Eis que:

Para n = 1, temos apenas uma permutacao que é (1)

Para n = 2, temos duas permutagdes, as quais sdo :(1)(2) e (12), que a partir de entdo iremos representar
por 141, ou 2, ou seja, as diferentes formas de uma soma dar resultado igual a 2, utilizando apenas niimeros nat-
urais diferentes de zero. Perceba que, como (1)(2) = (2)(1), a ordem néo é levada em consideragao, se tratando
portanto de uma combinagao. J4 no caso de (12), também teremos uma igualdade, ou seja; (12) = (21) por se
tratar apenas de dois elementos, de um 2-ciclo. Entéo, para formarmos (1)(2) devemos escolher C3 1 = 2 como
primeiro elemento e C;; = 1 como segundo elemento e dividirmos por 2!, visto que a ordem nao importa. Ja
no caso de (12) podemos fazer uma permutagao circular de 2 elementos PCy = (2 — 1)! = 1! = 1, resumindo:

Cay5.C
2,22! 11 _ (2271) =1

(12), que é o caso de ser o 2-ciclo, temos PCy = (2 - 1)l =11=1

(1)(2), que é o caso 1+ 1, temos

Somando os resultados, teremos 1+ 1 = 2.

Para n = 3, temos 3! = 6 permutagoes, que sao: (1)(2)(3);(1)(23); (2)(13); (3)(12)(123)e(132). Percebam
que formamos grupos de 1 + 1+ 1 ou 1 4 2 ou 3, que sao os diferentes tipos de uma soma dar 3, utilizando os
naturais sem o zero. Entao, utilizando o mesmo raciocinio anterior, teremos:

(1)(2)(3), que s@o os casos de 1 + 1+ 1, temos (%) =1
(1)(23);(2)(13)e(3)(12), que séo os casos de 1 + 2, temos C31.PCo =3.(2—-1)=3
(123)e(132), que sao os casos de ser o 3-ciclo, temos PC3 = (3 — 1) =2 =2

Somando os resultados, teremos: 1 +3+2 =06

Para n = 4, teremos 4! = 24 permutacoes distintas, que podem ser contadas através das diferentes formas
de uma soma dar 4, utilizando ntimeros naturais diferentes de zero, quesdo 1+1+1+1oul+1+20ul+3
ou 2 + 2 ou 4. Fazendo a contagem, teremos:
1+1+1+1, temos (04’1'03’14!02’1'01’1) = (432 =1
14142, temos (Y45%1) pCy =6
1+ 3, temos C41.PC3 =4.2=28
2 4 2, temos (%) =3
4, temos PCy =3!=6
Somando os resultados, temos: 1+6+8+3+6 =24

Para n = 5, existem 5! = 120 permutacoes distintas, separadas da seguinte forma: 1+ 1+ 1+ 1+ 1 ou
1+1+1+20ul+2+20oul+1+30oul+4ou?2+3oub, que ficam assim distribuidos:
1+141+1+1, temos (F1:Gt1CaConCy
1414142, temos (229191 pcy, = 10
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1+ 2+ 2, temos 05,1.% =15

141+ 3, temos “2LE4L PCy = 20

1+4, temos C5,.PCy = 30

24 3, temos C5 2.PC3 = 20

5, temos PCs = 4! =24

Somando os resultados, teremos: 1+ 10 + 15 4+ 20 + 30 + 20 + 24 = 120

A partir de entdo as contagens se tornam muito trabalhosas e diferentes para cada caso, mas vale a pena
citar o principio da particao de um numero inteiro.
Uma partigao irrestrita do inteiro n é uma sequéncia finita de niimeros inteiros positivos, tal que sua soma seja
n, ndo importando a ordem dos elementos; cada somando (parcelas) é denominado parte. O estudo da teoria
das partigoes foi sistematizado por Euler; outros célebres matemdticos estudaram o tema, entre eles: Gauss,
Jacobi, Sylvester, Hardy e Ramanujan. As ferramentas usadas no estudo dessa teoria sdo as mais variadas,
sendo as funcoes geradoras elementos centrais. A teoria das particbes une conceitos de teoria dos nimeros e
combinatdria enumerativa; pode ser considerada como um tépico fundamental na teoria aditiva dos nimeros.

Maiores detalhes ver [5]

Definigao 2.5.1 Uma particao irrestrita de um inteiro n > 0, usualmente denominada apenas particao, é uma
k

sequéncia finita nao crescente de inteiros positivos A1, Ao, ..., Ag tal que Z =n.
i=1
A fungao de partigdo p(n) fornece o niimero de partigoes de n; por convengao p(n) = 0 se n < 0 e p(0) = 1,

uma vez que a Unica particao de 0 é representada pela sequéncia vazia.
Temos ainda que, o nimero 1, possui apenas uma partigdo, ou seja p(1) = 1; o niimero 2 possui duas parti¢oes,

sendo p(2) = 2. Temos ainda p(3) = 3,p(4) = 4, p(5) = 7 e assim por diante, como vimos no exemplo acima.



Capitulo 3

Paridade de uma Permutacao e

Determinantes

3.1 Sinal de uma Permutacao

Iniciaremos esta se¢do com uma situagao-problema referente a uma questao, da prova do ITA 2002, que ilustra

bem nosso préximo assunto.

Exemplo 3.1.1 O seguinte trecho de artigo de um jornal local relata uma corrida beneficente de bicicletas:
Alguns segundos apos a largada, Ralf tomou a lideranga, seguido de perto por David e Rubinho, nessa ordem.
Dai em diante, eles nao mais deixaram as primeiras trés posicoes e, em nenhum momento da corrida, estiveram
lado a lado mais do que dois competidores. A lideranca, no entanto, mudou de maos nove vezes entre os trés,
enquanto que em mais oito ocasioes diferentes; aqueles que corriam na segunda e terceira posigoes trocaram
de lugar entre si. Apds o término da corrida, Rubinho reclamou para os nossos repérteres que David havia
conduzido sua bicicleta de forma imprudente pouco antes da bandeirada de chegada. Desse modo, logo atrés
de David, Rubinho nao pdéde ultrapassa-lo no final da corrida.

Com base no trecho acima, vocé conclui que:

a) David ganhou a corrida.

b) Ralf ganhou a corrida.

¢) Rubinho chegou em terceiro lugar.

d) Ralf chegou em segundo lugar.

e) nao é possivel determinar a ordem de chegada, porque o trecho ndo apresenta uma descricdo matematica-

mente correta.

Definigao 3.1.2 Seja ¢ € S,,. Definimos o polinémio:

P = H (zi — ;) (3.1)

1<i<j<n
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em que (z;,...,zn) sdo varidveis independentes. Definimos para cada ¢ € S,
Py= [l @i —zu) (3:2)
1<i<j<n

Exemplo 3.1.3 Seja
1 2 3 4
= es
v <3 1 2 4) !

que é equivalente a [3124]. A pergunta é:

Quantas transposigdes podemos fazer nessa distribuicao para que volte a ser [1234], ou seja, a identidade?

Um modo seria comegando com [3124], trocarmos o (1 com o 3) — [3124] e depois trocar o (2 com o 3)— [1234]
que ¢ a identidade. Portanto, com duas transposigoes, conseguimos o nosso objetivo, e como dois é um ntmero
par, dizemos que o sinal dessa permutacao é par. Se obtivéssemos um numero impar de transposi¢des, o sinal
da permutagao seria impar. Portanto, ¢ sera par se Py, = P for par e serd impar se Py, = —P. Algebricamente,

teremos para esse caso:

P= (21— 2) (21 — w3) (21 — 2a) (w2 — w3) (22 — 24) (w3 — 24) (3.3)

Py = (2y0) = 29@)(@p) = p@) (Tp) = Tpe) (@p@) = Tpe) (@ee) = Tp@) (@) = Tpe) (34)
Py = (zg — z1)(x3 — 22) (g — x4) (21 — 22) (21 — 24) (T2 — 24) (3.5)

Py = [—(z1 — 23)][—(z2 — 23)] (23 — 4)(z1 — 22) (21 — 4) (22 — 4) (3.6)

Py = (x1 — 3) (22 — 23) (23 — 24) (21 — 32) (21 — @4) (22 — 74) (3.7)

P,=P  (38)

Logo, P é par.
Note que P, pode ser igual a =P

Lema 3.1.4 Seja f € S, e T €S, uma transposi¢cdo. Teremos entdo:

sgn(for) = —sgn(f)

Prova:

rm Seja 7 = (kl) uma transposigao e f definida por:

1 2 ..k .1 ..
a a2 ... QA ... QA ... Qp

Entao:

Assim sendo, teremos:

Dado P o polinémio caracteristico de f. Entao o sinal de f serd dado por:

P= ][ (ai-ay) (3.9)

1<i<j<n
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Entao:

P= (Cl,l — ag)(al - CL3) .- (Cl1 — an)(ag — 0,3)(&2 — a4) .. (ak — ak+1) .. (ak — al) “e- (an_l — an)

Portanto, para encontrarmos o valor do sinal da composigao for), utilizaremos o polinémio abaixo:

sgn(for) = H1gz‘<j§n(aw(i) = ay(j))

sgn(for) = (ayp) — ay@)(apa) = ay)) - (apa) = apm)(ape) = apE))(@pe) = aya) - (ape) —
Ayp(n)) - - - (Ap(r) = Q1)) - - - (@pk) = Q) - - - (@y(n—1) = Qy(n))

sgn(for) = (a1 —a2)(a1 —asz) ... (a1 — an)(ag — ag)(as —ayq) ... (ag — ags1) ... (@ —ag) ... (Ap—1 — an)
sgn(for) = (a1 —ag)(ar —as) ... (a1 —ap)(az —a3)(az —aq) ... (ag —ag41) ... [—(ag —ar)] ... (@n—1 —an)

sgn(for) = —P = —sgn(f)

Proposigao 3.1.5 Sejan > 2, e sejam f;g € S,,. Tem-se:
1)sgn(id) = 1;

(i1)sgn(fog) = sgn(f) . sgn(g);

(iid)sgn(f ) = sgn(f);

(iv)sef = (a1 ...an) € um n-ciclo entdo sgn(f) = (=1)m~1.

Prova:  i)id = (12) = (12) é uma permutacgao par.

ii) Seja f =t1...ty € g = $1...s com transposicdes t;;s;. Temos sgn(fog) = (—1)k! = (=1)* . (=1)! =
sgn(f) . sgn(g).

i1i) Seja f = t;...t, produto de transposicoes t;. Entdo tp...t1f = id = f~! = typ...t; = sign(f~!) =
(—=1)* = sgn(f).

w) Um m-ciclo f = (a1...ay) é igual f = (a1a2)(azas)...(an—1a,) que é produto de m — 1 transposicoes.
Logo, sgn(f) = (=1)"™".

Observagao 3.1.6 Como toda permutacao é produto de ciclos disjuntos (escrito de maneira tinica), temos que:
Seja 7 € Sy, entdo 3 ciclos (71, ..., 7,) disjuntos, tais que 7 = (71,...,7;) 0 (Tj41,...,7n), tal que
Sgn(ﬂ-) = H Sgn(ﬂ-ciclos)

Definigao 3.1.7 Seja

P= ][ @-= (3.10)

1<i<j<n
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e seja 1 € S,. Definimos o sinal de 1) como sendo:

Sgn(w) = % = sgn() = { o

Exemplo 3.1.8 Seja 7 = (x122...%Xx) = (v122)(2223) . . . (Tr—12k)
Dai concluimos
Sgn(z172)(z273) . .. (xp—17%) = (—=1)**1, onde k é o comprimento da permutagao.

Ciclos de ordem par sdo impares, como as transposigoes e os ciclos de ordem fmpar sdo pares.

Voltando ao nosso problema inicial, temos que:

Representemos Ralf por 1, David por 2 e Rubinho por 3. Em cada momento da corrida, a classificacao é uma
terna ordenada desses trés niimeros ou estd ocorrendo uma inversao (troca de posigoes entre dois ciclistas).
Como a lideranga mudou de maos 9 vezes, e em mais 8 ocasioes aqueles que corriam na segunda e terceira
posicoes trocaram de lugar entre si, houve no total 17 inversoes.

Temos que, apés um ndmero {mpar de inversées, podemos obter somente as classificagoes (2;1;3),(1;3;2) e
(3;2;1).

Rubinho chegou logo atrds de David, portanto, a classificacdo final é (1;2;3) ou (2;3;1), em que nenhuma das
quais poderia ter sido obtida com um nimero impar de inversoes.

Consequentemente, nao é possivel determinar a ordem de chegada, porque o trecho nao apresenta uma descrigao

matematicamente correta.

3.2 Determinantes

A titulo de informacao e de uma aplicacdo, mostraremos como foram feitos os cdlculos iniciais para se obter o
determinante de uma matriz. Na verdade, os sistemas lineares foram o grande impulsionador para o surgimento
das matrizes, bem como os seus determinantes.

Seja A = (a;j) uma matriz quadrada de ordem n. O determinante da matriz A, denotado por detA, é o nimero

real dado por:

detA = Z sgN(V)a1yp(1)a24(2) - - - Angp(n) (3.11)
wesn

Onde
+1, se Ypar

-1, se Yimpar

sgn () = {

Vejamos alguns exemplos para matrizes onde n < 3

Exemplo 3.2.1 Para n =1, temos a matriz A = (a;11), portanto existe apenas a identidade em S

v (] )es
=—e = 1 1
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logo, detA = sgn(id)agiaq) = a11-

Para n = 2, temos em S5 duas permutagoes que sao:

P id L2 es
= e =1
1 1 9 2
1 2
= €S
P2 <2 1) 2

Dai o determinante da matriz A de ordem 2 dada por:

a a
e 11 012
a21 Q22
serd calculado da seguinte maneira: detA = sgn(11)a1y, (1)@2y, (2) + S9N(V2) A1, (1) 0205 (2) = Q11022 — 12021

Para n = 3, temos 6 permutagoes, que sao:

12 3
wz:(l 3 2)653
oe(17)es
w(; 3 ?)GS?’
(111
(137
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Logo, o determinante da matriz A de ordem 3 dada por:

a11 Gl2 a3
A= a21 Q22 G23

asi asz2 ass

serad calculado da seguinte maneira:

detA = sgn(11)a1y, (1) 024, (2) @30, (3) T SIN(V2) A1y (1) B2 (2) B30 (3) F SIN(V3) A1y (1) W20 (2) W30 (3) F
59”(¢4)a1w4(1)a2¢4(2)a3w4(3) + 59”(1/15)G1w5(1)a2¢5(2)a3w5(3) + 59”(1/J6)G1w6(1)a2¢6(2)a3w6(3)

Note que 1, ¥4 e Y5 possuem um nimero par de inversoes, portanto, terd sinal positivo, e 1o, ¥3 € g
possuem um numero impar de inversoes, tendo, entao, sinal negativo. Dessa forma, teremos:
detA = a11a22a33 — 11023032 — 12021033 + Q12023031 + Q13021032 — 13022031

detA = a11a22a33 + a12a23031 + a13G21a32 — (1102332 + Q12021033 + Q13022031 )

E assim por diante, pois nao nos aprofundaremos nesse tema, além de termos a partir disso, n! parcelas de

soma, o0 que o tornaria muito trabalhoso.

3.3 Propriedades dos Determinantes

Vamos agora mostrar aplicagoes da paridade das permutagoes, através de algumas propriedades do determinante

de uma matriz.

Proposigcao 3.3.1 Se I € a matriz identidade de ordem n, entao detl = 1.

Prova:  Sabemos que as entradas de I = (a;;) sdo a;; =0,se i # j e a;; =1sei=j.
Assim, sgn(1)a1y(1)a2y(2) - - - Gny(n) seré diferente de zero se, e somente se, sgn (1) = sgn(e). Portanto, temos

que detl = sgn(id)aiiass ... an, = 1, provando o que desejavamos.

Proposigao 3.3.2 O determinante de uma matriz A = (a;;) € sempre igual ao determinante de sua matriz

transposta A' = (b;;).

Prova: Para provar que detA = detAl, observemos que, fixada § € S, para cada j € J,, existe um tnico
1€ Jn, tal que j = 5(2), em que i = 571(]) LOgO7 blg(l)bgg(g) ces bmS(n) = b5—1(1)1b5—1(2)2 ces bé—l(n)nv Jé que a

multiplicacao em R é comutativa. Portanto, segue que

detAl = Z Sgn(5)blg(1)b25(2) - bn(g(n) (3.12)
6eSn,
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detAt = Z Sgn(é)b5—1(1)1b5—1(2)2 e b(;—l(n)n (3.13)
€S,
detAt = Z 5gn(0)ais-1(1ya25-1(2) - - - Ano—1(n) (3.14)
JES,
detAl = Z sgn(éfl)awq(l)ag(;_l(g) c O (n) (3.15)
PESy
detAt = Z sgN(V)a1yp(1)024(2) - - - Anyp(n) = detA (3.16)
wESn

Proposigao 3.3.3 Se a matriz B = (b;;) € obtida da matriz A = a;; pela troca de duas colunas, entio detB =
—detA.

Prova: Seja § a transposicao que troca, entre si, os dois nimeros correspondentes as duas colunas de A, as
quais sao trocadas entre si. Assim, b;; = a;5(;) para todo 1 < 4,5 < n. Portanto, para qualquer permutagao
w 6 Sn,

bry)b2y(2) - - - bry(n)-
Assim

detB = Z Sgn(¢)b1w(1)b2¢(2) o bnw(n) (317)
YESn
detB = Z sgn(w)alg(w(l))a%(w(g)) <= Ang(p(n)) (318)
YESn

E como sabemos que sgn(dov)) = sgn(d) = sgn(v) = —sgn(v) , ou seja, sgn(y) = —sgn(vod).

detB = Z sgn(wod)aw(w(l))ag(;w(g)) - Apg(p(n)) (3.19)
¢€Sn

Mas como s percorre todos os elementos de .S, dorp também percorre todos os elementos de S,,.
Logo, detB = —detA.

Proposigao 3.3.4 Se uma matriz B € obtida pela multiplicacao de uma linha ou coluna de uma matriz A por
um escalar k, entdo det(B) = k.det(A).

Prova: Suponhamos que a r-ésima linha de A seja multiplicada por k para se obter B. Entéo, b;; = a;j, se

i #7reby=kay;. Assim,

detB = Z Sgn(’(/J)blw(l)wa(g) e brw(r) - bnw(n) (3.20)
pES,
detB = Z sgn(w)aw(l)agw(g) .. (ka”p(ﬂ) .. bmb(n) (3.21)
YESH
detB =k Z sgn(w)aw(l)aw(g) NN a,.w(,n) e bnw(n) (322)
PESR

detB = k.detA (3.23)
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Teorema 3.3.5 Existe uma tnica fungdo definida por
det : (M, n,R) — R, satisfazendo:

1)detI =1

2)det A = det A

3)detB = k.detA



Capitulo 4

Permutacoes Cadticas

Este capitulo é um dos mais interessantes do nosso estudo, e abordaremos inicialmente trazendo uma questao

do ENEM 2009 (prova cancelada), que trata do nosso assunto a ser estudado.

Exemplo 4.0.6 Em um concurso realizado numa lanchonete, apresentavam-se ao consumidor quatro cartas
voltadas para baixo, em ordem aleatdria, diferenciadas pelos algarismos 0, 1, 2 e 5.

O consumidor selecionava uma nova ordem ainda com as cartas voltadas para baixo. Ao desviréd-las, verifica-se
quais delas continham o algarismo na posicao correta dos algarismos do niimero 12,50, que era o valor em reais
do trio-promocao. Para cada algarismo na posicao acertada, ganhava-se 1 real de desconto.

Por exemplo, se a segunda carta da sequéncia escolhida pelo consumidor fosse 2 e a terceira fosse 5, ele ganharia
2 reais de desconto.

Qual a probabilidade de um consumidor nao ganhar qualquer desconto?

Definicao 4.0.7 Uma permutacao de [a1,aq,...,a,] é chamada de permutagao cadtica quando nenhum dos
a;s se encontra na posigao original, isto é, na i-ésima posigao. Também pode ser chamada de desarranjo.
Formalmente falando, um desarranjo é uma bijegdo ¢ : S — S, em um conjunto finito S, que nao possui pontos

fixos. Lembrando que ponto fixo é quando ¢(ax) = ay

Exemplo 4.0.8 A permutagio [aza;1asa3a4] € [a5asa1a2a3] sdo exemplos de permutagoes cadticas de {aq, as, as, aq, a5},

enquanto [agasaiagas] ndo é, visto que existem a;s, que estdo em seu lugar original.

Se definirmos D,, como sendo o nimero de permutacoes cadticas, ou seja, a quantidade de permutacoes das n

letras {aj ..., a,}, nas quais nenhuma delas fica na posigao original.

Quando n = 1, temos somente uma letra, portanto, ndo teremos desarranjos, ou seja D; = 0.

Quando n = 2, podemos desarranjar as letras a e b de uma maneira que é ba. Assim, Dy = 1.

45
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Quando n = 3, podemos permutar as letras a,b,c de 6 maneiras que sao abc, acb, bac, bca, cab, cba, em

que bca, cab sao os unicos desarranjos, ou seja, D3 = 2.

Continuando esse procedimento, poderemos calcular Dy = 9, D5 = 44, porém as contagens vao ficando
cada vez maiores e mais trabalhosas, de tal modo que deduzir uma férmula seria o mais conveniente.

Euler chegou na seguinte férmula para D,

Dy=nl(g = gl 4.+ (-1 ) (4.1)

Vejamos como ele raciocinou para encontrar esse valor

Considere o conjunto X = {a1,as,...,a,}. Sabemos que a permutacdo é cadtica (ou desarranjo), quando
nenhuma aplicacdo de ¢ é ponto fixo, ou seja, para todo j € X, devemos ter ¥(a;) # a;. Entdo, considere
[a1 ...,a,] uma imagem inicial de ¥. Rearranjando-as de modo que nenhuma imagem retorne a sua posi¢ao
original, teremos entao duas situacoes, e em cada uma delas, existem n — 1 possibilidades para a imagem da

primeira letra (aq), visto que nao podemos ter imagem de a1, sendo o préprio a;. Entdo, teremos dois casos:

1° caso: Suponha, inicialmente, que a imagem de a; seja o elemento as e a imagem do elemento ay seja
igual ao ay. Assim, chamaremos de D,,_ o desarranjo das n — 2 letras que sobram ao retirarmos a; e as do
grupo. Portanto, o total de permutacoes cadticas desse tipo serd dado pelo produto das variagoes dessas demais
letras D,,_o por n — 1, visto que para o lugar da imagem de a; temos n — 1 opgoes. Isso fica claro no gréfico

abaixo, onde, a partir da imagem do ag, teremos uma caética com os (n — 2) elementos restantes.
a; as ...
»= 1 a2 €S,
a a; ...
Assim sendo, o total de desarranjos dessa opcéo serd dado por (n — 1).D,,_o

2° caso: Suponha agora que a imagem do a; é o ag, € a imagem do az nao é o aj, sendo um outro
elemento ay qualquer. Sobram agora n — 1 letras que ficar@o a direita da imagem do a;, ndo podendo nenhuma
ficar na sua posicao original, havendo, portanto, um desarranjo de (n — 1) letras que chamaremos de D,,_;.
Portanto, o total de permutacgoes cadticas desse tipo serd dado pelo produto das variagoes dessas demais letras
D,,_1 por n — 1, visto que para o lugar da imagem de a; temos n — 1 opgoes. Isso fica claro no grafico abaixo,

onde, a partir da imagem do aq, teremos uma cadtica com os (n — 1) elementos restantes.
a ...
p=[ " €S,
az ...
Assim sendo, o total de desarranjos dessa opgéo serd dado por (n — 1).D,_1.

Como os rearranjos das duas possibilidades pertencem a conjuntos disjuntos, temos que, quando as é a

imagem do a1, existem D,,_1 4+ D, _o desarranjos possiveis. Como exitem n — 1 opgoes para a imagem do aq,
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temos que pelo Principio da Contagem:

Lema 4.0.9 D, = (n —1)(Dy—1 + Dp_2)

Obtemos assim, uma férmula de recorréncia que resolve o problema, mas tem o inconveniente de nao fornecer
uma férmula Geral em fungao de n. Iremos mostrar um modelo que determine todos os ”desarranjos” em fungao
de n.

Substituindo alguns valores de n, teremos:

Para n = 3, temos:

D3 =2(Dy+ Dy) =2Dy + 2D,

Reescrevendo a equagao, obtemos:

D3 =(—D3+3D3) 4+ 2Dy = D3 — 3Dy = —(Dy — 2Dy)

Analogamente, para n =4 e n = 5, temos:

Dy —4D3 = —(D3 — 3D»)

Ds — 5Dy = —(Dy — 4Ds)

Generalizando: Vn > 3, tem-se:

D3 —3Dy = —(Ds — 2Dy)

Dy —4D3 = —(D3 — 3D»)

Ds — 5Dy = —(Dy4 — 4Ds)

D, —nDyp_1 =—(Dp_1—(n—1)Dy_2)

Multiplicando termo a termo dessas (n — 2) igualdades, temos:

(D3 —3D53)(D4s—4D3)(Ds —5Dy) ... (Dyp—nDp_1) = [-(D2—2D1)|[— (D3 —3D2)][— (D4 —4D3)] ... [~ (Dn-1—
(n—1)Dy_s)]

De onde obtemos:

(Do = nDy1) = (~=1)"2[~(Dy — 2Dy)

Ora (—1)"72 = (=1)"Vn € Z e sabemos que Dy — 2D; = 1, substituindo teremos

Lema 4.0.10 D,, =nD,,_1 + (-1)",Vn >3
Para resolvermos essa recorréncia, usaremos um fator multiplicador F,, em que :

Fo.Dp =n.Fy.Dy_y + Fy.(—=1)" (4.2)

Definiremos o fator multiplicador como sendo:

F, =1en.F, = F,_1. Ficaremos com:
2.F, = F

3.F3 = Fy

4.Fy = F3

nFn = L'n—-1

que multiplicando termo a termo
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nl. F = anl
F,=1L

’I’L.
Assim, voltando a nossa recorréncia e substituindo n.F,, por F,_1, chegamos a:
F..D,=F, 1.Dy_1+ F,.(-1)"
Logo, fazendo X, = F,,.D,,, de onde conclui-se que X; = F}.D; = 0, teremos
X, =X,_ 1+( 1)"

, Ou seja:

_1\2
X, =X, + 52
X3 =X9+ (_1

X, X3+< ”

Xn - Xn 1+ o 1)
Somando termo a termo, teremos:
X, = (( 1) + =D 1) |+ + (_l)ni)

n!

n!

D, = n!(% + %! ot (—1)@)

n!

Percebemos assim, ao que tudo indica, que a férmula Dy, = nl(3; — 5! + ... 4+ (=1)"-};) estd certa.

Provaremos por Inducao Finita a nossa suspeita.
Teorema 4.0.11 D, = nl(5; — 5! + ...+ (=1)"%)

Prova: Para n =2, é vélido, pois Dy = 2!(%) =1

Suponha que seja verdadeira para n — 1, ou seja:

Dp1=(mn—=1)g — %' +...+ (=1)""'—L5) é verdadeira.

Multiplicando ambos os membros da igualdade por n:

n.Dp_1 =n(n—1)(g5 — 3!+ ...+ (=1)""*—L5) e sabendo que, pelo lema 4.0.10:
nD,_1 = D, — (—1"), logo:

Dp—(-1)"=nn-D% —5'+...+ (-1 15)

+ (—1)" 1n11') + (="

Dy =nl(g — 3! +...+ (=1)"2), como querfamos demonstrar.

. n!

Exemplo 4.0.12 Utilizando esta férmula, podemos ver que o nimero de permutagdes cadticas de 4 objetos

(a,b,c,d), ou seja, para n =4 é:

Todas as imagens ordenadas de Sy sdo:
[1234][1243 ][1324] [1342][1423][1432]
[2134] 14]] 1[2413][2431]
[3124] [3241][3412][3421]
[4123] [4231][4312][4321]
[2143] [3142][3412][3421]

[N

4123 4312][4321] e dessas 24 imagens ordenadas, apenas

[
[
[
[
2143][2341)[2431][3142][3412][3421][4123][4312][4321] sdo permutagdes cadticas.

w0

—_

>
__E_

w

N

=
ggﬁg
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Voltando & questao inicial deste capitulo temos que as diferentes possibilidades do consumidor nao ganhar
qualquer prémio é justamente a quantidade de permutacgoes cadticas que ele pode formar com os elementos do
conjunto {0, 1,2,5}, ou seja, que nao fiquem nenhum na posigao 12, 50.

Como temos um conjunto com 4 elementos, teremos 24 possibilidades de permutar e, dessas, 9 sdo cadticas, ou

9 _3
24 7 8

S6 como observacao, a questao nao apresentava alternativa correta.

seja, a probabilidade sera

Na verdade, apesar da questao se tratar de um caso de permutacao cadtica, a quantidade de elementos era
) )
pequena, podendo, portanto, ser resolvida sem nenhuma férmula. Porém, esse detalhe despertou-me o interesse

no calculo das probabilidades de obter uma permutagao cadtica.

Como sabemos, o conceito de probabilidade de um evento A é dado por P(A) = Z%, que No Nosso €aso Sera
dado por;

WL —L 4 (=D)L
Prostions = M) _ 4 by 1

Euler provou que essa probabilidade praticamente se estabiliza a partir de valores relativamente baixos de n.
Nao iremos demonstrar tal fato, iremos apenas ilustrar através de uma tabela.

n P,
1 0
2 0,5
3 0,33..
4
5

0,3750
0,36667

12 | 0,36787944

24 | 0,3678794412

Temos que os valores de P,, crescem cada vez menos quando n passa de impar para par e diminuem cada
vez menos quando n passa de par para impar, sugerindo que P, deva tender a se aproximar de um certo valor
entre 0,36667 e 0,36806, ora por excesso, ora por falta, e este estranho niimero é surpreendentemente %

Das séries de poténcias, sabemos que:

o0 n

e’ = Z % (4.5)

n=0

Aplicando o teste da razdo, verifica-se que a série é convergente Vo € R e como

z2 28 x” >z
R 1 P — T
1+2!+3!.+...+n!+..._E_On!_e (4.6)
Substituindo z = —1, teremos:
(=12, (=1°, (=" oD
TR T S R e i O —Eﬁo == (4.7)
L foj =0y TR N + ( 1)’“L—1 4 ... =10,367879441 (4.8)
o= = 5 gt —+..=0 :

n=0
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Capitulo 5

Proposta Pedagobgica

O estudo de problemas de contagens comega nas primeiras séries do ensino fundamental, de modo bem ludico.
Com o passar do tempo, a crianca comeca a perder o contato com o estudo da contagem, vendo um conteido
muito grande de algebra. Ja no ensino médio, esse contato é retomado de modo mais abrangente, mas a partir
da segunda série, continuando na terceira série. Porém a forma de se ensinar muda, tratando-se agora a andlise
de modo mais formal e perdendo a parte interessante do aprender a pensar.

No Brasil, os Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN) destacam, dentre outras coisas, a importancia do
raciocinio combinatério na formacao dos alunos do Ensino Médio e o cuidado que nds, professores, devemos ter

ao procurar desenvolvé-lo. Segundo esse documento:

As habilidades de descrever e analisar um grande niumero de dados, realizar inferéncias e fazer predi¢oes
com base numa amostra de populagao, aplicar as ideias de probabilidade e combinatdria a fenémenos naturais
e do cotidiano sao aplicagoes da Matemdtica em questoes do mundo real que tiveram wum crescimento muito
grande e se tornaram bastante complexas. Técnicas e raciocinios estatisticos e probabilisticos sdo, sem duvida,
instrumentos tanto das ciéncias da Natureza quanto das Ciéncias Humanas. Isto mostra como serd impor-
tante uma cuidadosa abordagem dos conteudos de contagem, estatistica e probabilidades no Ensino Médio...
(BRASIL, 1998, p.257).

Diante do exposto, vemos a importancia desse contetido, nao apenas para areas exatas, mas como forma
de permitir a elaboracao de situacgoes-problemas que podem ser discutidas através da construgao de conjecturas
e discussao de ideias, promovendo o desenvolvimento da capacidade de argumentacao em diferentes niveis de
ensino.

Pois bem, apds uma panoramica sobre a importancia da analise combinatéria como um todo no aspecto mais
global de educagao, vamos agora voltar ao nosso tema e propor retomada da forma lidica de pensar, que pode
ser aplicada nos diversos niveis de ensino, dentro de um certo contexto.

Vimos que podemos associar um sinal positivo (4) ou negativo (—) a uma permutacao, dependendo do niimero
de transposigoes ( troca de posigoes de dois elementos) necessérias que podemos obter para chegar & identidade
(forma original). Se ela for obtida de um ntmero par de transposigdes, terd sinal positivo e se for obtida de um

ntimero impar de transposigoes, terd sinal negativo.

o1
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Para exemplificar as questoes que envolvem paridade de uma permutacao, veremos alguns exemplos de possi-

bilidades ou impossibilidades da execugao de algumas tarefas.

Exemplo 5.0.13 Primeiramente, divida a turma em grupos de, no maximo, 4 alunos. Cada grupo trabalhara
com 3 copinhos plasticos. Os alunos deverao ler atentamente o texto, com o acompanhamento do professor. Em
seguida, deverao responder as questoes propostas. Sugere-se que o professor formule e apresente novos casos

para os alunos solucionarem.

1°caso : Coloque trés copinhos plasticos sobre a mesa, de acordo com a configuragdo abaixo:

(dois copos para cima e o do centro para baixo)
Virando simultaneamente 2 desses copos, quantas vezes forem necessarias, tente deixar os 3 com a boca para
baixo. A solugéo é muito simples, basta virar o primeiro e o iltimo copo. Tente uma segunda solugao (isso pode

ser feito virando-se, por exemplo, o primeiro e o segundo copo e, a seguir, o segundo juntamente com o terceiro).

2°caso : Coloque os trés copos, agora, da seguinte forma:

(os trés virados para cima)
Virando-se simultaneamente 2 copos, quantas vezes forem necessarias, tente deixar os 3 com a boca para baixo.
Depois de algumas tentativas, a tarefa vai se revelar impossivel. Como sabemos disso?
Associe ao copo com a boca virada para cima o ndmero (41) e ao copo virado para baixo o valor (—1). Assim,
no primeiro caso apresentado acima, os copinhos tinham a configuragao (+1)(—1)(+1).
Para que os trés copos fiquem virados para baixo, devemos obter a configuragio (—1)(—1)(—1).
Veja o que ocorre com o produto dos trés nimeros, antes e depois da virada, respectivamente:
(+1).(-1).(+1) =-1
(-1.(-1).(-1)=-1
Observe que nao temos a alteracao do sinal desse produto ao virarmos simultaneamente dois copos. Logo, o
primeiro caso tem solugao.
No segundo caso, a configuracao inicial era (+1)(4+1)(+1). O produto desses trés ntimeros é (+1). Esse produto
nao se altera quando viramos simultaneamente dois copos (verifique essa afirmagao). Dessa forma, o produto

nunca serd (—1), e o problema nao tem solugao. Para deixar os trés copos virados para baixo, deverfamos ter:
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(—1).(=1).(-1) = -1

Agora, deixaremos um probleminha para o leitor pensar:

Considere a figura abaixo:

A TV A W

Virando-se simultaneamente dois copos, é possivel colocar os 5 com a boca virada para cima?

Resposta: Sim. Observe que a configuracao inicial é (—1)(4+1)(+1)(—1)(+1), cujo produto é (+1). Se os
5 copinhos estiverem com a boca virada para cima, o produto também é igual a (+1). Logo, o problema tem

solugao.
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