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Resumo

Neste trabalho estamos interessados em mostrar trés algoritmos de aproximacdo racional de
raizes quadradas por métodos pouco utilizados ou desconhecidos pelos professores do ensino
fundamental e médio. Iniciaremos definindo sequéncia numérica e convergéncia de sequéncias,
discutiremos sobre a necessidade de ampliacdo do conceito de nimero racional e demonstra-
remos a irracionalidade da diagonal de um quadrado. Provaremos um importante Teorema
,conhecido na literatura como o Teorema de Dirichlet, e por fim elencaremos trés métodos de
aproximacdo de raizes quadradas de ndmeros naturais nao quadrados perfeitos, muito simples
de serem trabalhados em sala de aula que sdo: O algoritmo de aproximgao racional de Hierao
de Alexandria, A escada de Theon e a Equacgdo de Pell-Fermat, sende este ultimo fundamental
para discursdo que iremos realizar sobre a relacdo dos trés métodos apresentados.

Palavras-chave: Raiz Quadrada, Aproximacao Racional, Teorema de Dirichlet, Algoritmos
de Hierdo, Escada de Theon, Equacao de Pell-Fermat.
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Abstract

In this work we are interested in showing three algorithms rational approximation of square
roots by methods unknown or underutilized by teachers of elementary and secondary education.
We begin by defining numerical sequence and convergence of sequences, will discuss the need
to expand the concept of rational number and demonstrate the irrationality of the diagonal of a
square. Prove an important theorem known in the literature as Dirichlet’s theorem and finally
elencaremos three methods of approximating the square roots of natural non-perfect square
numbers, very simple to be worked on in the classroom that are rational algorithm aproximg¢ao
of Hiero of Alexandria, Theon’s Ladder and the Pell-Fermat equation, sende latter discursao
fundamental to who will perform on the relationship of the three methods presented.

Keywords: Square Root, Rational Approximation Theorem of Dirichlet, Algorithms Hiero,
Ladder Theon, Pell-Fermat equation.

X1






Sumario

(1 Sequencias|
(1. Sequéncia Numérical
(1.2 Limite de Sequéncias|
(1.3 Subsequéncias|

2 Aproximacao Racionall
2.1 _Numeros Racionais|
[2.2  Sequéncias Racionais|
2.3 Numeros Irracionars|
2.4 Teorema de Dirichlet

3 Algoritmos de Aproximacao|
[3.1  Algoritmo de Hierao|
[3.1.1  Interpretacao Geométrica do Algoritmo de Hierao|
[3.2  Aproximacoes Diofantinas|
[3.2.1 Equacdes Diofaninas|
[3.2.2  Equacao de Pell-Fermat]
(3.3 Escada de Theonl
3.3.1 A Escada de Theon para v/2|
3.3.2 A Escada de Theon Generalizadal
[3.3.3  Origem da Recorréncial

4 A Relacao Entre os Algoritmos|
4.1 De Hierdo a Pell-Fermat
4.2 De Theon a Pell-Fermat

S Conclusaol
IA  Sobre Modulo e Desiguladade Modular|
B_]

Xiil

W W W

11
11
12
14

19
19
25
26
26
27
35
35
37
41

45
47
50

53
55
57






Lista de Figuras

3.1 Interpretacao geométrica do Algoritmo de Hierao|

3.2 Interpretacdo geométrica das solucdes inteiras da equacio x* — 3y

2

1

[3.3  Origem da recorréncia Escada de Theon.|

XV

25
29
42






Lista de Tabelas

B

Quociente das solucoes da Escada de Theon.|

Xvii

36






Introducao

O estudo das raizes quadradas € costumeiramente iniciado no ensino fundamental, mais pre-
cisamente no 6° ano. Porém, geralmente, ¢ no 8° ano que os estudantes se deparam com a
necessidade de realizar aproximacdes para encontrar uma raiz quadrada, devido ao fato que
tradicionalmente € neste ano que se inicia o estudo dos niimeros irracionais, perpetuando-se no
9° ano.

Quando se quer obter a raiz quadrada de um real r positivo, temos que levar em conside-
racdo a seguinte relagio x = /7 < x> = r. Mesmo, essa relacio, sendo muito simples de ser
explicada e até certo modo bem entendida pelos estudantes, hd em muitos casos uma grande
dificuldade de se encontrar um nimero real que a satisfaca, provavelmente pelo fato que nem
sempre a raiz quadrada € exata, sendo na maioria das vezes necessdrio uma aproximacao.

A verdade € que o calculo de raiz quadrada traz certo desconforto para os estudantes do en-
sino fundamental e médio. Porém, sendo uma operagao extremamente comum, ela se apresenta
em varios problemas matematicos, por exemplo: Como determinar o lado de um quadrado dado
sua drea? Quais sdo as raizes da equacdo x*> = d, d € N? Qual é o comprimento da diagonal
de um retangulo de lados a e b ou da diagonal de um cubo de aresta a? O certo é que pode-se
determinar variadas formas de se responder a estas interrogativas, porém, independentemente
dos processos utilizados para alcangar as solugdes, todas passardo pela necessidade da "extra-
¢do de raizes quadradas".

Encontrar a raiz quadrada de um numero natural quadrado perfeito € um processo basica-
mente simples devido ao fato que podemos decompor este natural em fatores primos e obter-

2k; ki ..
mos um natural n :p%kl -pgk -p§k3 cep = (pllc1 -pgz -p]§3 ---pi’)z, sendo p,q,i,j € N, tal que

k kj p = . o
Vn= plf‘ . pgz -py -+ p;’. Porém, caso n ndo seja quadrado perfeito € certo que, pelo menos

um desses fatores primos tem expoente fmpar, como por exemplo, v/12 = v/22 .31 =2/3, im-
possibilitando a "extragao"dessa raiz quadrada pelo processo acima descrito.

Diante do que foi exposto o presente trabalho visa tornar o processo de aproximacao raci-
onal menos 4rduo apresentando algoritmos de aproximacio de v/d, com d € N ndo quadrado
perfeito. Sendo que dois desses algoritmos ja eram de conhecimento dos matematicos gregos
antigos como o Algoritmo de Hierdo e a Escada de Theon e um tltimo chamado de Equacao
de Pell-Fermat estudada desde o século VII, onde nao sabemos se fora criada para esse objetivo.



Comecaremos estudando, no primeiro capitulo, as sequéncias reais, convergéncia e limite
de sequéncias, como também o Teorema de Cauchy sobre convergéncia de sequéncias. Prosse-
guimos com o estudo dos ndmeros racionais e irracionais, demonstrando que sempre € possivel
encontrar uma sequéncia de nimeros racionais tal que seu limite € um nimero irracional dado.
Continuando, provaremos um importante Teorema conhecido como Teorema de Dirichlet, que
fundamenta muitas afirmacdes que serdo feitas posteriormente. No terceiro capitulo conhecere-
mos os algoritmos de aproximacao que sdo a principal proposta deste trabalho. Tais algoritmos
nada mais s@o que sequéncias recorrentes que a cada interacdo encontra-se um racional mais
préximo de v/d, com d natural ndo quadrado perfeito. A cada novo algoritmo apresentado
sempre serd tomado o cuidado de demonstrar sua convergéncia, como também sua origem que
fora a Equacdo de Pell-Fermat, nasceram por processos geométricos, pois foram criados em
épocas que ndo se tinha conhecimento da dlgebra da forma que a utilizamos hoje. E finaliza-
mos mostrando que os trés algoritmos de aproximacao racional quando utilizados para mesma
raiz quadrada produzem algumas solugdes idénticas, nos levando a conjecturar sobre a possibi-
lidade da equivaléncia desses algoritmos que se evidéncia pela demonstracao feita utilizando a
indug@o com o auxilio da equagdo de Pell-Fermat.



CAPITULO 1

Sequeéncias

Neste capitulo vamos descrever algumas defini¢des importantes e basicas para a continuidade
do trabalho. Estamos interessados em estudar sobre: sequéncias mondtonas, convergéncia e
limite de sequéncia, estabelecer proposi¢des e teoremas, bem como, conceituar recorréncia e
elencar algumas observacdes pertinentes.

1.1 Sequéncia Numérica

Definicao 1.1. Uma sequéncia de nimeros reais é uma funcdo a : N — R que a cada nimero
natural n associa um nimero real a, = a(n), chamado o n-ésimo termo da sequéncia.

Toda sequéncia, a: N — R, tal que a(n) = a, serd denotada simplesmente por (a,). Vejamos
alguns exemplos para ilustrar a defini¢dao acima.

Exemplo 1.1. Exemplos de Sequéncia

1. (x,) =

5 (t,) =1(1,2,2,3,3,3,4,4,4,4...)

Vamos analisar o Exemplo 1.1 de forma intuitiva.
No primeiro item, (x,) = (1, %, %, ...), observa-se que a medida que n aumenta, o quociente
entre 1 e n, tende a diminuir, pois estamos dividindo 1 por um nimero cada vez maior. Nota-se
também que este quociente se aproxima de zero, porém como n € N, % >0, logo 0 < % <1, ou

seja, todos os termos da sequéncia estdo confinados num intervalo entre O e 1. Algebricamente
podemos escrever que 0 < x,, < 1 e com isso Vn € N x, € [0, 1].



No segundo item, o comentdrio é andlogo ao da sequéncia (x,), porém, note que o quoci-
ente entre 1 e 2", tende a zero "mais rapido"que (x,) = % eque 0 <y, < %, logo y, € |0, %]

Ja no terceiro item, observe que a medida que n cresce seus termos crescem exponencial-
mente. Desta forma, ndo é possivel encontrar um intervalo limitado, digamos de (—r,r) com
r>0ereR,tal que, h, € (—r,r). logo, sempre teremos termos de 4, que ndo pertencerdo ao
intervalo (—r,r) com r fixo, bastando tomar n suficientemente grande.

Com isso, podemos perceber que existem sequéncias que sao limitadas por intervalo e ou-
tras que extrapolam qualquer intervalo dado arbitrariamente. Desta forma descreveremos a
seguinte

Definicdo 1.2. Uma sequéncia (a,) € dita limitada, se existe r > 0 tal que |a,| < r, para todo
n € N. Quando uma sequéncia (a,) ndo € limitada, dizemos que ela é ilimitada.

Conhecendo a propriedade do médulo de um niimero real, dizer que |a,| < r é 0 mesmo
que —r < a, < rea, € [—r,r]. Observe que a sequéncia h,, no Exemplo 2.1 ¢ dita ilimitada,
enquanto x, e y, sdo limitadas.

Definicao 1.3. Uma sequéncia (a,) serd dita decrescente se a,+1 < a, (crescente se an+1 > an)
para todo n € N. Diremos que a sequéncia é ndo crescente, se a, 1 < a, (nio decrescente se
ap+1 > ap) paratodon € N.

Da defini¢do podemos classificar que x, = % €V, = % sdo decrescentes, &, = 2" é crescente
et,=(1,2,2,3,3,3,...) é ndo decrescente.

As sequéncias crescentes, ndo decrescentes, decrescentes ou nao crescentes sdo chamadas
de sequéncias mondtonas.

Exemplo 1.2. A sequéncia dos niimeros naturais (1,2,3,...,n,...) é crescente e ilimitada, desta
forma, sempre teremos infinitos termos dessa sequéncia maiores que qualquer real fixo r (r €
R ) dado arbitrariamente. Mesmo parecendo 6bvio, o comentdrio acima é uma importante
propriedade na constru¢do dos numeros reais, conhecida na literatura como a Propriedade Ar-
quimediana dos numeros Reais.

Todas as defini¢des e comentdrios feitos até este momento de certa forma sido preparagcdes
para uma definicdo fundamental que faremos na préxima se¢do. No mais é extremamente im-
portante estudar se uma sequéncia ¢ mondtona e limitada, pois em caso positivo, poderemos
afirmar que ela esta se aproximando cada vez mais de um numero real L. Como esta claro tam-
bém que as sequéncias (x,) e (y,) tém como candidato, para esse real L, o nimero 0. Veremos
que de fato isso ocorre e 0 é chamado de limite dessas sequéncias.



1.2 Limite de Sequéncias

Defini¢do 1.4. Dizemos que uma (a,) converge para um nimero real L quando, uma vez
prescrito um erro r > 0, existir um indice ng € N, tal que |a, — L| < r para todo n > ny.

De forma alternativa, se (a,) convergir para L, diremos que a sequéncia é convergente ¢
que L é um limite da sequéncia. Podemos denotar o limite L de uma sequéncia como:

lima, =L
n—soo
ou
a, — L

€ zero.

S |=

Exemplo 1.3. Mostraremos que o limite da sequéncia x,, =

Demonstracao De fato, basta mostar que para n > ny = |x, — 0] <
Arquimediana podemos tomar n > %, assim fixado ng € N, tal que ng >
Ora mas dado um n > ng o resultado segue, pois

. Pela Propriedade
temos que % <r.

N|= N

1 1 1 1
— < —<r=l=-l=-<r=x-0/<r
n no n n

Exemplo 1.4. Mostraremos que o limite da sequéncia y, = % é zero.

Demonstracio: E fato que podemos tomar um ng € N, tal que

1 1
20> — = —<r
r 2Mm

Mas dai, tomando n > n, temos

1 1
—< —<r= <r=y,—0|<r

E possivel que neste momento haja divida sobre se uma sequéncia possa convergir para
mais de um limite, pois a definicdo ndo deixa claro. Porém isso ndo ocorre e demonstraremos
na seguinte Proposi¢ao:

Proposicao 1.2.1. Se a sequéncia (ay,),en convergir, entdo seu limite é tnico.

Demonstracao: Sejam L; e L, reais. Vamos supor que a, —> L; e a, —> Lp. Assim
sendo, dado para qualquer real positivo r, pela defini¢do de limite, estd garantida a existéncia
de ny e ny € N, tais que

n>ny=|a,—Li|<r

5



n>np=la,— Ly <r
Somando membro a membro e tomando n > max(ny,ny), temos
lan — Li|+ |an — La| < 2r
mas pela consequéncia da desigualdade tridngular apresentado no exemplo 1.3, temos que
|(an—L1) —(an—Ly)| <|an—Li|+|an—Lp| <r=|Ly—Li| <|ap—Li|+|an—Lp| < 2r
Como r é positivo e arbitrdrio, devemos ter |L; — Ly| menor que qualquer real positivo. Por

outro lado, |L; — Lp| > 0; assim nos resta uma unica possibilidade |L; — Ly| =0 = L, = Ly,
concluindo nossa prova.

Continuando, decreveremos o seguinte
Teorema 1.2.1. Uma sequéncia mondtona é convergente se e somente se ela € limitada.

Demonstracao ([5],Pag.68-69)

Este Teorema € extremamente importante, pois nos da condi¢des de afirmar se uma sequén-
cia € convergente.

Exemplo 1.5. Prove que a sequéncia k, = "%1 é convergente e k, —> 1

~ _ 1 1 1 1
Demonstragao Observe quek, =1— . ComoneN,n+1>n= 5 <, =-1+,.57<

-1+ rll =kp1=1— ﬁ >1-— % = ky. Concluimos essa forma que k, é crescente. Note gora
que 0 <k, < 1. Como k,, é mondtona e limitada entdo é convergente.

Para provar que k, — 1, tome ng € N, tal que, —r < % < r, tome agora n > ngp, logo

1 1 1 1
< -< —<r==-r<—<r=-r<l—-—-—-1<r
n o ny n n

oramas 1 — % = k,,, Entao

—r<k,—l<r=lk,—1|<r

concluindo assim nossa prova.

Para demonstracOes posteriores que iremos realizar devemos descrever a seguinte proposi-
cdo. [4]



Proposicao 1.2.2. Seja a, uma sequéncia convergente de niimeros reais e k um niimero real
qualquer. Se a, — L, entao ka, — kL.

Demonstragao: Se k =0, entao ka, — 0, pois lim, . ka, =0-L=0.
Suponha entdo que k # 0 e seja dado um r > 0. Como a, é convergente, existe um ng € N
tal quen > ny = |a, —L| < ﬁ Dai, multiplicando ambos os mebros por |k|, vamos ober:

r

n>ny= |ka, —kL| = |k||a, — L| < |k|- i =

r

Demonstrando o que queriamos.

1.3 Subsequéncias

Nesta se¢do estudaremos o limite de uma subsequéncia, sabendo que a sequéncia original tem
limite L e enunciaremos um importante Teorema, conhecido como Fundamental ou de Cauchy,
que utilizaremos no préximo capitulo.

Definicao 1.5. Dada uma sequéncia (a,) definimos uma subsequéncia da mesma como a sequén-
cia obtida a partir de (a,), restrigindo-nos a um subconjunto infinito Ny = n; <ny <nz < ...
do conjunto de indices.

Escreveremos uma subsequéncia com a seguinte notacao (ay, ), em seguida, pela defini¢do e
dado k € N € f4cil ver que a aplicacao de k — n; € uma funcdo injetiva e estritamente crescente
entre Ny e N.

Exemplo 1.6. Exemplos de subsequéncias

1. Dada a sequéncia x, = n podemos escrever como subsequéncia a sequéncia dos n qua-
drados perfeitos, ou seja, x, = x1,X2,X3,... = 1,4,9, ...

A proposicao a seguir nos da uma propriedade basica de limite de sequéncias.

Proposicio 1.3.1. Se (a,) é uma sequéncia com limite L, entdo toda subsequéncia (ay, ) de
(a,) converge para L.

Demonstracao: Pela definicdo de limite estd garantido que Vr > 0, existe ny, tal que, n >
ng = |a, —L| <r. Comony <ny <n3 <...<m < .., basta tomar ko, tal que ny, > ng, pois
desta forma, para k > ko, teremos:

ng > ng, > ng = la,, —L| <r

Teorema 1.3.1. (Bolzano - Weierstrass) Toda sequéncia limitada possui uma subsequéncia
convergente.



Demonstracao: ([4],pag.102-103)

E razodvel que a partir de um certo ng os termos de um sequéncia convergente se aproxi-
mem cada vez mais, pois tais termos estdo se aproximando do limite L da sequéncia. Desta
forma vamos propor a seguinte

Defini¢do 1.6. Uma sequéncia (a,)qcn € dita uma sequéncia de Cauchy se, dado r > 0, existir
ng € N tal que

m,n > ng = |ay —an| <r

O que mais interessa sobre as sequéncias de Cauchy € o seguinte

Teorema 1.3.2. A sequéncia (a,) de niimeros reais é convergente se, e somente se, for uma
sequéncia de Cauchy.

Demonstracao: ([1],P4g. 80)

Exemplo 1.7. Retornando a sequéncia k,, = ﬂ, vamos provar a convergéncia pelo Teorema
n

de Cauchy.

Demonstracao: Basta provar que Vr > 0, existe nyg € N tal que n,m > ng = |ay, —a,| < r.
Note que
m—n 1 .
Note agora que |". | < -, pois

m—n 1
n?>0=—n’><0=mn—n*><mn=nim—n)<mn=

mn n

Como 1 é convergente podemos concluir que, dado r > 0, |ay, —an| = |

assim nossa prova.

m—n
mn

| < r, concluindo

ApOs esta dltima se¢do temos ferramentas suficientes sobre limite de sequéncia para uma
demonstracdo que iremos descrever nos proximos capitulos. Mas antes disso vamos propor um
exemplo especial de sequéncias. Para isso tome o seguinte exemplo:

Exemplo 1.8. Dada uma sequéncia definida como

1 1
xn—HZE Xp+2-—
Xn

comn € N e x; = 2. Escreva os n primeiros termos dessa sequéncia.



Para n = 1 temos: xzz%(xrl—Z-xl]) :%(2+2~%) :%
Para n = 2 temos: x3 :%(x2—|—2-xl2) =13+2-3) =L

Se prosseguirmos encontraremos para x4 = %

Note que esse processo pode ser realizado infinita vezes sempre tendo resultado um nimero
racional e que a sequéncia x, = (2; %; %; %; ...) e asequéncia x, 1 = (%, %; %; ...), diferente

somente do primeiro termo.

Sequéncia como do exemplo 1.10 denominamos como recorréncia, pois os termos sao da-
dos em func¢do dos anteriores, ou seja, eles recorrem a valores dos termos anteriores. Talvez os
exemplos mais cldssicos de recorréncias sdo as conhecidas Progressdes Aritméticas e Geomé-
tricas.

Das recorréncias gostariamos de elucidar que podemos considerar a sequéncia (x,+) como

uma subsequéncia da sequéncia (x, ), logo, paran = 1,n=2,n =3, ... teriamos (x,) = (x1,x2,X3, ...

e (xp+1) = (x2,X3,X4,...). Desta forma pela Proposi¢do 1.3.1, Se a sequéncia converge para L,
entdo a subsequéncia em questdo também converge para L, logo

lim x, = lim x,, 1| =L
n—soo n—soo

)






CAPITULO 2

Aproximacao Racional

Este capitulo tem como objetivo mostrar que v/d com d € N pode ser aproximado por um
numero racional.

2.1 Numeros Racionais

E trivial o conhecimento que a soma, a diferenca e o produto de dois inteiros sempre resulta
em um numero inteiro, porém ja na divisdo nem sempre isso ocorre, alids geralmente nao ha
um inteiro g tal que ng = m, sendo m e n inteiros e n # 0; por exemplo, ndo existe um ¢ inteiro
tal que, 3¢ = 1.

Desta forma, caso se deseje realizar divisdes com inteiros sem restri¢des, devemos ampliar
a noc¢do de nimero criando um novo conjunto numérico, tais que seus elementos comtemplem
os quocientes de divisdes de inteiros. A estes novos nimeros sdo denominados de nimeros
racionais, sendo que para estes daremos a seguinte (ver[1])

Definicao 2.1. Um niimero racional é aquele que pode ser expresso como razdo entre dois
nimeros m,n € 7, comn # 0, i.e.

, m
VxeQ,dmeZ,neN taisque x= —,
n

onde () representa o conjunto dos niimeros racionais. [11].

Dada a defini¢do de nimeros racionais estudaremos na proxima se¢ao as sequéncias racio-
nais, ou seja, sequéncias em que todos seus termos sao nimeros racionais.

2.2 Sequéncias Racionais
Denotamos como sequéncia de nlimeros racionais ou simplesmente de sequéncia racional a fun-
¢do r: N — Q. Assim, por exemplo, a sequéncia r(n) = j5 que tem como termos: r; = 0,1;

r, =0,02; r3 =0,003; ..., ¢ uma sequéncia racional.

Devemos salientar que um nimero real x pode ser expresso por sua expansdao decimal
como por exemplo: % =0,333... = 13—0 + 13? + 13? + ...+ 1% +...e V2 =1,41421356... =
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De sequéncias racionais estamos interessados em estudar se dado um x € R, existe uma
sequéncia {r,} € Q tal que lim, oo 1, = x?

como a sequéncia

Antes do estudo da interrogativa acima, vamos definir uma sequéncia (r;,)
yra=3,11r3=3,14;

da expansdo decimal do nimero 7. Observe seus primeiros termos: r; = 3; 1
ry =3,141; rs = 3,1415; r¢ = 3,14159, ... Note que:

|Fm — Fa| < {5, quando m,n > 1, pois 75 = 0,1 € 1y — 1y < 0,04159265...

|rm _ rn| < WIO’ quando m,n > 2’ pOiS ﬁ = 0701 Crm—1ry S 0700159265

|Fm — 7| < 1555 quando m,n > 3, pois 1555 = 0,001 € 1, — 1, < 0,00059265...

Observe que essa sequéncia satisfaz a definicdo 2.7 sobre sequéncias de Cauchy, donde
podemos concluir que Vr > 0, existe um ng tal que m,n > ny = |ry, —ry| < 10%0. Sendo con-

vergente pelo Teorema 2.3.2

Para ilustrar que um ndmero x € R pode ser aproximado por uma sequéncia racional, tome
a a a
x =A,a102030405...ay... = A+ T + # + 1—033 A 1

Considere A como a parte inteira de nimero real x > 0 e 0,a1a2a3...a,... a parte deci-

mal. Tome a sequéncia {x,} € Q, tal que xo = A; x; = A,ay; x, = A,a1a2; x3 = A,a1aza3;

i Xp = A,arapaz...ay...; ou seja, a sequéncia da expressao decimal do real x defina como

A,aiazas...a
Xy = 712n3 n.

Como feito no exemplo acima, note que:

| — x| < llo, quando m,n > 1, pois 11—0 =0,1¢ex,—x, <0,0apa3a4...a,...

| — xn| < ﬁ, quando m,n > 2, pois ﬁ =0,01 e x,, — x, < 0,00a3a4as...a,...

X — x| < ﬁ, quando m,n > 3, pois Wloo =0,001 e x,,, — x, < 0,000a4asag...a,...
Podemos percerber de forma intuitiva que a expansdo decimal de nimeros racionais pode

ser convergente, porém ainda falta provar que existe uma sequéncia de racionais que converge
para um real x que serd feito na continuidade deste trabalho.

2.3 Numeros Irracionais

A necessidade de ampliar o conceito de nimero j4 era conhecida desda antiga Grécia, pois, re-
lata a histéria, que os Pitdgoricos analisaram a insuficiéncia dos nimeros racionais para medir
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a diagonal de um quadrado com medida n a partir de um segmento m, ou seja, nao era possivel
encontrar uma razao entre as medidas n e m desses segmentos.

De inicio os préprios Pitagéricos acreditavam que dados dois segmentos quaisquer eles
eram sempre comensuraveis, ou seja, em termos atuais, sempre poderiamos encontrar uma
razdo de semelhanca de medidas inteiras entre os segmentos. Porém, utilizando o préprio
Teorema de Pitdgoras se estabelece uma contradicdo quando consideramos a diagonal de um
quadrado como sendo um niimero racional. Desta forma nio existe uma razdo de medidas in-
teiras entre o lado de um quadrado e sua diagonal e neste caso dizemos que tais segmentos sao
incomensuraveis e que a medida da diagonal de um quadrado € um ndmero Irracional.

Para mostrar que existem segmentos com medidas que ndo sdo racionais, considere a diago-
nal de um quadrado de lado unitdrio (mas nada impede que seja qualquer quadrado). Em posse
do Teorema de Pitdgoras e por contradi¢do tome a medida dessa diagonal como um nimero
racional 77, com n # 0, tal que m € n sejam coprimos, ou seja, 0 maximo divisor comum de m
e n éigual a 1. Desta forma

2 2
(@) :12+12:m—2:2:>m2:2n2
n

Ora note que m? é par, implicando que m & par, pois se m fosse fmpar, m?> seria fmpar, mas

m? = 2n?, logo m ndo pode ser impar. Sabendo que m é par, podemos escrevé-lo da seguinte
forma m = 2¢, mas dai m*> = (Zq)2 = 44 e assim 4¢° = 2n?, dividindo ambos os membros por
2 temos 2¢> = n?, logo concluirfamos que n também é par e desta forma 2 divide m e n, mas
isso € impossivel, pois m e n sdo coprimos. Entdo a diagonal de um quadrado de lado unitédrio
ndo pode ser um nimero racional, sendo assim um nimero Irracional. [11]

Desde o Ensino Fundamental conhecemos os Irracionais como os niimeros que tém a parte
decimal infinita e ndo periddica. Entenda parte decimal a sequéncia 0,a arazasas... € periodo
de um nimero como uma determinada sequéncia finita, ndo totalmente nula, tal que a partir de
um determinado digito todos os outros sdo uma repeti¢do infinita desta sequéncia. Exemplos:
1,34577777..., tem periodo 7 e 0,7343434..., tem periodo 34. Esta defini¢do, de certa forma in-
génua, tem razao de existir pela simplicidade em responder ao questionamento se um nimero
€ ou ndo Irracional, bastando observar a parte decimal.

Outro ponto importante a destacar que nao € mencionado no ensino bésico é que os nu-
meros Irracionais ndo sdo enumerdveis, ou seja, nao podemos fazer uma associa¢io entre um
Irracional e um Natural com o intuito de realizar uma contagem pelo motivo que existem mais
numeros Irracionais do que Naturais. Porém, para a continuidade deste trabalho quando fa-
larmos de um numero Irracional devemos considerar, deste momento em diante, somente, as
raizes quadradas de um nimero natural d, com d nio quadrado perfeito, ou seja, d # ¢>
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2.4 Teorema de Dirichlet

A expressao aproximagdo racional € usada para denotar o processo pelo qual certas sequén-
cias numéricas de termos racionais tendem a se aproximar de um numero real L. Desta ma-
neira, podemos afirmar que a aproximagao racional estd intimamente ligada a ideia de limite de
sequéncias. Todas as sequéncias que apresentaremos com essa caracteristica se dard por uma
aproximagdo por falta ou por excesso, ou seja, quando os termos racionais de uma sequéncia
sdo sempre menores ou maiores que o real L, respectivamente.

Com desenvolvimento gradativo do estudo da Matemética, o homem se deparou que os
numeros racionais ndo eram mais suficientes para responder os questionamentos vingentes, de-
vendo ampliar o conceito de niimero e surgindo, desta forma, no cendrio matemédtico os nime-
ros irracionais. Destes, as raizes quadradas se apresentam de forma natural quer em Geometria,
em funcdes ou em qualquer outra drea que necessite de algum calculo aritmético. Encontrar a
raiz quadrada de um ndmero natural se faz necessario para a resolu¢do de muitos problemas.

Dependendo da situacio uma "boa apromxicdo"para v/d, com poucas casas decimais, pode
ser suficiente. Por exemplo: v/5 22 2,236067 e % =2,236111, ou seja, uma aproximacao de
trés casas decimais, que para muitos cédlculos ja é mais que suficiente. Porém, devemos levar

em consideracdo, que dependendo do caso devemos aproximar um pouco ou muito mais.

O célculo de uma raiz quadrada na maioria das vezes nao € algo tdo simples de se realizar,
mesmo sendo o processo de extrair raizes simples de se entender. Dado v/d, para d quadrado
perfeito, podemos dispor da decomposi¢do em fatores primos para, com um pouco (ou razoa-
vel) trabalho (dependendo de d), encontrar v/d. Agora, caso d nio seja um quadrado perfeito,
v/d é um ndmero Irracional e a decomposi¢io em fatores primos nio resolve o problema, co-
mecando neste momento o trabalhoso processo de aproximar nimeros racionais para v/d.

Alguns povos antigos perceberam a necessidade de encontrar aproximagdes racionais para
v/d e procuraram encontrar solu¢des para este problema até entdo. E certo que essas aproxi-
magdes dependem da escolha dos nimeros m e n do racional °7, com n # 0 e desta forma ao
longo dos séculos e em regides diferentes, algoritmos foram criados com o objetivo de facilitar
essa escolha.

Entenda algoritmo como um processo, de nimero finito de passos, que deve-se chegar a
um resultado desejado. Tais algoritmos, que apresentaremos posteriormente, aproximam um
niimero racional a v/d. Mas antes iremos retornar a sequéncia do Exemplo 1.10 do Capitulo 1,
para estudar detidamente seus termos.

Observe que seus trés primeiros termos da sequéncia x,1, ja calculados no capitulo 1,
sdo: (%, %, %). Tomando o quociente desses trés primeiros termos, obtemos: (x; = 1,5;x3 =

1,41666; e x4 = 1,41421568) e analisando com V222 1,41421365 podemos levantar a hipStese
que os termos da sequéncia x,, sdo aproximacdes de /2. Note que, com apenas o terceiro
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termo (x4), a aproximag@o se da por cinco casas decimais, ja sendo uma aproximagdo muito
boa em termos reais.

Porém se continuarmos gerando novos termos 0 que garante que tais termos sdo, ainda,
aproximagdes de v/2? E se for, serd que podemos aproximar cada vez mais ao ponto de v/2 se
tornar o limite dessa sequéncia? Concluindo dessa forma, que serd sempre possivel aproximar
um racional tanto quanto se queira de um Irracional? De fato, as interrogacdes acima sao ver-
dadeiras, e a ultima serd provado pelo seguinte

Teorema 2.4.1. (Dirichlet) Seja o € R um niimero irracional. Entao existem infinitos inteiros
p, g, com g > 0 tais que g é uma fracao irredutivel e

1
< —

o— =
q2

q

p ‘
Antes de provarmos o Teorema de Dirichlet vamos escrever algumas definicdes e exemplos.
Definicdo 2.2. A parte inteira de um real x, representada por |x|, é definido como o maior

inteiro menor que ou igual a x, se x > 0 e o menor inteiro maior que ou igual x, se x < 0.

Exemplo 2.1. Observe a parte inteira dos niimeros abaixo.

1. |3] =3
2. 3]=|15]=1
3. |—4,5|=—4

Definicdo 2.3. A parte fracionaria de um real x e denotada por {x} é definida como {x} =
x—|x].
Exemplo 2.2. Observe a parte fraciondria dos nimeros abaixo.

1. {3} =0,66666...

2. {2} ={1,414213562373...} = 0,414213562373...

3. {2} ={1,25}=0,25

uma observacao que devemos fazer, mesmo sendo trivial, € que a parte fraciondria de qual-
quer nimero esta contida no intervalo [0,1].

De fato, tome x = ag,ajaza;3...ay..., 1ogo {x} = x— |x| = 0,a1a2a3...ay...
Outro ponto a ser abordado antes da demonstracdo € o Principio da Casa dos Pombos que
também € conhecido como "Principio das Gavetas de Dirichlet"por ter sido pelo prérpio Diri-

chlet enunciado como: "Se n+ 1 objetos sdo colocados em n gavetas, entdo pelo menos uma
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gaveta deverd conter, pelo menos, dois objetos" [3]].

Este Principio, de certo modo ingénuo, € bastante utilizado em demonstra¢cdes matematicas.
Podemos escrevé-lo de modo mais geral como

Teorema 2.4.2. Se n gaiolas sdo ocupadas por nk + 1 pombos, entdo pelo menos uma gaiola
devera conter pelo menos k + 1 pombos.

Demonstracao: Isto também é 6bvio, pois se cada uma tiver no maximo k pombos, como
sdo n gaiolas, teremos no maximo nk pombos distribuidos, o que é uma contradigao.

Diante das defini¢des dadas acima estamos em condicdo de demonstrar o Teorema de Di-
richlet enunciado como segue: Seja & € R um nimero irracional positivo. Entdo existem
infinitos inteiros p, q, com g > 0 tais que g € uma fracdo irredutivel e

a2

1
|a—£| <
q q

e dai, segundo [8], descrevemos a seguinte
Demonstracdo: Considere os n + 1 nimeros 0, o — |a] = {a}, 2a — 2] = {2a},

3a— 30 = {3a}, ..., na— |no] = {na}, e a seguinte divisdo do intervalo [0, 1] em n in-
tervalos:

Como cada um dos n+ 1 niimeros pertence ao intervalo [0, 1] e este intervalo esté dividido
nos n subintervalos, podemos concluir pelo princicpio das casas dos pombos que dois desses
nimeros, pertencerdo a um mesmo subintervalo.

Digamos que esses nimeros sdo {ix} e {jx}, com i, j € N, tal que, j > i.
. k—1 . . k . . 1

Assim, = < {ix} < {jx} <, logo I{jx} — {ix}| < .

Ora, mas da defini¢do 2.3 temos que
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{7}~ fix| < = je— Ljar] — (i Liee))| <
= |(ja—ia-lja| +lia) <
= (j—a~(ljo) - lia)) < |

Observe que j—i < n. Logo, sendo g = j—ie p=|ja] — |ia], podemos concluir, pela
desigualdade acima, que |gox — p| < % Multiplicando ambos os membros por é, temos:

ecomo g = j—i<n,entdo

concluindo assim a demonstragdo.
Em posse do Teorema de Dirichlet a interrogativa sobre a possibilidade de aproximar um
racional cada vez mais de \/i € trivial, pois, ¢ — oo, implica que % — 0, com isso podemos

afirmar que existe uma infinidade de racionais que se aproximacao de «.

Porém, sobre a possibilidade da sequéncia x, | = %(xn +2- xi) gerar sempre mais termos,
n

cada vez mais préximos de v/2, serd respondida no préximo capitulo.
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CAPITULO 3

Algoritmos de Aproximacao

Este Capitulo tem como objetivo mostrar alguns algoritmos utilizados por povos distintos, em
tempos diferentes, para aproximar nimeros racionais a raizes quadradas de nimeros naturais
ndo quadrados perfeitos. Como também, estudar esses algoritmos para conhecer os diversos
processos dessa aproximacao.

3.1 Algoritmo de Hierao

O algoritmo que estudaremos nesta secdo ja era conhecido na época da antiga Grécia e recebe
este nome em homenagem ao matematico grego que o descreveu em seu livro A Métrica [6].
Estudaremos a convergéncia deste algoritmo, como também sua interpretacdo geométrica.

Hierdo, também conhecido como Herdo, matematico e fisico de destaque, ficou bastante
conhecido pela sua famosa férmula A, = /(s — a) (s — b)(s — ¢) para o célculo da drea de um
tridangulo qualquer quando € conhecido seus lados, sendo s = % 0 semi-perimetro € a, b e
c os lados do tridngulo.

Um dos problemas do seu livro ele descreve como conseguir aproximacoes racionais para
uma raiz quadrada, através de um método aritmético que recorria sempre a termos anteriores a
partir de um primeiro termo definido. Desta forma, Hierdo realizava um célculo de recorréncia
onde 0s passos para encontrar a aproximacao, em termos atuais, seria interpretado como a se-

. ~ _ 1 d
guinte expressao X, 1 = Q(xn + x—n) (ver [6])

Para estuda-la vamos propor d = 3, tornando a recorréncia igual a x| = %(x,, + xi), com
n
x1 = 1. Estudando seus quatro primeiros termos, temos:
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1 1 1

X1
B glatd o) = (243) =1 =175
v= a3 = %(;ﬁ%) =T 1 73014
x5 = %(x4+3-xl4) - %(%Jrg%) - % = 1,73205081

56

Note que v/3 = 1,73205080 e comparando com x5 = 1,73205081 é uma aproximacio de
sete casas decimais. Para maioria dos calculos que realizamos € uma 6tima aproximacao. Desta
forma, vemos que a precisdo de x, | para aproximar fragdes em raizes quadradas pode ndo ser
uma coincidéncia e estudaremos essa recorréncia de forma geral, sendo x,, 1| = %(xn + xi”), com
d € N, ndo quadrado perfeito.

Primeiro vamos analisar se x,,.| € convergente e em seguida, descobriremos seu limite.

Mas antes, da demonstragdo, vamos precisar da relacdo de ordem das médias Aritmética e
Geométrica.

Dados dois niimeros reais a > 0 e b > 0, vamos dar as seguintes defini¢des:

Definicdo 3.1. Média Aritmética ( que vamos representar por My(a,b)) de a e b é o nimero

determinado por “52.

Definiciio 3.2. Média Geométrica ( que vamos representar por M,(a,b)) de a e b é o nimero
determinado por v/ ab.

Da defini¢ao das médias aritmética e geométrica propomos a seguinte relagdo: V(a,b),M, >
M,. Para demonstrar a veracidade, tome

(vVa—vb)*>0

com a igualdade valendo se e somente se a = b, dai temos que

b
05(\/_—\/5)2:a+b—2\/ab:>%Zx/ab

para todo a,b € R.
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Retornando a recorréncia x,, |, mostraremos sua convergéncia pelo teorema 1.3.2, demons-
trando que esta recorréncia satisfaz a definicdo 1.7 sobre as sequéncias de Cauchy, propondo
primeiramente que x,;; > v/d. Para isso, tome as médias aritmética e geométrica de (%, xin),
juntamente com a relacdo de ordem das médias, para obter:

d
Xn+ 1 d d
M, = zx" :§<xn+x_n):xn+l Z\/EZ\/Xn'X—n:Mg

Como d € N e ndo sendo quadrado perfeito, resulta que vd > 1, logo x,.1 > V/d > 1, tal
que, podemos afirmar que x;,+1 € positivo.

d

Xn'Xn+1

Considere a expressao > 0.

d
XnXp+1

Nos interessa provar agora que |1 — | < 1.

Da sequéncia

1 d
Xn+1 :E xn+)c_n

podemos ter a seguinte igualdade

5 Xn d
Xn+1 Xn * Xn+1

dividindo ambos os membros por x;, 1.

Dai como xxil > 0, temos que
d
— <2
Xn * Xn+1
d
ora, mas —-— > 0, logo
d d
0< — 2= -1<-1+—<1
Xn - Xn+1 Xn " Xn41
entao
d
’1 _ <1
Xn - Xn+1
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Multiplicando ambos os membros por %|(xn+1 —Xp,)|, vamos obter:

1 d
o =) (1 -

1
< — J—
oy )| < 2l G =)l

Multiplicando de forma distributiva o primeiro membro temos:

Do =2 - = Hm ) -t )
= (1 — — —x, = =|(x -t =)=
p !Vl X, Xn+1 p Vil Xn+1 "X,
1 1 d
= \E(Xnﬂ +xn+l ) - E(x"+)c_n)’ = |xn+2 — Xn+1

Portanto |x,12 — X,+1| < %\(an — X))

Reduzindo os indices, obtemos

1
|xn+2 _xn+1| < _|xn+1 _xn’
2

1
’xl’l-i-] _xn‘ < _|xn _xn—1|

2

1
Xp = Xp—1] < §|xn_1 )

1
|xqa —x3| < §|x3 — x|

1
‘X3 —Xz‘ < —|XQ —X1|
2
multiplicando membro a membro e cancelando os termos iguais, vamos obter:

1
Xn2 — Xn1| < o X2 —x1
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O que interessa aqui € mostrar que esta sequéncia € de Cauchy. Para isso considere, sem
perda de generalidade, m > n. Assim podemos reescrever a sequéncia acima como

1
X1 — X < |x2—x1|

1
2 — Xnp1| < o 2 —x1

Xn13 —Xni2| < 57 TES] |2 — x|

i1 = xm-2| < 555 - 2 —
1

X — Xm—1] < = - [x2 — x1]|

m—2
Somando membro a membro as inequagdes acima vamos obter

|xn+1 _xn| + |xn+2 — Xn+1 | + |xn+3 _xn+2’ +eee |xm—1 _xm—2| + |xm _xm—l| <

1
x1|+ = x|+ == | —x1|+ == —x1| = |2 —xi]

2n+1 om— 3 m— rm—2

1
<F\

Pelo Teorema A.0.1, da desigualdade triangular (Apéndice), temos que

|xm _xn’ = |(xm _xm—l) + (xm—l _xm—Z) +- 4+ (xn+2 _xn—l-l) + (xn—|—l _xn)’
— |xn+1 —Xn +xn+2 — Xn+1 +xn+3 _xn+2+' Tt Xp—1 — X2 +xm_xm—1|

< |xn—|—1 _xn| + |xn+2 _xn—|—1| + |xn+3 _xn+2| + |xm—1 _xm—2| + |xm _xm—1|
e que

23



1 1 1
i1 e xS e —al ot S e a4 e | =
1 1 1
:(F+i+"‘+w+2m 2) |x2 — x1|
Assim
1
X xn|<(2n_1+2 + +2m 3+2m 5) -+ |x2 —xi
mas
11 1 1 1 ()" =1
(2n 1+§+" +2m 3+2m 7) n—1" %_1
1
o 1 l_szn
T on—1 1
1 1
:2n72 (l_szn)
4 1
= =)
Note agora que
1 4 1 4 4 1
(1_2m7n><1<:>ﬁ (1—2m n) ﬁ ﬁ( _2m n> |)C2—)C1|<2n |)C2—)C1
Logo
4
xm—xn\<ﬁ-\x2—x1\
Observe que
4 1
2n ‘)Q—Xl‘ §-4\x2—x1\

Como ja foi provado no exemplo 1.4 (capitulo 1) que zin € convergente, a proposi¢ao 1.2.2
nos garante que o - 4|x, — x| também serd, logo dado r > 0 existe n tal que 247 o — x| <
quando n > ny.

Entdo |x,, — x,| < r, para m,n > np, logo podemos concluir que esta sequéncia é de Cauchy
0 que nos garante que ela é convergente.

Até agora provamos que (x,+1) convergente, mas ainda nao descobrimos o seu limite. Po-

rém estd bem claro que o candidato a tal v/d. Fazendo uso da proposico 1.3.1 e que (x,41) é
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subsequéncia da sequéncia (x;), concluimos

lim x, = lim x,.1 =L
n—soo n—soo

dai, dada a recorréncia
: (X0 +—)
Xn+l = X T —
2 Xy

quando n — oo, iremos obter

L=ta+d
2 L

e resolvendo esta equagdo, obtemos:

Lz—d:O:>L:ﬁ:>1211xn:ﬂ.
n—oo

3.1.1 Interpretacio Geométrica do Algoritmo de Hierao

Uma pergunta que pode nos vir em mente é de onde originou a idéia de usar a sequéncia
Xpt1 = %(xn + xin)? Infelizmente, Hierdo ndo nos fornece nenhuma indicag¢do no seu livro A
Métrica. Porém, uma interpretacdo geométrica para essa expressao encontramos em [5], onde
descreveremos da seguinte forma.

Note que encontrar v/d é 0 mesmo que determinar o lado de um quadrado de drea d. Denote
esse quadrado de area d por ABCD inscrito em um quadrado AEFG de lado a dado, tal que,
B € AE e D € AG (ver figura abaixo).

Conforme a construgdo dos quadrados ABCD e AEFG, um terceiro quadrado CIFH de lado
e pode ser considerado, prolongando os lados BC e DC aos lados GF e EF, respectivamente.

—_— v{'d__
A ] G
a
B Cc H
E | F

Figura 3.1 Interpretacdo geométrica do Algoritmo de Hierdo

Observe que podemos definir o lado @ como uma primeira aproximagio de v/d e que
a—e = +/d. Além disso, considerando a drea da regido BEFGDC, temos que a*—d=ée*+
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(a—e)e+(a—e)e=e>+2e(a—e) =2ea—e?.

2

Dai, se desprezarmos o quadrado de lado e (pois a medida que e diminui e~ € menor ainda)

chegamos a a® — d = 2ae, logo

2a

segue-se, desta forma, que se obtém uma segunda aproximacio de v/d tomando a’ = a— ¢/,
entao

, a—d 2a>—(a*>—d) d*+d 1( +d)
a —da— — — = —(a —
2a 2a 2a 2 a

Considerando que podemos repetir esse processo indefinidamente podemos reescrever a

expressdo acima como
1 d
an+1 =5 | Gn+—
2 an

Concluimos esta secdo sabendo um algoritmo de aproximagdo extremamente eficaz e sim-
ples para a "extra¢do"de raizes quadradas, de forma recursiva, onde nos d4 nlimeros racionais
cada vez melhores. Na préximo secdo faremos uma abordagem da aproximagao racional com
uso de uma equacdo muito importante no ramo da matematica denominada Teoria dos Nume-
1os.

3.2 Aproximacoes Diofantinas

Esta se¢do tem como objetivo estudar a equacgdo diofantina conhecida como Pell-Fermat, deter-
minar como encontrar infinitas solugdes através de uma nio trivial e demonstrar que as solugdes
da equagio de Pell-Fermat podem ser interpretadas como aproximacdes racionais da v/d, com
d € N e ndo quadrado perfeito.

3.2.1 Equacoes Diofaninas

Uma equacdo diofantina é uma equacdo polinomial em varias incognitas com coeficientes intei-
ros. Por exemplo: 5x —2y = 1; x> —2y?> = 1 e 4x> — y? + 5z = 10 sdo equagdes diofantinas. Ta-

vez a equacio diofantina mais famosa é a generalizagio do Teorema de Pitdgoras, a4+ b* = .

Normalmente se estuda as equagdes diofantinas com o intuito de encontrar solu¢des in-
teiras, porém, nada impede, dependendo da situagdo, que se procure também solucdes racio-
nais. Em alguns casos uma equacdo diofantina admite infinitas solug¢des, como por exemplo
5x —2y =1, que para k inteiros, temos como solucdo da equagcdo x = 1+4+2k ey =2+ 5k. Ja
em outros casos o nimero de solugdes & finito ou nio existe, como por exemplo: x> +y> = 25
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que tem como solugdes inteiras apenas os pares (0,5); (5,0); (3.4) e (4,3), enquanto a equagdo
x? + 5y = —1 nio possui solucio, pois, sendo x> > 0 e 5y> > 0 = x>+ 5y> > 0.

Observe que a equacio x> +y* = 25 é também a equacdo cartesiana de uma circunferéncia
com centro no ponto (0,0) do plano cartesiano. Dai podemos notar a intima relagdo entre equa-
coes diofantinas e a Geometria Analitica. Porém, devemos destacar que as solugdes inteiras de
x? +y? = 25 sdo pontos inteiros no plano contidos nesta circunferéncia.

Foi discutido anteriormente que certas equagOes diofantina pode ter infinitas solugdes, ou-
tras um nimero finito ou nenhuma soluc¢do. Desta forma, € natural perguntar-se em que con-
dicdes tais equagdes possuem solugdo e caso tenham como determind-las. Infelizmente ndo
existe um método geral que identifique, se uma equacao diofantina tem ou nao solucdes, de-
vendo estudar cada equagdo de forma individual ou pelo menos por grupos ou tipos.

3.2.2 Equacao de Pell-Fermat

Estamos interessados nesta momento em estudar, detalhadamente, somente um tipo de equagdo
diofantina, descrita a seguir.

Definicao 3.3. Sejad um natural ndo quadrado pertfeito. Chamamos de Equagao de Pell-Fermat
a equacdo x> — dy* = m.

Curiosamente encontramos em varios livros esta equacdo sendo chamada como equagdo
de Pell, pois o prépio Euler a denomina assim acreditando que a soluc¢do geral das mesmas
tinha sido descoberta pelo matematico inglé€s John Pell, porém, na realidade sabe-se que Euler
cometeu um equivoco, pois Pell organizou os resultados e solugdes dos matemaéticos da época,
que estudaram esta equacdo. A solugdo geral dessa equacdo foi dada por Bhaskaracharya ou
Bhaskara II e o caso em que m = 1 é dado por um matematico Inglés Lord Brounker.

2

Para este trabalho vamos adotar m = 1 ou m = —1 na equagio x> — dy* = m e da defini¢io

podemos concluir que v/d é Irracional.

A restricdo para d ndo ser quadrado perfeito sustenta-se no fato que, se d = k2, com k € N
a equacio x> —dy? = 1 pode ser reescrita como (x + ky)(x — ky) = 1. Contudo, o produto de
fatores inteiros sO pode ser igual a 1 se ambos os fatores forem iguias a 1 ou -1. Como procura-
mos solugdes inteira concluimos que (x+ky) = +1 e (x —ky) = £1, resolvendo esses sistemas
temos: x = +1 e y = 0, portanto quando d = k> a equacdo x> —dy? = 1 possui apenas duas
solugdo inteira que sdo os pares (+1,0).

E 6bvio que (£1,0) sio solucdes para x> —dy? = 1, com d sendo ou nio quadrado perfeito.
Essas solucdes triviais ndo sdo nada interessantes, sendo desnecessdrio leva-las em considera-

¢do, pois ndo podemos gerar outrar solugdes a partir delas. Entenda solug@o trivial o par (x,y)
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tal que xy = 0.

Denotaremos como solu¢do fundamental o par (xj,y;) a menor solucdo inteira positiva
maior que a solucdo trivial. Por exemplo: a equagdo x> — 2y = 1 tem como solugio fundamen-
tal o par (3,2), pois 32 —2-2% = 1 e por tentativa nio é possivel encontrar nenhuma solugio
(m,n),talque 0 <m<3e0<n<2.

No plano esta equagdo representa uma Hipérbole. Encontrar solugdes inteiras desta equacao
€ determinar os pontos de coordenadas inteiras que intercepta esta conica. Ora, mas conhecendo
uma hipérbole, uma questdo pode surgir: Serd que existem infitos pontos de coordenadas intei-
ras que interceptam a hipérbole? De fato isso ocorre € vamos propor um exemplo para mostrar
que € possivel encontrar mais de um ponto inteiro a partir de uma solucao.

Exemplo 3.1. Considere a equacio x> —3y> = 1. A partir de uma solugcio fundamental encon-
tre uma segunda solugao.

Por tentativa podemos facilmente perceber que uma solugdo para a equagio é o par (2,1),
pois 22 —3 .12 = 1. Chamamos esta solucio de fundamental, pois a tnica solugdo inteira posi-
tiva menor que a encontrada é (1,0) que é uma das solugdes triviais.

Note agora, que

22-3.12=2+1V3)2-1V3) =1

elevando ambos os lados dessa igualdade ao quadrado, vamos obter
Q2+1V3)2-1V3)?=12= (T+4V/3)(T-4V/3) = 1= 7> -3.42 =
logo observa-se que o par (7,4) também é solugao.

Ora, mas do exemplo 3.1, podemos nos questionar sobre a possibilidade de elevar ambos
os lados da igualdade ao cubo, ji que 13 = 1?

Efetuando os calculos teriamos:

2+1V3)P2—-1V3)P = 1P = 2+ 1V3)2- 2+ 1V3)(2—-1V3)*- 2 - 1V3) =1
= (T+4V3)2+1V3)(T-4V3)2 - 1V3) =1
= (26 +15V3)(26 - 15V3) = 1
=26°—-3-15>=1

Logo (26,15) é também solugdo da equagio.

Observe a seguir as solucdes da equacdo x> — 3y*> = 1 no plano.
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Figura 3.2 Interpretacio geométrica das solucdes inteiras da equacio x> — 3y = 1

Dos célculos feitos anteriormente, note que as solucdes ja se apresentavam antes da dltima
implicacio ((26 + 15v/3)(26 — 151/3) = 1). Assim, caso a equagio se apresente nesta forma:
(a+b\d)(a—b\/d) =16 6bvio que a e b sio solugdes. Diante disso vamos estudar o seguinte
conjunto

P={(a+bVd)la,bcZ} CR
Estamos interessados em provar que (a +bv/d)" € P, sendo n € N.

Primeiro observe que o conjunto PP € fechado para a multiplicacdo, pois:

(a+bVd) - (x+yVd) = ax+ayVd +xbVd + dVdyVd = ax+ byd + (ay + bx)Vd

Por inducdo, suponha que (a+ bv/d)" € P ja que o caso trivial foi feito acima.

Agora devemos provar que (a+ bvd )"+1 também pertenca ao conjunto IP. Para isso, basta
notar que:

(a+bVd)"™ = (a+bVad)"- (a+bVd).
Como por hipétese de inducio (a+ bv/d)" = x+ y\/d, entio

(a+bVd)"! = (x+yVd) - (a+bVd) = ax+ byd + (ay + bx)Vd,
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provando o que se queria.

Este resultado serd ttil em demonstragdes posteriores, no mais note que (2 -+ 11/3)(2 —
1\/§) =22—-3.1% =1 ¢ a solugdo fundamental ou primeira solu¢do. Elevando ao quadrado
(2+14/3)%(2 — 1V/3)? = 7> — 342 = | obtemos uma segunda solugio e elevando ao cubo
(2+1v/3)3(2 — 1v/3)? =267 —3- 152 = 1 obtemos uma terceira solugio. Daf serd que ele-
vando a n com n € N teremos a enésima solucao? De fato é verdade e para provar vamos
descrever a seguinte Proposic¢ao:

Proposicio 3.2.1. Seja (x1,y;) a solucdo fundamental de x> — dy* = 1. Entéo (x,,y,) também
é solucdo se X, +y,/d = (x; +y1V/d)", comn € N.

Demonstrag¢ao Primeiro vamos substituir n por 2, para dar uma nogao do método que serd
utilizado.

Paran = 2, temos:
(x1 +y1Vd)? = x12 + 2001 Vd +y1>Vd? = x7 +y12d + 2x1y1Vd

definido x, = x3 +y2d e yy = 2x1y1, temos que (x| +y1Vd)" = x2 +y2V/d.

Agora, destacamos que, (v/d)' com i impar é (v/d)***! = Vd%*d! = d*\/d e que (\V/d)'
com i par é (vd)* = Vd* = d¥.

Dai, com o auxilio do Binémio de Newton, [2] temos:

n

(x1 +y1Vd)" = Y (r.l))q"_i it (V)

i=0 \!
Separando i impar de i par, podemos reescrever a tltima igualdade como

o (1 —i i = (n —2i R - n —2i— i i
): <')x]n V1 (\/3) = 2 (Zi)xln 2 ')’12 -d _|_§ (2i+1)x]n 2 l,y]2+1 -d (\/E)
i=0 i=0

i=0 \!
Entao, associando

X _i N 2y 2 gi
n— 2; 1 Y1

i=0

C n n—2i—1 . 2i+1 i
_ Z ) .d
n <2i+ 1>x1 %

i=0
temos que

(X1 +y1Vd)" = i (r‘z))qn_,- ' (Vd) = xy+yaVd.

i=0 \!
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Com um raciocinio andlogo podemos concluir também que

(x1 _)’1\/3)" = Xn —yn\/c_i-

Ora, mas (x1,y;) sdo solugdes da equagdo, logo

X —dyi =1 (0 +yi1Vd) (@ —yvd) =1
dai, elevando ambos os membros a n, o resultado segue, pois
(x1+y1Vd) (x1 = y1Vd)" = 1" = (x4 +yuVd) (5 = yuVd) = 1 & x; —dy; = |

Com isso demonstramos que (x,,y,) sdo solugdes da Equagio de Pell-Fermat.

Podemos proceder de forma alternativa para provar a proposi¢do 3.2.1. Mas, para isso, pri-
meiro, considere o conjunto P = {(a+bv/d)|a,b € Z} C R, em que d € N é um natural livre
de quadrados e as seguintes defini¢cdes (ver[12])

Definiciio 3.4. Dado z € P, definimos o conjugado de z = a+ b\/d o niimeroZ = a — b\/d.

Definicao 3.5. A norma algébrica em P € definida por:

N(z) =zZ.
Logo, se z = a+ b\/d, entio N(z) = a?—bide.

Da defini¢do de conjugado temos a seguinte propriedade: dadosz, w € P, entdo 7-w =7z-w.
Para mostrar, note que z-w = ax+ byd + (ay + bx) \/3 . Com isso,

7w = ax+ byd — (ay+bx)Vd.
Mas,
z2-w=(a—bVd)-(x—yVd) = ax—ayVd — bx\/d + byd = ax+ byd — (ay + bx)Vd

Entaoz-w=7-w.
Da defini¢éo de norma temos a seguinte propriedade: N(zw) = N(z)N(w).
Que ¢ facilmente demonstrada pois:

N(zw) =7w-zw =Zz-ww = N(z)N(w)

Com isso, se N(z) =1 e N(w) = 1, entdo N(zw) = 1.
Agora estamos interessados em demonstrar o seguinte Lema:
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Lema 3.1. sejam a,b € Z e z = a+b+\/d. Entio a e b é solugio da Equacio de pell-Fermat se
e somente, se N(z) = 1.

Demonstracao: Tome, por hipétese, N(z) = 1. Isso implica que, z-Z = 1. Ora mas, z =
a+ bv/d, entdo

2-72=(a+bVd)(a—bVd) =a*> —db* =1

Reciprocamente, tome agora a e b € 7 solugao da Equagao de Pell-Fermat.
Logo

a*—db* =1= (a+bVd)(a—bVd)=1.
Como z = a+ bv/d, temos que:

(a+bVd)(a—bVd)=1=77=1=N(z) = 1.

Para demonstrar a proposi¢do 3.2.1, defina z, = 7" e z = x; + yl\/g, com (x1,y;) solucdo
da Equacao de Pell-Fermat.

Note que, z;, = 2" = X, +y,Vd = x1 +y1V/d.

Sendo, (x1,y1) solugd@o de Pell-Fermat, logo, N(z) = 1.

Agora note que, como N(z) = 1, temos que N(z") = N(z)" = 1.

Mas N(z,) = N(z"), logo N(z,) = 1.

Como N(z,) = 2nZn = (Xn +yuVd) (xy —ypv/d) =1,

entio x2 —dy2 = 1, Daf (x,,y,) é solugio de Pell-Fermat.

Observe que a proposi¢do 3.2.1 nos informa uma maneira de encontrar uma infinidade de
solucdes para a equacdo de Pell-Fermat. Mas, ainda, ndo é possivel afirmar que todas as so-
lugdes sdo encontradas pela relagdo x, +y, = (x| + yl\/g)”. Porém, se existir uma solugdo
diferente de (x,,y,), é 6bvio que ela deve estar entre duas solugdes inteiras positivas. Assim,

considerando todas as solu¢des da equagio x> — dy? = 1 com x+ yy/d > 1, existe uma minima
ou fundamental, com x, y e x + y\/ﬁ minimos.
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Defina (a,b) € N?, uma outra solucio da equacio de Pell-Fermat, distinta de (x;,,y,). Como
x1+ yl\/g > 1, pois ja tinhamos anteriormente definido (x;,y;) como solu¢do fundamental,
existe um n > 1, tal que (ver: [2])

(x1 +01Vd)" <a+bVd < (x; +y1Vd)"!

Agora note que, x> — dy2 = (x, +y,V/d) (x, — yov/d) = 1, logo

1 1 i
(xn_yn\/g> - (xn+yn\/3) - (X1—|—y1\/3)n - (xl +y1\/3> ;

daf multiplicando a desigualdade (x; +y1\/3)” <a+bvd < (x1 _,_yl\/g)nﬂ por (x1 +
y1v/d)™", vamos obter:

1 < (a+bVd)(x; +y1Vd) ™" < (x1 +y1Vd).

Mas (a+bvVd)(x; +y1vVd)™ = (a+bVd)(x, — yov/d) = (ax, — dby,) + (bx, — ay,)Vd,
logo:

1 < (ax, —dbyy) + (bx, — ayn)\/c_l' < (% +}’1\/3>-

Como (a,b) e (x,,yn) sdo solugdes da equacdo de Pell-Fermat, temos que

N((a+bVd)(x,—yaVd)) = N(a+bVd)N(x, — y,Vd) = 1
Entdo, (ax, — dby,,bx, — ayy,) é solu¢do da Equacdo de Pell-Fermat, sendo uma solugio

menor que a fundamental ou minima.

Mas ax, —dby, > 0, pois caso contrério ax, —dby, <0< ax, < dby, < Z—)yc’; < d. Ora mas
da equcao x —dy = 1, temos que

2 2
1 1
xﬁ—a’yﬁzlé(@> —d:—2:>(ﬁ) :d+—2>d:>ﬁ>\/c_i
e analogamente 5 = Vd. Como a,b,x, e y, sdo positivos, temos que % > d o que contra-
diz o fato % < d. Entdo ax, — dby, > 0.

Temos também que bx, — ay, > 0, pois se, por hipdtese, bx,, — ay, < 0, teriamos )y‘—z <3
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2
Mas (;“—:) =d+ y]—% e de forma ansloga (%)2 = d + 7. temos que
PN (xn)2< <a>2:> 1 _ 1
yo b Yn b y;% b?
portanto b < y, = a < x, o que contradiz o fato de x, + y,v/d = (x1 +y1\/3)” <a+bVd.
Entdo (ax, — dbyy,,bx, — ay,) é uma solugdo positiva menor que a fundamental, logo essa

solu¢do deve ser a trivial, ou seja, ax, —dby, = 1 e bx, —ay, =0, logo

(a+bVd)(x, — yaVd) = (ax, — dby,) + (bx, —ay,)Vd = 1+0-Vd = 1

mas

1
x1+y1vd
com isso temos que a + b\/d = x,, + y,\/d, concluindo que (a,b) = (X, ).

(a+bVd)(xy —yuVd) = (a+bVd)(x1 +y1Vd) ™ = (a+bVd)( ) =1

Resumindo, ndo hé solugdes além das encontradas pelo método da proposicdo anterior,

entdo as solucdes da Equacdo de Pell-Fermat sio x, + y,vd = (x + yn/Z)”, com (xp,y;) as
solu¢des fundamentais.

Como sabemos encontrar solucdes da equacio x> —dy? = 1 e que nio existe solucdes dife-
rentes de x;, +yn\/c_l' = (x1+y1 Vd ) vamos enunciar a seguinte

Teorema 3.2.1. Seja (x,,y,) solucées da equagio x> —dy* = 1. Entdo )y‘—: sdo aproximagoes
racionais de v/d.

Demonstracio: Primeiro, sabemos que existe infinitas solucdes para a equagio x> — dy* =
1, bastando encontrar a solu¢ido fundamental.

Segundo, como (x,,y,) sdo solucdes da equagcdo x2— a’y2 =1, podemos escreverx% — dy% =
1 = (%, — yaVd) (X, +yn/d) = 1, dividindo ambos os membros por (x, + y,\/d) vamos obter
_ -1
(xn Yn \/3) (xn +Yn \/3) )

Terceiro, observe que 0 < x, — yn\/g = ' < yi, assim
n

o xn+))n\/3

1
|xn _yn\/3| <=
Yn

Dai dividindo ambos os membros por y, vamos obter:
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1 X 1
o — yuVd — 0 =[xy —yuVd| < — = |~ = Vd| < =
Yn Yn n

Como as solugdes da equagdo de Pell-Fermat satisfazem o Teorema de Dirichlet, podemos
concluir que (x,,y,) sdo aproximagdes racionais de Vd.

Exemplo 3.2. Observe como encontrar um niimero racional que se aproxime de \/d com duas
casas decimais, utilizando os conceitos estabelecidos nesta se¢ao.

Tome a seguinte equagdo x> — 3y> = 1. Note que a solucdo fundamental é (2,1), daf toda
solugio desta equacdo é da forma x, + y,/d = (24 1/3)".

Para n = 2 temos que x5 + y>v/3 = (2 + 1v/3)2. Realizando os cdlculos vamos obter
x2+y2vV3 = (7+4V3). Entioxs =7, y, =4 e ’y% = 1,75. Que jd é uma aproximagio de

uma casa decimal de /3.

Paran = 3 temos que x3 +y3+/3 = (2+1+/3)3. Note agora que (24 1+/3)% = (7+4/3)(2+
11/3). Realizando os cdlculos vamos obter x3 +y3v/3 = (26 4 15v/3). Entio x3 = 26, y3 = 15
e ’y“—; = 1,733333... sendo uma aproximagio de duas casas decimais de /3.

Observe que com duas interagdes sobre a equacio x> — 3y = 1, tendo a solucdo fundamen-
tal, adquirimos um ndmero %, que € uma aproximacao razoavel de V3.

A tnica dificuldade sobre a equagdo de Pell-Fermat é que nem sempre encontramos com
facilidade a solugdo fundamental. Como por exemplo a equagio x> — 13y? = 1 tem como
solu¢do fundamental o par (649, 180).

3.3 Escada de Theon

Nesta secdo conheceremos o terceiro método para calcular raizes quadradas. Comecaremos
estudando a aproximagio racional para v/2 utilizando a recursdo que definiremos logo em se-
guida conhecida como Escada de Theon, continuaremos mostrando que € possivel realizar uma
adaptacdo 4 recursdo para aproximar racionais a v/d, d € N ndo quadrado perfeito e a provavel
idéia que originou a recursdo.

3.3.1 A Escada de Theon para /2

Definicao 3.6. Dada as sequéncias x, e y,, com n > 1. Chamamos de Escada de Theon a
recursio x, = Xy—1 +Yn—1 €¥Yn = Xp—1 +x, comx; =y = 1.
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Conhecendo a recursdo vamos calcular os seus seis primeiro termos:

n=2=x=x_1+y_1=x1+y1=141=2 e y=x 1+x=x1+x=14+2=3
n=3=x3=x3_1+y3-1=X+y2=24+3=5 e y=x3_1+x3=x2+x3=2+5=7
n=4=x4=x4-1+y4-1=x3+y3=5+7=12 e yy=x4_1+xa=x3+x4=5+12=17
n=5=x5=x5_14+y5-1=12+17=29 e ys=x5_1+x5=124+29=41

n=6=x=Xx6_1+Y6-1=29+41 =70 e yg=x6_1+x6=29+70=99

A Escada de Theon, também chamada de Escada de Tedo recebe esta denominagao pelo fato
de ser Theon, ou Tedo de Smirna, o primeiro a relatar sobre esta recorréncia. Theon descreve
esta recorréncia de modo diferente da definicaio dada anteriormente, sendo x, = X,,—1 + Yn—1
€ Yn = 2X;—1 +Yyn—1 com x; = y; = 1. Porém note que as duas sdo andlogas bastando reor-
ganizar X, = X,—1 +Yu—1 = Xp—1 — Xy = Yp—1 € substituir em y, = X, + y,—1 que teremos
Yn = Xn—1+Xn—1—Xn = 2X3—1 + Xp.

Tal recursio, extremamente simples, foi utilizada para aproximar racionais a /2, bastando
tomar o quociente entre )yc—” Com isso, defina g, = )yc—” e observe na tabela abaixo alguns de seus
n n
termos:

Xn Yn qn
1 1 1
3 1,5
7 1,4

12 17  1,41666...

29 41 =~=1413793
70 99 =~ 1,41428571
169 239 =~1,41420118
408 577 =~ 1,41421568

0NN N RN —=B

Tabela 3.1 Quociente das solucdes da Escada de Theon.

Lembrando que v/2 = 1,4142135623..., note que na quinta iteracio de ¢, ou seja, em gg, a
aproximagdo € de quatro casas decimais, nos levando a conjecturar que os préximos termos da
sequéncia ¢, também sdo aproximacdes de /2 com um erro de aproximacio cada vez menor,
ou seja, com mais casas decimais exatas. Porém nao hé garantias que isso ocorra sempre, por
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exemplo, serd que ¢1go é ainda uma aproximacdo de v/2? Note também que se g, for realmente
convergente, v/2 é um candidato para seu limite, pois sendo

Xp =Xp—1+tYn—1 € Yn=Xp—1+Xy=Xp—1+Xp—1+Yn—1=2%-1+Yn—1

temos que
_Yn 2Xp—1+Yn—1
Gn= — = [
Xn Xp—1+Yn—1
1
Multiplicando g,, por x’i , vamos obter
n—1
Yn—
_2ten
qn = [ ot

Xn—1

Note agora que ;VC”—*i = ¢gn—1 € se g,—1 for convergente g, também serd, pois elas diferem
n,

em um ndimero finito de termos (mais precisamente somente do primeiro termo, onde podemos
considerar ¢, como uma subsequéncia de g, _1).

Dai, considerando ¢,,—| convergente e tomando o nimero real L como seu limite, podemos
afirmar que L também € o limite de g, logo

Yn—
gn = 25 _ 2+t
" 1+)ﬁ 1+Qn—l

Xn—1

Passando ¢, ao seu limite, temos
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L= S L+12=2+L=L=+2
1+L

Desta forma temos a garantia que se g,_; for convergente, g, também serd e v/2 é seu li-
mite. Porém, como g, e g, diferem de um nimero finito de termos, podemos desconsiderar
esses ndmeros finitos que os difere e provar, apenas, que g, € convergente. Para isso, vamos re-
alizar uma adaptacdo para generalizar a Escada de Theon e em seguida mostrar a convergéncia
de g,.

3.3.2 A Escada de Theon Generalizada
Ao calcular o suposto limite de

Yn—
2+x,,_,i _ 2_'_Clnfl
14 2=t 1 +gn1

Xn—1

qn =
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fica claro que, qual seja o termo independente na equagdo

24+ L
L=-tC 204y
1+L

o limite dessa relacdo seria a raiz quadrada desse termo, pois

_d+L
1+L
Dai observando que o termo aperece quando substituimos x, em y,, pois

L S L+I12=d+L=L=+d.

Xn =Xp—1+FYn—1 € Yn=2Xn—1+Xp=2Xp—1+Xp—1+Yn-1=2%—1+Yn—1,

podemos realizar a seguinte adaptacao
Xn=Xp-14+Yn-1 € Yn=Xxp+(d—1)x,—;, com x;=y;=1.
Agora substituindo x;,, em y,, vamos obter
Yn=Xn+(d—1D)xp_1 =xp—1+Yn1+(d—1)xp_1 = yn =dxXp_1 +Yn—1
Como g, é definida como ¢, = )yc—z, logo

yn*
_ dXxp—_1+ Yn_1 _ d+x,,__: _ d~+qn1
Xn—1+Yn—1 1+)yﬁ 1+gn

qn

Se, novamente, g, convergente e passando a equacao acima ao seu limite teriamos:

d+L
L= a+r =L=Vd
1+L
Desta forma podemos observar que g, € uma aproximagao racional para o natural d, res-

tando mostrar que g, converge.

A prova que descreveremos para a convergéncia de g, foi dada por Jodo Bosco Pitombeira
no seu excelente trabalho: "A raiz quadrada ao longo dos séculos"em [3]. Nesse trabalho, ele
introduz dois lemas preparatérios e depois realiza a prova.

Vamos destrinchar cada passagem das demonstragdes com o intuito de apresenta-las o mais
claro possivel, sem sair da linha de raciocinio do texto original. Desta forma descreveremos e
seguinte

Lema 3.2. Se as sequéncias x, e y, estdo definidas como x, = x,_1 + yn—1 € yp = X + (d —
1)x,—_1, entdo

Yn+xaVd=(14Vd)" e y,—x,Vd=(1—Vd)".

Demonstracao: Por indugio, para:

n=1=y +xvVd=(1+Vd)' =1+Vd queé verdadeiro, pois x; =y, =1
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Supondo que seja valido para um inteiro k, ou seja, y, +x,v/d = (14 +/d)" é verdade.
Mostraremos que para o inteiro k+ 1 também sera verdadeiro.

Note que, pela hipétese de indugdo:
(1+Va)* = (14 Vay (14 Vd) = (e + Vedn) (1 +Vd) = (dxic+ i) + (c+yi) V.

Mas pela definigao das sequéncias (x,) e (y,), podemos escrever xi | = Xy + V.
Com isso

(1+Vay"* ! = (dx+ye) + Vi (xi+ye) = (dxe+yi) + 3651 Vd

Agora basta mostrar que dxy + y;, = yr+1 para finalizar a prova. Para isso, tome:

dxi +yr = dxg — xp +x, +yr = (d — D)xg +x + i

Mas xj, + yr = x41, logo

dxi+yi = (d — V)xg + (i +yx) = (d — 1)xg + X1 = Vit 1

Como yy = (d — 1)xp—1 +xi, 10g0 yjr1 = (d — 1)xp +xp 41

Entéo, de fato (1+ \/c_i)k+] =Yk+1t \/Eka , ficando, assim demonstrado o que se queria.
A demonstragio de y, — v/dx, = (1 —+/d)" é feito de maneira andloga.

Continuando € proposto o segundo
Lema 3.3. Paratodon >3, x, = 2x,—1 + (d — 1)x,_».
Demonstracao:

Sendo x, = xp—1 +Yn—1 €yn = xp+ (d — 1)x,—1, logo y,—1 = x,—1 + (d — 1)x,_» e subisti-
tuindo em x,, obtemos:

Xp = Xp—1+Xp—1+ (d_ l)xan =2xp 1+ (d_ 1)-xan
Ficando assim demonstrado o que se queria.

Em posse desses dois Lemas o professor Jodo Bosco Pitombeira continua propondo o se-
guinte
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Teorema 3.3.1. A sucessdo g, converge para v/d.

Demonstracio: Da relagio y, —/dx, = (1 —+/d)" provada no lema 3.1, dividindo ambos
os membros por x,, vamos obter a seguinte igualdade

Yn \/Ez(l_ﬁ)n

Xn Xn

Note que |(1 —+/d)"| = |(v/d —1)"|. Como x,, > 0, dividindo ambos os membros por x,,
1 d)”|

vamos obter |( — | =1

Com isso

Vn \/2‘_‘(\/67—1)”

Xn

dai, como (\/3 —1)" > 0, podemos concluir que

g - VL

Observe que do Lema 3.2 é possivel concluir que x, > (d — 1)x,_». Entao,
2
pois, de x, > (d — 1)x,_, podemos concluir que x,,_» > (d — 1)x,_4 e dai podemos substiruir
para obter x,, > (d — 1)(d — 1)x,_4 = (d — 1)*x,_4. De forma andloga temos:

Xy, > (d— 1)4xn,g

Xop > (d—1)"
X2n+1 > (d— 1)”

Assim, para n par,

Xon (d— 1)"

Yo \/3‘ _ -1y (Vd—1)p" <\/3—1>n
Vd+1

e, para n impar,

R R SR B R O B\
)K—H—\/g‘_ X2n4-1 < (d_l)n _(\/34—1) (\/C_l’ 1)
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Como

n

Vd—1

lim | —— | =
n—eo \ \/d + 1

segue-se, em ambos os casos, que

lim 2% = Vd

n—oo Xp

entdo, q, € convergente e seu limite é \/3 .

3.3.3 Origem da Recorréncia

Nao se sabe ao certo como os gregos chegaram a este resultado, que aproxima racionais a rai-
zes quadradas de forma tao simples. Porém, o professor Jodo Bosco Pitombeira descreve uma
hipétese dada pelo historiador de Matemdtica Van der Waerden nos seguinte termos

"Platdo, em seu Repiiblica afirma que 7 € a diagonal racional que corresponde ao
lado 5. Proclus explica o que sdo numeros diagonais € numeros lados, conceitos
que ele afirma virem dos pitagéricos".

"Sendo a fonte de todos os nimeros, a unidade € potencialmente um lado e uma
diagonal. Ora, tomemos duas unidades, uma lateral e uma diagonal; entdo um
novo lado € formado adicionando a unidade diagonal 4 unidade lateral, e uma nova
diagonal, adicionando duas vezes a unidade lateral 4 unidade diagonal”

Para os pitagéricos o nimero lado ou unidade lado estd relacionado com o comprimento do
lado de um quadrado e o nimero ou unidade diagonal esta relacionada com o comprimento da
diagonal de um quadrado.

Quando Proclus explica: "entdo um novo lado é formado adicionando a unidade diagonal
a unidade lateral"era provavelmente um lado de um novo quadrado que ele estava falando e
continua afirmando "uma nova diagonal, adicionando duas vezes a unidade lateral a unidade
diagonal"que provavelmente seria a diagonal desse novo quadrado.

Vamos interpretar geometricamente o que foi escrito acima, para isso observe na figura 1
que a drea do quadrado EDBF € o dobro da drea ABCD.
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(a) Figura 1 (b) Figura 2
Figura 3.3 Origem da recorréncia Escada de Theon.

Tome a drea do quadrado EDBF = Q5 e a drea do quadrado ABCD = Q. Logo, 0> =201,
dai

0> =20, = (DB)> = 2(CB)?

Tome agora DB = d; e CB = ¢y, assim

dj :C1\/§:>d1\/§:261

Tomando como ponto de partida a figura 1, vamos considerar CB = ¢; como o niimero lado
e DB = d; como o nimero diagonal, ou seja, esse novo quadrado teria como lado (observe a
figura 2) ¢ +d; e como diagonal 2¢ +d.

Com isso basta mostrar que a diagonal desse novo quadrado que chamaremos de dy =
2c1 +d,. Pois, por construgdo o lado é ¢, = ¢y +d;.

Ora, mas pelo Teorema de Pitdgoras, temos que
(c1+d) 4 (c1+d)? =d3 = (c1+d))V2 =dy = c|V2+d1V2 =dy
Como d; = ¢;v2 e djV2 = 2¢y, entdo
dr = di +2cy

Como queriamos mostrar.
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Observe que esse processo pode ser realizado inimeras vezes, sempre encontrando um novo
quadrado com lado igual ao lado e a diagonal do quadrado anterior. Desta forma, podemos
reescrever a relacao encontrada (c; = ¢ +dj e dy = dy +2c¢1) como:

chn=cCp1tdy1 € dy=2ch 1+dy

Que é equivalente ac, = c,—1 +dy,—1 e d, = c—1 +cp.
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CAPITULO 4

A Relacao Entre os Algoritmos

Este capitulo tem por objetivo mostrar que os trés algoritmos produzem solu¢des em comum.

Os algoritmos apresentados (Algoritmo de Hierdo, Equacdo de Pell-Fermat e Escada de
Theon), como ja vimos, foram utiizados por povos distintos e em €pocas diferentes, sendo o
primeiro e o dltimo criados com a finalidade especifica de encontrar raizes quadradas e no
segundo (Equacdo de Pell-Fermat) observado posteriormente esta qualidade. Mesmo tendo ex-
pressoes diferentes entre si, & interessante notar que as aproximagdes para /2, sio praticamente
as mesmas. Vejamos:

Algoritmo de Hierao:

1 1
Xpil = 5(x,,+2-—) com x; =2

Xn
1 1 1 1 3
n=1 temos: xzzz(x1+2'yc—l):§(2+2-§):§
1 1 1,3 2 17
:2 t N = — 2_ — —( — 2._ [
" emos: x3=5(e+2- ) =5G+23) =5
a7
IR 408
Equacao de Pell-Fermat:
x2—2y2:1

Solugio fundamental: (x; = 3,y; = 2), logo x, +y,v2 = (342+/2)", dat:

n=2=x4+mV2=03+2V2)?=17+12V2

n=3=x34+y3vV2=(3+2v2) = (17+12v2)- (3+2v2) =99+ 70v2

n=4=x4+y4sV2 = (3+2vV2)* = (99+70v2) - (3+2v2) = 577 +408+/2

Tendo como aproximagdes 0s nimeros:
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3 17 99 577
2712707408 "

Escada de Theon:

Xp =Xp—1+tYn—1 € Yn=Xy—1+Xy, com x3=y =1

como j4 calculamos até n = 6, no capitulo anterior, temos:

n=2=x=2 e yy=3

n=3=x3=5 e y3=7

n=4=x4=12 e ys=17

n=5=x5=29 e ys=41

n=6=>x=70 e ys=99
n=7=x7=x6+y6=99+70=169 e y;=x7+x5=169+70 =239

n=8=xg=x7+y; =169+4+239 =408 e yg3=x3+x7 =408+ 169 =577
Tendo como aproximagao os nimeros;

3 7 17 41 99 239 577

Da sequéncia acima, observe que os termos de indice impar sdo apoximagdes por falta e os
termos de indice par sd@o por excesso.

Diante das solucdes obtidas pelos trés algoritmos, observamos solucdes em comum. Note
que, pelo menos até a terceira iteracdo, o conjunto das solucdes do Algoritmo de Hierdo esta
contido no conjunto solu¢do da Equacio Pell-Fermat. Como também as solu¢do de Pell-Fermat
se coinciden com as solucdes de indice par da Escada de Theon, pelo menos até as solugdes
calculadas até o momento.

Desta forma, podemos conjecturar sobre alguma relacdo entre os trés algoritmos. Como,
por exemplo, se sempre encontraremos solugdes em comum entres eles para algum n? A res-

posta € positiva e mostraremos nas proxima se¢oes.
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4.1 De Hierao a Pell-Fermat

Nesta se¢do vamos mostrar que o Algoritmo de Hierdo e a Equacdo de Pell-Fermat fornecem
solucdes em comum.

Proposicdo 4.1.1. Tome (x,,y,) uma solucio da equacio x> —dy> = 1. Se a, = )yC—Z, em

a1 = % (an+ %) Entao a, 4 € solucdo da equacio de Pell=Fermat.

Observe que

1 (ot d) az+d
2 a 2-ay
— Xn — Xntl
Como a, = o logo a1 e

Com isso, nossa demonstracao consiste em mostrar que X, +| € y,+1, sdo solu¢oes de Pell-
Fermat.

_ Xn — Xntl
Mas de a, = Ve €dnyy = -, lemos que
2 2
X2 Xy tdy,
Apy1 = n = +1 _ ‘w o Yn
el - *n o n
2 n Yn+l 2yn 2)’:1

2
Multiplicando por 2, vamos obter
yﬂ

Xn+1 _ X% +dy%
Yn+1 2Xnyn

Dessa expressdo estamos interessados em provar que
_ .2 d 2 -9
Xpt1 =X, +dy, € Yni1 = 2XpYn

Para ilustrar a ideia que utilizaremos, considere d =2 em X — dy2 =lea,; = % (an+ ai)
n

Obeserve que vamos obter um caso particular da expressdo obtida acima, ou seja,

Xn4-1 _ X,% + 2)%
Yn+1 2XnYn
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Como a solugdo fundamental da equagdo de Pell-Fermat para esse caso é (x; = 3,y; = 2),
temos:

ara n=1 sz%+2y%:32+2‘22:2
p ' 3 2o 232 12

2 2 2 2
yi 207 2-17-12 408

Note que 17 e 12 sdo primos entre si, x e y; é uma solugio da equagio x> — dy> = 1, entdo

da igualdade )y% = %, podemos concluir que x, = 17 e yo = 12, se x; e y, forem primos entre

si. Como também que x3 = 577 e y3 = 408, se x3 e y3 se forem primos tre si e continuando com
0 mesmo raciocinio x,.| = x% + 2y% € Yn+1 = 2XpYn, S€ x,% + Zy% e 2x,y, coprimos. Com isso,
vamos propor o seguinte Lema.

Lema 4.1. Seja (x,,y,) solugdo da Equagao de Pell-Fermat. Entido x, e y, sdo coprimos.

Demonstracao: Por contradi¢ao, suponha que x,, e y, ndo sao coprimos. Logo, existe fator
primo em comum. Seja k esse fator. Assim, x, =k-aey,=k-b,comaebc N, dai

2 —dy? =1= (ka)*> —d(kb)? = (a* —d-bP)k* =1

Ora, mas a expressdo acima € um absurdo, pois (a2 —d- bz)k2 = p-k # 1, pois k é um fator
primo e p € Z.

Entao x,, e y, sdo coprimos.

Como sabemos que x,, € y, sdo primos entre si, devos agora provar que x2 + dy?> e 2x,y, S0
coprimos. Mas antes vamos estudar o seguinte Lema:

Lema 4.2. Sejam x, ey, solug¢do da Equagdo de Pell-Fermat. Entao x% + dy,% é impar.
Demonstracao: Vamos dividir em dois casos, quando d for par e quando d for impar.
Caso 1: suponha d par em x> + dy?.

Se d for par, x,, deve ser impar, pois caso contrario x> — dy? seria par e desta forma x,, € y,

ndo seriam solugdo da equagio x> — dy? = 1, Logo x> é impar. Entdo x2 + dy? é impar indepen-
dentemente de y,,, pois dy, é par.

48



Caso 2: suponha agora d impar, logo temos que analisar duas situagoes, pois x, € y, nio

devem ser ambos pares, jd que sdo coprimo (Lema 4.1) e ndo devem ser ambos impares, pois

se forem, teriamos x2 — dy? # 1, pois, x> — dy? seria par.

Situagdo 1: x,, par e y, fmpar, onde concluiriamos rapidamente que x> + dy> é fmpar.
. 5 . s b . . 2 < -
Situagdo 2: x,, impar ey, par, onde também concluiriamos que x;, + dy; € impar

Entao, podemos concluir que x% + dy% é impar.

Em posse do Lema 4.1 e do Lema 4.2 podemos provar que x> + dy> e 2x,y, sdo primos
entre si.

Por contradigao, suponha que exista um fator primo k € N, tal que k|x,% + dy,% e k|2x,yn.
Como x2 + dy? é impar, temos que k também & fmpar.

Para a contradigdo devemos provar que k sendo fmpar, k { 2x,y,.

Agora, de k|2x,y,, temos que analisar duas possibilidades: k|y, ou k|x,.

Se k|yn, entio k|y2. Mas, k|x2 +dy?. Logo, k|x2 = k|x,, ora mas x, e y, sdo coprimos, logo
temos uma contradigao.

Se kl|x,. entdo k|x2. Mas, k|x2 +dy>. Logo, k|dy>. Ora, dai temos que k|d ou k|y. Para a
contradigdo, basta provar que k { d, pois, dai k|y2 = k|y,.

De fato, jd que se k|d = k|x2 — dy2, entdo k|1, pois k|x2. Ora, mas isso é impossivel, pois k
é primo. Entdo, mostramos que de fato k|y> e desta forma obtemos um absurdo.

Acabamos de demonstrar que ndo existe um fator primo comum a x> 4 dy> e 2x,y,, entio
mdc(x2 +dy?, 2x,y,) = 1.

Diante do que foi exposto concluimos que

Xn+1 :xrzl‘i‘d));% € Yntl = 2XpYn

Basta agora mostrar que x,+1 € y,+1 também é solucao da equagio de Pell-Fermat.

Ora, mas
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xXooy = (0 +dyl)? = x)+2dx2y% + d2y)

€

Yaa1 = (2x00)* = dx7yn

Multiplicando a segunda equacao por d, livre de quadrados, obtemos dy% = dax2y? e

. 2 . ~
subtraindo de x;,, , |, chegamos a seguinte equagdo

Xooy —dyi ) = xb+2dxyE + dPyy — ddxiyl = X} — 2dxZyE 4+ dPyy = (a2 — dyl)? = 1.

Onde concluimos que x,; 1 € Y11 € solugdo da equagio x> —dy* = 1.

Entdo, acabamos de mostrar que as solucdes do Algoritmo Hierdo sdo também solucdes da
Equacao de Pell-Fermat.

4.2 De Theon a Pell-Fermat

Para a escada de Theon vamos utilizar o caso original desta recursdo, ou seja as expressoes
Xp=Xp—1+Yn-1 € Yn=2Xp_1+x,=2x,_1+Yn—1 que realizam aproximacoes de V2, e ndo
a sua adaptacao.

Um fato interessante sobre as solu¢des da Escada de Theon (que verificaremos até a quarta
iterac@o e provaremos posteriormente por inducao) é que a diferenca entre o quadrado de y, e
o dobro do quadrado de x, é sempre igual a 1 ou -1. Observe:

-2t =12-2.12=-1
B-23=32-2.22=9-8=1
yi-23=7*-2.52=49-50=—1
yi—2x3=17"—2-12>2=289-288 =1

Esta caracteristica entre as solucgdes ja era verificada pelo préprio Theon num livro intitu-
lado Exposicdo dos conhecimentos iiteis para a leitura de Platdo (ver: [7])

Em termos gerais, vamos obter:
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Yo =260 = (201 +Yn-1)" = 2(a—1 + Y1)’
= 4x |+ 4% 101 Va1 — 2 — 4 11— 205
=dx, +yn — 26 — 2y
= zxﬁfl _Y%fl

= _(Yr%fl —Zx%,l)

De y2 —2x2 = —(y%f1 — 2x%71), J4 podemos afirmar que as solucdes alternam-se entre po-
sitivas e negativas, bastando provar agora que sempre serd 1 e -1.

Por inducdo essa afirmagdo é facilmente verificada como verdadeira, pois tomando x,, =
Xn—1+Yn—1, Yn = 2Xp—1 +yn—1 € X1 = y1 = 1, temos:

Paran =2,

B-2d=-0f-2d) = (2219 =1

Para n = 3,

-2 = —(3-28) = —(1) = -1

Agora, sem perda de generalidade, tomando por hipétese de inducio que

y%_l —2xy—1=—1

Devemos provar que

Va—2x =1

Ora, mas observando os cdlculos feitos anteriormente onde concluimos que

2 2 2 2
Yn— zxn = _(yn—l - 2xn—l)

Fica evidente a veracidade do passo de inducao, pois

=2 =—(-1)=1

Observe agora que, y,% — Zx% € uma expressao semelhante a Equacao de Pell-Fermat e como
provamos que essa expressio é sempre igual a 1 ou -1, podemos considerar que y2 — 2x2 =
(—1)" e isso se verifica com facilidade, pois como x; =y; =1 = y% —x% = —1, dai podemos
afirmar que as solugdes da Escada de Theon de ordem fmpar satisfaz a equagio y2 —2x2 = —1
e as solugdes de ordem par satisfaz y2 — 2x2 = 1.

Com isso concluimos que as solucdes da escada de Theon também sao solucdes da Equagao
de Pell-Fermat.
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CAPITULO 5

Conclusao

Estudar aproximacgdo racional de Raizes quadradas é um tema de relativa importancia pelo
grande nimero de estudantes que ndo compreendem de forma adequada a ampliacdo do con-
ceito de nimero racional ao nimero irracional e da necessidade em certos cdlculos de se obter
uma "boa aproximacao'para a raiz quadrada na resolucdo de problemas.

O certo € que a "extragdo"de raizes quadradas muitas das vezes sdo por processos trabalho-
sos ou lentos, como por exemplo o método de aproximagdo que denominamos na introducao
como método do confronto que aproxima racionais de forma lenta e entediante caso nao haja o
auxilio de uma calculadora. Com isso nos propusemos em mostrar trés métodos de aproxima-
cdo racional de raizes quadradas como proposta de ensino para os estudantes de ensino médio
ou fundamental, métodos estes que foram estudados neste trabalho, sempre com o cuidado de
demonstrar a convergéncia de cada processo de aproximacgdo e estabelecendo exemplos como
demonstrac@o do cdlculo. Sendo que para isso, primeiramente estudamos sobre sequéncias e
limite de sequéncias com o intuito de estabelecer base sobre as demonstragdes que seriam re-
alizadas posteriormente. Depois, foi mostrado a existencia dos nimeros irracionais, perante a
irracionalidade da diagonal de um quadrado e a possibilidade que sempre poderemos aproximar
um ndmeros racional a um irracional tanto quanto se queira pelo Teorema de Dirichlet. Apds
os estudos mencionados, apresentamos os algoritmos que foram denominados por algoritmos
de Hierdao, Equacdo de Pell-Fermat e Escada de Theon, sendo que este ultimo adaptado para
aproximar uma raiz quadrada qualquer.

Consideramos que no ensino médio qualquer método de aproximacao seria facilmente com-
preendido pelos estudantes devido a sua féacil manipulacdo e cdlculos triviais, principalmente
por estudantes que ja estdo habituados ao cdlculo de sequéncias numéricas, como progressoes
e recorréncias. Porém, ndo seria impossivel estudantes que nunca estudaram sequéncias numé-
ricas de compreenderam tais métodos devido a simplicidade dos mesmos como por exemplo a
Equacdo de Pell-Fermat, pois tendo a solu¢cdo fundamental, basta aplicar os conhecimentos de
produtos notdveis para encontrar as proximas solucdes e desta forma as aproximacoes racionais
como mostrados na secdo 4.2.2.

Por fim, lembramos que os algoritmos mencionados neste trabalho foram criados por povos
distintos e em épocas diferentes sendo que diante das solugdes encontradas pelos processos de
aproximagdes, conjecturamos sobre a possibilidade da equivaléncia entre os trés algoritmos,
ja que as solucdes para /2, por exemplo, encontramos racionais que pertencem ao conjunto
solu¢do dos trés métodos. Para mostrar que estes algoritmos produzem solucdes em comum,
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utilizamos a Equacdo de Pell-Fermat levantando as hipétes que toda solugdo do algoritmo de
Hierdo é também soluc¢do de Pell-Fermat, como também toda solu¢do de Pell-Fermat é também
solucdo da Escada de Theon.
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APENDICE A

Sobre Modulo e Desiguladade Modular

Defini¢io A.1. Definimos o valor absoluto ou médulo || do nimero real oo como segue:
|| = o quando o0 > 0, e |&t| = —o¢ quando o < 0

Da definicao de médulo podemos descrever a seguinte propriedade:
la| <re —-r<a<nVrreR,.

Pois,sea > 0= a = |a| <r.
Esea<0=-a=|a|<r=a>-r,logo—r<a<r.

Observagdo: podemos definir o médulo de um ndmero real @ como |o| = vV &2

Proposicao A.0.1. Para todos os niimeros reais nao nulos a e b, temos
|a+b| < |af + ||
ocorrendo a igualdade se e so se a e b tiverem um mesmo sinal.
Demonstracao: |a| > a e |b| > b, logo:
|la||b| > ab = |ab| > ab => 2|ab| > 2ab
completando quadrados, temos:
la|® + |b|? 4 2|ab| > a® + b +2ab = (|a| +|b|)? > (a+b)>

pela observagao feita acima
[(a+b)| = /(a+b)> = |a+b]*=(a+b)?

logo
(lal+61)* = (a+b)* = (la| + b])* > |a+b[* = |a| + |b| geqla+b|

extraindo a raiz quadrada em ambos os menbros.
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Para a igualdade note que de |a|?> + |b|?> +2|ab| > a*> + b*+2ab, s6 teremos |a+b| = |a| + |b|
se s6 se ab = |ab|, ora mas isso s6 ocorrerd se ab > 0 mas como a e b sdo reais no nulos, te-
remos a igualdade se so se ab > 0, com isso concluimos que a e b devem ter o mesmo sinal.

Teorema A.0.1. Para nimeros reais nao nulos ay,as, ...,a,, temos

a1 +ax+- - +an| < lai| +az|+- -+ |an.

Ademais, a igualdade ocorre se e sO se ay,an, ...,a, tiverem todos um mesmo sinal.

Demonstracao: Primeiro note para o caso n = 2 a desigualdade acima se torna |a; + az| <
|ai| + |az|, onde ja foi provada na Proposi¢do A.0.1.

Agora tomando como hipétese de indugéo que a desigualdade |ay +ar + - -+ ap| < |a1| +
laz| + - - - + |a,| € verdadeira, devemos provar que também é valido a desigualdade

a1+ ax+-+ +ap+api1| < lar|+az| + -+ |an| +|an1]

Mas
a1 +ay+- -+ an+api 1| <l|ay+az 4+ ag| +|an ]
<lai|+az| + -+ lan| +|ant1]
Por fim, pra provar que a igualdade ocorre quando ay,as, - - -,a, tem mesmo sinal, suponha

que todos os termos dessa desigualdade tem o mesmo sinal, digamos que ay,as,...,a, < 0 (0
caso em que aj,a, ...,a, > 0 é feito de maneira andloga), entao ay +a + - - - +a, <0, dai

a1 tay+-tan| = (a1 +ar+-+an) = (—ar) +(—az) +---+ (—an) = a1 |+ |az[ +- -+ |an|

Agora tome como hipétese que |aj + - - - +ay| = |ai| + |az| + - - - + |ay|. Ora, mas se um
ou mais termos do primeiro membro da igualdade tiver sinal diferente dos demais é 6bivo que
lai +---+ap| < |ai|+|az| + - - - + |au|. Entdo todos os termos devem ter mesmo sinal.
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APENDICE B

Lema B.1. Sejam d € N ndo quadrado perfeito e n € N, entao

(\/3_1)2,1_ Vd—1 " (\/3_1)2;1+1_ Vd—1 ”' -
(d—1)" _<\/EI+1> ¢ T@-1ye _<\/3+1> (Vd-1)

Demonstracao:

Primeira igualdade

Segunda igualdade

(VA= 1 (VA=1)'(Vd=1)"(Vd=1) (Vi+1)'

-1y (1) Va+1y

(d-1y@d-1'wd-1) _(vd-1\" -
(d—1)n(Vd+ 1) <\/2+1> (va-1)
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