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Resumo

O ensino de séries e sequéncias no ensino médio, superior e os problemas propos-
tos nas olimpiadas de matematica do ensino médio, apresentam propostas bastante
diversificadas. O ensino desse topico é abordado de maneira mecanica enquanto
que os problemas propostos nas olimpiadas exige um raciocinio légico desenvolvido
a partir do comportamento de diversas séries e sequéncias. Dali, faz-se necessario
que o conhecimento tanto por parte do professor quanto do aluno, ambos do en-
sino médio, extrapole os limites tradicionalmente tratados na pratica pedagogica
do ensino de séries e sequéncias.

Desta maneira, é necessario ter o conhecimento do que significa a convergéncia
de uma sequéncia, suas propriedades, testes de convergéncia que possam ser uti-
lizados no ensino médio, comportamentos de diversas séries e sequéncias como a
sequéncia de Fibonacci, a série harmonica, progressoes aritméticas de diversas or-
dens, etc. Levando em conta o estagio matematico do aluno do ensino médio, o
professor deve desenvolver no educando habilidades e aquisi¢ao de ferramentas que
possibilitem este a resolver problemas que possam romper com a matematica da
memorizacao.

Assim, o uso de jogos, a utilizacdo da geometria para a compreensao da con-
vergéncia entre outros, a utilizacao de diversos campos de conhecimentos onde
possa ser utilizado o ensino de séries e sequéncias e a resolucao de problemas de
séries e sequéncias das olimpiadas de matematica sao ferramentas necessarias para
que o professor possa aprender a aprender e assim conduzir os seus alunos para

emancipacao do pensamento matematico.
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Abstract

Teaching series and sequences in High School, in college and the proposed
problems in the High School Mathematical Olympics, have very diverse proposals.
The teaching of this topic is covered in a mechanical manner while the problems
posed in the Olympics requires a logical reasoning developed from the behavior of
several series and sequences. Hence, it is necessary that knowledge by the teacher
and the student, both in high school, goes beyond the limits traditionally treated
in the pedagogical practice of teaching sequences and series.

Thus, it is necessary to have knowledge of what the convergence of a sequence,
its properties, convergence tests that can be used in high school, behavior of several
series and sequences such as the Fibonacci sequence, the harmonic series, arithme-
tic progressions various orders, etc.. Taking into account the mathematical stage
of high school student, the teacher should develop the student skills and acquiring
tools that allow this to solve problems that may break with math memorization.

Thus, the use of games, the use of geometry to the understanding of convergence
among others, the use of various knowledge fields where the teaching of series
and sequences can be used and troubleshooting of series and sequences of math
olympics are tools necessary for the teacher to learn how to learn and thus lead

their students to emancipation of mathematical thinking.
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Introducao

No contexto atual, o ensino de sequéncias no ensino médio predominantemente se
restringe a progressoes aritméticas e geométricas, donde essa de forma inequivoca
usa a manipulagao de férmulas predeterminadas sem reflexao e aplicadas a exercicios
ritualmente semelhantes entre si na sua maioria.

Assim, as dificuldades na resolugao de problemas envolvendo sequéncias e séries
que fogem das progressoes aritméticas e geométricas sao evidentes, principalmente
nas olimpiadas de matematica (OBM e OBMEP), donde os mesmos recorrem
muitas vezes a utilizacao de contagens e somas sem preocupacao em generalizacoes
e estratégias que possa leva-lo a conclusoes mais sélidas.

E bom salientar que mesmo no ensino de progressoes aritméticas e geométricas,
a utilizacao de férmula pré-definida é o centro das atencoes do professor e con-
sequentemente dos alunos. Embora que inicialmente os livros do ensino médio
tratam de sequéncias em uma forma geral, estas nao aprofundam a compreensao
de problemas de sequéncias e séries que possibilitem a pesquisa e utilizacao de
outras ferramentas matematicas, como por exemplo, o uso da recorréncia. As-
sim, as expressoes de substituicao de valores e a repeticao de comportamento de
sequéncias se transformam no carro chefe de estratégias mecanizadas e de pouco
desenvolvimento matematico.

Dai, existe uma real necessidade de mudanca no ensino de séries e sequéncias,

na qual, pretendendo através desse trabalho, procurar aprofundar os tipos e com-



portamentos de sequéncias e séries que possam ser transpostos didaticamente no
ensino médio de forma que os mesmos possam tracar estratégias, para genera-
lizacao, resolucao e soma dos termos das mesmas.

Dessa forma, demonstrar a necessidade de conhecer o conceito, comportamento
da sequéncia, sua relacao com a possibilidade de ser resolvida ou nao a série através
da sequéncia das suas somas parciais e resolucao de problemas sem que o mesmo
seja refém de formulas sem reflexao alguma é o carro chefe de uma matematica
construtiva de interesse na construcao do pensamento matematico.

Portanto, este trabalho procurara viabilizar uma nova proposta para o ensino
de séries e sequéncias, onde no capitulo inicial traremos de conceitos e defini¢oes
essenciais sobre sequéncias e séries que possibilite ao professor manusear tais ferra-
mentas para poder transpor didaticamente tais defini¢oes e aplicagoes nos proble-
mas propostos no ensino médio. No segundo capitulo, trataremos sobre as séries e
sequéncias que possuem comportamentos especiais, nos quais o professor necessita
de apropriar-se para que possa tratar em sala de aula e posteriormente servir de
ferramenta na resolucao de problemas. E finalizando, no terceiro capitulo, tra-
taremos do ensino de séries e sequéncias no ensino médio voltado a resolugao de
problemas que dinamize o uso de diversas ferramentas pedagogicas e estimule ar-
ticulagoes dos conceitos abordados nos capitulos anteriores com outros campos da

matematica em uma perspectiva construtora e desafiadora para o estudante.



Capitulo 1

Sequéncias e séries numericas

Inicialmente, o que seria uma sequéncia de niimeros reais (ou sucessao de nimeros
reais)? Tomemos os conjuntos A = {2,4,6,8,...,2n,...} e B = {2} e observe-
mos que o primeiro conjunto ¢ infinito e o segundo conjunto é unitario (finito).
Entretanto, é possivel escrever sequéncias (a,) e (b,) em que o conjunto de seus
termos sejam A e B respectivamente. Essas sequéncias (a,,) = (2,4,6,8,...,2n,...)
e (by) =(2,2,2,2,...) sdao sequéncias infinitas de nimeros, chamados de termos.

Podemos definir uma sequéncia como uma fungao (ou aplicacao) de N em R.
Onde, para cada n € N, temos f(n) = x,, o n-ésimo termo da sequéncia.

Portanto, podemos generalizar dizendo que qualquer sequéncia pode ser escrita
da forma (a,) = (a1, as,as, ..., ay,...) onde a, é o termo geral. Agora, entretanto,
é importante salientar que uma sequéncia pode ter sua lei de associagao definida
por uma expressao analitica de uma ou mais sentencas, ou definida de forma
indutiva ou por uma correspondéncia que nao possa ser traduzida em termos de

equacoes.

Exemplo 1.0.1 A sequéncia (a,) em que seus termos sio 2" se m for par e
n sen for impar é um exemplo de uma sequéncia construida por duas sentencas

analiticas.



A sequéncia de Fibonacci: Ynio = Yn+ Yna1, Y1 = Y2 = 1 € um exemplo de uma
sequéncia indutivamente definida.
A sequéncia a, = p, onde p, € o n-ésimo numero primo € um exemplo de uma

sequéncia bem definida mas que frequentemente nao € fornecida por formulas.

1.1 Sequéncia limitada

Uma sequéncia ¢ dita limitada se existirem numeros reais b e ¢, tal que

b<a, <c,

para todo n € N. Caso contrério se ela nao tiver uma dessas cotas, ela serd ilimi-
tada. Particularmente, caso uma sequéncia ilimitada tenha cota superior, ela sera
chamada de limitada superiormente. Da mesma forma, caso uma sequéncia seja

ilimitada, mas tenha cota inferior, diremos que ela é limitada inferiormente.

Exemplo 1.1.1 A sequéncia (2n) nao € limitada superiormente, entretanto € li-
mitada inferiormente.

A sequéncia (—n) € limitada superiormente, entretanto nao é limitada inferi-
ormente.

A sequéncia (n.(—1)") € ilimitada, pois ela ndo possui cota inferior e superior.

Ja a sequéncia ((—1)") € limitada pois por exemplo, —2 € 2 sao cotas inferior

e superior respectivamente.

1.2 Subsequéncia

Seja (a,) uma sequéncia. Consideremos uma sequéncia estritamente cres-

cente (n;) de nimeros naturais

(Tbk) = (nl,nQ,ng, ey Ny . )



Em seguida formando a sequéncia (a,, ), obtida da sequéncia (a,).

Assim foi construida uma nova sequéncia extraindo termos de (a,, ), conservando
a ordem em que os termos figuravam, sem alterar e nem repetir.

Assim, (an,) = (Anys Any,s gy - - - Gy, - - ) € a NOVa sequéncia obtida. Chamada

de uma subsequéncia da sequéncia (a,).

Exemplo 1.2.1 Se (a,) = ((—2)") = (—2,4,—8,16,—32,64,...), temos como

exemplo de subsequéncia da sequéncia (ay,),
(ao,) = (4,16,64,...)

que € a subsequéncia dos termos de ordem par.

1.3 Convergéncia de uma sequéncia

n (123 n
n+1) \2°'34 " ""n+1)’
q

onde é facil perceber que é limitada, ja

1 2
positivos e 3 < 3 < T para todo n € N, e, como n < n + 1 para todo n € N,

teremos que 5 <1 para todo n € N.

Observe a sequéncia

ue esta sequéncia abrange apenas reais

Agora a priori, podemos entao observar que todos os elementos dessa sequéncia
pertencem ao conjunto B, 1] e como o seu comportamento aparentemente de-
monstra que esta cresce, podemos intuir que haja um limite, isto ¢, um nimero
real pelo qual esta tende quando n — oco. Mas, como teremos certeza que esta
tende para um determinado limite L? Como garantir que em algum momento nao
teremos algum termo que escapara do intervalo B, 1] ?

Para responder tais perguntas precisamos da definicao de limite e monotonici-
dade de uma sequeéncia, ja que anteriormente vimos a definicao de uma sequéncia

limitada.



Limite de uma sequéncia
Uma sequéncia (a,,) tende para um limite L, se e s6 se, para todo € > 0, existe
NeNn>=N=|a,— L| <e.
Isto significa, que para qualquer ntimero real positivo maior que zero por menor
que seja sera sempre possivel escolher um nimero natural n € N de tal maneira
que a médulo da diferencga |a,, — L| é menor que € quando n > N.

Usualmente podemos escrever o limite de uma sequéncia pela expressao

lim a, = L.
n—oo

Interpretando geometricamente a definicao de convergéncia, na reta real, dese-

nhando o intervalo aberto de raio € centrado em L conforme a figura 1.1,

Figura 1.1: Intervalo (L — ¢, L + ¢)

temos que a partir de n > N, todos os valores de a,, se concentrarao neste intervalo.

€
Agora, se tomarmos um —(conforme a figura 1.2), teremos que a partir de
€
ny = Ny, todos os valores de a,, estarao no intervalo aberto <L — 3 L+ e) . B

assim, sucessivamente.
Ou seja, podemos tomar ¢ suficiente pequeno como queiramos e mesmo assim,

sempre sera possivel encontrar um natural NV, tal que,
n>2N=|a,—L|<e.

Geometricamente, podemos interpretar a nocao de convergéncia no plano car-

tesiano. Pois, como toda sequéncia é uma aplicacao de N em R, teremos que a
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Figura 1.2: Intervalo (L — %, L+ i)

partir de um certo N natural dependendo do ¢ tomado, uma configuracao gréfica

na qual exemplifico com o grafico abaixo.

Figura 1.3: Convergéncia no plano cartesiano

E importante salientar que se a sequéncia tiver limite ela é convergente, caso

contrario chamaremos a sequéncia de divergente.

Proposicao 1.3.1 Toda sequéncia convergente tem um wunico limite.

Prova 1.3.1 (Unicidade do Limite)
Suponhamos que a sequéncia (a,) seja convergente e tenha dois limites, Ly
e Lo.
Entao, pela definicao de convergéncia podemos escrever:
(1) Para todo € > 0, existe Ny € Nyn > Ny = |a, — L1| < ¢
(2) Para todo € > 0, existe Ny € Nyn > Ny = |a,, — Lo| < ¢
Ora, se Ly e Ly sdo distintos, teremos |L; — Lg| > 0.

1
Tomando entdo € = §]L1 — Ly| > 0 teremos 2e = |Ly — Lo| > 0.



De acordo com as hipdteses de (1) e (2) existirao Ny e Ny tais que:

n>N =l|a, — 1| <e

n > Ny = |a, — Lo| < e.

Tomemos N3 = max(Ny, N3). Teremos para n > N,
la, — Li| < e e la, — La| < e.
Portanto, como |Ly — Lo| = | L1 — ay, + an, — Lo| < |a, — Lq| + |an — Lo,

teremos que:

25:|L1—L2|<|an—L1|—|—|an—L2|<5—|—6:25

que € um absurdo pois chegamos a desigualdade de 2¢ < 2¢
Portanto, provamos que L, = Lo e consequentemente a conclusao de que

quando o limite existe, ele € unico.

Proposicao 1.3.2 Se (a,) converge para L entdo qualquer subsequéncia de (a,)

converge para L.

Prova 1.3.2 Seja (an,) uma subsequéncia da sequéncia (a,), escrevemos a hipdtese
que temos e a tese que queremos estabelecer.

Hipotese: Ve >0, AN e N;n > N =|a, — L |<e¢

Tese: Ve >0,IK e N; k> K =|a,, — L|<e¢

Comegamos por observar que, como (ny) € uma sequéncia estritamente cres-
cente de numeros naturais, temos ny = k, Vk € N. Isto pode ser estabelecido por
inducao: temos, evidentemente, ny > 1. Se ng > k, entdo, como nyy1 > ng, vem

N1 > Ny = k.



Entao ngyq > k e, portanto, ng1 > k+ 1.

Sendo dado agora, arbitrariamente, um € > 0. Por hipotese, existe N € N tal que
n>=N=|a,—L|<e.

Portanto, tomando K = N, resulta k > K = n, 2 k> K =N = |a,, — L |<e.

1.4 Monotonicidade de uma sequéncia

Uma sequéncia que é ou crescente ou decrescente é denominada mondtona e
uma sequéncia que é ou estritamente crescente ou estritamente decrescente é de-
nominada estritamente monétona. Assim, seja (a,) uma sequéncia, ela serd deno-
minada:

Estritamente crescente se, e 86 se, a1 < as < az < ... < a, < ...
Crescente se, e sdse, a1 < as < a3 < ... <a, < ...
Estritamente decrescente se, e s6 se, a1 > ay > az > ... > a, > ...

Decrescente se, e s6 se, a1 = as = a3 > ... = a, > ...
Exemplo 1.4.1 A sequéncia acima

(1) = (a5

¢ uma exemplo de uma sequéncia estritamente crescente.

; . n+1 3 4 3 o
Ja a sequéncia = |2 .. | € um exemplo de uma sequéncia

n ) 57 ga .
estritamente decrescente.

1.5 Sequéncias limitadas e convergéncia

Proposicao 1.5.1 Toda sequéncia convergente € limitada.
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Prova 1.5.1  Suponhamos que a sequéncia (a,) seja convergente para L € R.

Para provar que (ay,) € limitada, devemos mostrar que existem b e ¢ reais tais
que b < a, < ¢ para todo n € N. Fizando € > 0, pela definicao de convergéncia,
eriste Ny € N tal quen > Ny = L —¢ < a, < L+ ¢, logo todos os termos da
sequéncia maiores que Ny estardo dentro do intervalo (L —e, L +¢€) podendo estar
fora deste intervalo apenas um nimero finito de termos ay, ag, ..., a(n, -1y, de ordem
inferior a Ny.

Definindo ¢ = max{ay, as, ...,ay, L+c} eb=min{ay,as, ...,an, L—e} teremos
entdo que b < a,, < ¢ para todon > N. c.q.d.

A reciproca da proposi¢do acima nao € verdadeira, jd que a SEqUENCIA CUjo

termo geral € a,, = (—1)" € limitada, entretanto nao é convergente.

Teorema 1.5.1 Toda sequéncia mondtona é convergente se, e somente se, ela é

limitada.

Prova 1.5.2 Para uma sequéncia ser convergente € necessario que ela seja limi-
tada, provemos que uma sequéncia sendo mondtona e limitada é condi¢ao suficiente
para ser convergente. Suponhamos que uma sequéncia (a,) € crescente e limitada
(de forma andloga poderiamos supor que ela era decrescente). Como o conjunto
A = {ap}nen com n € N € nao vazio e limitado, ele tem cota superior, logo va-
mos supor que a seja a menor das cotas superiores, ou seja, o supremo de A(A
existéncia desse supremo € uma propriedade do conjunto dos reais).

Vamos verificar que este nimero real a é o limite (a,,). Seja dado e > 0. Temos
a—e < aeassima—¢e nao € cota superior do conjunto A. Portanto, existe um
elemento a,, € A tal que a — e < a,,. Entdo, vamos ter que para todo n > ny,
considerando que a sequéncia (a,) € crescente, e que a—¢e < ap, < a, < a < a+e.

Provamos que para qualquer € > 0 dado, existe n > ny € N tal que |a, —a| < ¢

para todo n = N. Provamos que (a,) converge para a. Caso a sequéncia fosse
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decrescente analogamente poderiamos proceder como no inicio da demonstracao
foi tratado, entretanto o limite de (a,) seria a maior das cotas inferiores(infimo)

do congunto dos termos da sequéncia (ay,).

Teorema 1.5.2 (Teorema do Confronto para Sequéncias)
Sejam (ay), (bn) € (c,) sequéncias tais que a, < b, < ¢,,Vn € N, se as
sequéncias (a,) € (c,) tiwerem um limite comum L quando n — oo entdo (by)

também terd o limite L quando n — +o0.

Prova 1.5.3 Basta verificar que se lim, 0, = lim, ¢, = L, entao, dado
e >0, eriste N € N tal que —e < a,— L <b,—L<c¢,—L<e¢ paratodon> N.

Seque que lim b, = L.

1.6 Sequéncias definidas por inducao

Consideremos uma sequéncia (a,) indutivamente definida pelas relacoes de re-
corréncia a; = 4 € a1 = %.(an + 2),¥n > 2. Examinando um nimero finito de
termos dessa sequéncia obteremos que a; = 4; a5 = 3;a3 = 2,5;a4 = 2,25;. . ., logo,
a; > as > az > ag. Podemos intuir que essa sequéncia seja decrescente, entretanto,
se faz necessario que provemos. Faremos a prova pelo método de inducao.

Ja sabemos pelos termos iniciais escritos anteriormente que a; > ao.

Vamos mostrar que a,, > ap11 = Api1 > Apia.

Como a sequéncia é definida de forma que a,+1 = %.(an +2) = In .

2
+ 1= a,y1 > a,yo. Portanto,

Logo temos que a, > a,.1 = % +1> a"2+1
provamos que (a,) é decrescente.

Agora, provemos que (a,) é limitada inferiormente.

Intuitivamente, iremos arriscar que a, > 2, Vn € N. Temos que a; = 4 > 2.

ay,
Suponhamos que a, > 2, teremos que a,,1 = > +12> 5 + 1 = 2. Desta forma,
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provamos que 2 é cota inferior, consequentemente, a nossa sucessao ¢ limitada
inferiormente.

Agora, como (a,) é decrescente e limitada inferiormente, temos pelo Teorema
1.5.1 que a sequéncia é convergente e consequentemente pela unicidade do limite
temos que se tomarmos duas subsequéncias (a,) € (a,y1), onde cada uma difere

somente por um termo a mais que outra, temos que:

lim a,y; = lim a, = L
n—o0 n—0o0
a
Como a1 = 3" +1,Vn € N.

L
Segue-se que L = 3 + 1 = L = 2. Portanto, o limite da nossa sequéncia é

L=2.

1.7 Séries numeéricas

Uma série infinita por definicao é uma expressao escrita na forma

Zan:a1+a2+a3+...+an+...

n=1

onde os nimeros ai, as, as, ... sao chamados termos da série.

Uma série esta associada a duas sequéncias. Uma é a sequéncia dos termos
da série, onde (a,) = (a1,as,as,...,a,,...) e a outra é a sequéncia das somas
parciais da série, onde (.S,) é indutivamente determinada por S; = a; e
Sn+1 - Sn + Ap+t1-

Teremos S, = a1 +as +az+ ...+ a,.

Definicao 1
Sendo (S,,) a sequéncia das somas parciais da série

ap+ay+as+...+a,+ ...,
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se a sequéncia 5, convergir para um numero real L, entao dizemos que a série

converge para L e consequentemente teremos

ian =L
n=1

Se a sequéncia das somas parciais divergir dizemos que a série diverge e

consequentemente a série nao tem soma.

Definicao 2

Se a série > a, é convergente, isto é, se a sequéncia das somas parciais (S,) é

convergente, entao o nimero real L = lim S, = Z Q-
n—o0
Exemplo 1.7.1 A série 1 —1+1—1+1— ... € uma série divergente pois a

sequéncia das somas parciais (S,) = (1,0,1,0,...) nao é convergente

Exemplo 1.7.2 A série

3 L S N S
nin+1) 1.2 2.3 3.4 7

¢ convegente.

1 1
De fato, observemos que m =~ —
1 1 1 1

pamtodonatumlnteremossn:1_2+2.3+3.4+...+m.

5 _ 1 1 N 1 1 N 1 1_% N 1 1 . 1
"\l 2 2 3 3 4 “' n n+1) n+1
1

Mas como lim = 0, teremos entao que lim S, = 1. Portanto, temos
n—oomn + 1 n—00

1
S
quezn(n+1)

para todo n € N. Ou seja,

Logo,

Teorema 1.7.1 (Critério do termo geral para convergéncia de séries)

Se a série Y a, € convergente, entao a sequéncia (a,) tende para zero.
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Prova 1.7.1 Se a sequéncia das somas parciais (S,) da série Y a, é convergente

entdo a sequéncia (S,y1) também € convergente pois difere apenas pelo termos

inicial. Ou seja, (S,) = (S1,52,53,...) € (Spt1) = (52, 53,54, ...), onde,
Spr1—Spn=(a1+ay+az+...+ap1)— (a1 +ast+az+...+a,) = anys1-
Agora, se (a,+1) converge para zero, entao (a,) também convergird para zero.

O que prova o teorema.

n
Exemplo 1.7.3 A série ) g, ¢ divergente.
n
De fato, lim 1 1 # 0. Portanto, pelo critério do termo geral essa série
n—oo N,

¢ divergente.

Observacao 1.7.1 FE importante salientar que se uma série € convergente entao
a sequéncia (a,) converge para zero. Entretanto, isso ndo significa que toda série

> a, onde (a,) converge para zero seja convergente. Como exemplos temos as

1 1
séries » e > e

! tretanto, as séries = e ¥ —— sio divergent
converge para zero, entretanto, as séries Y, — e sao divergentes.
In(n) Jer n In(n) J

Veremos no proximo capitulo o comportamento da série >, — e mais adiante o
n

, 1
em que para ambos 0s casos temos que a sequencia (— €
n

teorema da comparacao para séries que esclarecerd estas afirmacoes.

1.8 Séries de termos positivos

Proposicao 1.8.1 Em toda série de termos nao negativos »  a,, se a sequéncia

das somas parciais dessa série for limitada, entao a série € convergente.

A prova desta proposicao esta ligada diretamente ao Teorema 1.5.1 das sequéncias,
em que toda a sequéncia que é mondtona limita é convergente. Como os termos
das séries sao nao negativos temos que sua sequéncia das somas parciais é cres-
cente e como a mesma ¢é limitada, consequentemente teremos que seré convergente.

Portanto a série _ a,, é convergente.
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Teorema 1.8.1 (Teorema da comparagio):
Seja (a,) e (by) sequéncias onde 0 < a,, < b, para todo n natural.
(1)Se a série Y b, converge, entdo a série Y a, converge.

(i1)Se a série Y a, diverge, entao a série y b, diverge.

Prova 1.8.1 Sejam as séries Y a, e Y. by, tais que (S,) e (T,) sejam respectiva-
mente as sequéncias das somas parciais.

Por hipdtese temos que S, = a1 +as +as+...a, <bi+by+bs+...b, =1T,,
para todo n natural.

(1) Agora, suponhamos que a série Y b, converge e seja L sua soma.

Como S, < T, para todo natural entdo teremos que

k=1 k=1

Entao a sequéncia (S,) € limitada e mondtona. Podemos concluir que > a, €
convergente.

(17) Para sequnda proposicao temos que se a série Y a, diverge, entdo esta ndo
possui cota superior, isto €, nao existe um numero real que delimite tal série. Mas

como S, < T,, para todo natural n, seque que »_ b, também diverge.

1
Exemplo 1.8.1 A série T ¢ divergente. De fato, tomando a série harmonica
n

o0

1
2

<

1
para todo m. Portanto, pelo teorema da comparacao temos que a série T é
n

que 1iremos ver posteriormente que é divergente, € fdcil perceber que

Si-

S

N

divergente.

Teorema 1.8.2 (Teste da Razao)
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Seja > a, uma série de termos positivos e suponha que @ = kh_)ralo CLZZI

(1)Se ¢ < 1, a série converge.

(17) Se ¢ > 1, ou p = +00, a série diverge.

(7i1) Se ¢ = 1, nada podemos concluir, a série pode convergir ou divergir, de

modo que deve ser tentado outro teste.

ay, L, L
Prova 1.8.2 Supondo Lim,_yoo—F = p € R, com ¢ > 0 jd que a série é de

n
termos positivos.

Agora, escolhendo € > 0, existirda ny € N de modo que

an+1

p—€e< < p+€Yn > ny.

n

Portanto, (¢ —€) - an < ant1 < (¢ + €) - a, para todo natural n > ny.

(1) Agora suponhamos que ¢ < 1 e novamente tomemos € > 0 de modo que

p+e<l.

Utilizando o lado direito da desigualdade teremos

ni1 < (P +€) - an = anya < (¢ + ang1 < (¢ + €)’an

1090, Gniz < (@ + €)anio < (@ + €)%ani1 < (¢ + €)3a,. Prossequindo indutiva-
mente, temos

0 < tpiny, < (@ +€)*an, para todo n natural.

Agora aplicando o teorema da comparagao para » (¢ + €)"a, = an. Y (p +€)",
onde hd uwma constante a, multiplicando termo a termo uma série geométrica
convergente(a qual iremos estudar no capitulo 2) de razio a = ¢ + € < 1. Logo
podemos concluir ) a, converge. Portanto, ¢ < 1= > a, converge.

(13) Suponhamos agora que p > 1. Tomando € = p—1 na primeira desigualdade,

e > 0 e garantimos que existe ny € N tal que a,, < apy1, Yn = ny.
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Entao a sequéncia (a,), do termo a,, em diante, € uma sequéncia crescente
de numeros reais positivos. Portanto, nao pode convergir para zero. Logo, pelo
critério do termo geral, > a,, € divergente. Assim, ¢ > 1= >"a, diverge.

(1ii) Para o caso ¢ = 1 ndo podemos concluir se uma série converge ou nao,

‘ 1 1
pois, por exemplo ) — diverge e ) — converge, e, em ambos o0s casos, teremos
n n

p =1

Teorema 1.8.3 (Teste do quociente)
Sejam as sequéncias Y a, e Y b, de termos positivos para n € N. Temos que

. . a ~ ¢
(i) Se lim b_n =L >0, entdo ) a, converge se e s se, »_ b, converge.
n—oo n

(i1) Se lim In _ 0, entao:
n—oo n

Se > b, converge, entdo Y a, converge e se Y a, diverge, entao b, diverge.
L . a ~
(ii7) Se lim — = 400, entdo:
n—oo b,

Se > a, converge, entdo Y b, converge e se > b, diverge, entio > a, diverge.

. . Qp .
Prova 1.8.3 Vamos para o primeiro caso em que se lim — = L > 0, entao para
n—oo
n

todo € > 0, e:m'stenlENtalqueL—5<%<L+e,‘v’n>n1
"L 3L

L
Entao, escolhendo € = 5 e depois pondo 5= ce -5 = d, teremos

0<c-b,<a,<d-b,,Yn = ny.

Agora, pelo Teorema da comparag¢ao podemos perceber que se Y a, diverge,
entdo Y a, diverge, o que prova a primeira parte.
Agora analisemos a sequnda afirmagao:

a
Se lim — =0, entdo fivado qualquer € > 0 existe n; € N tal que
n—oo n

a
Oéb—n<€,‘v’n>n1.
n
Portanto, 0 < a, < e.b,, Vn > n;.
Logo, pelo Teorema da comparacgdo, fica provado as afirmagoes que se > by,

converge, entio Y a, converge e se y . a, diverge, entao Y b, diverge.
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Agora provemos a terceira afirmacao.

Se lz‘mn_mjz—n = +o0, entao existe ny € N tal que 1 < % = b, < a,,Vn > n;.

Logo, utilz’zagdo o Teorema da comparacao podemos pergeber que se Y a, con-
verge, entdo » b, converge e se » b, diverge, entao Y a, diverge. O que conclui

a prova do Teorema.
Teorema 1.8.4 (Teste da Raiz)
Seja > ay, uma série de termos positivos e suponha que

© = lim ¥a, = lim (a;)"*
k—o0 k—o0

(i) Se ¢ <1, a série converge.
(17) Se ¢ > 1 ou ¢ = +00, a série diverge.

(1i1) Se ¢ =1, a série pode convergir ou divergir.

Prova 1.8.4 FEsta prova € andloga ao teste da razao, de forma que irei omiti-la.

< 4k —5\"
> (51)

k=2

Exemplo 1.8.2 A série

diverge, pois
4k — 5

= i Uk — 1 2> 1.

P = lim (o) = I oy =2

Consideracgoes

E importante salientar que existem varios outros testes de convergéncia para
séries, como também varias propriedades de séries e sequéncias as quais nao foram
abordadas. Entretanto, o objetivo ¢ de tratar propriedades e conceitos as quais
elenco como possivel ao professor, em sua pratica pedagdgica, transpor para o seu
aluno do ensino médio, um conhecimento matematico abrangente do comporta-

mento das sequéncias e séries para sua faixa de conhecimento.



Capitulo 2
Sequéncias e séries especiais

Algumas sequéncias e séries por apresentarem comportamentos especiais necessi-
tam de um estudo particularmente detalhado na qual iremos abordar, pois estas,

facilitarao na resolugoes de diversos problemas que iremos abordar.

2.1 Progressao aritmética

2.1.1 Progressao aritmética de 1° ordem

Toda sequéncia (a,) = (a1, as, as, ...) onde a subtracao de qualquer um dos ter-
mos, exceto o primeiro, com o seu antecessor seja uma mesma constante, diremos
que esta, ¢ uma progressao aritmética de 1° ordem ou simplesmente uma pro-
gressao aritmética (P.A), onde, a,, — a,—; = r, para todo n > 2. O valor dessa
constante é chamada de razao, embora que o nome razao seja tratado como o quo-
ciente de duas grandezas na proporcionalidade, ja é habitual empregar este termo
linguistico-matematico nas progressoes aritméticas.

Portanto, para toda sequéncia aritmética de 1° ordem
(a’n) = (ala A2,0a3,...,0n, .. ')7

19



20

pela definicao acima, teremos

a — A1 = A3 — Q2 = a4 — A3 = .... = Ay, — Ap—1 = ... =T.
Proposicao 2.1.1 Para toda progressao aritmética (a,) = (a1, az,as,...,ay,...)
Qp, + Qp—2
temos — 5 - Gn_1, paran = 3.

Prova 2.1.1 De fato, para n = 3 temos que

az+ay  ap+2r+a;  2a; +2r
2 2 2

=a1 + 71 = as.

Agora, suponhamos que seja verdadeiro para um certo k € N, com k > 3, e
verifiquemos a veracidade da afirmacao para k + 1.
Ag+1 + Ak—1 QT T +ap—7T

2
= Qy_1, para todo n = 3.

Para k+1 temos
an + Ap—2

= ay. Portanto, pelo principio

da inducdo finita,

Explorando a definicdo de uma progressao aritmética (a,) podemos perceber
que para obter qualquer termo aj, basta somar o termo a,_; com a razao de

maneira que podemos formar o conjunto de equacgoes:

as =ay +7r
as =ag +7r
as =as—+r

Onde obtemos

an=a1+(n—-1)-r

que ¢é o termo geral da progressao aritmética.
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Exercicio 1 Em uma progressao aritmética, o quinto termo vale 30 e o vigésimo

termo vale 50. Quanto vale o oitavo termo dessa progressao?

Solugao 1 ayy = as+ 157, pois azg = a1 +19r = (a1 +4r) + 157 = a5+ 15r. Logo,
4 4
50 =304+ 15r = r = 3 Logo, ag = as + 3r = 30 + 3.5 = 34. Portanto, o 8°

termo vale 34.

Exercicio 2 Qual ¢ a razao da progressao aritmética que se obtém inserindo 10

termos entre os numeros 3 e 25¢

Solugao 2 Inserindo 10 termos entre 3 e 25,teremos uma sequéncia onde a; = 3

e ajp = 25. Portanto, a1 = a; + 11r = 25 = 3 + 11r. Dai, r = 2.

2.1.2 Soma dos termos de uma progressao aritmética

A soma dos n termos de uma progressao aritmética (aq, as, as, ...) é obtida através

da férmula

Zak:Sn: (al—l—an)-n.

2
k=1
Prova 2.1.2 Seja a sequéncia (a,) = (a1, as, ..., a,) temos que a soma dos n ter-

mos dessa sequéncia €é:
S,=a1+ay+az+ ...+ ap_9+ a,_1+ a,
que € equivalente a
Sp=0a,+a,1+a, o+ ...+ a3+ as + ay,
onde somando termo a termo teremos:
2.5, = (an +a1) + (ap—1 + a2) + ... + (a2 + ap-1) + (a1 + an)

2.5, =(a,+a)n
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(a1 + ap)n

como queriamos demonstrar.

Exercicio 3 Qual ¢ o valor da soma dos 100 primeiros termos da progressao
aritmética (1,2,3,...)?
Solucao 3 Trata-se da soma dos 100 primeiros numeros naturais onde ay =1 e

1+4100) -1
(1+ 020) 00:5050.

ayo0 = 100. Portanto, Sipo =

Exercicio 4 Calcule a soma de todos os inteiros que divididos por 11 dao resto 7

e estao compreendidos entre 200 e 400.

Solucao 4 Observe que o primeiro termo neste intervalo que satisfaz a pergunta
é 205, pois pela divisao euclidiana temos 205 = 18 - 11+ 7 e o ultimo termo neste
intervalo € 392 = 35-11+7. Portanto, a nossa sequéncia € (205,216, ...,392), onde
utilizando a formula do termo geral a,, = a;+(n—1)-r temos: 392 = 205+(n—1)-11
que equivale a

1
392—205 = (n—1)-11 = 187 = (n—1)-11 = 1117 =n—1=17+1=n=n=18.

Logo, pela soma dos termos de uma P.A. temos

205+ 392) - 18 597 - 18
(205 + 392) =5, =

Sy =
2 2

= S, =597 -9 = 5373.

Portanto, a soma dos termos pedido € 5373.

2.1.3 Progressao aritmética de ordem k(k > 1)

Por defini¢ao, uma sequéncia aritmética de ordem k(k > 1), é uma sequéncia
na qual as diferencas entre cada termo e o termo anterior formam uma progressao
aritmética de ordem k-1. Por exemplo, uma sequéncia possui ordem dois se e
somente se, é possivel através da subtracdo de um termo (exceto o primeiro) com

0 seu antecessor, obter uma progressao aritmética de 1° ordem.
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Exemplos 2.1.1 A sequéncia (a,) = (1,2,4,7,11,...) onde temos
2 1=14-2=27—-4=311-T=4

e assim sucessivamente, obtemos como resultado dessas subtracoes uma sequéncia
(bn), tal que (b,) = (1,2,3,4,...) que € uma progressao aritmética de 1° ordem
(P.A). De forma andloga, se tivermos uma sequéncia (c,) = (1,3,7,14,25,...)
onde temos 3—1=2,7—3=4,14—-7="7,25—14 = 11, obtermos como resultado
dessas subtragoes uma nova sequéncia (d,) = (2,4,7,11,...) em que se procedermos
a subtragao do termo com seu antecessor, teremos 4 —2 =2,7—4=3,11 -7 = 4,
cuja sequéncia formada € (e,) = (2,3,4,...) que € uma progressao aritmética de 1°
ordem. Poderemos concluir que a sequéncia (c,) € uma progressao aritmética de

3° ordem e a sequéncia (d,) € uma progressao aritmética de 2° ordem.

Considerando, (Aa,) como a sequéncia obtida da subtracao de cada um dos
termos da sequéncia (an) com o seu antecessor, isto é, Aa, = a,+1 — a,, temos

para sequéncia cujo termo geral é n?,
Nap=tpi1 —an=Mn+1)2-n*=n*4+2-n+1-n*=2-n+1.

Observe que tinhamos um polinémio na variavel n de grau 2 na sequéncia cujo
termo geral é n? e obtivemos um polinomio de grau 1 em Aa,. Mas, isto nao
aconteceu por coincidéncia, por exemplo, os termos de uma progressao aritmética
de 1° ordem é representada por um polinomio do 1° grau. Pois a, = a; + (n—1).r
pode ser escrito como a,, = n-r+(a; —r) onde n-r é o termo dependente e a; —r o
termo independente de n e sua soma ¢é representada por um polinémio do 2° grau,
pois

(a1 +an) n (m+n-r+a—r)-n r-n*+2a;—7)n
S = 2 N 2 N 2 ’

que ¢ um polinomio do 2° grau sem o seu termo independente.
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Por sinal, todo polinomio do 2° grau sem o seu termo independente representa
a soma dos termos de alguma progressao aritmética do 1° grau. Dai, temos abaixo

o teorema que generaliza estes exemplos.

Teorema 2.1.1

W+2%+y+m”+np:§:ﬁ}

¢ um polinomio de grau p+ 1 em n onde

p_ " P(n?
Zk p—|—1+ (n?).

k=1

Prova 2.1.3 Procedendo por inducdo sobre p temos que para p = 1, o teorema foi

provado anteriormente pois a soma dos termos da uma progressao aritmética de

n®>+n

1° ordem 1 4+24 34 ...n € um polinomio do 2° grau

Agora, suponhamos que .
DK
k=1
seja um polinomio de grau p + 1 em n, para todo p € {1,2,...,s}. Mostraremos

que essa afirmacgao € verdadeira para p = s + 1, isto €, mostraremos que

n
E : kerl
k=1

¢ o polinomio de grau s+ 2 em n.

2) - 1
Observe que (k—+1)"2 = kst2 4 (s +2) - k5T + ((5+ )2<3+ )

onde o0s termos que nao foram escritos explicitamente formam um polinomio de

>-k&+”.+1,

grau s — 1 em k.

Temos entao que,

i k—i—l s+2 _ stJrZ 8+2)-ik5+1—|—F(n>,
k=1

k=1

onde F(n) é um polinémio de grau s + 1 em n, pela hipdtese da indugao.
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Simplificando os termos comuns aos dois primeiros somatorios, obtemos

n

(k+ 1) =1+ (s+2). ) k™ + F(n).

k=1
Dat,

Y

S _ (411 Flw
— s+ 2
¢ um polinomio de grau s +2 emn e
n 5+2

Sk = 2 Pl

— s+2

como queriamos demonstrar.

Exercicio 5 Determine a soma dos quadrados dos n primeiros nimeros inteiros

Positivos.
Solucao 5 Queremos calcular
P42 43+ 0’ =) K
k=1

Pelo Teorema 2.1.1 temos que essa soma € um polinomio do terceiro grau em

n, isto €,
12+22+32+...+n222k52:p(n):an3+bn2+cn+d.
k=1

Onde, p(1) =1, p(2) =17 +2° =5, p(3) =1+ 2 + 3> =14 ¢
p(4) = 12422 +32+42 = 30. E consequentemente, obtemos o sistema de equagaes:

.

a+b+c+d=1
8a+4b+2c+d=5
27a + 90+ 3c+d =14
64a + 160 + 4c + d = 30
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Em que resolvendo o sistema, encontramos

(Z:—,b: dZO

3

1
,C= =,
6

DO | —

Portanto,

- 1 1 1 n-(n+1)-2n+1)
P4+224+34+ . . 4+n2=) KB=-n4+-n*+-n= .
+o°+...+n k; 3n 2n +6n 6

2.2 Progressao Geométrica

Dado a € R, a sequéncia (a,) = (1, a,a? a® a*,...) 6 uma progressao geométrica
de razao a se, somente se, qualquer um dos termos (com excessao do primeiro)
quando dividido com o seu antecessor tera como resultado uma constante, que no
caso acima, é o numero real a.

Analisando indutivamente a sequéncia acima temos que

(1,1:1
g = a1 * a
a3 = az - a
ay = ag-a

Recorrentemente obtemos a,, = 1-a™!. Agora, como 1 = a; e tomando a = g,

obtemos a féormula do termo geral da P.G.

Exercicio 6 Qual € o numero de termos de uma progressao geométrica de razao

2 que tem como primeiro termo o numero 4 e o ultimo termo o niumero 10247
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Solugao 6 Temos ay =4 , a, = 1024 e q = 2, logo substituindo diretamente na

formula do termo geral da P.G. temos
1024 =42"""1"=256=2"""'=2"=2"=n-1=8=n=0.

Portanto, nossa sequéncia tem 9 termos.

2.2.1 Soma dos termos de uma Progressao Geométrica

Dada a progressao geométrica (a,) = (1,a,a? a3 a*,...,a" 1, ...) de razao a,
queremos a soma,

n

S, = drt=14a+a>+...+a" "
k=1
Se tomarmos S,, e multiplicarmos por —a = —g obteremos
—a-S,=—a—a*—...—a"

Somando, teremos

S,=1+a+ad*+...+a"

Sp(1—a)=1-a"

1_ n
g —-_¢

1—a’
E importante salientar que uma progressao geométrica pode ter como valor
inicial qualquer valor b € R, onde de maneira geral a progressao geométrica ¢ uma

sequéncia da forma (a,) = (b,ba, ba?, ba®,ba*,...). Neste caso ¢ = a e a razao,
a; —q"
l—q

¢ a férmula habitual.

b = aq é o termo inicial e S,, =
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2.2.2 Convergéncia e divergéncia de séries geométricas

Dada a sequéncia geométrica (ba™1) = (b,ba,ba?,...), temos que a soma de
todos os seus termos pode ser representada pela série

Zbak_l:b+ba+ba2+ba3+...+ba"+...(a7é0).
k=1

Aqui b é um numero real qualquer e veremos que a sua convergéncia e divergéncia

dependera exclusivamente da razao ¢ = a.
Teorema 2.2.1 Uma série geométrica
z:bak’1 =b+ba+ba*+ba®+...+ba" +...(a#0).

k=1
converge se | a |< 1 e diverge se | a |> 1. Se a série convergir, entdo, a soma da

série €
I
l1—-a
k=1
Prova 2.2.1 Tratemos primeiro do caso | a | = 1. Se a = 1, entdo a série é
b+b+b+b+b+ ...

E portanto, a enésima soma parcial € S, = (n+1)b e nl_lgloo(n + 1)b = +o0
(0 sinal de ser positivo ou negativo depende do sinal de b). Isso prova a divergéncia.

Seb=—1,aséricéb—b+b—0b+.... A sequéncia das somas parciais serd
b,0,b0,0,b,... que diverge.

Agora consideremos o caso | a | # 1. A enésima soma parcial da série é

Sy, = b+ ba + ba® + ...+ ba™ multiplicando ambos os lados por a, obtemos
a-S,=ba+ba®+ ... ba""!

onde subtraindo uma equacao a outra teremos

_ n+1
Sy —aS, =b—batl = §, = 220 b g ey,
1—a 1—a
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Se | a|< 1, entio lim a™*' =0 de modo que S, converge e portanto teremos
n—-+00
: b
lim S, =
n—00 l1—a
Se | al|>1 entio oua > 1 oua < —1. No caso a > 1, lim a""' = oo

n—o0

e, no caso a < —1, a™*' oscila entre valores positivos e negativos de magnitude

crescente, portanto S, diverge em ambos o0s casos.

2.3 Sequéncia de Fibonacci

A sequeéncia de Fibonacci é a sequéncia indutivamente determinada por
am = az =1,an42 = Gny1 + an,

consequentemente, (a,) = (1,1,2,3,5,8,13,21,34,...).

A sequéncia de Fibonacci é uma sequéncia em que percebemos a sua di-
vergéncia, entretanto, apresenta diversas particularidades importantes como por
exemplo, para quaisquer dois termos consecutivos dessa sequéncia, temos que estes

sao sempre primos entre si.

Prova 2.3.1  Por inducao vamos provar que (Upi1,u,) = 1 (mdzimo dividor
comum de u,.1 € u, € igual a 1) para todo n € N. De fato, paran =1 temos que
(ug,ur) = (1,1) = 1. Agora suponhamos que o resultado € valido para um certo
k€ N, isto é, (ugr1,ur) = 1.

Temos entao que (Ugi2, Upr1) = (Ugtro — Upt1, Upt1) = (Ug, Ukr1) = 1, provando

assim, pelo principio da indugdo finita que (uny1,u,) = 1 para todo n natural.

Outro fato curioso da sequéncia de Fibonacci obtemos quando resolvemos a

recorréncia a,.s = a,4+1 + a, na qual veremos no exercicio abaixo.

Exercicio 7 Determine o numero de Fibonacci a,, sabendo que a sequéncia de

Fibonacci € definida por a,io = api1 + an, com ag = a; = 1.
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Solugao 7 Por defini¢ao, ver referéncia (3], a equagao caracteristica associada a
TeCOTTENCIA Upto = Gpy1 + Gy € equacdo formada pelos coeficientes da recorréncia,
onde teremos y* =y + 1.

1+5 1—-+5

€ Yoy =

As raizes da equacgao caracteristica sao y; =

1+v5) 1-v5)
Entao an:q( +2\/_> + ¢ 2\/_> )

Para determinarmos os valores das constantes ¢1 e co utilizaremos ag = a1 = 1

e substituindo em n, obtemos sequinte sistem:

cpt+e=1

1++5 1-+/5
Cl< ) >+CQ< 5 >:1

Vol o VE-1
2v5 O 2v5

VBl <1+\/§>n+\/3—1 (1—\/3>n

Onde resolvendo o sistema acima obtemos ¢; =

Logo,

an =
25 2 2/5 2

_i 1+\/3 n—i—l_i 1_\/3 n+1
RV NAWE '

Como sugestao, sugiro a referéncia [3] para um melhor aprofundamento sobre

a resolugao de recorréncias, pois na resolucdo acima tratamos de técnicas e etapas

nao abordado nesse trabalho.

O fato curioso que iremos comentar da solugao dessa recorréncia é que embora
a solucao da recorréncia aparega numeros irracionais, sua solucao para todo n
natural é sempre um ntmero natural que compreende a um termo da sequéncia

de Fibonacci.
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2.4 Séries Telescopicas

Etimologicamente, uma série é dita telescépica quando sucede que em sua soma
parcial S,,, a soma de uma parcela de cada expressao entre parénteses, cancela
uma parcela na préxima expressao entre parénteses, até que a soma toda colapse

como um telescopio retratil, restando apenas duas parcelas.

Exemplo 2.4.1 A série

(1 1
Z ok 9k+1
k=1

¢ um exemplo de uma série telescopica pois

“ /1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
S”_Z(z_k_ﬁ>_<§_§>+(2_2_¥)+"‘+<27_2n+1>_5_2n+1

k=1

Exercicio 8 Determine se a série

i L SRS SR
~k(k+1) 1-2 23 3.4

+ ...

converge ou diverge. Se convergir, encontre sua soma.

Solucao 8 A enésima soma parcial da série é

- 1 1 1 1 1
S, = = R E . —
;k(/wrl) 12 23 34" T amrD

Agora, utilizando o método de fragdes parciais, ver [9], temos que
1 1 1

kk+1) k k+1

onde obtemos

= /1 1 1 1 1 1 1 1 1
S, = ) =(1-2 o= ) R [
S ()= (2)G3) G ()
1 1 1 1 1 1 1 1
=1 —— 4= 4= 4= =1—
5 +( 2+2)+< 3+3>+ +( n+n> n+1 n+1

1
lim S, = lim (1 — ) =1
n—+4oo n—+4oo n + 1

concluimos que esta série € convergente e sua soma € 1.




32

2.5 Série Harmonica

O estudo da série harmonica tem uma grande relevancia ja que embora o limite

. .1 . .
do termo geral tenda a zero, isto é, lim — = 0, esta diverge, como iremos ver.
n—oo N

Seja a série

i1—1+1+1+1+
~k 2 3 4 7

estudemos a sequéncia de suas somas parciais, ou seja,

1 1 1 1 1 1
S1=1,5%=14+=-,S3=14+-4+-,S4=14+-4+-+—,....
1 ) P2 +2)3 +2+374 +2+3+47
E facil perceber que como a série harmonica é uma série de termos positivos,

a sua sequéncia de suas somas parciais é estritamente crescente
S1 <G <SS <SS <...<85, <...

Estudemos a subsequéncia da sequéncia das somas somas parciais da série

harmonica cujos termos sao Ss, Sy, Ss, S16, 32,

Note que,
54252+%+%>52+%>§
58:S4+%+%+%+é>54+(%‘f‘é"—%‘f‘é):S4+%>%l

S—S+1+1+1+1+1+1+1+1>
=28 T9 10 "11 712 713 " 14 " 15 " 16

Sg + 1+1+1+1+1+1+1+1 —S+1>5
8T\16 "16 "16 16 16 '16 16 16) "*T 27 2
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n
Prosseguindo desta forma podemos perceber que Son >

N .o n+1
rema da comparacao como lim
n—oo

, onde pelo teo-

= 00, teremos que lim Son = 00
n—oo

Mas como Ss» é uma subsequéncia de S,,, temos lim .S,, = 0o e concluimos
n—oo

| =

oo
k=1
diverge.

Esta série é de grande valia principalmente quando a utilizamos por exemplo,

no teste da comparacao entre séries para sabermos se determinada série diverge

ou nao. Vejamos o exemplo:

Exercicio 9 Verifique se a série

=1
Z In(k)

k=2
¢ ou nao divergente.
Solucao 9 Sabemos que

1>1Inl1,2>1In2,3>1In3,4>1In4,...

para todo k > 2.

Consequentemente, como

=

[
k=1

diverge, temos, pelo Teorema da comparacao, que

=1
Z In(k)

k=2

também diverge.
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2.6 Outras séries de termos positivos

A série > n-(a™) diverge se | a |> 1 pois pelo critério do termo geral temos que
li - (a" .

Agora, se | a |< 1, temos
Sp=a+2-a+3-a’+...+n.a"

Sp—a-S,=(a+2-a*+3-a*+...+n-a")—a-(a+2-a*+3-a*+... +n-a")

Sp—a-Sy=(a+2-a*+3.a*+...+n-a")—(a*+2-a*+3-a*+...+n-a"™

S,—a-S,=a+ad*+ac+a+... +a"—a-a"=t,—n-a"!

onde, t, = a+a’+...+a" que é a soma parcial dos termos de uma série geométrica

de razao a.
a

Agora como estamos supondo | a |< 1. Teremos que lim ¢, = e

n—-+o0 a—1

lim n.a™™ = 0. Portanto, teremos que
n—-+o0o
lim (1-a)S, = (1—a). lim S, = ——
Jm (1), = (1-a). lm S, =G
converge.

Outras sequéncias e séries importantes que irei destacar que facilmente vocé

poderd encontrar as demonstragoes em [5]: a sequéncia (c,),

1 1 1
c +2—|—3—|— —I—n n(n)

é convergente, a série

1_1 1 1
Za— +§+§+...

convergente, cuja soma € irracional e, e, finalizando, a série

1

n?”

que é convergente se r > 1 e divergente se r < 1.
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Existem ainda varias outras sequéncias e séries de numeros reais positivos,
entretanto, para o objetivo deste trabalho estas ja oferecem um bom arcabouco
para o uso de testes e analise de convergéncias e divergéncias de um grande niimero

de séries e sequéncias de nimeros reais positivos.

2.7 Séries Alternadas

Uma série é dita alternada quando os seus termos se alternam entre positivo e

negativo. Como exemplo temos a série

> (1) :1—%+1—1+...
k=1

A série alternada pode ser de uma das duas formas abaixo:

o0
Z Je+g

+ F—=a1 — Gz +as—...
k=1
o0

k _
E (—D)%ap = —a1 +as —az+ ...
k=1

onde, necessariamente, a,, > 0, Vn € N.

Teorema 2.7.1 (Teste da Série Alternada)Uma série alternada de uma das duas
formas anteriores converge se as duas condi¢oes a sequir sao satisfeitas:
(i)ar Zas>a3>aq... > ap > .

<”) kEI—Poo = 0

Prova 2.7.1 Seja a série

(o]

Yt
E oy =a; —as+as— ...
k=1
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Temos que a sequéncia das somas parciais de indice par (Sa, Sy, Se, Ss, - - -5 Son, - - -)
forma uma sequéncia crescente e limitada superiormente por ai,e as somas parci-
ais de indice impar (S1, 53, S5, ..., Son_1,...) formam uma sequéncia decrescente

limitada inferiormente por zero. Agora, como Ss,_1 = Sa, — aop, temos que

lim Sgn_lz lim Sgn+ lim Ao -
n—-+00 n—-+00

n—-+4o0o
Mas como lim ag, = 0 (por hipdtese) e lim Sy, = L, temos por con-
n—-+o0o n—-+0o
sequéncia de lim Sy, = lim Sy,_1 que lim Ss,_1 = L+0= L o que completa
n—+00 n—+o0 n—+o0

a demonstracao.

De forma andloga podemos provar este teorema para a série

(_1>kak7

g

B
Il

1

Exercicio 10 Usando o teste da série alternada, mostre que a série

k
Z(_nk-&- 3_k

00
k=1

¢ convergente.

kE+1
- . agy1 gkt (B 1.3 k+1
Solugao 10 Pelo teste da razao temos Py Ty e ST < 1.
3k
Logo, ay > api1
k/k . 1

k
Agora calculando o lim —- temos que lim 0.

Portanto pelo Teorema do Teste da série alternada, esta série é convergente.

2.8 Convergéncia absoluta
Por defini¢ao, uma série

Zak:a1+a2+a3+...
k=1
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é convergente absolutamente se a série de valores absolutos

Z’ak|=|a1|+|@2|+|a3|+---
k=1

convergir.

1 1 1 1 1
Exercicio 11 Verifique se a série —1 + 5 + 23 + 5 + 55 - converge

absolutamente.

~ . P 1 . .
Solucao 11 A série de valores absolutos € a série 1+ 3 + 1 +... que € uma série

1
geométrica de razao 3 ou seja, pelo que vimos no estudo das séries geométricas,

11 1 1 1
t i1 te. Portanto, a série —1 4 = + — — — + — + — — . ..
€mos uma Serie cConvergenie ortanto, a Serie 5 + 22 23 24 —+ 25

converge absolutamente.

1 1 1 1 1
Exercicio 12 Verifique se a série 1+§_§_4_1+5+6_' .. converge absolutamente.
1
Solucao 12 A série de valores absolutos € a série 1 + 3 + 3 + 1 + ... que € a

série harmonica na qual vimos anteriormente que é divergente. Portanto, a série

1+1 1 1—|—1+1 10 € absolut t t
————— — — — ... hao e aosolutamente convergente.
5 37175756 J

Pelo que observamos nos exercicios anteriores, nenhuma dessas séries é alter-
nada, entretanto, é possivel dizer se ela é convergente absolutamente ou nao. Ou
seja, em qualquer disposicao de sinais negativos e positivos nestas séries, nao al-
terard no tocante a ser absolutamente convergente ou nao.

Resumindo, se uma série é absolutamente convergente, ela é sempre conver-

gente.

2.9 Convergéncia condicional

Uma série mesmo sendo divergente pode ter uma disposicao de sinais em seus

termos capaz dessa convergir de maneira que podemos ter uma série convergente,
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que nao é absolutamente convergente. A este tipo de série chamamos de série que

converge condicionalmente.

1 1 1
Exemplo 2.9.1 A série 1 + -+ -+ -+ ...+

1
5+3+7 z + ... € uma série divergente,

entretanto, temos que
- 1 1 1 1
L [
;( " 27371
¢ convergente onde

= 1
Z(—Uk“g = In2.

k=1



Capitulo 3

Problematizando o ensino de

sequéncias e séries

Em contraponto ao ensino de séries e sequéncias do ensino médio voltado unica-
mente ao uso de férmulas pré-determinadas, proponho neste, abordar estratégias
e problemas que possibilitarao ao educador conduzir um processo de pensamento
reflexivo, voltado a criacao de estratégias miltiplas e diversificadas que procure
conduzir o educando a fazer e refazer o seu pensamento, no crescimento pessoal

de generalizar e enfrentar situagoes particulares.

3.1 Estudando séries e sequéncias em jogos

Os jogos matematicos apresentam grande potencialidade para o ensino da ma-
tematica, e, trabalhar com jogos do cotidiano do educando disperta ainda mais o
seu interesse para a aprendizagem de conteudos atrelados a estes. Por isso, diante
dos nossos estudos, trataremos aqui como exemplo o dominé.

Em linhas gerais, o dominé é um jogo composto de 28 pecas das quais a face

numerada ¢ dividida em duas partes onde cada uma de suas partes possui de 0 a

39
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6 pontos. Dali, explorando esta definicao, perguntariamos, se construissemos um
dominé em que cada uma de suas faces abrangesse valores de 0 a 9 pontos, quantas
pecas teria esse domin?

Antes de pensarmos em responder quantas pecas terfamos no dominé que
abrangesse valores de 0 a 9 pontos, estudemos o dominé comercializado que possui
28 pegas.

Um bom truque para compreendermos o dominé € dispor as pecgas do domind

segundo a figura 3.1.

Figura 3.1: Dominé

Onde, uma fécil verificacao a partir desta nos conduz a pensar que se tivessemos
o domind apenas com o valor 0, terlamos apenas uma peca, se tivermos o valor
0 e 1, teriamos 3 pecas. Prosseguindo nossa analise é facil ver indutivamente

que tratamos da soma dos termos da progressao aritmética de 1° ordem (P.A)

14+7)-7
(1,2,3,4,5,6,7), onde, S; = % = 28. Desta maneira, um dominé que
abrangesse valores de 0 a 9, teria que dispor as pecas conforme a figura acima
1410)-10
formando a sequéncia (1,2,...,9,10), onde Sjy = (1+10)-10 = 55 pecas.

2
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Generalizando, se quisermos que os valores das faces abranja valores de 0 a n,

1 1) - 1 2) - 1
teremos que Sn+1:( —|—n+2) (n+ ): (n+ )2(n+ >pe(;as.

3.2 Sequeéncias e séries com palitos

A diversificacao de recursos didaticos no processo ensino aprendizagem é de
fundamental importancia para dinamizacao e relacao entre conceitos.

No ensino de séries e sequéncias, esses também apresenta real importancia,
principalmente quando podemos atrelar diversos campos de conceitos, como por
exemplo a recorréncia, o somatorio e a generalizacao.

Agora, abordaremos exemplos de sequéncias construidas a partir de palitos de

fosforo.

Exercicio 13 Seja uma sequéncia formada por palitos de fosforo conforme a fi-
gura abairo, quantos palitos teremos que utilizar no 10° termo dessa sequéncia de

triangulos? Qual € o termo de ordem n?

7 Y Jf
/\ / "5{15 _;r'; b _ff I\%:‘:ﬂ ff‘\xi 4 K"‘a_
va N J Fi N X -

bz 2 3°

Figura 3.2: Sequéencia de triangulos

Solucao 13  Utilizando o raciocinio recorrente desta questao poderemos facil-

mente escrever que para a primeira piramide utilizamos 3 palitos, na sequnda
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piramide utilizamos 3 + 6 palitos, na terceira piramide 3 + 6 + 9 palitos e para o
4° termo temos 3+ 6+ 9+ 12 e assim por diante, os outros termos sucessivamente

conduzirdo ao mesmo raciocinio, de forma que podemos escrever recorrentemente
ap=3=a,=1-3

ar=a1+6=>a=a1+2-3
as=as+9=a3=a,+3-3

ags=a3+12=a3=a3+4-3

alpg = a9+ 30 = a;g =ag+10-3

onde, telescopicamente resolvendo teremos ain = 165. Portanto, o nosso 10° termo
contém 165 palitos.
Agora, generalizando para o termo de ordem n teremos

(34+3n)-n

ap, =0, +6+94+12+...=3+6+9+12+ ... +3n = 5 ,

pois trata-se da soma dos termos de uma progressao aritmética.

Exercicio 14  Qual seria a quantidade total de palitos necessdarios para formar o
paralelogramo conforme a figura 3.3, em que cada um dos seus lados seja composto

por 8 palitos?

Solucao 14 Tomando a mesma ideia do exercicio anterior, podemos observar que
se o paralelogramo tiver cada um dos lados com um unico palito precisamos de 5
palitos, para que cada um dos seus lados tenha 2 palitos precisamos de 5 + 11
palitos(basta ver a figura), agora, para que cada um dos seus lados tenha 3 palitos,
com um pouco de esforco verifiguemos que precisamos de 5 + 11 + 17. Agora,

indutivamente podemos ver que para formar um paralelogramo similar ao da figura
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JAVAYS
NN/

Figura 3.3: Paralelogramo formado por palitos

com 4 palitos em cada um dos lados precisaremos de 5+11+17+23. Dessa maneira
a partir desta andlise podemos recorrentemente escrever essa sequéncia da sequinte

forma:

a; =5
a, = ap + 11
as = as + 17
ay = as + 23

Onde na sequéncia (b,) = (11,17,23,...) (que é uma P.A de razdo 6), teremos

b; =11+ 6.6 = 47, onde, telescopicamente teremos:

a; =5
as =a; + 11
as = as + 17
ays = as + 23

(11 4 47).7

ag=a7+47=5+11+174+234 ... +47=5+ = 203.
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E importante observar que mesmo se tratando de simples palitos, cada sequéncia
com este recurso didatico deve ser bem observada e construida, principalmente ex-
plorando o uso de recorréncia e somagao.

A compreensao e os conceitos explorados pelas sequéncias formadas por palitos
ampliam as possibilidades do uso dessas estratégias para a resolucao de outros
problemas. Por exemplo, o castelo de cartas que é construido segundo a sequéncia

formada na figura 3.4.

Figura 3.4: Castelo de cartas

Utilizando a mesma estratégia dos problemas anteriores com palitos, teremos:

a=2=1-3-1
a2:a1+5:a1+2-3—1
a3:a2+8:a2+3-3—1

Ap = CQp_1+n-3—1

(3-n+1)-n'

Onde, a, =2+5+8+11+...43-n—1= 5
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3.3 A geometria no estudo de sequéncias e séries

Como foi dito anteriormente, o uso de recursos didaticos contribui e muito para
aprendizagem, e, em muitas situagoes podemos fazer o processo contrario do an-
terior, isto é, utilizar o recurso geométrico para interpretar a sequéncia numeérica.

Assim, desta maneira iremos mostrar um exemplo tipico de que isso é possivel.

Exercicio 15 Seja a sequéncia (a,) = (1,3,5,7,...) determine a soma dos n ter-

mos dessa sequéncia.

Solucao 15 Qualquer aluno do ensino médio que jd tenha conhecimento de pro-
gressoes iria tranquilamente utilizar a soma dos termos de uma P.A.. Entretanto,
poderemos pensar na sequinte reqularidade: para o 1° termo teremos o numero
1, para a soma do 1° com o sequndo termo teremos 1 + 3, para a soma dos trés
primeiros termos temos 1+ 3+ 5, e assim prossequindo, podemos geometricamente

ver a soma dos termos dessa sequéncia como na figura 3.4.

O O |0
QO O 0|0
o O O |0
QO QO

Figura 3.5: Sequéncia com bolinhas

Onde teremos para soma parcial S; = 1 ponto, para S um quadrado que contém

4 pontos, S3 um quadrado que contém 9 pontos e indutivamente podemos provar
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que para S, teremos n? pontos, isto €, a soma dos n primeiros termos da sequéncia

(an) = (1,3,5,7,...) én?.

Os problemas com os recursos geométricos pode contribuir e muito para explo-
rar diversas propriedades de uma sequéncia ou série, entretanto, faz-se necessario
compreender o limite deste recurso e a impossibilidade de em muitos casos gene-
ralizar, por exemplo a convergéencia e a divergéncia, apenas por este caminho.

Por exemplo, observando a figura 3.5 formada por retangulos infinitamente
desenhados conforme o desenho cujo valor em unidades de area esta no interior de
cada retangulo. Voce seria possivel dizer se a soma da area de todos os retangulos
é convergente ou divergente apenas na observac¢ao?

A sequéncia (A,,) das dreas dos retangulos que compoem a figura é

10 10
An = 17 Ty Ty e ]
(4,) (05 0x )

Podemos intuir que a série Y A,, formada por esses termos é convergente pois
se trata de uma progressao geométrica de termos positivos cuja razao é menor que
1, ou seja, a série

10 10

10
1 4= =2
045+ +o+ - =20

que é uma série convergente.

E importante chamar a atengao que a figura final parece ter uma area infinita,
ja que é uma regiao nao limitada. Mas mesmo assim, como mostramos, a area
final converge.

Agora, observe a figura 3.6.

Inicialmente temos retangulos de area menor que a area dos primeiros retangulos
da figura 3.5, onde visualizando a parte geométrica, voceé seria seduzido a dizer

que esta area também é convergente. Mas, entretanto, a resposta é nao, pois
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Figura 3.6: Sequéncia de retangulos 1

Figura 3.7: Sequéncia de retangulos 2

algebricamente teremos uma série harmonica na qual vimos anteriormente que é
divergente.

111
De fato, a sequéncia das dreas de cada retangulo é (B,) = (1, L ) .

Mas como > B,, = 1+§—|—§+1+. .. € a série harmonica, temos que a sequéncia das
somas parciais das areas dessa figura diverge, portanto a visualizagao geométrica
pode nos intuir a posicionamentos matematicamente incorretos.

Agora, embora existam esses limites no campo geométrico, o caminho geométrico

é 0 mais significativo no ensino médio para inser¢ao de propriedades das sequéncias

e séries vistas no ensino superior como convergeéncia, limite e testes de convergéncia.
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Como exemplo, estudemos o problema abaixo na qual iremos explorar as pro-

priedades citadas acima.

Exercicio 16 Dada a figura abaizo onde o maior cubo tem aresta 1 unidade e
sequencialmente cada cubo tem aresta cujo valor é a metade da aresta do cubo
anterior. Considere a sequéncia das arestas, a sequéncia da drea dos quadrados das
faces frontais e a sequéncia do volume dos cubos. Verifique se as séries produzidas

POT €s8as Sequéncias sao Séries convergentes.

Figura 3.8: Sequéncia de cubos

Solucao 16 Seja (L,), (A,) e (V,) respectivamente a sequéncia das arestas, dreas

e volumes, onde temos

1 1 1
n) — ]-7_7_7_7"' :
(V) ( 864’ 512 )

. L o .1
Para (L,) percebemos que € uma sequéncia geométrica de razao 3 onde, no

sequndo capitulo, vimos que esta converge para zero, como também, que a série

1

> L, € convergente com soma L = —1 = 2.

1— =
2
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Agora, utilizando o Teorema da comparacdo, perceberemos que as outras duas
séries sao também convergentes pois L, > A, > V,, para todo n € N. Portanto,
sabemos que as trés séries sao convergentes. Consequentemente as sequéncias
(L), (A,) e (V) convergem para zero.

Investigando por outro caminho, temos que o termo geral de cada uma das

enci i ti te L 1 A ! V, ! tod
sequéncias sdo respectivamente Ly = oo, An = o5 e Vo = oo, para todo
n € N. Consequentemente como todas elas sao progressoes geométricas de razdao

, 1 1 1
respectivamente 31 e 3’ que sao menores em modulo que 1, elas sao convergen-

tes. Calculando cada uma das soma com a formula da soma dos termos de uma

progressao geométrica infinita obteremos

n=1

=1 4

;4n—1:§
e

=1 8

;gnlz?

Portanto, esse problema demonstra como podemos explorar e enriquecer um
problema mostrando diversas maneiras e formas de visualizar e tomar a decisao
de resolve-lo. Ou seja, o uso da geometria possibilita varias facetas no campo de

conceitos matematicos como também facilita a compreensao por parte do aluno.

3.4 Investigando o triangulo de Pascal

Uma atividade que possibilita envolver varias sequéncias e séries especiais é o
triangulo de Pascal. Onde, iremos comegar analisando a sequéncia formada pela

soma dos termos das linhas.
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1

11

1-2 1
& & 1
14 6 4 1

1 31010 5 1
1 68152015 861

Figura 3.9: Triangulo de Pascal 1

Observe que na primeira linha temos a; = 1, para segunda linha ay = 1+1 = 2,
para terceira a3 = 1+ 2+ 1 = 4, para quarta ay = 1 +3+ 3+ 1 = 8 e assim,
sucessivamente teremos a sequéncia (1,2,4,8,...) = (29,21 2223 ) = (2771).
Essa generalizacao facilmente pode ser provada por indugao.

Agora, analisando as sequéncias formadas pelas anti-diagonais do triangulo con-
forme a figura 3.9, é facil perceber que a soma desses elementos forma a sequéncia

de Fibonacci.

11 5

oy B35 .

12 A 15

[ e 1

1 4 & 4 1

1T & 10 X & 1
T &6 1B 20 1 & 1

Figura 3.10: Triangulo de Pascal 2

Nossa investigacao nao fica por ai, se olharmos para o triangulo da figura 3.10,

podemos extrair diversas progressoes aritméticas de varias ordens onde a respectiva
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soma dos termos se encontra na outra linha. Analisaremos os casos abaixo:

35

)
70 56 8 1

10 5
15}{«/1
A 71

1 8 28 56
Figura 3.11: Triangulo de Pascal 3

Para a sequéncia (1,1, 1,1, ...) observe como indicado, que a soma dos 5 primei-
ros termos esta no 5° termo da diagonal abaixo. O mesmo acontece com a sequéncia
(1,3,6,10,15,...) que como visto anteriormente é uma progressao aritmética de
2° ordem, em que a soma dos seus termos se encontra na diagonal abaixo com a
mesma regra da situagao anterior, onde, como exemplo indicado na figura, temos
1+434+6=10e1+34+6+10+ 15 = 35.

E importante que experimentos e analises do triangulo de Pascal feitas a partir
da diagonalizacao da figura 3.11 proporcione que para toda diagonal assumida
como uma sequéncia (a,) = (a,as,as,a4,...) ele terd abaixo a sequéncia das

somas parciais da sequéncia (a,). Isto é, teremos uma sequéncia

(bn) = (a1, a1 + az,a1 + az + as, . . .).

Portanto, se vocé explorar propriedades do triangulo de Pascal, fica mais facil

deduzir férmulas para algumas somas. Por exemplo,

ik2=1+ik2=1+ik+2-i(k> :ik+2- <"+1)
k=1 k=2 k=2 2 2 k=1 3

k=

n-(n+1) n-(n+1)-(n—-1) 3-n-(n+1)+2-n-(n+1)-(n—1)
> 3 N 6
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n-m+1)-34+2-(n—1) n-(n+1)-(2-n+1)

6 6

3.5 Problemas de séries e sequéncias na OBM

Entramos em um dos apices do nosso trabalho que é associar os nossos estudos
na mola mestre da matematica que é a resolucao de problemas. Entretanto antes
de tratarmos os problemas de olimpiadas, levanto o questionamento de se é possivel
trabalhar questoes da OBM no cotidiano escolar principalmente no ensino médio?

A resposta conduzida por este trabalho é sim, basta que o professor possa trans-
por didaticamente os conhecimentos essenciais das propriedades, caracteristicas e
classificagoes de séries e sequéncias tratados nos capitulos 1 e 2 desse trabalho.

Demonstraremos a partir dos problemas abaixo como devemos enxergar estes

desafios propostos nas olimpiadas nos colocando com um olhar iventigador.
Exercicio 17 (OBM 2013 - 1°fase) Se x e y sao inteiros positivos tais que
r(r+2+4+64...+4024) = 2013Y,

qual € o valor de y?
a)l
b)2
c)3
d)4
e)5

Solugao 17 Observando primeiro a soma dos nimeros (r+2+4+6+...+4024)
¢ facil perceber que os numeros 2,4,6,...,4024, forma uma progressao aritmética

de razao 2, limitada com 2012 termos em que utilizando a soma dos termos de
(2 4 4024)2012 _ 402652012 9013 - 2019

2

uma PA teremos Sagia =
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Agora substituindo na equagao esse resultado teremos x(x+2013.2012) = 2013Y.

Como x ey sao inteiros, por divisibilidade teremos que
2013 + z(x 4 2013 - 2012)

ou seja, 2013 + 22 pois 2013 = = - 2013 - 2012.

Agora nao fica tao dificil de perceber que x = 2013 onde substituindo na equagao
teremos 2013 - (2013 + 2012 - 2013) = 2013Y = 20133 = 2013Y = y = 3.

Embora que nesse problema recorremos a divisibilidade, a chave principal para

resolucao desse problema partiu do conhecimento de sequéncias.

Agora, no proximo problema da OBM, teremos que utilizar de forma sistema-

tica os conhecimentos tratados nos capitulos anteriores.

11
nn+1) n n+1

Exercicio 18 (OBM - 2013 - 2° fase) Observe que . Assim,

podemos calcular a série

> O I SR S T Y Y (L
nin+1) 1-2 2.3 3.4 2 2 3 3 4) 7

Sabendo que

o valor de

i LN S SRR S
nin+1)2  1-22  2.32 3.42 7

n=1
2
¢ da forma A — g com A e B positivos. Determine o valor de A+ B.

Solucao 18 Observe que o problema jd vem com duas grandes dicas para sequir.
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Desta forma,

onn+1)? Zn+l an+l) Zna+l \n nt+l)
Ou seja,
- 1 = 1 1 &1 1
;n(njtl)?_z_:lnjtl 5_2n+1 n+1
E, como

St (2) -
— (n+1)2 n? 6 7

pois a diferenca entre essas séries € apenas o primeiro termo, temos que

= 1 1 &1 1 - 1 2 2 2
3 I : :Z—_(W__l):1_7r_+1:2_7r_
~n+ln “=n+ln+tl “=nn+l) 6 6 6

Portanto, A+ B=2+6=28

Os problemas das provas da OBM e OBMEP devem participar do dia a dia
escolar. Desafiando os alunos, criando novas estratégias e possibilitando o desem-
pacotamento do espirito matematico do aluno. De maneira alguma proponho a
ideia de tranformar um problema da OBM como uma questao de avaliacao de
aprendizagem, como corriqueiramente ¢ utilizado para julgar se o aluno sabe ou
nao tal conteido, mas para discussao e ampliacao do conhecer matematica nas
suas entrelinhas.

Para romper com a idéia tradicional de enxergar séries e sequéncias de forma
isolada, nao contextual e de grande pobreza matematica, faz-se necessario, a in-
clusao incondicional de ampliar os horizontes de investigacao, de diversificacao
de séries e sequéncias e do uso da matematica do sentir, através da analise de

convergéncia, limite, somacao e generalizacao.
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Dai, proponho mais do que questoes da OBM e OBMEP. Proponho um olhar
reflexivo, investigador e desafiador da matematica que podemos utilizar tanto no
ensino médio como no superior para que o aluno desafiado seja capaz de buscar

caminhos e romper fronteiras.

3.6 Consideracoes

Fundamentalmente a partir do que vimos nesse capitulo podemos fazer uma
analise das n possibilidades de dar uma nova pedagogia para o ensino de séries
e sequéncias sem que haja obstaculos ou possiveis desmotivacoes por parte do
educando e do educador. Basta que o professor planeje, organize suas ideias e
associe essas a conhecimentos que esteja fazendo parte de sua vivéncia, quer no
campo social ou no campo cientifico.

Desta forma, concluimos que utilizar as sequéncias especiais como caracte-
rizacoes de funcgoes, explorar o triangulo de pascal ou utilizar figuras geométricas
sequenciadas entre outras nao estd na impossibilidade de acontecer no dia a dia
escolar.

Assim, basta que o professor explore, investigue e assuma o seu papel de pes-

quisador e mediador do conhecimento.



Conclusao

O estudo de séries e sequéncias rompendo com as ideias tradicionais de formulas
e problemas pouco reflexivo, deve fazer parte do dia a dia escolar. Assim, analisar
a convergencia, verificar se uma sequécia € limitada, se é monodtona ou nao, entre
outras propriedades nao ¢é distante do aluno que esta mergulhado em informacgoes
e novas ideias todos os dias.

Criar o espirito investigador com problemas que possibilite romper com os limi-
tes do livro didatico, trazer problemas de olimpiadas e até transpor didaticamente
problemas de livros de cédlculo para o ensino médio deve estar presente no ambito
de suas atividades. Pois, o pior nao é tratar o conceito de limite no ensino médio,
mais sim limitar o seu conhecimento.

Matematica nao deve ser repetida, enferrujada ou uma réplica, mais sim deve
ser constantemente criada, dinamizada, investigada e intrigante, possibilitando a

pesquisa e a inovagcao.
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