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RESUMO

SILVA, A. M. Investigando a concepgao de fragées de alunos nas séries finais do Ensino
Fundamental e do Ensino Médio. 2006. 126f. Dissertacdo (Mestrado em Ensino das Ciéncias) —
Universidade Federal Rural de Pernambuco, Recife, 2006.

O estudo das fragbes tem se tornado, ao longo dos anos, tema de discussdes por grande parte dos
educadores matematicos. Resultados publicados pelo Sistema de Avaliagdo Educacional de
Pernambuco (SAEPE) se mostram pouco animadores em relagdo ao ensino deste topico, seja no
Ensino Fundamental ou no Ensino Médio. O ensino das fragées sé inicia na 32 série e algumas
literaturas ja defendem que esta préatica seja bem antes — a partir do 1° ano escolar. Diante deste
quadro, podemos perceber a complexidade que existe e o tempo necessario para que o aluno
apreenda os conceitos de fragdo. Com o objetivo de identificar a concepgdo de fragbes e de
equivaléncia de fragbes de alunos nas séries finais do Ensino Fundamental e do Ensino Médio, foi
realizado um teste diagnostico com 630 alunos de escolas, uma da Rede Municipal do Recife e outra
da Rede Estadual de Pernambuco. Este instrumento foi composto de dez questbes, que foram
tabuladas e graficamente analisadas, envolvendo fragbes como: parte-todo, quociente e operador, a
influéncia de figuras nas questdes, quantidades discretas e continuas, além de equivaléncia das
fragbes. Os resultados revelam que os melhores desempenhos estiveram nas séries centrais (6% e 72
series) e a partir do 2° ano do Ensino Médio. Varias concepgbes foram encontradas, como, por
exemplo: entre duas fragbes, quanto maiores 0s seus termos correspondentes, maior sera a fragéo;
quanto maior 0 denominador, menor sera a fragdo, em qualquer circunstancia, a equivaléncia de
fragbes esta estritamente associada a igualdade entre seus termos correspondentes; para determinar a
fragdo correspondente numa figura de partes pintadas, ndo importa se as partes que foram divididas
sejam iguais; a concepgdo de metade em figuras pintadas esta condicionada a contigiiidade dessas
partes e a ndo importancia da eqidade entre as partes pintadas e ndo-pintadas; e puderam expressar
0 quanto a influéncia dos numeros naturais cria barreiras na aprendizagem das fragdes; o bom
desempenho nas equivaléncias das fragées s6 acontece a partir da 72 série e de forma crescente com
a escolaridade; a presenca de figuras nas questdes como de quantidades continuas promoveu
aumento de rendimento na maioria dos itens do instrumento.

Palavras - chave: concepcao, fragéo, equivaléncia.



ABSTRACT

MACIEL, A. Investigating students' conception of fractions of the final levels of Elementary and
Secondary School. 2006. 126p. Dissertation (Master in Teaching of Sciences) - Universidade Federal
Rural de Pernambuco, Recife, 2006.

The study of fractions has becoming theme of discussions by many of mathematics” educators. Results
from the Educational Assessment System of Pernambuco (SAEPE) show bad scenarios in this
mathematics topic, regarding elementary and secondary schools levels. The study of fractions begins
only at the third grade, despite some literatures defend that this practice should start be much earlier -
from the first scholar year. Considering this situation, we may perceive the complexity that exists and
the time student need to learn fraction. In order to identify the conception of fractions in students in the
final grades of Elementary and Secondary Schools, 630 students from one public municipal school and
one public state school have been diagnosed. The instrument comprised of 10 questions, specifically
tabulated and graphically analyzed, involving fractions such as: part-whole, quotient and operator, the
influence of pictures in the questions, continuous and discrete amounts and also the equivalence of the
fractions. The results reveal that the best performance was obtained by students of the central grades
(sixth and seventh grades of Elementary School) and from the students second year of the Secondary
School up. Several conceptions were found, such as: between two fractions, the greater their
corresponding terms, the greater will be the fraction; the greater the denominator, the smallest the
fraction, regardless of circumstance; the equivalence of fractions is strictly associated to the equality of
their corresponding terms; to determine the corresponding fraction in a picture of colored parts, it does
not matter if the divided parts are alike; the conception of half in colored pictures is conditioned to the
contiguity of these parts and not the import of the equity between colored parts and non-colored parts;
and could express how much the influence of natural numbers create barriers in the learning of
fractions; the good performance in the equivalence of fractions happens only from the seventh grade
and increases with school years; the presence of pictures in the questions such as contiguous quantities
had great advantages in their performance in most items of the instrument.

Words key: conception, fraction, equivalence.
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1. INTRODUGCAO

... "Pensamentos sem conteudos séo vazios, intuicbes sem
conceitos, sdo cegos. Esses dois poderes ou capacidades ndo
podem trocar as suas fungbes. O entendimento ndo pode intuir

nada, nem os sentidos pensar, seja o que for somente de sua
unido, pode sair o conhecimento” (KANT, 1787; 1990. p.77).

O conceito de fracao estd muito presente no nosso dia-a-dia e em diversos
contextos. Na escola, é vivenciado a partir da 32 série do Ensino Fundamental.
Porém, é possivel perceber que, mesmo as criangas passando um consideravel
tempo de instrucdo escolar, enfrentam uma série de dificuldades para adquirir a sua

compreensao.

A aprendizagem das fragées nao é uma tarefa tao facil, pois envolve a articulacéo de
varias outras idéias, tais como: quociente, medida, razdo e equivaléncia, entre

outros.

Ha muitos anos, o ensino das fracoes tem sido tema de preocupacao nos grandes
féruns de professores da Rede Municipal de Ensino do Recife. As reunides mensais
tratam das informacdes decorrentes dos planejamentos, discussées sobre temas
que trazem dificuldades na aprendizagem dos alunos, trocas e relatos de
experiéncias. O conteudo de fragdes tem sido bastante solicitado pelos professores,
como tema de discussao que carece de melhores resultados nas praticas de ensino
e da aprendizagem.

A mesma situacdo pode ser constatado na Rede Estadual de Ensino de
Pernambuco. Resultados apresentado nas Ultimas pesquisas publicadas pelo
Sistema de Avaliagdo Educacional de Pernambuco - SAEPE (PERNAMBUCO,
2003), as quais evidenciaram por meio dos itens que tratam das fragcées, um fraco
desempenho dos alunos. Por exemplo, na 82 série do Ensino Fundamental, nas
questdes relativas ao descritor D021 — reconhecer as diferentes representagcbes de
um mesmo numero racional, apenas 3 a cada 10 alunos conseguiu éxito. No
descritor EO11 — resolver problemas utilizando as nocées de fracbes equivalentes,
menos de 30% dos alunos obteve sucesso nas questdes associadas. Finalmente, se
considerarmos o descritor D022 - Identificar fracdo como representacdo que pode
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estar associada a diferentes significados — apenas 15,9% dos alunos conseguiram

resolver corretamente as questdes associadas ao descritor.

Enquanto no Ensino Fundamental as fracées sédo trabalhadas como “objeto de
estudo”, no Ensino Médio elas aparecem como “ferramentas”, ou seja, instrumentos
para o trabalho com outros campos da Matematica, tais como: razdo, proporcao,
regra de trés, juros, porcentagens, etc., na aritmética, na geometria, na
trigonometria, na quimica, na fisica. Dessa forma, nos parece preocupante que
alunos do 32 ano do Ensino Médio apresentem resultados tao baixos na avaliacao do
SAEPE. Por exemplo, encontramos que para o descritor D015 - Resolver problema
que envolva variagdo proporcional, direta ou inversa entre grandezas, apenas 27,4%
dos alunos obtém sucesso. No descritor D016 — Resolver problema que envolva
porcentagem, apenas um a cada quatro alunos consegue resolver corretamente os
itens associados ao descritor, isso apds oito anos de instrucdo escolar e seis com as
fracées na Matematica.

Vale ressaltar que esses resultados referem-se a alunos de duas séries terminais,
isto €, de 82 série do Ensino Fundamental e 3¢ ano do Ensino Médio. Isso nos levou
a questionar como os alunos estariam se comportando durante seu percurso
escolar, ou seja, como estaria sendo construido o conceito de fracdo durante a sua
escolaridade. Dessa forma, tomamos como objeto de estudo investigar que
concepcoes de fragcdo e de equivaléncia de fracbes os alunos das séries finais do
Ensino Fundamental e do Ensino Médio estariam construindo. Além do conceito de
fracdo, adotamos como objeto de estudo a idéia de equivaléncia de fracdes, na
medida em que a quase totalidade dos estudos realizados sobre o tema, como
veremos mais adiante, demonstra que as duas idéias se relacionam de forma

importante.

E nesta direcdo que a literatura, nesse campo, aponta resultados de estudos que
tentam diagnosticar quais as dificuldades na aprendizagem do conceito de fracdo

vivenciadas pelos nossos alunos.

Com as fragées as aparéncias enganam. As vezes as
criangcas parecem ter uma compreensdo completa das
fragbes e, ainda assim, ndo o tém. Elas usam os termos
fracionais certos; elas falam sobre fragbes coerentemente;
elas resolvem alguns problemas fracionais; mas diversos
aspectos cruciais das fracées ainda lhes escapam. De fato,
as aparéncias podem ser tdo enganosas que é possivel que



14

alguns alunos passem pela escola sem dominar as
dificuldades das fracées, e sem que ninguém perceba
(NUNES; BRYANT, 1997, p. 191).

Segundo os autores, € comum se apresentarem fracdes as criancas e mostrar-lhes
todos divididos em partes, distinguindo muitas vezes o resto, e pintando algumas
dessas partes. Em seguida, Ihes é informado que o numero total de partes € o
denominador, e que a quantidade de partes pintadas corresponde ao numerador.
Esta introducdo vem, em geral, junto com alguma instru¢cdo de regras para operar
com as fracdes, permitindo que as criangas transmitam a impressao de que sabem

muito sobre fracoes.

Em um estudo sobre equivaléncia de fragbes, Kerslake (1986), trabalhando com
criangas de 12 a 14 anos, demonstrou que elas n&o encontravam muita dificuldade
em reconhecer partes equivalentes em figuras, como as representadas abaixo. Até
acrescentavam que retirando as linhas obliquas da figura (1a) ou a linha vertical de
(1b), os diagramas pareceriam iguais, e era assim que elas sabiam que as fracdes
eram iguais (ou equivalentes).

1a 1b

Figura 1 — Itens—amostra das perguntas de equivaléncia. FONTE: Kerslake (1986).

Apesar disso, Kerslake (ibd.) mostrou, em diversos momentos de seu estudo, que a
impressao de criancas raciocinando com sucesso sobre fracdes poderia ser falsa.
Foi o caso de os alunos nao encontrarem fracdes equivalentes com o objetivo de
efetuar adicdo, quando somavam fracées com denominadores diferentes, como, por
exemplo, 2/3 + 3/4 = 5/7. Mesmo quem conseguiu transformar as fragdes em fracoes
equivalentes de mesmo denominador, antes de resolver, ndo conseguiu explicar a
conexao entre a equivaléncia e a adicdo. Um em cada trés alunos resolveu de forma

correta, porém, nenhuma crianga conseguiu explicar a mudanca para o denominador



15

comum (12) antes de opera-las. Elas estavam simplesmente repetindo a rotina de
sala de aula (KERSLAKE, 1986, p.21).

Outro exemplo disso pbéde ser verificado por Campos et al. (1995), quando ficou
mostrado que 0 modo de se introduzir fracées pode, realmente, levar as criangas ao
erro. As estratégias de ensino empregadas na maioria das salas de aula
simplesmente estimulam os alunos a empregar um tipo de contagem dupla. Por
esse processo, faz-se contar o nimero total de partes e o nimero de partes pintadas

sem compreender, realmente, o novo tipo de nimero.

Para comprovar esta hipétese, eles pediram as criangas que identificassem fracoes,
em situagdes que nao poderiam ser resolvidas por contagem dupla e que elas
raciocinassem em termos de relacdo parte-todo.

Os autores deram trés tipos de itens a alunos de 52 série (12 anos) que tinham
aprendido o procedimento de contagem dupla: o item tipo 1, tipico de exercicios de
sala de aula, no qual o todo foi dividido em partes iguais em que as partes pintadas
sao contiguas; o item tipo 2, menos comum, mas que poderia ser resolvido da
mesma forma (de dupla contagem), em que a figura aparece dividida em formas
iguais, as partes pintadas nao estavam de forma contigua; o item tipo 3, néo tipico,
que nao poderia ser resolvido por dupla contagem, pois ndo havia uma divisao
explicita as partes iguais, e, forcosamente, a divisdo precisaria ser descoberta pelos
alunos, pela anélise da relagéao parte-todo, conforme a figura seguinte.

Item tipo 1 Item tipo 2 Item tipo 3

Figura 2 — Exemplos de itens usados para estudar a compreensao das
criancas sobre fracées. FONTE: Campos et al. (1995).

Os resultados do experimento confirmaram as hipéteses dos autores. Os itens 1 e 2
foram considerados faceis para os alunos, com altos indices de acertos. No item tipo
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3, 56% dos alunos responderam como 1/7 a fracdo correspondente; 12%
responderam 2/8; e 4% tanto 2/8 como 1/4.

Estes resultados reforcam a suspeita de que os alunos utilizam a linguagem das

fracOes sem necessariamente entendé-la.

. ~ ~ ~ .. a
Observa-se que na instrugao escolar, as fracées sao definidas como ;e 0,b#0,0u

. a . .
seja, 5 representa um numero racional, com b#0, sendo a chamado de numerador e

b de denominador. No processo de transposicdo didética' do campo matematico
para a esfera didatico-pedagdgica, esse novo numero passa a ter um significado
particular. A fracdo, neste caso, & entendida como uma particdo, como a
representacao da conjugacao de duas acgodes: dividir/ (tomar, comer ou pintar). Na
escola, sdo mais usuais as pizzas, bolos, barras, ou figuras geométricas, limitando a

idéia do conceito de fracbes.

Nesta direcao, € percebido que entender fragcdes como particdes, leva os alunos a
uma série de dificuldades na compreensao de seu conceito. Por isso, Maia, Camara
e Camara (1991) sugerem que a idéia de fracionamento induz implicitamente que,
cada uma dessas fracdes sdo por¢cdes menores (iguais) que o todo inicial, € uma
fracao do que foi 0 fodo na sua origem. Logo, quando esse fodo nao esta claramente
definido, a idéia de unidade fica duvidosa e o fracionamento mais dificil. E nesse
sentido que o conceito de fragdes torna-se incompreensivel.

Fato mais incisivo pode ser constatado junto as fracées improprias, na qual as
partes tomadas sao maiores que o todo — maiores que o total das partes?! Segundo,
Maia e colegas (ibd.), alguns sujeitos afirmavam que o numero de cima é quantas
partes vou pintar e o de baixo quantas partes eu vou dividir o circulo, limitando a
relacdo parte-todo, que ndo alcanca a idéia de razdo entre os termos da fragdo. E
assim que se reafirma a compreensao de fracdo em termos de conjugacdo de

agoées.

' Conjunto de transformacgdes que sofre o saber cientifico antes de ser ensinado. Este processo vai desde a
escolha do saber a ensinar a sua adaptacdo ao sistema didatico, existindo todo um processo gerador de
deformacdes, de estabelecimento de coeréncias e até a criagdo de novos conhecimentos, ao saber escolar
(CHEVALLARD, 1985).
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Criticas contundentes sdo encontradas na obra de Davydov e Tvetkovich (1991). Os
autores examinaram planejamentos e manuais “tradicionais” de matematica
fundamental e identificaram, quanto ao aprendizado do conceito de fragées, o
seguinte caminho: as criancgas, inicialmente, representam como quebrar (ou dividir),
um objeto proposto como um elemento unitario, em varios objetos concretos
divididos em parte iguais (fracées), formando assim, varias fracdes desses objetos
(um meio, um quarto...); fazem este exercicio usando desenhos como, bolos, pizzas,
circulos, segmentos, etc.; e terminam operando o conceito de fragdo sem auxilio

externo, além das préprias notacées (1/2, 1/4, 2/3,...).

Por este caminho pode-se perceber que, para muitos, ‘ensinar fracdo’ é introduzir
conceitos através de objetos e numeros. Grande parte das instrucoes de sala de
aula é consumida envolvendo-se manipulacdes de objetos discretos sob modelos de

nUumeros naturais.

Vergnaud (1982) complementa o trabalho de Davydov (ibd.) no sentido de
reconhecer que ndao apenas nas manipulacées de objetos é possivel compreender
fracbes, mas em aspectos muito mais amplos a esse campo conceituaf, como

veremos mais adiante.

No mesmo sentido, encontramos em Schliemann e Carraher (1993 apud ZARZAR,
1998), consideracdes similares a Davydov e Tvetkovich (1991) e Vergnaud (1982),
quando acreditam que ensinar conceitos como se eles pudessem ser reduzidos a
uma cadeia de simbolos sem significados, € um fato comum na maioria das

unidades escolares.

Uma outra situacdo delicada quanto a ensinar fracbes nas escolas, refere-se a
particularidade do conceito de numero tratado sob quantidades discretas e

continuas®. As criangas sdo envolvidas com esta natureza sem mesmo serem

* Uma situagdo para ser compreendida necessita do concurso de vérios conceitos e cada conceito isoladamente
pode ser mobilizado para a compreensdo de mais de uma situacdo. Tal consideragdo cognitiva seria aquela
proposta pela idéia de campos conceituais. Diversos dominios em matematica obedeceriam a essa organizacao,
obedeceriam a esses campos conceituais (VERGNAUD, 1982).

3 Quantidades continuas referem-se ao modelo que podem ser subdivididas de varias formas, repetidas e
infinitas; o modelo de quantidades discretas s6 permite divisdo e contagem com uma menor énfase em relacio
ao todo (PITKETHLY; HUNTING, 1996). A primeira questdo do questiondrio de nossa pesquisa é exemplo do
modelo de quantidades discretas; a questido de nimero 9 é exemplo de quantidades continuas.
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avisadas do que se tratam, representam ou importam para a sua inclusao nos

estudos dos niUmeros racionais.

Para Nunes e Bryant (1997), as criangas precisam operar com quantidades
discretas, obviamente, com procedimentos apropriados para isso. No entanto, ainda
acreditam nao existir o momento certo em operar quantidades continuas com as
criangas. Muitos autores acreditam que dependem de relacdes légicas. Piaget et al.
(1960) sugeriram as relagdes de transitividade como ponto de partida para a medida,
e relacéo de parte-todo como ponto de partida para a compreensao de fragdes.

Bryant (1974) acredita que muito antes dos alunos comegarem a entender as
relacdes parte-todo (tipo mais elementar) serdo capazes de utiliza-las. E se esta
quantidade continua for dividida em apenas duas partes, pode-se verificar com
freqliéncia se uma parte € maior que a outra. O autor ainda acrescenta que as
relacdes ‘maior/ menor do que’e ‘igual’, poderiam ser as primeiras relacdes logicas a
serem usadas no conhecimento da quantificacdo de fracdes. Geralmente esse todo
€ dividido em duas partes, logo, ‘metade’ tem um ‘status’ especial nas origens de
quantificacdo das fragées: o limite do meio define se duas partes sdo iguais ou se

uma parte é maior que a outra.

Para verificar as hipéteses anteriores, Spinillo e Bryant (1991) projetaram varios
experimentos para analisar o uso do limite do meio nas criancas para julgamento de
equivaléncia. Esses autores acrescentam que esse limite seria o primeiro passo no

trabalho das criangas para relacionar e quantificar as fragées.

Portanto, o conceito de fragées envolvendo quantidades discretas tem a ver em
dividir os elementos de um grupo em subgrupos de mesma quantidade. Para
conseguir 1/2 de 8 macas basta dividir as 8 macds em 2 grupos que,
obrigatoriamente, tenham 4 macas. E 0 mesmo conceito, envolvendo quantidades
continuas, tem a ver com a possibilidade de realizar cortes de um mesmo todo,
visualmente unitario, que tenha a mesma medida. Para obter 1/2 de um barbante,
basta corta-lo em duas partes de mesmo tamanho e tomar uma destas partes
(MIGUEL e MIORIM, 1986). E habito, nas escolas, empregarem em seus curriculos
apenas fracbes com quantidades continuas, o que nao recomendam o0s autores

deixar as fragées com quantidades discretas de fora das instrucoes.
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Em estudo realizado sobre o desenvolvimento do conceito de fracées com
quantidades discretas, Lima (1981, p. 2) afirma que as instrucdes escolares apenas
se preocupam com as técnicas de ensino, esquecendo o lado psicologico das
criangas quando se trata da construcdo de um conceito. O desenvolvimento
cognitivo das criancas ndo € analisado como base para a escolha do nivel de
abordagem do conceito de fracdo e das estratégias adequadas a fase de
desenvolvimento conceitual em que se encontra a crianga. Ele verifica que a pratica
escolar esta voltada para o ensino das fragdes restrito ao modelo parte-todo, este
deixando de lado outros aspectos importantes do referido campo conceitual,
notadamente a classe de problemas envolvendo estruturas multiplicativas
(VERGNAUD, 1983).

Diante desse quadro, Kieren (1976) sugere que 0s numeros racionais sejam
incorporados a uma analise diversificada de multiplas interpretacbées matematicas.
Segundo o autor, o desenvolvimento da idéia de numero racional estaria
subordinado ao trabalho com varias outras idéias de fracao, tais como quantidades

continuas e discretas; razdo,; equivaléncia; proporcdo; e estimativa.

Os numeros racionais surgiram pela necessidade de resolver problemas do
cotidiano. Assim, expressées de medidas de grandezas ou muitos resultados de
divisbes, por exemplo, seriam impossiveis de serem resolvidos apenas com o

conhecimento dos niumeros naturais ou inteiros.

A construcdo dos numeros racionais, ou campo numeérico racional (CARACA, 1989),
aconteceu por uma extensdo do campo numérico inteiro. Esta diretamente
relacionada ao processo de medicao, relacao estabelecida através da comparacao
entre duas grandezas, uma servindo de unidade de medida da outra, e a
necessidade de, sempre que possivel, expressar através de um quociente a relagao

(razéo) entre dois inteiros quaisquer.

A construcao do conceito do numero racional / fracionario é complexa, seja do ponto
de vista psicoldgico seja do ponto de vista epistemoldgico. Nesta construcao, os
alunos enfrentam barreiras para a compreensao da necessidade do conceito de um
novo numero (diferente dos numeros naturais). Para Silva (1997), estas barreiras
podem ser entendidas como fatores ocasionais que impedem, em condi¢des
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normais ou satisfatorias, a aprendizagem da concepcao de fracio, isto é, obstaculos
psicologicos ou epistemoldgicos. A representacdo simbdlica, na qual os alunos
apenas reproduzem sem entender perfeitamente seu significado; a resisténcia a
numeros quebrados como resultados; a dificuldade em aceitar as fragbes como
numeros, pois os fracionarios surgem da particao de algo que representa um inteiro,
fazendo os alunos nao interpretar fracdo como um Unico nimero, mas como um par
de numeros naturais, pode ser considerado como os trés primeiros obstaculos
encontrados nas criangas quando iniciam os estudos das fragcées.

Ainda dois outros obstaculos sédo citados pela mesma autora: o conhecimento dos
numeros naturais, no qual os alunos tentam aplicar tudo o que aprenderam acerca
dos numeros naturais para as fragées, tratando-as como dois numeros naturais — um
em cima do outro — e ndo como um unico numero em si; € 0 modelo de referéncia,
no qual permeiam na crianca, durante muito tempo, que 0s naturais sdo 0s Unicos
que possuem status de numeros, estendendo todo seu conhecimento dos naturais
para os fracionarios. Como o modelo de referéncia dos numeros naturais é um
modelo discreto, procuram ensinar fragdes com um modelo continuo, buscando nas
criangas mostrar as limitagdes dos naturais. Entretanto, na medida em que as
criangas sao levadas a contar as partes do todo, ha um movimento de ‘discretizacao’
da area envolvida em pedacos contaveis (SILVA, 1997, p. 30). Com isso, ha perda

do sentido do inteiro e um retorno ao modelo original dos nimeros naturais.

Para Kieren (1976), um outro obstaculo estd na maneira de como é tratado o
conceito. O trabalho com as fragdes é visto como uma sequiéncia de regras a serem
aprendidas e processadas sem a devida importancia a compreensao conceitual. As
dificuldades sao enormes para os professores que nao véem resultados

satisfatorios, e, para os alunos, um fracasso.

Considerando a dificuldade do conteudo e outras prioridades curriculares,
documentos oficiais tém diminuido a énfase em fragdes, nas séries iniciais. E o caso
dos Parametros Curriculares Nacionais (PCN), cujas orientacdes vao a direcao de
eliminar, das séries iniciais, as operacées com numeros racionais na representacao
fracionaria (BRASIL, 2001). A matriz de descritores da 4: série do SAEB — Sistema
Nacional de Avaliacdo da Educacao Basica (INEP, 2001) — também nao inclui essas

operacoes.
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Para Bertoni (2004), mais justo seria que os livros didaticos e as propostas
curriculares tratassem, com uma maior énfase, a introducdo das fracbes e suas
operacodes, suprindo, assim, lacunas deixadas pela omissao destes trabalhos nas

séries iniciais do Ensino Fundamental.

Nesta direcdo, segundo observacoes feitas por Streefland (1991), seria necessario
que o conteludo de fracées fosse ensinado seguindo os mesmos caminhos pelos
quais sao ensinados os inteiros. Para estes, buscam-se explorar todas as suas

relacdes: atividades de contagem, medida e operacdes que se possam envolver.

Para Stengel e Nodding (1982, apud CRUZ, 2003) seria importante um trabalho que
permita realizar a transicdo entre os numeros inteiros e os racionais. Os autores
recomendam que seja feita uma integracao entre simbolos e sinais, 0 uso da reta
numérica, operagdes com numeros mistos (incluindo pedir emprestado durante a
subtracdo), pois, graficamente, isso facilitaria a compreensdo dos numeros

racionais.

Apesar dos avangos em pesquisas na educagcao matematica, o ensino das fragcdes
continua se caracterizando como um exercicio de regras e procedimentos, uma
aprendizagem de algoritmos. Assim, fica caracterizado um desafio a ser alcangado
pelos educadores matematicos que procuram desenvolver saidas, ferramentas
inovadoras para uma real compreensao do conceito de fracdo e de equivaléncia das
fragées.

A partir desse quadro, buscamos investigar a concepcao de fragcbes de alunos das
séries finais do Ensino Fundamental e do Ensino Médio. Para tanto, aplicamos um
instrumento escrito, nas séries finais do Ensino Fundamental e nas séries do Ensino

Médio, em duas escolas publicas de Pernambuco.

Em nosso instrumento, contemplamos as idéias de fracdo como modelo parte-todo,
como quociente e como operador, em situacées de quantidades discretas e
continuas. Além do conceito de fracdo, buscamos, também, investigar, que

concepgdes os alunos mobilizam no trabalho com a equivaléncia de fragées.
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2. REVISAO DA LITERATURA

O inicio do trabalho com fracdes na escola, geralmente é acompanhado de uma
grande preocupacdao com os aspectos didaticos e metodoldgicos relativos ao
conceito, pouco consideradas as questdes psicolédgicas ligadas a aquisicao dessas
idéias.
A construcdo do conceito de numero racional/fracionario é
sem duvida, um processo complexo, seja do ponto de vista
psicoldgico ou epistemolégico. As criangas enfrentam
diversas dificuldades para compreender a necessidade da
utilizagdo deste “novo” conceito de nimero em suas tarefas
escolares, como documentado por alguns pesquisadores.
(MAIA; CAMARA, M.; CAMARA, P., 1991).
Em Lima e Brito (2001) encontramos que, na escola, as criangas elaboram o
conceito de fracdo como sendo um pedacinho de alguma coisa, uma parte
especifica de um todo, ou algo menor que um todo. E a primeira idéia de fragdo que

a crianca recebe.

Alguns teéricos, como Daugustine (1976), defendem que sejam desenvolvidos
intuitivamente os estudos dos numeros fracionarios, a principio, entre a 12 e a 42
séries, apoiando-se em figuras geométricas tais como regides de poligonos,
segmentos de retas, linhas e conjuntos (descontinuos) determinados, assim como
seja desenvolvido o conceito intuitivo de equivaléncia, por meio de trabalhos com

regides congruentes.

De acordo com a proposta dos Parametros Curriculares Nacionais, € no 2° ciclo (32
e 42 séries) que se inicia a construcdo do significado do numero racional, nas suas
diferentes representacdes (fracionaria e decimal), a partir de seus diferentes usos no
contexto social. Propbe-se, para este periodo, que as criancas sejam levadas a
refletir sobre as limitacbes dos numeros naturais (nas situacbes em que é preciso
representar quantidades menores que um inteiro) e a consequiente importancia dos
racionais. Com o objetivo de favorecer a compreensdo das criancas quanto a
utilizacdo dos numeros racionais na vida cotidiana, propde-se que sejam explorados
os seus diferentes significados (parte-todo, quociente e razdo). (BRASIL, 1998).

Para Bertoni (2004), existe uma perda significativa do aprendizado das fracées no
Ensino Fundamental. A autora defende, ja no primeiro ciclo, que o ensino das
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fracGes seja mais acentuado, inclusive em relacdo as operac¢des fundamentais com

as mesmas.

Diante deste quadro, pode-se perceber que a construgcdo do numero fracionario
exige um razoavel periodo de tempo, tendo em vista que as criancas devem ter
diferentes contatos com experiéncias que permitam a compreensao e a necessidade
desse tipo de numero em suas vidas. Ao mesmo tempo, encontramos poucos
estudos que mostram como a aprendizagem desses conceitos se desenvolve ao

longo do tempo.

Estudos recentes tém mostrado que, desde muito cedo, as criangas possuem um
conhecimento intuitivo das fragdes, antecedendo as atividades formais (na escola)
com 0s numeros racionais, que sao iniciadas na 32 série (PITKETHLY; HUNTING,
1996). Esses conhecimentos intuitivos incluem imagens, experiéncias vividas e
ferramentas do pensamento, formadas a partir de um grande namero de situacées
especificas vivenciadas no dia-a-dia, e que servirdo de base para a construcdo do
conhecimento formal. Segundo esses autores, sdo 0s esquemas intuitivos que
permitem que as criangas possam criar solu¢cées para determinados problemas e

elaborar o seu proprio conhecimento matematico.

Ha um consenso entre pesquisadores e professores de que a fracao ndo é um
conceito facil de se entender (BEZERRA, 2004). Muitas vezes os alunos
reconhecem a forma a/b (a e b naturais, com b # 0), dizem que é uma fracdo, mas
nao conseguem representa-la ou aplica-la numa determinada situacao,
principalmente quando se apresenta mais de um inteiro, explicito nas
representacdes com quantidades discretas.

Vergnaud (1982) defende que, do ponto vista psicolégico e didatico da formacgao de
conceitos matematicos, estes devem ser compreendidos como sendo um conjunto
de invariantes que podem ser utilizados na acdo, em meio as situacées que
constituem as diversas propriedades e do conjunto de esquemas utilizados pelos
sujeitos nessas situacoes.

Para que um conceito (C) possa ser compreendido em seu desenvolvimento e
funcionamento € preciso considerar trés subconjuntos de C = {S, 10, Y}: S é a
referéncia, grupo formado de situagcdées que dao consisténcia ao conceito; IO € o
significado, grupo formado de invariantes operatérios, mecanismos utilizados pelo

sujeito na resolucao dos problemas, sobre os quais se apdiam a operacionalidade
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dos esquemas; e Y o significante, conjunto de representacdes simbdlicas, tanto para
a apresentacdo quanto para a resolucdo do problema. Os trés elementos atuam
conjuntamente, e para desenvolver melhor a compreensdo de um determinado

conceito se faz necessario estuda-lo num conjunto de situagdes diversas.

Segundo Franchi (1999), a operacionalidade de um conceito compreende uma
variedade de situacdes e manifesta-se sobre uma variedade de acgdes e de
esquemas. No plano do significado, os esquemas formam a articulacéo
indispensavel entre as situacdes de referéncia e os significantes (simbdlicos), sendo
formados de invariantes, predicao, inferéncias e regras de acao.

Os invariantes operatdrios (teoremas-em-ag¢ao e conceitos-em-acao) permitem que o
sujeito possa reconhecer quais sdo os elementos relativos a uma dada situagcao e
apreender a informacéao sobre a situacao a ser tratada. Sao eles que determinam as
diferencas entre um esquema e outro, essenciais para a formacao dos campos
conceituais. A predicdo sdao esquemas que condicionam o0s sujeitos a poderem
antecipar o objetivo a ser alcancado, os efeitos a serem considerados e as possiveis
etapas intermediarias. As regras de acdo permitem gerar a seqliéncia de agdes pelo
sujeito (p.166), sao regras do tipo se..., entdo. As inferéncias capacitam aos
cdlculos, as regras e as antecipacbes de cada situacdo com base nas
disponibilidades das informacgdes e do sistema de invariantes de cada sujeito.

2.1 Condicoes para existéncia de fracao

Para Piaget et al. (1960), compreender fracées necessita, primeiramente, da nogao
de conservacdo de quantidade. O numero de um conjunto, seja continuo ou
descontinuo, permanece invariavel em relacdo a mudancas de aspectos como:
forma, posicdo, etc. Esta fase na crianca acontece no estagio das operacoes
concretas a partir de 7 ou 8 anos.

Os numeros fracionarios apresentam particularidades nas relacbes entre a acéo
operatéria e a representacao perceptual (PIAGET; SZEMINSKA, 1975). A origem
desses numeros depende de uma acdo por abstracdo reflexiva® ou empirica.

Segundo Boyer (1974), medicées de terras influenciaram a criacdo do numero

* Ato de separar mentalmente um ou mais elementos de uma totalidade complexa (coisa, representagdo, fato), os
quais s6 mentalmente podem subsistir fora dessa totalidade.
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fracionario. Muitos autores acreditam que a origem deles seja mais articulada com
as questdes espaciais que as questdes ligadas a aritmética — mais perceptual que
operatéria. Logo, teria sua origem na experiéncia fisica do fracionamento de
quantidades continuas.

Para Piaget et al. (1960), o conceito de fracdo envolve uma relagdo parte-parte
(quantidades extensivas) e uma relagdo parte-todo (quantidades intensivas)®. A
relacdo parte-parte assegura que um todo pode ser exaustivamente dividido em
partes equivalentes. A relagdo parte-todo assegura a compreensdo de que a parte
estd sempre contida no todo e que juntas o compdéem. Para esses autores, a
compreensao de fracdes implica a construcdo de certos invariantes na organizacao

das acbes do sujeito:

e Uma divisdo eqlitativa das partes — o todo precisa ser dividido em partes

iguais para que cada parte seja considerada uma fracao;

e O esgotamento do todo — a impossibilidade da existéncia de remanescentes

quando se completa o todo;

e A relacdo entre o numero de partes e o numero de cortes necessarios para
obter as partes — para dividir um todo continuo em trés partes iguais serao

necessarios apenas dois cortes;

e A relacdo inversa entre o tamanho das partes e o numero de partes em que o
todo foi dividido — quanto maior o nimero das partes menor o tamanho de

cada parte;

e A soma de todas as partes constituidas a partir do todo é igual ao todo inicial
‘principio da invaridncia’ — com a divisdo do todo em partes, a unidade nao é

alterada.

Para Piaget e Szeminska (1975), a compreensao do numero fracionario é possivel,
diante de uma maturacao biolégica que segue, desde o pensamento das operacdes
concretas até as operagdes formais, concedendo fundamental importancia ao papel

formador do desenvolvimento cognitivo.

* Quando quantidades se referem as relagdes em vez de a quantidade real elas sdo intensivas. Em contraste com
quantidades extensivas que se referem a soma total (NUNES; BRYANT, 1997). As quantidades intensivas sdo
relacionais, como: velocidade, taxa, probabilidades, etc. Como as relagdes parte-todo. As extensivas como as
parte-parte.
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O “raciocinio proporcional” na criangca, comec¢a no estagio das “operacdes formais”,
ultimo estagio do “desenvolvimento cognitivo”. Por outro lado, diversas séo as
pesquisas recentes que questionam a perspectiva piagetiana do raciocinio
proporcional. Alguma delas: (HART, 1984; KARPLUS et al., 1979 apud CARRAHER,

1993) e Spinillo e Bryant (1991), mostram resultados diferentes.

Spinillo e Bryant (1991) realizaram um estudo para identificar como as criangas
mobilizavam a idéia de razao em uma situacao de proporcionalidade. Os resultados
mostraram a importancia da idéia de metade no pensamento proporcional dos
sujeitos. Assim, o conceito de fracées envolve a compreensdo de outros conceitos e
conhecimentos que poderdo, nas fases iniciais da aprendizagem de competéncias e
conceitos, estar implicitos ou mesmo incapazes de explicitacdo, mas que séao
extremamente importantes, pois orientam o desenvolvimento da acgdo. Estes

conhecimentos sao chamados por Vergnaud (1991) de conhecimentos-em-acéo.

A formacao de um conceito ndo invoca apenas aspectos praticos, como também
tedricos. O conhecimento emerge de problemas a serem resolvidos e de situacdes a
serem dominadas. Assim, a instrucdo escolar deve oferecer aos alunos varias
situacdes, nas quais eles possam descobrir diversas relagbes num mesmo conteudo
matematico (VERGNAUD, 1991). Tanto concepcdes como modelos ou teorias séo
formados a partir das situagcdes as quais o sujeito é submetido.

Vergnaud (ibd.) diz que, concepgdes, como habilidades, desenvolvem-se com o
decorrer da vida e afirma que isso ndo ocorre apenas a partir de caracteristicas
gerais do pensamento, mas os conceitos de fracdes e razbes possuem raizes em
atividades que sdo significativas para os alunos pré-adolescentes, particularmente
quando envolvem valores simples, tais como 1/2 ou 1/4. Complementando que esse
conceito € uma dificuldade para jovens e adultos ndo podemos subestimar a lentidao
do desenvolvimento de certo conceito, atribuindo-lhe apenas uma razao
‘desenvolvimentista’, defendida por Piaget.

Uma situacao para ser compreendida necessita do concurso de varios conceitos e
cada conceito isoladamente pode ser mobilizado para a compreensdo de mais de
uma situagao. Tal consideracdo aparece na base do que Vergnaud (1982) denomina

campos conceituais.
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2.2 As fracoes no campo conceitual das estruturas multiplicativas

Segundo o autor, o conceito de numero racional € definido a partir do campo
conceitual das estruturas multiplicativas — conjunto de problemas que necessitam de
operacdes de multiplicagdo e divisdo, apesar de serem dependentes das estruturas
aditivas; € um campo especifico, incluindo proporcoes simples e multiplas.

A contribuicdo de Vergnaud (1982) na formacado de um conceito é especificamente
de carater operatorio, pois um conceito é um resultado da estruturacdo do real e da
acao do sujeito sobre o real.

Segundo Gérard Vergnaud (1988, p.141), o campo conceitual das estruturas
multiplicativas é caracterizado por todas as situagcées que envolvem problemas de
proporcées simples ou mdltiplas, para as quais, geralmente, precisa-se multiplicar
ou/e dividir simultaneamente. Varios conceitos matematicos participam deste campo
conceitual como, por exemplo, fragao, razao, taxa, numero racional, multiplicacéo e
divisdo, funcdes lineares e nao-lineares, espaco vetorial e analise dimensional. As
estruturas multiplicativas sao formadas por relacées quaternarias, portanto, os mais
simples problemas de multiplicacdo e divisdo implicam na propor¢cdo simples de
duas variaveis, uma em relagdo a outra (VERGNAUD, 1995, p.14).

~ L. ~ 20 5
As relagdes quaternarias sao formadas por quatro termos. Exemplo: T :Z ou de

X Z P . .
forma geral —=—, lendo-se: x est4 para y assim como z esta para w. Note-se que
y w

esta relagdo é composta por duas relagdes binarias. Estas ultimas, por sua vez,
envolvem a relacdo de dois elementos entre si, que podem ser objetos, nimeros,
pessoas, expressoes literais, relacées ou conjuntos. A diferenca, entretanto, entre as
relacdes binarias e as quaternarias é que, freqlientemente, as quaternarias péem
em jogo dois conjuntos de referéncia e ndo apenas um, bem como a
correspondéncia entre eles (VERGNAUD, 1991; 1995).

As relagdes quaternarias podem ser escritas:
e na linguagem natural, por exemplo,
“Vinte esta para dezesseis, assim como, cinco esta para quatro”;

e na escrita algébrica habitual, por exemplo, 20/ 16 =5/ 4;
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® na escrita algébrica polaca, por exemplo,

R (x, y, z, w), lendo-se: “existe uma relacédo R entre x, y, z, w”. Ou seja, a mesma

relacdo que existe entre x e y, existe entre z e w;

® 0 esquema sagital e o plano cartesiano, estes podem ser combinados para
representar as relagées quaternarias, uma vez que péem em jogo dois

conjuntos distintos e uma relagdo entre eles (VERGNAUD, 1991, p.22).

paes reais(R$)
oito > 1,00
oitenta > 10,00

No exemplo acima, vemos a relacdo que existe entre oito e oitenta que pertencem
ao conjunto de unidades de paes. Entre 1,00 e 10,00 que pertencem ao conjunto de
valores (moeda real) e ainda a correspondéncia entre eles, ou seja, entre cada

quantidade de paes e seu valor em reais correspondente.

Nao obstante, os alunos comecam a entender fragées como operadores, relacdes
ou quantidades antes mesmo de compreendé-las como numeros que podem ser
adicionados, subtraidos, multiplicados ou divididos (CRUZ, 20083).

Por isso, os numeros fracionarios ndo aparecem como simples nimeros no campo
das estruturas multiplicativas, mas como medidas e relagdes, sendo utilizadas de
diversas maneiras: seja para representar uma parte de um todo ou como uma
magnitude fracionaria (ndo podendo ser expressa por um numero inteiro de
unidades), seja por um par ordenado p / q de simbolos, como também uma relagéo
que une duas magnitudes do mesmo tipo (VERGNAUD, 1983).

Estudar fragbes, por exemplo, sem considerar os conceitos a
elas interconectados (propor¢cbes, razées, multiplicagées,
divisées, entre outros) se constituiria numa falha conceitual
irreparavel para o estudo de sua origem e desenvolvimento
(CRUZ, 2003, p. 32).

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 2001), a abordagem dos

nameros racionais no segundo ciclo do Ensino Fundamental tem como objetivo
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principal levar os alunos a perceberem que os numeros naturais, ja conhecidos, sao

insuficientes para resolver certos problemas.

Em muitas questdes do dia-a-dia, os alunos ndo conseguem justificar a medida de
uma grandeza ou um quociente entre dois naturais, identificando de uma forma ou

de outra nos numeros racionais as respostas para novos problemas.

Como os alunos do segundo ciclo ndo conhecem ainda os numeros inteiros, para
eles a construcdo da idéia de numero racional esta relacionada ao quociente entre

dois naturais, sendo o segundo — o divisor — um numero nao nulo.

Nao obstante, os alunos demandam um maior espaco de tempo para se adaptar as

novas caracteristicas de um novo nimero, agora denominado numeros racionais.

No trabalho com os numeros racionais, os alunos costumam mobilizar as idéias
relativas aos numeros naturais o que, muitas vezes, provoca algumas dificuldades

como as indicadas em seguida:

e Acostumados a relacionar comparacées de numeros naturais do tipo 5 > 2,
os alunos sado confrontados a uma nova realidade, parecendo-lhes
contraditoria, de que, 1/5 < 1/2;

e Acostumados a idéia que quanto mais algarismos possuem um ndmero,
maior esse numero (3156 > 34), no dominio dos racionais eles devem
perceber que essa idéia nao é mais valida, pois, por exemplo, 3,156 € menor
que 3,4;

e Um numero racional pode ser representado de infinitas formas (ou escritas),
€ o caso de 1/5, 2/10, 4/20, 8/40, que sao representacdes diferentes de um

mesmo numero;

e A partir do 1, os naturais admitem um antecessor e um sucessor, mas com
0s racionais ndo acontece o mesmo. Observe-se que entre os numeros 0,6 e
0,7 estéo 0,61, 0,634, 0,6895, ..., etc., infinitos outros;

e Multiplicando um nuamero natural por outro (diferente de zero), nota-se que o
resultado é sempre igual ou maior que um dos dois. Ja com os racionais, se

multiplicarmos 8 por 1/4, o resultado € menor que oito.
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2.3 As fracoes em um campo maior: 0os nhumeros racionais

Ao estudarmos os numeros racionais, devemos admitir que, no contexto do dia-a-
dia, aparecem com mais frequiéncia os numeros decimais que os fracionarios. Com o
advento das calculadoras, possivelmente este fato se tornou mais plausivel, pois a
escrita das fracdes trazia mais dificuldades de serem expressas nas antigas
maquinas de escrever e as representacdes dos numeros com virgulas se tornaram
mais viaveis. Observe que é mais comum dizer: passe-me 1/4 da pizza! Que,
passe-me 0,25 da pizza! Portanto, dependendo da ocasido serd sempre mais pratico
e facil de ser entendido utilizando a linguagem das fragées.

Kieren (1976) acredita que os numeros racionais constituem a base para a educacao
matematica e cientifica. Entender fragcdes impde condicbes de incorpora-las dentro
de um campo bem maior, 0 campo dos numeros racionais. A mateméatica define,
como mostram os livros didaticos, que numero racional (Q) € um par ordenado de
numeros inteiros p e q representado da forma p/q, com q#0. Neste sentido, os

nameros racionais podem assumir a forma fracionaria ou decimal.

O conceito de nimero racional possui diferentes sub-construtos®, nos quais esses
nameros podem ser interpretados como relagdo parte-todo, medida, quociente,
razao e operador.

Segundo Kieren (1976), os numeros racionais envolvem diferentes idéias:

1)abrangem fragées com as quais podemos comparar,
adicionar, subtrair, efc.; 2) sdo fracbes decimais, as quais
sdo extensbes dos numeros naturais (via nosso sistema de
numeracgdo); 3) sdo classes de equivaléncia; 4) sdo numeros
da forma p/q os quais p e q séo inteiros e g#o, logo, 0s
racionais  expressam razoes; 5) sdo operadores
multiplicativos, como exemplo, 2/3 de 1/2; 6) sdo elementos
de ordem infinita no campo dos quocientes. S4o numeros da
forma x=p/q, onde x satisfaz a equagcdo qx = p; 7) séo

medidas ou pontos numa reta numérica (p.102-103).

® A expressao construto veio do latim (construere, construct-: com-, juntos + struere, acumular) e
significa construir; formar por partes semelhantes; criar (uma sentencga, por exemplo) por meio do
arranjo de idéias ou expressoes, de forma sistemética. Do ponto de vista filoséfico, “da-se este nome
a um termo, ou a um grupo de termos teéricos usados na formulagao de uma hipétese cientifica com
o fim de explicar e predizer fatos. O construto ndo é nenhuma entidade inferida, porque se supde que
ndo designa nenhuma entidade. Sua fungéo € justamente a de evitar, ou reduzir a um minimo, as
entidades inferidas” (MORA, 1998, p. 673); sub-construto é o termo designado por Thomas Kieren,
desde 1976, para classificar cada diferente significado das fracées no campo dos ndmeros racionais.
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No significado parte-todo, a unidade ¢é introduzida na forma de uma figura continua
(por exemplo, uma pizza) ou um conjunto discreto (por exemplo, duas pessoas
faltaram numa reunido com dez componentes). Aqui, o todo é repartido em partes de

igual tamanho.

Como medida envolve, por exemplo, medir a area de uma regiao ao parti-la e cobri-
la com unidades de um tamanho apropriado (formas congruentes ou ndo, de mesma

area);

O significado quociente € percebido quando um numero de objetos precisa ser
dividido ou distribuido igualmente a certo numero de grupos (@b =a /b, aeb
naturais com b # 0). Ele se refere ao uso dos niumeros racionais como solugao para
uma situacao de divisdo (por exemplo, 4/5 é o resultado em que quatro chocolates

devem ser repartidos entre cinco pessoas);

O significado razdo € uma relagdo de comparacao multiplicativa entre duas
quantidades de mesma grandeza (por exemplo, 2/3 pode representar a razao entre
0 numero de estudantes e 0 nUmero de passageiros que passam por uma catraca
de 6nibus, ou seja, a cada 2 estudantes que passam pela catraca, 3 passageiros ja
haviam passado). Por outro lado, se a razdo é formada por grandezas diferentes e
comparada multiplicativamente, a razdo é chamada de taxa (por exemplo, um énibus
trafega a uma velocidade de 80 Km/h, isto é, a cada 80 quildbmetros, o 6nibus

precisou de 1 hora para percorré-los);

O significado operador é possivelmente trabalhado nos 3° e 4° Ciclos (52 a 82 séries)
do Ensino Fundamental, semelhante ao processo de transformacao encolher ou de
esticar, de reduzir ou ampliar. Define uma estrutura multiplicativa de numeros
racionais e € a mais algébrica das idéias basicas, determinando algo que atua sobre
uma situacao e a modifica (problemas, como, que “nimero deve multiplicar a 5 para
que tenhamos 27?” Tem caracteristica deste significado). Probabilidades, escalas e
porcentagens, sao algumas aplicacoes que tém as fracdbes como operadores. Como

multiplicacdo, a X b, no qual “a” é o multiplicador e “b” € o multiplicando, 2/3 pode

ser visto na abaixo:



32

2 1 1 2 2 2
a) —= 2X— (duasvezes —) b) —=1x — (umavez —)
3 3 3 3 3 3

c)2=2x1 (gde1) d)2=
3 3 3 3

Figura 3 — Representacao gréfica de fragbes como operadores multiplicativos.
Esses quatro sub-construtos tém propriedades matematicas semelhantes e tém sido

trabalhados com problemas diferentes de modo a se extrair, dos alunos, tipos
diferentes de respostas.

Kieren (1988) recomendou que esses quatro sub-construtos estivessem presentes
em qualquer curriculo bem projetado de matematica. Uma verdadeira compreensao
de fracdes requer tanto uma compreensédo desses sub-construtos quanto de suas

inter-relacées.

As diferentes aplicagcbes de cada sub-construto, descrito acima, sao funcédo do
contexto do problema. Entender numeros racionais é poder identificar as diferentes

interpretacdes desses numeros, tanto quanto suas inter-relagdes.

2.4 Saberes necessarios e saberes inibidores a compreensao das fracoes

Alguns estudos tém buscado identificar que habilidades favoreceriam na construcao
do conhecimento de numeros racionais e de que forma esse conceito se estruturaria
ao longo de seu desenvolvimento pelos alunos. Nao obstante, outros grupos de
pesquisadores procuraram investigar aspectos que poderiam ser considerados
inibidores para a construcao dessas idéias.

Destacam-se como necessarios a compreensao das fracoes os esquemas: do
numero inteiro; do conhecimento de metade; de particdo, relacionais e de

equivaléncia.
Numero inteiro
Assim como o um é a unidade de referéncia do esquema do numero inteiro, as

criangas utilizam esta mesma referéncia para fracionar, segundo Streefland (1991).
Com a unidade fracionaria, a crianga podera contar, dividir e reagrupar, baseado na
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unidade um. Esta estratégia foi experimentada em problemas que apresentavam
figuras geométricas (circulos, retangulos...), ou até pizzas e chocolates (ficticios)
divididos em partes iguais. As criangcas conseguiam estabelecer a referéncia da
unidade fracionaria quando reagrupavam estas partes, fosse mentalmente, através
de figuras, ou com material concreto (manipulativo) retomando a sua forma original —

a unidade — o inteiro inicial.

Mesmo assim, é importante salientar que para Mix, Levine e Huttenlocher (1999), o
entendimento de fragcées ndo s6 envolve a atencéo da crianca para a habilidade de
interpretar as somas das partes, em relacdo a alguma unidade, mas, também
habilitd-las a somar partes em que seu resultado pudesse resultar em um valor
menor que a unidade. Exemplo disso foi observado na operacdo 1/2 + 1/4 = 3/4,
quando as criancas dividiam o inteiro em quatro partes e utilizavam quartos para
comparar as demais fracbes. Como a atividade era perceptivamente clara, neste
sentido as criangas tinham grande chance de encontrar o resultado exato.

E importante que a criangca compreenda o conceito de equivaléncia, reconhecendo
que ha varias maneiras diferentes de representar uma mesma fracdo de
determinada unidade. Esta noc¢ao, inclusive, é base para ela poder comparar fracdes
e executar as adicoes e subtragcdes com fracdes de denominadores diferentes de

forma mais rapida.

Este processo, através da flexibilidade do conceito do um pela possibilidade das
sucessivas divisbes em partes iguais e sua reconstituicdo, representa acdes
fundamentais para a construgédo do numero racional (PITKETHLY; HUNTING, 1996).

Para Mix et al. (1999), o entendimento das fragées ndo estda apenas envolvido nas
criangas quanto ao tamanho das partes, mas também em relacdo a habilidade de

interpretar a soma das partes em relacdo a alguma unidade.
Metade

Para Aguiar (1980), este esquema deve ser o primeiro a ser explorado ao ser
introduzido o estudo dos numeros fracionarios, tendo em vista que a nocédo de
metade, nas tarefas de subdivisbes de areas, além de antecederem a formacao de
outras unidades como, 1/3, 1/4, 1/5, 1/6, etc., contribuem para a formacao das

mesmas.
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A fim de verificar a importancia do limite do meio para o julgamento proporcional
entre criancas de 4 a 7 anos, Spinillo e Bryant (1991), desenvolveram estudos e
observaram, em seus resultados, que as criangas obtiveram desempenhos bastante
superiores em atividades que podiam utilizar o limite do meio para fazer

julgamentos.

Posteriormente, Spinillo (1992,1997b) e Spinillo e Bryant (1999), mostraram que o
referencial de metade podia favorecer o sucesso dos alunos nas tarefas de
proporcoes, tanto em relacdo as quantidades discretas como em quantidades
continuas, visto que este referencial € tomado como estratégia para resolver

problemas de equivaléncia.

Ao investigarem a competéncia de criangas entre 3 e 4 anos para criar o conceito de
equivaléncia, Singer-Freeman e Goswami (2001), também encontraram sucesso nos
alunos que usavam a fracao 1/2, mais do que quando usavam as fracoes 1/4 e 3/4.
Os autores verificaram, ainda, que isso acontece tanto com quantidades discretas

qguanto com quantidades continuas.

Em Nunes e Bryant (1997, apud CRUZ, 2003) encontramos que a compreensao
inicial do conceito de metade também favorece o estabelecimento das conexdes
entre 0s aspectos extensivos (parte-parte) e os aspectos intensivos (parte-todo) do
namero racional, podendo até ser considerado como referencial importante para as

criangas iniciarem a quantificagao das fragdes.
Particao

Em relacdo aos esquemas de particdo, para Behr et al. (1993, apud PITKETHLY;
HUNTING, 1996), eles sado considerados os precursores cognitivos do numero
fracionario, mesmo que existam diferencas entre particao de quantidades discretas e
continuas. Para esses autores é no ato de partir que as criancas pequenas
comegam a compreender que existe uma relacdo inversa entre o tamanho das

partes e 0 numero de partes que o inteiro foi partido.

De modo similar, Nunes e Bryant (1997) perceberam que a habilidade das criancas
em entender a relacao entre n e n-cortes, em quantidades continuas, antecede o
conhecimento das representacoes fracionarias e da habilidade para calcular com
fracoes.
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Investigando o comportamento das criangas (4-6 anos)
acerca da sistematizacdo de suas acbes para dividir
quantidades discretas — 12 bolachas para 3 bonecas —
observaram com freqliéncia que, a primeira agdo das
criangas era fazer um emparelhamento bolacha — boneca,
em seguida esta acdo foi repetida em ciclos até que nao
houvesse mais bolachas para serem distribuidas. Segundo
eles, mesmo ndo sendo requerido um sofisticado
conhecimento de contagem para produzir a divisdo solicitada
e embora as criancas ndo soubessem, ao final, quantas
bolachas cada boneca havia recebido, elas utilizaram com
bastante propriedade este método para solucionar tal
problema (PEPPER; HUNTING, 1998 apud CRUZ, 2003,
p.35).

Para Hunting (prelo) o método acima, citado por Cruz, € uma agdo basica do
pensamento para entender a linguagem simbdlica das fracdes, principalmente em
fracées unitarias do tipo 1/2, 1/3 e 1/4.

Relacionais

Segundo Bryant (1974), as primeiras relagdes ldgicas utilizadas pelas criancas para
quantificar fracbes sao as relacdes parte-parte, pois € o conhecimento desta que

permite o aluno comparar que parte € maior, igual ou menor.

Sao considerados béasicos para a compreensdao do conceito de fragcbes, os
esquemas relacionais, pois envolvem habilidades para estabelecer relacbes de
primeira ordem. Sao eles: relacées parte-parte — as razdes —, e relagcbes parte-todo
— as fracbes —; e estabelecer relagdes de segunda ordem que sao as relagdes entre

relacdes de primeira ordem (SPINILLO, 1997a).

Destaca-se em Berh et al. (1993, apud PITKETHLY; HUNTING, 1996), o
conhecimento parte-todo como fundamental para constru¢cdo do conceito de numero
racional, pois esse conhecimento se encontra diretamente relacionado com a

habilidade do sujeito em dividir todos, discretos e continuos, em partes iguais.

Segundo Spinillo (1992), em seus estudos sobre o pensamento proporcional, as
relagdes de segunda ordem sdo bem mais compreensiveis quando estdao envolvidas
comparagodes parte-parte, do que em parte-todo.

Equivaléncia

As nocobes de equivaléncia sdo fundamentais para que a crianga possa dominar e
operar com fragdes (LIMA, 1982; MIGUEL; MIORIM, 1986; MAIA, CAMARA, M. e
CAMARA, P., 1991).
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Para que a crianca entenda a equivaléncia de quantidades continuas é de suma
importancia a compreensao da divisdo de um todo em partes iguais, ndo alterando a
sua totalidade (LIMA, 1982). Indispensavel, também, que haja a compreensdo da
relacdo compensatdria entre a area e o numero de partes iguais em que foi dividida
a unidade, ou seja, quanto maior o numero de partes em que a unidade foi dividida,
menor a area de cada parte (BERH et al., 1984) e (LIMA, 1982).

Em atividades de equivaléncias com quantidades discretas, nas quais a interferéncia
do aspecto perceptual é eliminada, Lima (1982) observou que a crianga recorre as
equivaléncias entre as colecdes, que representam fracdes, para que possam
comprovar a veracidade dos resultados encontrados.

Enquanto alguns elementos podem favorecer a constru¢cdo do conceito de fragao,
outros fatores podem inibir a compreensao das fragcdes pelos alunos, tais como

0s esquemas de: numero inteiro, modelo parte-todo e o conhecimento de metade.
Numero inteiro

Streefland (1991), da mesma forma que identifica 0 esquema do numero inteiro
como referéncia na compreensao, por parte do aluno, do nimero racional, também o
identifica como um fator que pode inibir esse conceito. Desta vez, justifica que
grande parte dos alunos apresenta dificuldades com relagao a questao simbdlica da
fracdo (a/b), demonstrando ndo compreendé-la como um numero, mas como dois
nameros inteiros distintos. Silva (1997) reforca este argumento, classificando esse
esquema como obstaculos psicologicos ou epistemologicos para 0s alunos,
ressaltando que aqueles numeros, por muito tempo, tém status de numeros para as
criangas, dai tratarem a fragdo como dois numeros naturais, um em cima do outro, €

nao como um unico numero em Si.
Parte-todo

Bastante trabalhado nas escolas pelos professores, como modelo ideal para a
compreensao do numero fracionario, além de reforcado por grande parte dos livros
didaticos, a iniciacao ao trabalho com as fracdes utilizando o modelo parte-todo tem
recebido muitas criticas por parte de alguns pesquisadores.

Esse modelo consiste em uma pratica freqientemente relacionada com a dupla

contagem, ou seja, conta-se o numero de partes em que foi dividido o inteiro e
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depois 0 numero de partes que foi tomada (ou pintada), o que causa muitos
equivocos nos problemas de quantidades discretas (KERSLAKE, 1986).

Kieren (1988) mostra a fragilidade do modelo parte-todo quando afirma que essa
metodologia induz ao processo de dupla contagem e n&o introduz a criangca no
campo dos quocientes. Ela é induzida a contar o numero total de partes que foi
dividido o inteiro e usa-lo como denominador, devendo contar o numero de partes
que foram pintadas na figura e usa-lo como numerador. No entanto, o aluno,
provavelmente, ndo compreende porque esse novo numero nao pertence ao
conjunto dos inteiros, visto que estdo sempre contando a quantidade de partes. Ele
nao relaciona esses dois inteiros, pois a interpretacdo de quociente nao lhes é
apresentada e com isso a relacdo entre numerador e denominador fica perdida, ndo
se desenvolvendo a idéia de numero fracionario representando, também, uma

quantidade.

Para Nunes et al. (1991), ensinar fracées apenas pela rotulacdo de partes de um
inteiro ndo favorece que os alunos possam perceber outros aspectos igualmente
importantes para o conceito de fragcées. Por exemplo, a necessidade de que todas

as partes sejam iguais e a equivaléncia entre as partes.
Metade

Da mesma forma que foi identificada como elemento facilitador na compreenséo dos
nameros fracionarios, o esquema de metade, segundo alguns pesquisadores,

também pode contribuir com dificuldades adicionais na construgdo desse conceito.

Pothier e Sawada (1983) desenvolveram atividades destinadas a investigar a
emergéncia do processo de particao em tarefas de subdivisdo de todos continuos,
nas quais criancas pequenas eram solicitadas a cortar um bolo em duas, quatro, trés

e cinco partes, sem precisar uma ordem.

Observou-se que as criancas, em comum, procuravam utilizar o conhecimento de
metade (fazendo uma divisdo na regiao do meio) para iniciar a divisdo das areas dos
bolos (circulares e retangulares) em duas partes iguais. Na medida em que, quando
as figuras eram divididas em numeros de partes multiplas de dois, as criangas nao
encontravam dificuldades e acrescentavam apenas linhas para subdividir as partes
ja estabelecidas. O processo, neste caso, era eficiente para encontrar os resultados
satisfatorios.
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Por outro lado, os autores, observaram que as criangas tendiam em utilizar a mesma
estratégia de divisdo, quando teriam que dividir o bolo em trés, ou cinco partes
iguais, ou seja, elas iniciavam a divisdo pelo mesmo processo anterior (pela regiao
do meio). Dependendo do nivel de desenvolvimento em que a criangca se
encontrava, podia perceber da impossibilidade de divisdo das figuras em trés ou
cinco partes iguais, a partir de duas metades buscando outras formas.

E neste sentido que as autoras concluiram que o
conhecimento de metade pode ser um dificultador no
conceito de fracdes. Pois, para efetuar as subdivisbes de
multiplos de dois é bastante favoravel, mas desfavoravel
para as nao-multiplas de dois. Em casos como este, é
necessario que as criangas percebam que a divisdo ao meio,
embora mais Iégica para ela, nem sempre serd a mais
apropriada para iniciar qualquer divisdo (CRUZ, 2003. p.46).

2.5. O trabalho com fracées nos livros didaticos da 52 série

Com o objetivo de auxiliar na compreensao das estratégias adotadas pelos alunos,
no momento de responder ao instrumento de pesquisa, foi feita uma pequena
andlise das estratégias utilizadas pelos autores dos livros didaticos adotados nas
escolas em que foram obtidos os dados. Para tanto, selecionamos o volume de
quinta série de cada colecao adotada, em razao de ser, nessa série, que o trabalho
com as fracées € explorado como objeto de estudo; nas outras séries, as fracdes
aparecem apenas como ferramentas para resolver problemas

outros campos da Matematica. Os livros adotados serdo chamados de L1 e L2.

O livro L1 é composto de 300 paginas, e tem em seu capitulo sobre fracées 31
paginas (10% do livro), sendo que 11 delas sdo reservadas a “exercicios”,
“atividades” ou “problemas” (40% do capitulo).

O autor propde, inicialmente, usar o Tangram para a introdugéo da idéia de fracao.
Busca-se identificar a fracdo equivalente ao triangulo pequeno, tomando-se o
quadrado completo do Tangram como unidade. O paragrafo intitulado “As fracoes”

¢ iniciado indagando-se “Para que servem as fracdes?”.

A apresentacdo do conceito de “Equivaléncia de fracées” é feita por meio de
atividades em que o aluno é solicitado a efetuar “dobras” em papel oficio. O autor
nao apresenta a definicdo formal de fragdo. Nesse volume da colecdo, as operacoes
com fragcdes ndo sao exploradas.



39

O livro didatico L2 é composto de 270 paginas, 50 destinadas as fragcbes, cujo
capitulo é intitulado “A forma fracionaria do numero racional”, 0 que corresponde a
18% do livro. Dessas 50 paginas, 13 referem-se a “exercicios” e “atividades” (26%
do capitulo).

O capitulo é iniciado com o titulo “A idéia de fracao”. As medidas de parafusos no
cotidiano sao utilizadas como contexto para a introducdo da idéia de fracao,
explorando o fato de que essas medidas podem ser lidas em milimetros e
“polegadas”. Apds a definicao de “polegada”, apresenta algumas leituras de fragdes.
A definigcdo de fragédo € apresentada explicitamente:

De um modo geral a e b, com b#0, quando escritos na forma
ab, representam uma fracdo. Nesta fracdo, o numero b
indica em quantas partes iguais uma unidade foi dividida e é
chamado de denominador; o numero a indica quantas
dessas partes foram consideradas e € chamado
denominador. O numerador e o denominador sdo os termos
da fragdo (GIOVANNI; CASTRUCCI; GIOVANNI Jr., 2002.
p.103).

O livro L2, além dos exercicios propostos, contempla um caderno de atividades
suplementares. Esse livro ndo propde atividades de manipulagdo para o aluno.

As duas obras exploram o trabalho com o sub-construto operador, tanto com
proporcoes, quanto em situagdes de comparacao entre duas ou mais fragdes. Em
nenhuma das duas obras sao trabalhados sub-construtos razdo e medida.

O livro L1 apresenta figuras geométricas diversificadas, inclusive “pizzas” e

exercicios afins.

Ao contrario, o livro L2, praticamente, s6 usa figuras retangulares continuas nas
apresentacoes graficas das fracdes. Apenas trés exemplos tipicos sdo encontrados
figuras de “pizzas”.

O sub-construto quociente nao é explorado como exemplos nos dois materiais
didaticos.

O livro L2, no trabalho com fragdes, apresenta ainda a idéia de porcentagem e raiz
quadrada de fracdes, caracterizando-se por um trabalho bastante intenso com os
algoritmos das operacoes.
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3. METODO

Com o objetivo de identificar as concepcdes de fracées de alunos das séries finais
do Ensino Fundamental e do Ensino Médio, aplicamos um questionario em turmas
de 52 série ao 3° ano, distribuidos entre as diferentes séries dessas etapas de
escolarizagdo. Uma turma por série perfazendo um total de sete turmas por escola.

Para a aplicagdo do questionario, selecionamos duas escolas: uma da Rede
Municipal do Recife e outra da Rede Estadual de Pernambuco (municipio de

Camaragibe).

A escolha dessas escolas se deu pela facilidade de acesso do pesquisador e pela
existéncia de todas as séries na mesma escola. Dessa forma, pensamos poder
diminuir efeitos devidos a diferentes abordagens dos conceitos que estamos
investigando em sala de aula entre as séries, ou seja, trabalhar com alunos que
tenham sido submetidos a diferentes metodologias de ensino. Em cada uma dessas
escolas conseguimos atingir uma média de 45 alunos por turma. Os professores

desses alunos séo efetivos por concurso publico.

A escola municipal esta localizada em area central da cidade do Recife e apresenta
amplas salas de aula. Sua composicao de alunos é de classe média-baixa, oriunda
de bairros vizinhos e distantes, esses ultimos se deslocando por transporte coletivo.

A escola estadual é da area central da cidade de Camaragibe e também comporta
alunos de classe média-baixa. Possui um espaco fisico modesto com salas de aulas
de dimensdes reduzidas. Entretanto, oferece, além do Ensino Médio, curso

profissionalizante no periodo noturno.

Para a obtengédo dos dados, aplicamos um questionario composto por 10 questoes,
enfocando as idéias de fragcdes variando o tipo de quantidade (continua ou discreta),
o registro de representacao (figuras geométricas ou linguagem natural) e significado
das fracOes (operador, parte-todo ou quociente). O Quadro 1, apresentado em
seguida, mostra os detalhes de cada questdo. Os dados foram repassados para
tabelas (em anexo) e, através de graficos, puderam ser melhores interpretados nas
Analises dos resultados e Consideracdes finais.



Quadro 1
Relacao dos itens do questionario (em anexo) e suas caracteristicas.

Questéao

Tipo de
quantidade

Apresentacao da

questéo

Significado da
fracao

A) Paulo ganhou 1/3 dessas bolas
de gude. Faca um contorno em
volta das bolas que ele ganhou.

discreta

Figura

operador

B) Fabiana ganhou 2/3 das bolas
de gude. Quantas bolas ela
ganhou?

discreta

Figura

operador

A parte pintada representa 1/3 do
circulo? Sim( ) Nao ( ). Por qué?

continua

Figura

parte-todo

Pinte dois tercos de cada uma
dessas figuras:

continua

Figura

parte-todo

Certo dia, na 82 série A, 2/7 dos
alunos faltou. Sendo 14 o nimero
de faltosos, assinale quantos
alunos ha nessa turma?

discreta

“linguagem
natural”

parte-todo

Assinale as figuras que estéao
pintadas pela metade.

continua

Figura

parte-todo

Diga que fragao esta representada
na parte pintada, em cada uma das
figuras abaixo:

continua

Figura

parte-todo

Dois rapazes receberam a mesma
quantia em dinheiro. Um decidiu
economizar 1/4 da sua quantia, e 0
outro decidiu economizar 5/20 da
sua quantia. Assinale a resposta
correta:

discreta

“linguagem
natural”

operador

Trés amigos resolveram andar num
parque de sua cidade, partindo
todos do mesmo lugar. Como eles
tém ritmos diferentes, em certo
instante André havia andado 1/3 do
percurso, Carlos 1/4 e Jorge 1/2.
Quem andou mais? Quem andou
menos?

continua

“linguagem
natural”

operador

Mario e Luciana tém cada um, uma
barra de chocolate do mesmo
tamanho. Méario dividiu a sua em 8
partes iguais € comeu 4 delas.
Luciana dividiu a sua em 4 partes
iguais e comeu 2 delas.

continua

“linguagem
natural”

parte-todo

10

Simone foi ao restaurante com trés
colegas e pediu uma pizza para
quatro pessoas. O garcom dividiu a
pizza em 4 partes. Nesse momento,
chegaram mais quatro colegas e o
gargom nao teve duvida em dividir
cada parte ao meio. Que fracdo da
pizza cada um dos colegas comeu?

continua

“linguagem
natural”

quociente

41
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3.1 Analise preliminar do questionario

01) A) Paulo ganhou 1/3 dessas bolas de gude. Faca um contorno em volta das bolas
que ele ganhou.

o OO OO

O OO
ooooooo

B) Fabiana ganhou 2/3 das bolas de gude. Quantas bolas ela ganhou?

O objetivo desta questdo foi de identificar no aluno sua concepcgédo de “fracdes de
quantidades discretas” em uma situacao apresentada por meio de uma figura. Como
resposta correta esperada, temos 5 bolas, resultante da divisdo das 15 bolas em trés
partes.

De acordo com o apresentado na literatura constante de nosso referencial teérico,
duas estratégias errbneas poderiam ser mobilizadas pelos sujeitos. Na primeira, o
sujeito poderia contornar “uma” ou “trés” bolas, o que poderia estar indicando que o
sujeito concebe fragdo como formada por dois numeros, considerando assim um dos
dois: “o de cima” ou “o de baixo” do “traco da fracao”, respectivamente, numerador

ou denominador.

Em uma segunda previsao de estratégia, o aluno poderia fazer o contorno de quatro
bolas, resultado da compreensdao de que os dois termos da fracdo devem ser
operados.

O item (b) da primeira questdo teve por objetivo verificar se o sujeito transfere os
conhecimentos mobilizados no item anterior, identificando 2/3 das 15 bolas.
Esperava-se, como resposta correta, 10 bolas. Nesse caso, 0 sujeito poderia estar
mobilizando duas estratégias, a determinacao da terca parte das 15 bolas, seguida
da determinacdo de duas partes dessas, ou a identificacdo do complemento de 1/3
das bolas (5 bolas) e de seu complemento (2/3), ou seja, 10 bolas. E preciso
ressaltar, porém, que nosso instrumento nao foi elaborado de forma a realizar essa
distin¢ao.

Um provavel acerto na letra (A), desta questao, aumentaria as chances de acerto na
letra (B), caso contrario, é consideravelmente esperado o erro na questao (B). Uma
possibilidade de erro é a de tomar o denominador como grupo formado — o nimero
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de grupos. Logo, 1/3 sera 1 grupo de 3 elementos. Na questdo (A), 1/3
correspondera a 3 bolas. Na questao (B), 2 grupos de 3, 0 que dara 6 bolas (2 x 3 =

6); uma segunda possibilidade é a de tomar 1/3 como sendo 1 + 3 = 4.

Uma das estratégias possiveis de serem mobilizadas pelo sujeito, viria do resultado
obtido no primeiro item da questao. Assim, se o sujeito associar 1/3 das bolas a trés
delas no primeiro item, entdo 2/3 das bolas poderia ser compreendido como “dois
grupos de trés bolas”, caso em que o0 sujeito apresentaria (6) como resposta.
Podemos também pensar na possibilidade de apresentar a resposta (6) a partir da
realizacdo de uma operacao entre os termos da fracdo (2x3=6), mas, em Nnosso
trabalho, ndo temos os elementos necessarios para diferenciar esses dois tipos de
estratégia.

Uma segunda estratégia incorreta seria a indicagdo de “5 bolas” como resposta.
Nesse caso, a hipétese de base é que, da mesma forma que no primeiro item, o
sujeito concebe fragcdo como um “numero de dois andares”; aliando isso ao forte
apelo as operacdes aritméticas, tdo presente em nossas salas de aula, o sujeito
seria levado a realizar a adicao dos termos da fracdo (2+3=5).

Possibilidades como estas sdo encontradas nas pesquisas realizadas por Tinoco e
Lopes (1994), reforcando a idéia que os alunos tém de fragcdo como sendo um par
de numeros naturais. Em outros estudos, tais como em Alencar (2004) e Magalhaes
(2004), foi encontrada ainda a possibilidade de o aluno fazer 3 x 3 = 9 para
determinar os 2/3 das 15 bolas.

02) A parte pintada representa 1/3 do circulo? Sim( ) Nao( ).Porqué?

Nesta questédo, o objetivo foi de verificar se o sujeito reconhece uma das condi¢cdes
de existéncia de uma fracao, isto é, a igualdade das partes em uma representacao
pictérica.
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Lima (1982) e Nunes e Bryant (1997) baseados nos trabalhos de Piaget, destacaram
a divisdo equitativa das partes como um dos invariantes presentes na organizacao

das acdes do sujeito para a compreensao das fracoes.

O item Por qué dessa questao nao foi levado em consideracdo em nossa analise,

em virtude do numero bastante reduzido de respostas obtidas por parte dos sujeitos.

03) Pinte dois tercos de cada uma dessas figuras:

a) b) c)

Esta questdao tem como objetivo identificar as estratégias mobilizadas pelos sujeitos
na identificacdo de fracbes de quantidades continuas em uma situacao de registro
pictorico. A expectativa foi de que os alunos ndo apresentariam dificuldades no item
(a) em virtude de ser uma representacdo comumente trabalhada em sala de aula.
No item (b), uma re-organizacdo mental da figura apresentada também pode permitir
a identificacdo visual de 2/3 da figura como duas linhas ou duas colunas. Ja no item
(c), representacao pouco explorada, o sujeito dispde de duas estratégias de base. A
primeira consiste em fazer recurso a idéia de equivaléncia: “como temos 6 partes,
buscar a fracdo equivalente a 1/3 de denominador 6”. Em uma outra, a contagem de
partes pode ser utilizada numa espécie de discretizacdo do inteiro; dessa forma, a

acao corresponderia determinar 1/3 de 6 pedacos.

Como estratégia equivocada, prevemos que 0 sujeito pinte duas partes em todas as
figuras, o que poderia significar a generalizacdo de uma estratégia valida para o

primeiro item, mas que nao se adeqle aos outros dois.

Também nessa questao, previmos o aparecimento de estratégias em que os sujeitos
assinalam seis ou cinco regiées nos itens (b) e (c), multiplicando os termos da fragao
(2 x 3 = 6) ou somando (2 + 3 = 5), caracteristico de alunos que acreditam ser uma

fracdo dois numeros inteiros, um sobre o outro.
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04) Certo dia, na 82 série A, 2/7 dos alunos faltou. Sendo 14 o numero de faltosos,
assinale quantos alunos ha nessa turma? a)2 b)4 c) 28 d)49 e)7

Neste item, investigamos a idéia de fragdo de quantidades discretas, em uma
situacdo em que o registro se apresenta na forma de linguagem natural. Podemos
observar que a questdo apresenta, em seu enunciado, as duas formas de
representacdo de alunos faltosos, quais sejam a quantidade e a fragcao
correspondente.

A solucdo dessa questao, demanda do sujeito a passagem pela unidade fracionaria
1/7, correspondente a 7 alunos, determinando-se, em seguida, o total de alunos
(7/7), correspondente a 49 alunos.

Como se trata de uma questao bastante explorada em nossas salas de aula e nos
livros didaticos supde que os sujeitos demonstrariam a tendéncia a mobilizar a idéia
de operador, buscando realizar algum tipo de operagéo aritmética como os dados do

enunciado.

Dessa forma, uma das estratégias equivocada, que poderiam ser mobilizadas pelos
sujeitos, seria apresentar (2) como resposta, resultado da divisdo de (14) pelo
denominador da fracdo (7). E importante ressaltar que essa resposta também
poderia estar associada ao fato de o aluno considerar apenas o numerador da
fracdo apresentada no enunciado; em nosso trabalho, ndo seria possivel diferenciar

essas duas estratégias.

Nessa mesma busca por uma operacao, o sujeito poderia indicar (4) como resposta
(quantidade correspondente a fracao fundamental 1/7), ou (28), que seria o produto
da quantidade de faltosos (14) pelo numerador da fragédo (2).

05) Assinale as figuras que estao pintadas pela metade.

) B Cl ]

AL
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Neste item, queremos identificar, no aluno, o conceito de “metade” por meio de
figuras hachuradas’ baseadas no modelo parte-todo. As figuras que representam a

metade sdo as correspondentes aos itens (a) e (b).

Nao foram esperadas maiores dificuldades no item (a) por ser a figura mais

representativa do trabalho com fracées em sala de aula.

Ja no item (b), que apresenta partes que nao estao hachuradas de forma contigua, o
tridngulo superior hachurado (em cinza) corresponde exatamente (em area) aos dois
inferiores, caracterizando desta forma, uma simetria vertical entre cinzas e brancos
sob a forma de tridngulos. Portanto, deve ser assinalada como uma fragcao de 1/2.
Quanto ao conceito de “meio” ou “metade” (1/2) de uma fracdo, principalmente
quando ha auséncia de contiglidade nas hachuracbes de figuras, ela pode
proporcionar erros de interpretacdo quanto a equivaléncia de fragbes, ou seja, nesta

fracao, a representacao seria de 4/8 (quatro oitavos) equivalente a 1/2.

Segundo Aguiar (1980), a idéia de metade deve ser a primeira a ser ensinada no
conteudo de fracdes, pois, em tarefas de subdivisdbes de areas, a nocao de meio,
além de anteceder a formacao de outras unidades fracionarias (1/3, 1/4, 1/5, 1/6...),

contribui para a formagéo das mesmas.

Na figura (c), apesar de se basear em um modelo bastante explorado na escola, o
“chocolate”, a visualizagdo do “tamanho” das partes poderia servir de suporte para
que o sujeito ndo veja a metade da figura hachurada. Podemos pensar que, ao
indicar essa figura como representando a metade, o sujeito estaria estabelecendo
uma razao entre o numero de partes nao pintadas (uma) e o numero de partes

pintadas (duas), caracterizando a fragdo 1/2 que lhe € bastante familiar.

A estratégia da visualizagcdo também poderia ser mobilizada na figura (d), buscando-
se agrupar as partes pintadas e verificando-se que o resultado obtido seria menor
que a parte ndo pintada.

Por outro lado, a indicacdo dessa figura como representante da metade poderia
estar indicando a idéia de metade também como razao, na medida em que o sujeito

estaria estabelecendo uma razéo entre “duas” partes, sendo “uma pintada”.

" Hachuradas entenda-se como pintadas.
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06) Diga que fracao esta representada na parte pintada, em cada uma das figuras
abaixo:

A
I

O objetivo desta questao é identificar como o sujeito mobiliza a idéia de fracdo em
um modelo parte-todo em uma situacdo de registro pictorico. As duas primeiras
figuras se ap6iam em representacdes bastante familiares aos sujeitos, sendo que a
segunda e a terceira figuras podem mobilizar a idéia de equivaléncia.

A primeira figura apresenta trés partes pintadas, das oito divididas igualmente, logo,
a fracao correspondente sera de 3/8 (trés oitavos). A segunda possui quatro setores
circulares hachurados de um total de oito, correspondendo a fracdo 4/8 (quatro
oitavos) ou 1/2. Nesse item, o sujeito também podera realizar uma re-arrumacgao da
figura de forma a obter, visualmente, a fracdo 1/2. Finalizando, a terceira figura é
composta de dezesseis triangulos, na qual apenas sete estdo pintados, o que
corresponde a fracdo 7/16 (sete dezesseis avos). Nessa dUltima figura, a re-
arrumagado de forma a perceber visualmente o resultado, se mostra como uma
estratégia pouco operacional, na medida em que essa organizacado da figura nao

produz como resultado uma imagem conhecida.

Nessa questdo, podemos encontrar erros relativos a troca do numerador pelo
denominador em todos os itens, caracterizando, assim, dificuldades quanto a
concepgao de fracdes, ou seja, dificuldades em reconhecer o significado dos termos

da representacgao fracionaria.

Uma outra concepgao prevista é o estabelecimento de relagdes entre as partes, sem
considerar a relacao parte-todo. Dessa forma, as respostas dos sujeitos poderiam
ser 3/5, 4/8 e 7/9 para os trés itens, respectivamente. Desta forma, os numeradores,
em cada caso representam as partes pintadas, enquanto os denominadores
representam as partes nao pintadas.
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07) Dois rapazes receberam a mesma quantia em dinheiro. Um decidiu economizar 1/4
da sua quantia, e o outro decidiu economizar 5/20 da sua quantia. Assinale a resposta
correta:

5 1 1 5
—— € maior —. b)— é maior —.
a)7, € maior que - ), € maior que - -

5 1 .
c) 0 €2 representam a mesma quantia.

Esta questdo tem como objetivo verificar a mobilizacdo do conceito de equivaléncia
em uma atividade de comparacao de fragdes em uma situagao envolvendo o registro

em linguagem natural.

Para Maia, Camara, M. e Camara, P. (1991), a compreensao do conceito de fracao
esta articulada diretamente ao conceito de equivaléncia. Segundo esses autores, as
nocoes de equivaléncia sdo fundamentais para que o aluno domine e opere com

fracoes.

Nesta questdo, a alternativa correta devera ser a letra (c). As fragdes 5/20 (cinco
vinte avos) e 1/4 (um quarto) sdo equivalentes, logo, representam a mesma quantia.
O recurso ao registro pictorico, representando as fracées por figuras geométricas e

comparando-as, pode servir como suporte para o sujeito.

Como principal estratégia inadequada, poderiamos prever a acdo do sujeito em
comparar os numeradores e 0os denominadores correspondentes e dizer que 5/20
(cinco vinte avos) é maior que 1/4 (um quarto), pois 5 > 1 e 20 > 4, logo 5/20 > 1/4,
assinalando a letra (a). Segundo essa concepc¢ao, comparar fracées seria comparar
os numeradores e denominadores correspondentes, estratégia em que o sujeito

toma como referéncia os nUmeros naturais.

Ao assinalar a letra (b), o aluno pode estar pensando que 1/4 € maior que 5/20
porque a “quarta parte de um chocolate € maior que a vigésima parte desse
mesmo”, pois, condiciona seu raciocinio a idéia de que “quanto menor o numerador,

maior a fracao”, logo, maior pedac¢o do chocolate.



49

08) Trés amigos resolveram andar nhum parque de sua cidade, partindo todos do
mesmo lugar. Como eles tém ritmos diferentes, em certo instante André havia andado
1/3 do percurso, Carlos 1/4 e Jorge 1/2.

a) Quem andou mais?

b) Quem andou menos?

Esta questdo, como a anterior, demanda do aluno a mobilizagdo do conceito de
equivaléncia de fragdes. A diferenca repousaria no fato que nesta questédo, a idéia
de “comparacao” de fracdes aparece de forma mais explicita. A resposta esperada
€ Jorge, que andou 1/2 (um meio) do percurso. Como menor percurso, a resposta

esperada é Carlos, que andou 1/4 (um quarto) do percurso. Ou seja,

1

I 1
> o>
2 3 4

Os possiveis erros esperados estardo ligados aos alunos que fazem relacéo entre
as maiores fracbes de numerador 1, as que possuem maior denominador,
contrariando, assim, o principio da inversibilidade natural: “maiores 0s numeros,
menores seus inversos”. Os erros seriam: como 1/4 tem o maior denominador, esta
sera a maior fracdo, logo, corresponderd a Carlos o maior percurso no item (a);
como 1/2 tem o menor denominador, esta € a menor fragao, logo, correspondera ao
menor percurso, o de Jorge na letra (b). Portanto, defenderiam a relacdo: 1/4 > 1/3 >
1/2.

Segundo Streefland (1991), os esquemas que tomam como referéncia os numeros
inteiros podem auxiliar o aluno na constru¢do do conceito de numero racional.
Entretanto, este mesmo autor os considera inibidores deste conceito, principalmente
na compreensdao do simbolismo das fracbes na representagcdo a/b, na qual
demonstram compreendé-la ndo como um numero, mas como dois numeros inteiros

distintos.
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09) Mario e Luciana tém cada um, uma barra de chocolate de mesmo tamanho. Mario
dividiu a sua em 8 partes iguais e comeu 4 delas. Luciana dividiu a sua em 4 partes
iguais e comeu 2 delas.

Quem comeu mais chocolate?

Essa questdo busca identificar de que forma o sujeito mobiliza a idéia de fracao
como parte-todo em uma atividade baseada em linguagem natural.

A resposta esperada sera a de que as fragdes dos chocolates sao equivalentes, isto
€, sao de mesmo tamanho. Em outras palavras, o sujeito deverd mobilizar a idéia

que em um mesmo todo, se dividir em mais partes, estas serdo menores.

Grande parte de alunos acredita ser o chocolate mais dividido, o que foi mais
comido. Assim, 4/8 apresenta numeros maiores que 2/4, logo, 4/8 € maior que 2/4. A
idéia de fragdes como dois numeros naturais, pode colaborar para promover erros

COMmo esses.

Outra concepcao errbnea estaria baseada no fato que o aluno pode afirmar que
quem dividiu em quatro partes comeu mais, pois “quartos sdo maiores que oitavos”,

mobilizando, mesmo que de forma incompleta, a relagao parte-todo.

Berh et al. (1984) afirmam que para se tornar mais compreensivo o conceito de
equivaléncia de fracées nas criangas, € muito relevante que haja a compreenséao da
relacdo compensatdria entre a area e o numero de partes iguais em que foi dividida
a unidade, ou seja, para uma mesma unidade, quanto mais ela for dividida, menores

seréo as partes.

10) Simone foi ao restaurante com trés colegas e pediu uma pizza para quatro
pessoas. O garcom dividiu a pizza em 4 partes. Nesse momento chegaram mais
quatro colegas e o garcom nao teve duvida em dividir cada parte ao meio. Que fracao
da pizza cada um dos colegas comeu? (A)1/8 (B) 1/4 (C) 4/4 (D) 8/8

O objetivo desta questdo é identificar no aluno a concepcédo de fragdo como

quociente, em uma situacao apresentada em linguagem natural.

De forma que a pizza foi dividida inicialmente em quatro partes, e, logo apos, cada
parte ao meio, isto quer dizer que toda a pizza ficou dividida em oito partes iguais.
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Como o total de pessoas € oito, concluimos que 1/8 da pizza foi a parte que
correspondeu a cada pessoa. A resposta correta corresponde a letra (a).

A opcéao de escolher a alternativa (b) ou 1/4 pode estar relacionada a identificacao
seletiva de alguns elementos do enunciado; nesse caso, seriam selecionadas as

informacdes “uma pizza” e “dividiu a pizza em 4 partes”.

Uma outra concepcao estaria ligada ao amalgama entre as idéias de fracbes como
quocientes e como partes de um todo. Nessa situagado, teriamos os sujeitos que
responderiam 4/4 (quatro partes/ quatro colegas), ou 8/8 (quatro colegas mais quatro
colegas e oito partes de pizza).

3.2 Estrutura da analise dos resultados
Estruturamos a analise dos resultados subdivididos em:

e Analise Longitudinal, ou seja, analise do instrumento na ordem em que
aparecem as questdes, verificando desempenho, erros comuns e concepcoes

dos sujeitos de acordo com a escolaridade;

e Analise Transversal, ou seja, analise dos resultados encontrados na Analise
Longitudinal explorando tipos de questbes com quantidades envolvidas
(discretas e continuas), tipo de registro (apresentacdo com figuras ou na
‘linguagem natural”), relativo aos sub-construtos (quociente, parte-todo e
operador) e uma visao geral de desempenho dos sujeitos quanto as fracées e
equivaléncia de fragbes em funcao da escolaridade.
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4. ANALISE LONGITUDINAL

01) A) Paulo ganhou 1/3 dessas bolas de gude. Faca um contorno em volta

das bolas que ele ganhou.

o OO OO

O OO
ooooooo

Esta questao envolve quantidades discretas, apresentando-se com figuras. Tem
como significado da fracdo um operador e solicita que o aluno calcule a fracéo

fundamental (1/3) do todo, formado por 15 bolinhas de “gude”.

De acordo com o grafico da Figura 4, podemos constar que metade dos alunos que
responderam o questionario obteve éxito em contornar 5 bolas, correspondente a

terca parte do total das bolas apresentadas na questao (1A).

Existe uma crescente performance até a 72 série e decrescente até o 2° ano,
recuperando no 3°. A 52 série foi a que apresentou maior indice de erros. Esses
resultados nos levam a refletir sobre o papel do ensino no rendimento dos alunos, na
medida em que, de 5% a 72 série, as fracoes sao estudadas de forma explicita,
enquanto objetos de ensino, ao passo que, a partir da 82 série, as fracdes sao
consideradas como instrumentos na resolugao de diferentes tipos de problemas.

Performance na questéo (1A) @ acertos
70 4 B erros
] = O brancos
] = 49,54
38,1
- T
- .
—’> 12,34
! T —| T —’> T - —’>
5a 6a 7a 8a 10 20 30 M

Figura 4 — Gréfico percentual de desempenho na questao (1A).
M representa a média percentual geral entre todos os sujeitos,
como em todas as demais figuras a seguir.
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A confirmacdo dessa hip6tese nos levaria a pensar que o trabalho escolar com as
fracbes pode ndo estar fornecendo os resultados esperados. De fato, nossa
experiéncia em sala de aula vem ao encontro desse resultado: os alunos parecem
“esquecer” os conceitos relativos aos nimeros racionais na passagem de uma série

para outra.

Na analise preliminar, previmos os contornos para 3 e 4 bolas como as que
apresentavam maiores probabilidades de ocorréncia como erros. Segundo os dados
apresentados na Figura 5, podemos confirmar nossa analise inicial verificando que
o erro relacionado a contornar trés bolas aparece com uma incidéncia ligeiramente
superior ao erro relacionado a contornar 4 bolas — aproximadamente 39% contra
33%. Interessante observar no Ensino Fundamental o erro-3 (contornar 3 bolas)
ocorrendo com maior freqiiéncia que o erro-4 (contornar 4 bolas), enquanto no

Ensino Médio a situacao se inverte com o aparecimento mais freqiiente do erro-4.

Erros na questao (1A) o erro3
70 ~
B erro4
60 - — O outros
50 ]
B | ] 38,93
40 | 32,83
30 ] 28,24
20
10 -
0 . ‘ |_
5a 6a 7a 8a 10 20 30 M

Figura 5 — Grafico percentual de erros da questao (1A).

Conforme nossa andlise preliminar, o erro-3 esta baseado na compreensao de
fracdo como dois numeros: “o de cima e o de baixo do traco”. Para esta questao que
exigiu o contorno de 1/3 do numero de bolas, apresentado na figura, ficou entendido
que o “contorno” deveria comportar trés bolas, o0 que corresponderia ao
denominador da fragéo.

Esse mesmo tipo de concepgao pode se manifestar como a busca da realizacao de
uma operacao entre os termos da fracado, o que justificaria o aparecimento do erro-4,
em que os termos da fragdo deveriam ser operados (1 + 3 = 4). Assim, durante
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muito tempo, as criangas tiveram os numeros naturais como 0s Unicos que possuiam
status de numeros, passando todo o seu conhecimento aprendido para a montagem

de uma nova categoria de nUmeros — 0 numero racional fracionario.

Outro fato interessante, mostrado pelos resultados, € a predominancia de outros
tipos de erros nas duas ultimas séries do Ensino Médio, superando a freqiiéncia dos
erros 3 e 4. Nesse grupo, de “outros” erros, sobressai o erro-6 (contornar 6 bolas).
Embora a natureza de nosso estudo, ndo permita identificar a natureza desse tipo de
erro, podemos pensar em uma possivel associacao, por parte dos alunos, com a
pergunta do item (b), que solicitava a quantidade de bolas correspondente a 2/3 do
total. Nessas condicées, os alunos estariam operando, da mesma forma que o erro-
4, com os termos da fracdo, tomando como base a fracdo apresentada no item (b);
nesse caso, a operagao privilegiada seria a multiplicagao (2x3=6).

O aparecimento desse erro entre os alunos do Ensino Médio, associado a maior
frequéncia do erro-4, nos leva a pensar que, enquanto os alunos do Ensino
Fundamental apresentam a tendéncia a considerar apenas um dos termos da fragao
na determinacdo de uma fragdo de quantidades discretas, os alunos do Ensino

Médio apresentaram uma tendéncia a operar com esses termos.

01) B) Fabiana ganhou 2/3 das bolas de gude. Quantas bolas ela ganhou?

Esta questao tem as mesmas caracteristicas da (1A), podendo, como alternativa,
exigir o conhecimento do “complemento” de uma fracdo (1/3 tem seu complemento
igual a 2/3), logo, “se contorno cinco bolas do total de quinze, correspondentes a 1/3
delas, seu complemento, obviamente sera de 10 bolas”.

Na Figura 6, podemos perceber um equilibrio entre acertos, erros e respostas em
branco, aproximadamente em torno de um tergo para cada. Nota-se uma evolucao
crescente para os acertos até a 82 e 0 3° ano, mas um fraco desempenho nas séries
iniciais (52 e 12 ano). Se apenas a 52 série estivesse neste contexto, a hipotese
poderia ser a trivial (inicio dos estudos, necessidade de tempo para compreensao
dos conceitos, etc.), mas, com o 12 ano, em condicdes relativamente parecidas, nao
encontramos respostas em nossos estudos, pois, ndo permitem avangar em

hip6teses desta natureza, abrindo a questao para futuras investigacoes.
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Performance na questao (1B)
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Figura 6 — Grafico percentual do desempenho na questido (1B)

Na Figura 7, constatamos uma moderada diferenca nas respostas entre os alunos
do Ensino Fundamental que, defenderam 2/3 de 15 bolas como sendo 5 bolas e os
do Ensino Médio como 6 bolas.

80 - Erros na questao (1B)

70 — O erro5
60 — @ erro6
50 1| | @ outros a

37,97
40 1 g

30 +—

20 +—
il inllis
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Figura 7 — Gréfico percentual dos erros cometidos na questio (1B).

Segundo, os dados, o erro-5 obteve 34% no Fundamental contra 22% no Médio.

O erro-6 obteve 35% no Ensino Fundamental contra 30% no Ensino Médio. Digamos
que, ha uma tendéncia no Fundamental em operar a adicdo dos termos da fracao
(2+3), como mostram os dados do erro-5. E, proximos entre os ensinos (em
percentual) a operagdo de multiplicacdo (2x3), como mostra informacdes do erro-6.
Esta tendéncia ja péde ser verificada na questao anterior (1A).

As operagdes de adicdo e multiplicacdo entre os termos da fragdo estao bastantes
presentes, chegando a razdo, no cébmputo geral, de 1 para 4 alunos que
apred4sentam esta concepcao.
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Em relacdo aos erros “outros”, aparece em destaque para representar 2/3 das 15
bolas: o0 erro-2 (48%), erro-3 (22%), erro-8 (15%) e erro-14 (15%).

Os dados nos mostram que o aparecimento de “outros” erros aumenta de acordo
com o avanco na escolaridade dos alunos. Nessa categoria, os erros tipo 2 e 3
(apresentar duas ou trés bolas como resposta), que corresponderiam aos termos da
fracdo apresentada no enunciado, aparecem com a maior freqiéncia, sendo 48%
dos erros dessa categoria correspondentes a duas bolas como resposta e 22% para
trés bolas. E importante também notar que esses tipos de erros ndo aparecem nos
sujeitos de 5% e 62 séries de nosso trabalho, ao contrario do primeiro item da
guestdao, em que a resposta como um dos termos da fragdo aparece com uma

freqUéncia importante.

Uma outra interpretagdo para esse fendbmeno poderia se basear nos estudos de
Kerslake (1986), no qual, para certos alunos, a parte de “cima do traco da fracao”
corresponderia ao numero de grupos a serem formados e a parte de “baixo do traco”
indicaria a quantidade total de elementos que forma cada grupo. Nesta perspectiva,
estes alunos desprezariam o “inteiro — discreto”. O “total”, o ”inteiro” ou o0 “todo”,
seria entdo formado por 3 grupos, cada um com 3 elementos. Isso poderia
demonstrar um raciocinio condicionado “ao todo — continuo”, pois ao trabalhar
fracGes, os alunos poderiam estar sendo induzidos ao procedimento de dupla
contagem a partir de um todo dividido em partes iguais. Dessa forma, 1/3 das bolas
de gude seria correspondente a um grupo de 3 bolas, enquanto 2/3 corresponderia a
dois grupos de 3, configurando um total de 6 bolas.

Seria indispensavel em um outro estudo, identificar em que medida o aparecimento
desse tipo de erro estaria relacionado ao enunciado do item, seja pela proximidade
de uma figura, seja pelo aparecimento de uma fracdo fundamental (1/3), como no
item (A), ou ao trabalho com quantidades discretas.

Experiéncias realizadas por Alencar (2004) e Magalhaes (2004), com alunos no final
da 42 e 52 séries, respectivamente, mostram que a média de erros em questdes que
demandam a determinacao de 2/3 de um numero x de bolas é de 23%. Em nosso
trabalho, com sujeitos a partir da 52 série, encontramos uma média de erros bastante
superior a essa, proximo de 36%, 0 que nos leva, mais uma vez, a pensar que 0

trabalho escolar com as fragées ndo parece estar levando a uma aprendizagem
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efetiva e duradoura. Vimos também que o menor indice de erros encontrado esteve

no 12 ano com uma marca de 28% do total dos alunos.

A nossa hipétese de que um bom desempenho no item (A) levaria a um bom
desempenho também no item (B) s6 prevaleceu nas séries finais do Ensino Médio.
As curvas seguiram com as mesmas caracteristicas, mas apresentando uma leve
reducdo no indice de acertos para o item (B). A média de “acertos” nas séries
centrais (72 ao 1% ano) para a questdo, caiu 25% em relagdo. Isto pode ser
constatado no grafico da Figura 8.

Desempenho da questao (1A) e 1(B)
70 -
60 -
50 ~
40 ~

N4

,/ acertos (1A) |—
10 Y 4 acertos (1B) —
0
5a 6a 7a 8a 10 20 30

Figura 8 — Gréafico de acertos na questido (1A) e (1B) em funcéo da escolaridade.

Podemos pensar em uma hip6tese para justificar o comportamento favoravel nas
séries centrais e finais (a partir do 2° ano). A partir da 62 série, préximo ao ensino de
medidas, da-se os estudos das razdes, propor¢des, regras de trés, porcentagens —
exercicios incansaveis, conversdes de fracoes ordinarias em centesimais, problemas
fracionarios sistematicos —, juros (0 emprego de taxas, simplificacées de fracoes),
geralmente se estendendo a 12 unidade da 72 série como complemento de algum
conteudo. O aluno deve ficar toda a 72 série bastante presente com as fracoes.

A continuidade dessa hipétese pode ser reforcada com o comportamento das
disciplinas de Quimica e Fisica que exploram no 2° ano do Ensino Médio, com as
atividades que envolvem proporcionalidade ou razdes centesimais: densidades
relativas, leis fisicas dos gases, etc.; medidas com notagdes cientificas, mecanica, ...
Isso pode fazer com que o aluno, frequentemente, esteja em atividade com as
fracoes. Este comportamento pode ser verificado da Figura 8, ja nos itens (A) e (B)

desta primeira questao.
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Em Tinoco e Lopes (1994), encontramos consideracdes similares aos nossos
comentarios quando referimo-nos a pratica de grande parte dos alunos em operar
(adicdo e/ou multiplicacdo) com os termos das fracdes, envolvendo problemas de
quantidades discretas. O entendimento de parte dos alunos, seja do Ensino
Fundamental ou do Ensino Médio, com esta concepcao, é na ordem de 33% nas 3
séries centrais (72, 82 e 1° ano) e de 33% nas duas séries iniciais e finais das
escolas entrevistadas (52, 62, 2° e 3% anos). Logo, um terco dos erros desses alunos
envolvem esta pratica. Ja no coOmputo geral, um aluno a cada dez (nas séries
centrais) comete o erro, 13% nas duas séries extremas. As séries centrais cometem

menos erros desta natureza.

02) A parte pintada representa 1/3 do circulo?

Sim( ) Nao( ). Porqué?

Neste quesito, desprezamos a justificativa (por qué?) dos alunos pelo motivo das
respostas em branco serem muito acima dos 50%. Essa questado foi a que teve o
menor indice de respostas em branco (para “sim” e “ndao”), de todo o questionario
(6%).

Esta questdo se apdia sobre quantidades continuas e apresenta como suporte uma
figura geométrica. Nesse momento estamos trabalhando a idéia da relagao parte-
todo. Como saberes inerentes, destaca-se a condicdo de existéncia das fracées — a
divisdo equitativa das partes. O grafico que compde a Figura 9 nos permite notar
que as trés séries centrais (72 e 82 séries do Ensino Fundamental e 12 ano do ensino
médio) apresentam certa estabilidade em relacdo aos indices de acertos e erros.
Vale destacar também, que somente dois grupos de sujeitos (72 série e 3° ano),
apresentaram os indices de acertos maiores que os erros, além do menor nimero

de alunos em deixar em branco a questao.

Identificamos também que mais da metade dos alunos parece ndo mobilizar, ao

resolver a questao, a condi¢do de existéncia das fracdes, assinalando o item (sim).
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Performance na questao (2)
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Figura 9 — Grafico percentual de desempenho na questao (2)

A divisao equitativa das partes é papel preponderante para a construcdo do conceito
de fracdo. “O todo precisa ser dividido em partes iguais para que cada parte seja
considerada uma fracao”. Esta é uma das invariantes destacada por Lima (1982) e
Nunes e Bryant (1997) na organizacdo das acdes do sujeito para a compreensao
deste conceito.

Desempenho na questao (2)
76
80 68
70 58,77
60 —
50 O acertos
40 33_5‘ @ erros
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Figura 10 — Grafico percentual comparativo entre nossas 52 séries, as 5%° de
MagalhZes (2004) e as 4%° séries verificadas por Alencar (2004) e Lins (2004).

Questao similar foi testada com alunos de 52 série de outras escolas nos estudos
realizados por Magalhdes (2004). Alencar (2004) e Lins (2004), com alunos da 42
série (ver Figura 10). Magalhdes e Lins trabalharam em pré-testes e pos-testes para
verificar os efeitos de uma sequéncia didatica e importamos estes pré-resultados, no

sentido de poder se perceber o0 desempenho de seus alunos, comparativamente.
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Em nossa verificacdo, o desempenho dos alunos da 52 série foi 20% melhor que os
de Magalhaes, que, por sua vez, se equipararam com os de Alencar e Lins da 42

série. Acreditamos que estiveram nas previsdes, os resultados entre 42 e 52 séries.

Os dados mostraram que, para muitas criangas, o fato de se apresentar uma figura
dividida em partes, com algumas delas pintadas, garantiria a existéncia de uma
fracdo, ndo sendo consideradas as relagdes entre as partes. Piaget (apud NUNES;
BRYANT, 1997), destaca que a compreensao de fragdo acontece quando o aluno é
capaz de estabelecer relacdo entre as partes e o todo e entre as partes e partes,
percebendo, nesta ultima relacédo, a igualdade que deve existir entre as partes que

forma o todo.

03) Pinte dois tercos de cada uma dessas figuras:

a) b) c)

Essa questdo se caracteriza pelo suporte em quantidades continuas, sendo
explorada a relagao parte-todo. Os itens (b) e (c) podem também mobilizar a nocao
de equivaléncia de fracoes. Em relacdo a representacao utilizada, temos da mesma

forma que as duas questdes anteriores, a apresentagao de figuras.

Acertos na questao (3abc)
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Figura 11 — Gréfico percentual de performance da questao (3abc).

O desempenho da questao (3) foi expressivo na letra (a), na qual, mais de 8 alunos

a cada 10, acertaram (ver Figura 11).
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A média de acertos nas questoes (a), (b) e (c), que retratam relacdes parte-todo e de
equivaléncia foi de 42%.

Por outro lado, menos de 3 e menos de 2 a cada 10 alunos conseguiram sucesso
nos itens (b) e (c), respectivamente. Graficamente, sdo questdes menos comuns que
a do item (a), trabalhadas em sala de aula e livros didaticos.

A 72 série foi a que teve a melhor média na questdo. A 82 série obteve o maior
percentual de acertos na letra (a). Percebendo-se, também, um forte desempenho

dos alunos concentrados nas séries centrais e no 32 ano entre as escolas.

Na Figura 12, pode se perceber que estao nas séries centrais (72° e 82°) e extremas
(5%° e 3%° anos) os maiores indices de acertos na questdo (3a). As questdes em
branco quase nao aparecem no Ensino Médio. Por outro lado, é onde os erros estao

mais concentrados.
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Figura 12 — Grafico percentual de desempenho na questao (3a).

No primeiro item encontramos o maior percentual de acertos da questdo com uma
média de quase 80% de acertos. Isso pode ser justificado pela figura apresentada
representar o modelo mais utilizado no trabalho com as fragdes na escola. Também
nesse item verificamos uma queda de rendimento no 1° e 2° anos do Ensino Médio,
momentos em que as fragdes sdo pouco exploradas como objetos de estudo,

aparecendo mais como ferramentas na resolucao de problemas.

Isso nos parece reforcar a hipétese da existéncia de uma espécie de “aprendizagem
volatil” de certos conceitos matematicos que ndao sdo mobilizados (as fracdes), pelos

alunos, em outras situagdes, nas quais aparecem como ferramentas.
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Encontramos na Figura 13 e na Figura 14, os graficos que representam o

desempenho dos alunos nas questdes (3b) e (3c).

Podemos verificar que os dois graficos apresentam duas caracteristicas comuns: os
indices de erros e os indices de respostas em branco bastante préximos, o que
parece indicar que os alunos tratam os dois itens da mesma forma, embora de
maneira bem diferente do tratamento dado ao item (a) dessa questdo, que
apresentou uma figura mais familiar aos alunos, o que n&o demandava a

mobilizagdo da idéia de equivaléncia.

@ acertos
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Performance na questao (3b)
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Figura 13 — Grafico percentual de desempenho na questao (3b).

Entretanto, podemos perceber que para os alunos das turmas de 72 série, 0
desempenho no item (b) ndo obedece ao comportamento dos alunos das outras
séries. De fato, se para o item (b) encontramos um indice de quase 60% de acertos,
no item (c) esse desempenho cai quase a metade (35%). Um outro instrumento
metodoldgico, com entrevistas do tipo clinico, talvez pudesse identificar as razdes

desse comportamento.
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Figura 14 — Grafico percentual de desempenho na questao (3c).
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Segundo relatos apresentados por Nunes (2003), alunos (9-10) da 52 série na
Inglaterra, trabalhando a cardinalidade das fracdes e testando a compreensao dos
alunos nas situacdes de quociente, operador e parte-todo, nesta ultima situacao,
uma das questdes aplicadas as criancas, possuia, exatamente, os trés itens que
estamos analisando nesta oportunidade. O grafico da Figura 15 mostra a média dos
resultados obtidos pelos alunos ingleses (52 Ing) e brasileiros (52 Br).

Performance em acertos na questao (3)
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Figuras 15 — Desempenho percentual entre as criangas na Inglaterra e no
Brasil para a 52 série em acertos na questao (3).

De acordo com o grafico acima, podemos observar que a diferenca entre os
desempenhos na resolugao do item (3a) pode ser devida a diferenca entre as faixas
etarias dos dois grupos. De fato, aplicamos o questionario em alunos dos turnos
tarde e noite. No periodo noturno com idades bem mais avancadas que os alunos
ingleses, que se encontravam na faixa compreendida entre 9-10 anos. Nos itens (b)
e (c), embora a queda de rendimento apresentada pelos dois grupos seja bastante
acentuada em relagdo aos alunos brasileiros, essa diferenca aparece de forma bem
mais acentuada, com um rendimento, por parte dos alunos ingleses, sete vezes
maior que o rendimento dos alunos brasileiros. Um estudo mais aprofundado, em
que se busque identificar as diferencas entre as abordagens didaticas nos dois
grupos, talvez permitisse avancar nas causas dessa diferenca.

Outras concepcoes na questao 3 (a).

Na Figura 16, encontramos informacdes que indicam as concepgdes diferenciadas
dos alunos que ndo se destacaram em problemas de quantidades intensivas,

envolvendo o conhecimento de equivaléncia das fragcées.

A incidéncia de erros diversificados € mais presente da 82 série do
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Ensino Fundamental ao 2% ano do Ensino Médio. A caracteristica de representar 2/3
da figura através da pintura de um Unico quadrinho (10) [T T 16 mais freqUente
nas séries extremas e exatamente na série central (82 série), e com pouca
expressdao nas outras séries. A excecdo ficou por parte da 72 série que néao

apresentou este erro.

Erros na questao (3a) @ 1 quadro
100 - | 2 1/2 quadros
90 1 ] O 3 quadros
80
70 3 | @ 1 1/2 quadros

60
50 -
40 -
30 -
20 -
10 -

5a 6a 7a 8a 10 20 30 M

Figura 16 — Gréafico percentual dos erros cometidos pelos alunos na questio (3a).

Esta concepcdo pode estar caracterizada pela operacdo subtracdo (todo menos
parte) ou complementar da representacdo da fracdo. Esta idéia representa, em
média, 30% dos erros identificados nos protocolos.

Uma outra ocorréncia foi caracterizada pela pintura dos 3 quadrinhos (3o)_I_T_1.
Pode-se pensar que a representacao de 2/3 da figura, supostamente estaria ligada a
uma unica contagem do denominador da fragdo. A 62 e a 72 séries foram as que
mais apresentaram esse tipo de erro, que foi, em média, similar ao anterior (30%).

A idéia de representar 2/3, pintando 1 quadrinho e meio (1 1/20) LI\ foi
apresentada a partir da 72 série. Este entendimento pode estar ligado a idéia de
metade dos trés quadrinhos, ou seja, a leitura de 2/3 pode ter sido invertida com os
alunos identificando 3/2, que corresponderia ao decimal 1,5. Essa modalidade de
erro correspondeu a 20% do total dos erros apresentados pelos alunos,

considerando a média geral.

Uma ultima idéia apresentada foi a de pintar dois quadrinhos e meio (2 1/2o), ou
seja, LI\ . Este raciocinio pode ter quase o mesmo caminho do anterior, mas
no sentido de contar 3 (dois quadrinhos e meio, mais meio quadrinho em branco =
trés meios), linguagem inversa de 2/3. A incidéncia desse erro foi igual ao do

anterior, ou ainda, ele apareceu entre dois a cada dez alunos.
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Outras concepcoes na questao 3 (b).

Pintar 2/3 de uma figura que contém 9 quadrinhos exige do aluno o conhecimento de
fracbées equivalentes, ou de razgo. Assim, poderia, nesta ultima hipbtese, articular

dois para trés, assim como quatro para seis, assim como, seis para nove.

Nesta questao (b), previmos a pintura de 2 quadrinhos, 5 ou 6. A

primeira hipotese estaria em o aluno considerar a contagem unica do

‘ numerador (2). A segunda e a terceira, na idéia de operar adicéo

(2/3=2+3=5) e multiplicacdo (2/3=2x3=6) dos termos da fracdo. Na
Figura 17 estao relacionados, graficamente, os dados fornecidos pelo questionario.

90 -

Erros na questao (3b)

80 1 A 2o
70 H B 3o —
s
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Fiaura 17 — Gréafico percentual dos erros cometidos pelos alunos na auestio (3B).

Os resultados mostram que metade dos erros correspondeu a marcagao de dois
quadrinhos como representacao da fracao 2/3. Essa resposta foi mais representativa
dentre os alunos do Ensino Fundamental, sendo que, para os alunos de 52 série,
esse indice chega a 83% do total de respostas erradas. Como apresentado em
nossa andlise preliminar, levantamos a hip6tese que para esses alunos, o

numerador da fragdo € o fator considerado no momento de representa-la.

A idéia de pintar 3 quadrinhos para representar 2/3 numa figura que contém 9, néao
estava na nossa analise preliminar. Embora com percentuais menores que da
concepcao anterior, apenas a 5?2 série quase nao apresentou essa incidéncia. A
hipbtese para este fato, deve-se a contagem unica do denominador para
representacdo da fracdo, ndo importando a quantidade que se refere ao todo, da

mesma forma que para a resposta em que o sujeito assinala dois quadrados.
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Previmos a alternativa de se pintar 5 quadrinhos para representar 2/3 de 9
quadrinhos. Esta concepcédo estaria baseada na contagem dupla dos termos da

fracdo. Essa idéia aparece mais acentuada entre os sujeitos do Ensino Médio.

A incidéncia de “outros” erros, como em outras questdes anteriores, foi mais
presente e de forma crescente no Ensino Médio. Nove tipos de respostas diferentes

foram agrupados nessa categoria com poucas diferencas entre as suas ocorréncias.

Outras concepcoes na questao 3 (c).

Similar a questdo 3 (b), envolvendo o conhecimento de equivaléncia das fragées,
nesse item foi solicitado que o aluno pintasse 2/3 da figura, isto é, dos
tridangulos componentes. Para tanto, o aluno deveria ter pintado 4 deles.
Observando a Figura 18, podemos perceber a incidéncia das respostas
que foram persistentes também, na nossa previsdo. Pintar dois ou trés
tridangulos foi a concepcao de 2/3 da regido solicitada, admitindo que as

contagens unilaterais dos termos da fracao persistem em substituir a concepcgéo de

equivaléncia das fragbes para muitos dos alunos.

Erros na questao (3c)
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Figura 18 — Grafico percentual de erros cometidos na questao (3c).

Podemos perceber que os alunos do Ensino Fundamental s&do aqueles que mais
valorizam a idéia de representar os 2/3 hachurando dois triangulos, realizando a
contagem uUnica do numerador. Destacou-se dentre 0s sujeitos de 72 série, a
ocorréncia das respostas 2 e 3 a questdao que aparece de forma bem distribuida.
Isso nos remete aos resultados obtidos na primeira questdo por esses alunos, em

que o indice de acertos foi, ao lado do grupo formado pelos alunos do 3° ano, o
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maior dentre todas as séries analisadas. Estudos posteriores poderiam esclarecer
em que medida a modificacao do suporte representacional (quantidades continuas

ou discretas) altera o comportamento dos alunos.

Esta questdao (c), através dos resultados, mostrou o quanto é importante o
entendimento da equivaléncia das fracées. O menor indice de acertos de todo o
questionario nos faz acreditar que ainda néo existe efetivamente a compreensao do
conceito de fragdo pela maioria dos alunos, mesmo com um alto nimero de acertos
na questédo (a). Piaget et al. (apud NUNES; BRYANT, 1997) enunciam que sé ha
uma verdadeira compreensado da idéia de fracdo quando é possivel estabelecer

relagdes e articular essa idéia com o conceito de equivaléncia.

Neste sentido, pudemos observar na questao (3), trés situacdes a considerar. Em
primeiro lugar, a figura do item (a) L_I_T 1 & bastante presente nos livros didaticos
de matematica, por ocasiao da introducdo ao conceito de fracdo. Se por um lado o
“‘modelo do chocolate” pode aparecer como familiar e motivador para alunos das
séries iniciais, por outro, o privilégio desse modelo em sala de aula pode estar
contribuindo para limitagdes na construcdo do conceito de fragdo por parte dos

alunos.

Em segundo lugar, a utilizagéo privilegiada de figuras prototipicas no trabalho com
as fragdes pode estar também contribuindo para inibir a constru¢do desse conceito,
como mostram os resultados obtidos em nosso trabalho. De fato, nos itens (b) e (c)
da terceira questdo, mesmo se a discretizacdo do contexto possa se apresentar
como estratégia de solugao para os itens, na medida em que eles poderiam contar
os elementos das figuras, a estratégia tipica demanda uma espécie de re-
organizacao mental da figura apresentada, para a percepcao visual da quantidade a

ser representada.

Em terceiro lugar, os resultados obtidos parecem nos mostrar que poucos alunos
mobilizam as idéias de equivaléncia e razdo na resolucdo de questbes que
demandam a representacdo de fracdes. Nossa experiéncia de sala de aula tem
mostrado que o trabalho com a equivaléncia de fragcées, muitas vezes tem se
resumido a multiplicacdo de ambos os termos de uma fracdo por um mesmo
namero, 0 que pode levar ao abandono da idéia de fracdo como representante de
certa quantidade.
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04) Certo dia, na 8¢ série A, 2/7 dos alunos faltou. Sendo 14 o numero de
faltosos, assinale quantos alunos ha nessa turma? a)2 b)4 c)28 d) 49 e)7

Esta questao refere-se a um problema de quantidades discretas, apresentada de
forma descritiva (linguagem natural). A questdo explora a relagdo parte-todo. A
solucdo da questdo demanda a passagem pelo valor equivalente a fracao
fundamental 1/7, para que o aluno consiga chegar ao todo (7/7), que corresponderia
ao total de alunos da turma. O rendimento dos sujeitos encontra-se representado na
figura abaixo.

Performance na questao (4)
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Figura 19 — Gréfico percentual de desempenho na questéo (4)

Apesar de ser uma questdo comumente encontrada em nossas salas de aula, os
resultados nos mostram que menos de um a cada trés alunos, em média, consegue
acertar ao item. Apesar de se tratar de uma questao envolvendo a determinacéo do
valor de uma fracdo de quantidades discretas, é necesséario que o sujeito realize
duas acdes consecutivas (determinar 1/7 para, em seguida, determinar o valor

correspondente ao total), o que pode gerar dificuldades suplementares.

Observa-se ainda que, na 52 e na 62 séries, quando esse tipo de problema aparece
mais explorado nas salas de aula, o rendimento dos sujeitos ndo ultrapassa a marca

dos 20% de acertos.

Magalhaes (2004) aplicou a mesma questao com alunos da 52 série e alcancou 23%
de acertos. Compativel com nosso resultado na mesma série. Alencar (2004) e Lins
(2004) aplicaram a questdao com alunos da 42 série atingindo 29%, valor equivalente
a média de todos os alunos da nossa pesquisa que atingiu 28,36%.
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Previmos que, o aluno poderia marcar o item da letra (a) = 2, sendo a divisdo 14 por
7, mas, também, com amplas possibilidades de efetuar 14 x 2 = 28 optando pela (c).
Se ainda dividir este ultimo resultado por 7 obtera como resultado 4, o que o levaria
a marcar o item da letra (b). A Figura 20 mostra os erros mais freqlentes e uma
opcao que ndo haviamos previsto na analise preliminar como a do aluno marcar o

item da letra (e) = 7.

100 - Erros na questao (4) O erro28
it A erro7
80 ] — H outros
1 ] 75
60 - ]
40711 |32 .42
) Bit %o
0 T H ‘ —ﬂ 1 i T | —E |
52 6a 7a 8a 1o 20 3o M

Figura 20 — Grafico percentual dos erros da questao (4).

Esse tipo de erro, ou seja, identificar 7 como a resposta ao item, se deve,
possivelmente, ao fato de o aluno compreender uma fragdo como a contagem Unica
de seu denominador. A pregnancia desse tipo de erro, que aparece desde o0s
primeiro itens do instrumento, reforca ainda mais a idéia que, para muitos alunos, a
concepgao de fragdo ainda € a de um numero de dois andares, tratando-se, de
forma distinta, numeradores e denominadores. Um estudo especifico poderia, sem
duvida, identificar possiveis causas para essa concep¢ao, o que nao foi objeto de

nosso trabalho.

Apenas pouco mais de dois alunos a cada 10 ndo assinalaram a questdo no item
erro-28. Esta idéia foi percebida em 73% dos erros cometidos por alunos do Ensino
Fundamental e 77% dos erros de alunos do Ensino Médio. ldentificamos uma
consideravel tendéncia apresentada pelos alunos de buscar a realizacdo de uma
operacao como forma de resolver o problema. Com isso, sem o conceito de fracao
como parte-todo consolidado, percebemos que o aluno estabelece como elemento
da operacao, um dos termos dessa fracdo, nesse caso, o numerador, obtendo entao

(28) como resposta.
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O erro-7, que nao havia sido previsto em nossa analise preliminar, correspondeu a
16% dos erros em alunos do Ensino Fundamental e 13% em alunos do Ensino
Médio.

Porém, o que mais se destacou, € que trés entre quatro sujeitos, busca como ja
identificado em itens anteriores, realizar algum tipo de operacao aritmética com o0s
termos da fragdo ou com os numeros envolvidos no enunciado do problema. Em

estudos posteriores, com instrumentos metodol6gicos apropriados, poderiamos
identificar as origens dessas concepcoes.

05) Assinale as figuras que estao pintadas pela metade.

Y Bl ) 0

y

Este item € caracteristico de quantidades continuas, apresentado por figuras

geomeétricas que relacionam fragdes ao significado parte-todo. A presenca ou nao da

contigliidade das partes pode interferir na escolha correta da resposta do aluno.

Quando as partes pintadas da figura estao préximas umas das outras (unidas ou
adjacentes) — estdo contiguas —, os alunos encontram menos dificuldades na
percepcao da relagdo parte-todo e as chances de acerto de representar a fracao

correspondente sdo maiores.

Observando o grafico da Figura 21, podemos identificar o aparecimento de um
fendbmeno pouco comum nas questdes anteriores. Observa-se que, excetuando-se
as turmas de 52 série, 0s erros aparecem mais concentrados nas séries centrais e 0s
acertos nas extremidades, apresentando certa simetria em relagdo aos sujeitos do
primeiro ano do Ensino Médio. E preciso salientar que, nesse item, consideramos
como acerto a marcacdo, por parte do sujeito, das alternativas (a) e (b)

simultaneamente.
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Figura 21 — Grafico percentual de erros na questao (5).

Encontramos aproximadamente 2/3 dos alunos que nao conseguem identificar
corretamente figuras que representam a metade de uma quantidade continua. Esse
indice de erros aparece estavel nas duas séries finais do Ensino Médio, o que nos
leva a refletir que o avango na escolaridade dos sujeitos nao parece estar
correspondendo a efetivas aprendizagens, ou talvez, esteja promovendo uma

espécie de cristalizacdo de concepgdes inadequadas.

Quem assinalou somente a letra (A), ndo obrigatoriamente faz parte de um grupo de

N 2 2 2 alunos que possui uma concepgao diferenciada

ou errada dos demais que assinalaram

corretamente as alternativas (A) e (B). Entretanto, o conceito de metade exige que
se reconhecam algumas outras situagcées como: numeros de partes pintadas iguais
a nao pintadas; condicdes de sobreposicdo das partes em equivaléncia das partes
pintadas, além da ndo exigéncia da “contigliidade” das partes entre elas. A letra (B)

nao é uma figura contigua, mas possui uma area pintada equivalente a nao pintada.

A escolha do aluno em marcar a letra (C), que obteve uma freqiiéncia de 18% entre
0s sujeitos, pode estar relacionada ao numero de partes nao-pintadas e pintadas,
numa razao qualquer de 1 para 2, ndo importando a divisdo equitativa entre elas,
gerando assim uma “fracdo ficticia” de 1/2.

A alternativa de marcar a letra (D) obteve um indice de 21% entre todos os alunos.
Levanta-se a hipotese que esses sujeitos estariam, também, se baseando em
aspectos puramente visuais, na medida em que poderiam estar associando uma

parte pintada para uma parte nao pintada.
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Na Figura 22 observam-se as informacdes quanto as respostas mais expressivas de
“metade” (ou meio), de acordo com a escolaridade do aluno.
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Figura 22 — Grafico percentual de erros na questao (5).

Praticamente, metade dos alunos assinalou apenas o item (A). Observamos que 0s
alunos tém uma grande tendéncia a identificar metades, apenas em figuras que
apresentam a configuracdo padrao (figuras prototipicas), fato que aparece como

mais evidente no Ensino Fundamental.

Os alunos se prenderam muito a visualizacdo, fato aparentemente natural, na
medida em que as fracbes sao apresentadas por meio de figuras, esquecendo das
relacbes parte-parte e parte-todo, importantes para as qualificacbes das fracoes.
Vale salientar da importancia do limite do meio®, usado por eles, para assinalar em

namero bastante expressivo, o item (A), em todas as séries.

Para Bryant (apud NUNES; BRYANT, 1997), o limite do meio possibilita nas
criangas, ndo so6 a definirem se as duas partes de um determinado “todo continuo”
sao iguais, mas permitem estabelecer a relacdo parte-parte, como também a

iniciarem a quantificacéo das fragdes.

Vimos, portanto, grande incidéncia de acertos onde havia o limite do meio entre as
partes [na figura (A)], ndo ocorrendo com as demais, pois ndo havia contiglidade em
suas partes. Consideravelmente, muitos alunos ndo deram importancia ao principio

da equivaléncia ou até as sobreposi¢cdes das partes da figura (B), fazendo com que

¥ Linha que divide uma figura possibilitando distinguir se a mesma, visualmente, foi dividida em duas partes
iguais.
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o limite do meio ndo pudesse ser considerado pelos alunos, obrigando-os a

encontrar outros procedimentos ou légicas para tanto.

Magalhdes (2004) e Alencar (2004), ambos trabalhando a mesma questdao com
alunos da 52 e 42 séries de escolas municipais do interior, obtiveram indices de
aproveitamento de 23% e 43%, respectivamente, sé admitindo como certa a letra
(A). A nossa média nas 5% séries atingiu 35%. Como certas (A) e (B), obtiveram,
respectivamente, 4% e 9%. A nossa 52 série obteve 5,54%, resultado bem préximo
do encontrado por Magalhaes, assim como dos alunos de Alencar na 42 série.

06) Diga que fracao esta representada na parte pintada, em cada uma das
figuras abaixo: a) b) c)

Sa
N4

Este item trabalha a representacdo geométrica das fragdes com significado parte-

todo, priorizando a verificagcdo do conhecimento do aluno diante de quantidades
continuas, revelando suas habilidades quanto a representacdo simbédlica de uma

fracao a partir de sua representacdo geométrica.

De acordo com os resultados do questionario respondido pelos alunos, alguns erros
se apresentaram e, para facilitar a leitura das legendas nos graficos confeccionados,
chamaremos de “parte-parte”, o erro no qual o aluno representa a fracdo na ordem
parte pintada/parte ndo-pintada (ou vice-versa); a “unid frac pint”, ou seja, a
representacao da fracdo correspondente é dada pela unidade fracionaria que detém
0 seu denominador, o numero de partes pintadas, ou seja, se houver cinco partes
pintadas, a fragdo sera 1/5, se houver oito partes pintadas a fracao seria 1/8, e
assim por diante, para qualquer total de partes que compunha a figura; e “fragédo inv”
a representacdo da fracdo na forma inversa, ou seja, se cinco partes foram pintadas
e o total de partes for dez, a fracdo correspondente seria 10/5 (inversa da correta
5/10), e assim por diante.

A questao (6a) é bastante conhecida nos exemplos de sala de aula e livros
didaticos. Sua estrutura ndo apresenta contiglidade das partes pintadas, mas pode
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ser considerada entre as trés, a mais familiar entre os alunos. E

Comum chaméa-la de um chocolate dividido em tabletes. A resposta

correta para expressar a fracao correspondente é 3/8 (irés oitavos) — numero que
corresponde a relacao parte-todo.

Conforme a Figura 23, a 62 série e 0 3° ano apresentaram melhor desempenho.

Performance na questao (6a) o acertos
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Figura 23 — Grafico percentual de desempenho na questao (6a).

Os erros e acertos igualaram em 45%, na média geral dos sujeitos. E importante
ressaltar que esse tipo de figura € explicitamente explorado em turmas de 52 e 62
séries, porém, mesmo se encontramos o0 maior indice de acertos em sujeitos da 62
série, nos causa estranheza o resultado encontrado entre os sujeitos de 52 série,

com apenas 30% de acertos ao item, contra mais de 60% na série posterior.

Os erros, que chegaram quase a metade dos sujeitos, podem ser observados na
Figura 24. A incidéncia maior foi de representar a fracdo com a relacdo parte-parte
(48%).
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Figura 24 — Grafico percentual de erros na questao (6a).

No Ensino Fundamental, a incidéncia desse erro (parte-parte), no caso, 3/5, 4/4 e
7/9 é bastante freqliente nas duas séries iniciais, aparecendo fortemente entre os
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sujeitos de 52 série. Mais uma vez observamos certa estabilidade desse tipo de
concepcgao entre os alunos das duas séries finais do Ensino Médio.

A ocorréncia do erro da unidade fracionaria pintada (unid frac pint), no caso, 1/3, 1/4
e 1/7, representar a fracao com o inverso do nimero de partes pintadas, é crescente
com a escolaridade.

O erro em representar a fracdo na forma inversa (fracédo inv), no caso, 8/3, 8/4 e
16/7 é crescente até a 72 série e decrescente no Ensino Médio com a escolaridade;

a ocorréncia de “outros” erros € mais encontrada no Ensino Fundamental.

A questao (6b) apresenta uma figura menos conhecida que a da questao (6a), mas
bastante presente nos livros didaticos, e os alunos a reconhecem como
uma pizza dividida em partes iguais. Sua representagao correta é 4/8
(quatro oitavos) — numero que corresponde a razao entre o numero de
partes pintada e total de partes da figura que foi dividida — com significado a relacao
parte-todo.

A média de acertos a esse item ficou por volta de 44%, o mesmo indice de acertos
do item (a) que atingiu 45%. Mais uma vez, podemos atribuir a familiaridade que os
alunos tém com esses tipos de figura a estabilidade dos percentuais de acertos.

3 t
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Figura 25 — Grafico percentual de desempenho na questao (6b).

Também nesse item, podemos encontrar o maior percentual de acertos entre os
sujeitos de 62 série e 0 menor percentual entre os sujeitos de 52 série (Figura 25).
Este crescente rendimento pode estar relacionado aos estudos das razbes e
proporgcées que se apresentam nesta fase escolar.

Esperava-se também que alguns sujeitos indicassem como resposta a fragao (1/2),
principalmente pelo fato de ser facilmente identificavel o deslocamento da parte
pintada inferior para a posicao superior.
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Entretanto, o grafico da Figura 26, nos mostra uma redugédo de 4% nas médias dos
erros “parte-parte” e “unid frac pint”, com uma estabilidade no indice do erro “fracédo

inv’ em 17%. As diferengas nos dois primeiros tipos de erros passaram para 0S

“outros”.
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Figura 26 — Grafico percentual de erros na questao (6b).

A questao (6¢), que pouco aparece em nossas salas de aula, tem sua figura
representada pelo numero 7/16 (sete dezesseis avos), fracdo que
representa como significado a relacdo parte-todo ou a razdo entre as

partes pintadas e o total de partes.

Observando o grafico da Figura 27, pode-se perceber que nao ha, entre esta
questao e a anterior, diferenca acentuada quanto ao desempenho dos alunos. Desta

vez, a média de questdes em branco ficou bem proxima de 10%.

O acertos
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Figura 27 — Gréfico percentual de desempenho na questao (6c¢).

De acordo com a nossa anadlise preliminar, foram previstos os erros “parte-parte” e
“fracdo inv’ como 0s que mais se apresentariam. Fato que se juntaria ao erro de
“unid frac pint” como esta sendo apresentado nos trés itens da questao (6). Assim,

podemos perceber na Figura 28, a confirmag¢ao do que previmos.
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Figura 28 — Grafico percentual de erros na questio (6¢).

O erro “parte-parte” decresce com a escolaridade no Ensino Fundamental e cresce
no Ensino Médio, até o 2° ano, voltando ao menor indice (40%) no 3% ano.

A unidade fracionaria com o denominador igual ao numero de partes pintadas (“unid
frac pint”), no caso (1/7), apresenta-se de forma crescente com a escolaridade.

Com excecao da 8?2 série, as séries centrais compdéem a maior incidéncia do erro

“fracao inv”, ou seja, (16/7).

Como vimos, entre as trés figuras, ndo existiu nenhum indice tdo expressivo que
diferenciasse o nivel de dificuldade quanto a forma ou a familiaridade entre os
alunos para que pudessem expressar a relacado parte-todo de forma correta.

Assim, podemos tomar como evidéncia a turma da 62 série que conseguiu 70% de
acerto em todos os itens, quando, por hipétese, trabalhando Razao e Propor¢cdes
com seus alunos, possibilitou chegar a esse nivel. Isto pode ser verificado na Figura
29 adiante.

Com o objetivo de verificar a performance dos alunos, consideramos 0s sujeitos que
responderam corretamente aos trés itens simultaneamente, cujo resultado se

encontra no grafico da figura seguinte.

Podemos observar que um quarto dos alunos de 52 série ndo respondeu a questao
(aos trés itens), o que pode demonstrar que esses sujeitos estariam com pouca
seguranca sobre os procedimentos a serem adotados.
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Figura 29 — Resumo gréfico percentual de desempenho na questéo (6).

A 5% série com o menor percentual de acertos, nos leva a refletir sobre a
necessidade de outros estudos permitirem identificar as causas desse fendbmeno, na
medida em que é justamente nessa etapa de escolaridade, que o trabalho com as
fracGes € bastante explorado, ou seja, as fracées sdo trabalhadas, explicitamente,

como um objeto de estudo.

Magalhdes (2004) aplicou esta questdo a alunos da 52 série e obteve indices de
erros de 44%, proximos de nosso resultado; Alencar (2004) e Lins (2004) aplicaram
a questao a alunos de 42 série e obtiveram em média 58% de erros, isto €, um

rendimento menor.

E interessante comparar os resultados obtidos nessa questdo com aqueles obtidos

LIT]

conceito de fragcdo no modelo parte-todo com o suporte de figuras

geomeétricas. Na questao (3) é solicitado que o aluno identifique na |
1

na questdao (3), na medida em que, ambos os itens exploram o - g

figura certa fracao (2/3), enquanto que na questao (6) o aluno deve

identificar a fragao correspondente a uma parte pintada.

Observa-se que a performance dos sujeitos ndo € muito alterada em fung¢éo do tipo
de acao solicitada com 40% de acertos na questédo (3) e 50% na questao (6). Essa
diferenca poderia ser explicada pelo fato de, na questao (3), aparecer, mesmo que
de forma implicita, a idéia de equivaléncia de fragées.

Entretanto, o baixo indice de acertos nas duas questdes nos leva a refletir sobre os
efeitos do privilégio que é dado ao modelo parte-todo no trabalho escolar com
fracOes. Esses resultados avancam na direcao dos resultados obtidos por Stengel e
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Nodding (1982, apud CRUZ, 2003), que consideram este modelo de abordar
fracbées, 0 esquema parte-todo, um obstaculo para a aprendizagem das criancas,
pois elas ndo sao levadas a uma ampla compreensao dos nimeros racionais. Em
outras palavras, nesse modelo, as criancas sdo conduzidas a entenderem fragdes

como parte de coisas (tortas, chocolates, barras) e ndo como um nimero em si.

07) Dois rapazes receberam a mesma quantia em dinheiro. Um decidiu
economizar 1/4 da sua quantia, e o outro decidiu economizar 5/20 da sua

quantia. Assinale a resposta correta:

a) S é maior que 1 b) 1 é maior que S
20 4 4 20

1 .
c) % e representam a mesma quantia

Esta questdo mobiliza a idéia de fracado como operador. Nao é composta por figuras

geométricas e envolve conhecimentos de equivaléncia.

Na Figura 30, podemos observar o desempenho dos sujeitos quanto ao

conhecimento de equivaléncia das fracoes.

a) 5/20>1/4|  Performance na questdo (7)
70 —|Ob) 1/4 > 5/20

60 +-{@Oc) 520 =1/4
50 |{Obranco

40
30 1
20
10
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Figura 30 — Grafico percentual de desempenho na questao (7).

Nessa questdo, a performance dos sujeitos cresce de forma associada a
escolaridade. Apenas entre os sujeitos do segundo ano do Ensino Médio tivemos

uma queda de rendimento. Mais uma vez, podemos observar o baixo indice de
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acertos entre os alunos de 52 série com aproximadamente 5% de acertos ao item.
Seria interessante, em estudos posteriores, buscar identificar se esse fendbmeno é
restrito aos sujeitos de nosso trabalho ou se € um fenémeno comum em grupos com
essa escolaridade, pois 0 esquema metodolégico por nés adotado ndo nos permite

avancar em outras hipoteses.

E preciso ressaltar, porém, que Magalhaes (2004), ao 