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Resumo

Este trabalho de pesquisa aborda o estudo das Fracoes Continuas, mais especifica-
mente, das Fragcoes Continuas Simples e algumas de suas aplicagoes. Como embasamento
desta dissertacao, foram utilizados alguns artigos e obras, os quais contribuiram desde o seu
desenvolvimento, de forma sistematizada, até se chegar ao seu objetivo final, a saber: propor

sugestoes de aplicagoes que possam ser trabalhadas com alunos do nivel médio de ensino.

Palavras-chave: Fracoes Continuas; Aproximacao ; Irracionais Quadraticos; Equacoes

Diofantinas; Equacoes de Pell; Logaritmos.



Abstract

This work studies the Continued Fractions, more specifically the Simple Continued
Fractions, as well as some of its applications. Several articles and works were used as a base of
this dissertation, which have contributed not only to its development, in a systematic way, but

also to its main purpose: to propose some applicationss to be worked with High School students.

Keywords: Continued Fraction; Approximation ; Quadratic Irrational Numbers;

Diophantine Equations; Pell’s Equation; Logarithm.
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Introducao

E préprio da educagao a mudanga. A educacao nao é (e nem deve ser) estatica. Porém,
algumas mudangas trazem consigo perdas. Neste sentido e, mais especificamente, no que tange
aos componentes curriculares da matematica, alguns contetidos deixaram de fazer parte da
proposta curricular do Ensino Béasico. Um deles é o tema abordado no presente trabalho:
Fragoes Continuas. Contudo, a proposta apresentada aqui nao tem como pretensao elencar
motivos que concorram para incluir tal contetido no curriculo do Ensino Bésico. O intuito é
deixar a disposicao dos leitores um material que lhes sirvam para aprofundamento ou pesquisa,
no qual o principal ptblico-alvo sao os professores do Ensino Basico. O trabalho esté organizado

conforme descrevemos a seguir.

O primeiro capitulo discorre sobre um breve contexto histérico no qual o tema “Fracoes
Continuas”, esta inserido na Histéria da Matemaéatica. Também apresenta algumas definicoes,
teoremas, proposicoes e exemplos bésicos sobre o assunto. Sao de grande importancia para
o estudo das Fragoes Continuas, alguns resultados obtidos neste capitulo, tais como: a unici-
dade da representacao dos nimeros irracionais sob a forma de um fragao continua infinita; a
unicidade, a menos do ultimo termo, da representacao dos niimeros racionais sob a forma de
uma fragao continua finita; resultados obtidos a partir da definicao de convergentes da fragao
continua de um ntimero real. Também mostramos que as Fracoes Continuas podem ser usadas

como uma poderosa ferramenta para aproximar ntimeros irracionais por racionais.

No segundo capitulo é abordado o Teorema de Lagrange, o qual afirma que a fragao
continua infinita, que representa um numero irracional, é periddica se, e somente se, este niimero
for uma irracionalidade quadrdtica. A partir de observagoes feitas sobre o comportamento dos
periodos das Fracoes Continuas que representam os irracionais quadraticos, sao demonstrados

alguns teoremas e proposicoes que nos fornecem as regularidades apresentadas por alguns des-



tes numeros, quando representados sob a forma de fragoes continuas. Sao topicos, ainda do
segundo capitulo, a apresentacao de métodos de resolucao que nos fornegcam solugoes inteiras
para Equacoes Diofantinas e Equacgoes de Pell, além da obtencao de valores aproximados para
logaritmos, utilizando-se Fragoes Continuas. Por fim, é feita a expansao do ntimero e por meio
de fracdo continua que, apesar de ser infinita e nao periédica, apresenta um comportamento

que nos permite expandi-la o tanto quanto quisermos.

Tendo em vista que o principal publico-alvo deste trabalho sao professores de ma-
tematica do Ensino Basico, dedicamos o terceiro capitulo a apresentar uma sugestao de ati-
vidades com aplicacoes que podem ser trabalhadas com alunos de Nivel Médio. Uma das
atividades sugeridas, consiste na apresentacao, manipulagao e confeccao de um quebra-cabeca
que certamente ira promover questionamentos e discussoes entre os discentes. E, ao serem apre-
sentadas respostas, a partir do uso de Fragoes Continuas, que justifiquem tais questionamentos,

¢é bem provavel que seja manifesto o interesse dos alunos em estudar tal assunto.



Capitulo 1

Preliminares e principais resultados

1.1 Aspectos Histéricos

O primeiro matematico a tratar Fracoes Continuas como objeto de estudo foi o britanico
John Wallis (1616-1703), apresentando e desenvolvendo, em seu livro - Arithimetica Infinito-

rium(1655) - a igualdade abaixo, conhecida por Produto de Wallis.
T 3.3.55.779...

4  24.46.6.88...

No entanto, ha registros de um método resolutivo para se encontrar solugoes inteiras
de Equagoes Diofantinas, a partir de um desenvolvimento que assemelha-se ao método utilizado
para se encontrar a fracao continua de um nimero. Método este, utilizado pelo matematico e
astronomo hindu, Ariabata (476-550). Mas, o método usado por Ariabata sé foi generalizado

mais tarde, pelo matemaético (também hindu), Bhascara II, no sec. XII.

Retrocedendo ainda mais, em meados de 306 a.C., o matematico Euclides de Alexandria
(360 a.C.-295 a.C.) apresenta em sua obra, intitulada Os Elementos, um algoritmo denominado
Algoritmo da Divisao de FEuclides, do qual se pode fazer uso para obter a fragdo continua de

qualquer numero racional.

Em outros momentos, anteriores a Wallis, este tipo de fracao também foi utilizada
pelos matemaéticos italianos Rafael Bombelli (1526-1572) e Pietro Antonio Cataldi (1548-1626).

Porém, eles nao se aprofundaram no assunto. Bombelli, em 1575, no seu livro Algebra, usa este

3



tipo de fracao para aproximar raizes quadréticas, como por exemplo /13. Cataldi, obteve a

expressao

1
1

2+...

2+

2+
2+

O matemético inglés, William Brouncker (1620-1684), um dos fundadores da Royal

Society, manipulando o Produto de Wallis, chegou ao seguinte resultado:

=1+

4 1
T 9
25
49

2+...

2+

2+
2+

Somente apds Brouncker obter a identidade acima, é que, em 1692, surge pela primeira
vez, o termo Fracao Continua, utilizado por Wallis em seu livro, Opera Mathematica. Poste-
riormente, o matematico e fisico Leonard Euler (1707-1783) encontrou o desenvolvimento do

nimero e por fracao continua, a saber:

e=2+

1+

2+

1+
1+

1
1

14+...

4+
1+

Ja no século XX, as fragoes continuas foram utilizadas, por exemplo, para desenvolver
algoritmos de fatorizagao prima, ou algoritmos para céculos de logaritmos. Enfim, atualmente
as fragoes continuas sao aplicadas em outras areas, além da matematica, como em Ciéncia da

Computagao e Fisica.

1.2 Definicoes basicas e exemplos

Desde o ensino bésico, aprendemos algumas formas de representar um nimero real.

No entanto, existe uma abordagem deste assunto que nao se faz presente neste nivel de ensino,



a saber: a representacao de um numero real sob a forma de fracao continua, o que consiste
numa ‘sucessao infinita de fragoes encaixadas umas nas outras”. Todo niimero real pode ser

expandido sob a forma de fragao continua e apds a definicao que se segue, como exemplo,

faremos a expansao dos nimeros 22 e /29 em fracao continua. Posteriori, generalizaremos o
12 )

algoritmo para se obter tal expansao.

DEFINICAO 1.1. Uma fracao continua de um nimero real x é uma expressao dada por

by
by ’
b3
b
Qy + —4

T =a+
CL2+
CL3+

em que an, b, € Z para todo n € N e ay; € a parte inteira do niumero real x, que representamos
pora; = |x|. Ou seja, |x| € um nimero inteiro tal que, x| < x < |z]+ 1. No caso particular

em que b, =1, para todon € N, a fracao continua é chamada de simples. Neste caso, temos
1
r=a+ i
ag +
as +

Denotamos a expressdo acima por x = [ay; ag, as, ay, - . .|.

Observacao 1.1. Trabalharemos, a partir de agora, apenas com as Fragoes Continuas Simples

e, nao sendo tao especificos, assumiremos chamad-las apenas de Fragoes Continuas.

Exemplo 1.1. Escrevamos a representagao por fracao continua do niumero racional %

Solucao:
35 11 35 1
3B=212411= —==24+—=>—=2+ —
+ 12 + 12 12 * %
12 1
2=11141= —=1+ —
* 11 * 11
Entao, a fracao continua que representa % é
35 1
— =04 —
12 I+
ou
35
— =[2;1,11].



Exemplo 1.2. Escrevamos a representacao por fracdo continua do niumero irracional v/29.

1 2945
Solugiior [r| = V3] =5 VI =5+ 4 = = 5:V_4+

1 1 4 4(vV29+3)  V29+3
Ty — 2 \/2_9+5_2 V29 -3 20 5

4
1 1 5 5(V29+2) V29 +2

L$2J:2:>$2:2+x—13:>1‘3:

L[E3J21:ZE3:1+$—1‘1§J]4:

rs—1 2043 1:m_2: 25 5
5
1 1 5 5(vV29+3)  V29+3
rl=1=>x,=1+L =25 = = = = =
[ 4] 4 T 1 Va9 2 V-3 20 4
5

1 1 4 4(V29+5)
$5—2_\/@+3_2_\/E—5 4

=v29+5

L$5J:2:>$5:2+xi6:>$6:

4

1 1 1 V2945
6] =10 = 26 =10+ ~ = 27 = = = =
L6 6 a7 T a6—10  V29+5-10 V295 4

Como 7 = Ta, temos também rg = T3,T9g = Ty,T10 = T5,T11 = T, T12 = Tg €, assim por

diante. Portanto, temos

1
V29 =5+

2+

1+
1+

2+
10 +

2+ 1

1
1

1+

1+
2+ ———
1
10+ —
ou ‘

V29 =1[5;2,1,1,2,10,2,1,1,2,10, .. .].

De um modo geral, dado um ntmero real x, descreveremos um método para escrever

este niimero sob a representacao de fracao continua.

Sejam 1 = x e a; = |x] = |x1|. Se x; € Z, entdo a; = x; e, segue que a fracao

continua de z é x = [a;]. Caso contrério, teremos

a=|r|<r<a+1=0<z—-a<1l= > 1.

T —aq



. 1 N N
Sejam 19 = —— e ag = L:@j Se x9 € Z, entao x9 = ay e, portanto, a fracao continua de x
Iy —aq

¢ x = [ay; ag]. Caso contrario, teremos

1
ag =T <ra<as+1=0<z3—as<1=———>1.

Tg — a2
. 1 - ~ , .
Sejam x3 = —— e ag = |x3]. Se x3 € Z, entdo a fracdo continua de z é x = [a;as, as),
T — A2
pois a3 = r3 = —— = x5 = ay + —. Caso contrario, teremos
Ty — G2 as

1
a3 = |r3] <r3<az3+1=0<z3—a3<1=——> 1.
T3 — as

Seguindo este procedimento, definimos recursivamente os termos x,, e a, como segue:

r1 =
1
Tpi1 = ——;se T, & Z,sendo a, = |z,] (1.1)
n — An
r=lay;as,...,a,);8e x, €Z

Usando a notagao

[bl;an"'7bn] - bl + —1a
by + T
o
na qual b; ¢ um ntumero real para todo ¢ € N e 1 < ¢ < n, provaremos a partir de 1.1 que se
[ai;as,...,ay,,...] é afragdo continua que representa o nimero real z, entdo = também pode

ser denotado por

1
r=lay;ag, ..., 0y, Tpy1] = a1 + i
az + 1
-
xn+1
Vamos mostrar, por inducao, que a igualdade acima ¢é valida.
Para n = 1, temos [z1] = 1 = x.
Para n = 2, temos [a1; 23] = a1+ — = a1 + 11 — ay = 21 = .
)
Suponha que [aq; as, ..., a,_1, %, = x. Entéo,
1 1
lay;ag, ... an, Tpy1] = a1 + i =a; + i =
as + ' 1 as + ' 1




= [ar; a9, ..., 4y, Tni1] = a1 + —T = [ai;ag, ... ¢, 1,2,] = .
Gy + ——71"

Tn

Portanto, pelo Principio de Inducao Finita, mostramos o que queriamos.
Além disso, a, > 1,Vn > 1, pois se x,,_1 ¢ Z, entao

Ap—1 = an—lJ <Tp1<Op1+1=20<z41—0Cr1 <1=

1
Sy > 1 ay = |2, > L.
Tp—1 — Gp-1

Com base no método descrito anteriormente para encontrar a representacao por fracao
continua de um numero real, obtemos o seguinte resultado: A expansdo de um nimero irracional
em fracao continua € infinita, enquanto que a erpansao torna-se finita quando este niumero é

racional. A proposicao a seguir é equivalente a esta afirmacao.

PROPOSIGAO 1.1. Seja x um nimero real. A fragdo continua de x € finita se, e somente se, x

for racional.

Demonstragao: (=) Seja = [ay, a9, ...,a,| a fracdo continua de z, ou seja, x possui uma
fracao continua finita. Como aq, as, ..., a, € Z, entao x € QQ, uma vez que
1
r=a;+ —1
ap + ———
2 ] 1
., + -
Qn

(<) Note que, se z € Z, entdo « = [z]. Considere z € Q\Z, ou seja, z = £ (com p/q irredutivel)
eq#0.

Pelo Algoritmo da Divisao de Euclides, existem tnicos a; e r; niimeros inteiros, com

0 <r <gq, tais que p = a;q + r1. Logo,

ai. T T 1
q q q q q q =
1

Usando mais uma vez o Algoritmo da Divisao de Euclides para os ntmeros ¢ e rq, existem

unicos numeros inteiros a; e rq, tais que

q=as.r1+1y ,com 0<7ry<ry.



Se ro = 0, entao

— = a3.

Dai,
b .
—=a+— = x=|a;a.
a2

Se ry #£ 0, repete-se o processo anterior, obtendo

q az.Ty = T2 q T2 q 1
1 ™ 1 1 ™ 1 o
Procedemos da mesma forma, com a fracao %, e repetimos este processo até que r, = 0

para algum n. Como r, um numero inteiro, é fato que para algum n obteremos r, = 0, pois
0<r, <rp.1<...<re <.

Quando 7, = 0, teremos

Theo = Qp.Typ_1+ 1T = Tn2 ,
n—1
e, portanto
T = L a + ! 1
q as + 1
as + 1

a4 + - 1

=

an
Dessa forma, teremos a fracao continua de z é finita. |

Observe que, ao usarmos o Algoritmo da divisio de FEuclides para determinarmos
ai,as, ..., a,, tais termos sao determinados de maneira tnica. Mais adiante, discutiremos sobre

a unicidade da representacao de um nimero real x sob a forma de fracao continua.

Exemplo 1.3. Usaremos fracées continuas para representar o nimero irracional /7.

Solugao: Como vimos anteriormente, devemos proceder da seguinte forma:

|_332J:1:>$2:1+$:>é:@—1:>1'3:\/$_1:>£L'3:@
LZ‘3J:1:>$3:1+$:>i:\/?2+1—1:>l’4:\/72_1:>x4:\/?3+1
L[L’4J:1:1’4:1—%%@1—15:\/?;_1—1@1‘5:\/?272@1’5:\/7—%2

VT +2
|_$5J:4:>$5:1+$:>é:\/?+2—4:>$6:ﬁ:>$6:ﬁ:>l’6272$2

Como xg = 9, temos também x; = x3, rg = x4, T9g = T19, g = To €, assim por diante. Portanto,

temos
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ou

VT=1[21,1,1,4,1,1,1,4,.. ].

Além de observarmos que a fracdo continua de /7 é infinita, também é interessante
o fato de que /7 ao ser representado como uma fracio continua, nos fornece uma sequéncia
peridédica e que, por esse motivo serd denominada fracao continua periddica. Mais adiante,

discutiremos sobre este topico.

Fazer uma abordagem sobre essa forma de representacao de niimeros racionais, no nivel
bésico de ensino, pode parecer um tanto desnecessaria e complicada. Porém, este contetido pode
ser repassado de forma mais direta e clara para os alunos (por exemplo, mostrar a representagao
dos nimeros racionais e das raizes quadradas em forma de fra¢ao continua), sem necessariamente
recorrer as demonstracoes dos resultados, e posteriormente ser um pouco mais explorado em
séries finais do ensino médio (por exemplo, fazendo uma abordagem no estudo de sequéncias).
Contudo, o foco do presente trabalho é apresentar o uso das fragoes continuas como um método,

dentre outros, para se obter boas aproximacgoes de ntimeros irracionais.

1.3 Melhor Aproximacgao

Uma importante propriedade do conjunto dos numeros reais é que para qualquer
nimero real x, podemos obter aproximacoes para x por meio de numeros racionais que po-
dem ser tao boas o quanto desejarmos, pois tomando-se qualquer ntiimero real positivo a, existe
um nimero racional b, tal que |z —b| < a. Abordaremos nesta se¢ao, o uso de Fragoes Continuas

como uma poderosa ferramenta para se fazer tais aproximacoes, dando maior destaque quando
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x for irracional.

Estamos bastante familiarizados em aproximar niimeros irracionais por meio de niimeros
decimais que quando escritos sob forma de fracao tém como denominador uma poténcia de 10.
Sabemos que quanto maior o denominador, melhor serd nossa aproximacao. Porém, as poténcias

da forma 10", “crescem de forma acelerada” a medida que n aumenta.

Torna-se razoavel, diante do exposto, fazermos a seguinte indagacao: Dada uma fra¢ao
a . s . . . ’ . ~ p
— que aprorima um numero irracional x, seria possivel tomarmos uma aproximagao — para
b q
x mais eficiente que esta, com a,b,p,q nimeros inteiros? (Entenda-se como eficiente uma
aproximacao tal que o denominador ¢ seja maior que o denominador b). Mostraremos que a

resposta para esta pergunta é afirmativa.

Vimos que v/7 = [2;1,1,1,4,1,1,1,4,...]. A partir desta fracio continua, consideremos

7Y Y Y ) Ty )

a sequéncia (C1,Cy,Cs, ..., C,) de forma que para todo n natural
Cy=1[2],Cy=12;1],C3 =[2;1,1],...,C,, = [2;1,1,...,a,].

E observemos que

C,=[2] =
Cy=[2;1]=2+1=3
1 5
032[2’1’1]:2+1+l:2+_:§:2’5
' 1 1 2 8
Cy=1[2;1,1,1] =2+ =2+ =24+ - =24 - =—-=2,6666666...
1 1+1 3 33
1—|—1+1 2 2
1
1 1 9 37
Cs=1[2;1,1,1,4] =2+ i :2+—1:2+_5:2+ﬁ:ﬁg
1 —
+4
= 2,6428571429
1 1 1
Ce=1[2;1,1,1,4,1] =2+ i =24+ 1 :2+—1:
1+ 1 1+—1 1+—5
I+ ———— 1+ — 1+6
I+ — 1+ ¢
4 _
+1
11 45
=2+ G = + — = — = 2,6470588235.
1+ 8 17 17
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Com o auxilio de uma calculadora de 11 digitos, obtemos que /7 22 2,6457513110.
Ou seja, o Cg aproxima /7 por duas casas decimais, sendo 17 o seu denominador, enquanto
que na aproximacao decimal por duas casas decimais temos o denominador 100. A sequéncia
(C1,Cy,C3,Cy, ..., C,) se aproxima cada vez mais da /7 & medida que n aumenta. De uma

maneira mais geral, definimos:

DEFINIGAO 1.2. Se x = [ay;az, as,...| € uma representacdo por fra¢ao continua de um nimero
real x, chamamos convergentes, cada termo da sequéncia (Cy,Co,Cs,...,Cy,...), em que
C1 = [a],Cy = [a1;a] ,C3 = [ay; a9,a3], ..., Cp = [ay;a2,a3, ... ,a,],Vn € N.

O n-ésimo termo desta sequéncia serd chamado de n-ésimo convergente da fra¢ao continua de

x.

Os convergentes, assim sao chamados, pois quando x é um nimero real a sequéncia (Cy, Cy, Cs, . ..

converge para x. Mostraremos este resultado no final desta secao. Observemos que, por de-
finigao, os convergentes de uma fragao continua sao todos niimeros racionais e, portanto, podem

ser escritos sob a forma %’. Assim, assumiremos a partir de agora, que — é o nimero racional
n

;. ~ . . . Pn
correspondente ao n-ésimo convergente de uma fracao continua, isto é, €, = —, para todo n
n

natural.

PROPOSICAO 1.2. Dada uma sequéncia de nimeros reais positivos ai, as,as, . .., definimos as

sequéncias (pn) e (qn) por
p1=0;  po=1 p=a; p=antl g =1L  @=0  qa=1

go = Qg; Pn = ApPn—1 + Pn—2 € Qn = GnQn-1 1 qn—2.

Entao

lai; ag, as, ..., ap] = a; + I :&,Vn>0.
CL2—|—— Qn

az + ————
. 1

an

Demonstracao: Usemos o Principio de Indugao Finita para provar esta afirmacao.

Para n = 1, temos [a;] = a3 =p; = % -y
Uil

1 ajas + 1
Para n = 2, temos [ai;as] = a3 + — = Mz + 1 _ P2
az a2 42
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Seja a sentenca P (n): Dada a sequéncia (b;) de n nimeros reais positivos. Se as sequéncias
(ps) e (gi), com 0 < i < n, sdo definidas por p; = bp;i1 + pi2 € ¢ = bigi_1 + ¢i_o, entao
[br, ..., ba] = L2
Suponha que P (n) é verdade para algum n > 2. Vamos provar que P (n) = P (n+1).
Seja ay, as, ..., a,+1 uma sequéncia de n + 1 nimeros reais positivos, sejam (p;) e (g;), com
0 <1 <n+ 1 sequeéncias definidas por p; = a;p;_1 + pi—2 € ¢; = a;q;—1 + ¢;_2. Entao,

1

lai;az,as,. .., ay, Gpni1] = a3 + i = |a;as,as,...,0,_1,0, +
a2-+

Ap+1

a3<+

1
1

an+1

S
a, +

Sejam (p;) e (q}) sequéncias definidas por p, = b;p,_ | + pi_y € ¢} = bigi_y + ¢;_5, em que

1 - .
bp = a1,by = as,b3 = as,...,bp_1 = a,_1,b, = a, + ——, temos entao, pela hipdtese de
an+1
inducao, que

1 o
. _ n
[al,aQ,ag,...,anl,an—+ =
QAp1 qn

Pela definigao das sequéncias (p}) e (¢}), segue que

1
(- Py + P
p_;L _ ( anH) L P _ Op4 (anp;z—l +p{n—2) +p;z—1.
/ 1 - / / /
In (an + - > q;bfl + q;L72 An1 (a’VLQn—l + Qn—2) + dn—1
n+1

Note que para 0 < i < n — 1, temos p, = p; e ¢. = ¢;. Logo,

P Gpg1 (@nPu—1 + Pno2) +Pn-1

q, Ant1 (AnGn-1 + Gn—2) + ¢n—1

Por definicao, também temos p,, = @npPrn_1 + Pn_2 € ¢ = AnQn_1 + Qn_o.
p% an+1pn'+]%kﬂ ::pn+1

Portanto, —* = . Logo,
qn Gp41Gn +'anl qn+1
/
p Pni1
la; a2, a3, ..., aQp, Gni1] = = = .
Qn Qn+1
E, pelo Principio de Indugao Finita, a afirmacao é vélida para qualquer n > 0. ]
COROLARIO 1.1. Dado um nimero real x e sua fragao continua x = [ay;as,as,...]. Temos

PnGn-1 — Pn_1Gn = (—1)", para todo n > 0.

Demonstracao: Usemos inducgao, para provar esta afirmacao.

Para n = 0, temos pog_1 — p_1go = 1.1 —-0.0=1= (—1)0.
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Para n = 1, temos p1go — poq1 = a;.0 — 1.1 = —1 = (—1)1.

Para n = 2, temos paq1 — p1go = (aga; + 1) .1 —ajas =1 = (—1)2.

Suponhamos que para um certo n > 2 a igualdade abaixo seja valida.

Pndn—-1 — Pn—14n = (_1)n

Vamos provar que para n + 1 a afirmacao também é valida. De fato,

Pn+19n—PnGn+1 = (anJrlpn + pnfl) Gn—DPn (an+1Qn + anl) = Pn—-149n—Pnln-1 = — (pnqnfl - pn71Qn) .

Dali, pela hipdtese de inducao, temos

Pn+19n — Pnln4+1 = — (ann—l _pn71Qn> = - (_1)n = (_1)?’L+1 .

Logo, pelo Principio de Inducao Finita, a afirmacao é valida para qualquer n > 0. ]

Pn—1Tn + Pn—2

COROLARIO 1.2. Temos, para todo n > 0, x = ,
4n—1Tn + qn—2

z € R.

Demonstragao: Pela Proposicao 1.2, temos

& _ TnPn—1 + Pn—2 .

r=1a1,09,...,Ty| =
[ b ] qn Tndn—1 +Qn—2

n—2 — Qn—2T
Observacao 1.2. Por manipulacao da igualdade do Corolario 1.2, obtemos que x,, = Pn=2 7 n-2%
qn—1T — Pn—-1

Vejamos:
T = Pn—1Tn +pn—2

& TTnGpn-1+ Tqn—2 = TpPp_1 + Pn_2 <
n—1Tn + dn—2

Pn—2 — qn2T
S Ty (¢ra1T — Ppe1) = Pns — Qoo & T, = —————.
Gn—1T — Pn—1

|
Na Definicao 1.2, usamos uma representacao por fragao continua para um numero real z.
Entretanto, esta representacao é tinica quando z for um niimero irracional, conforme é mostrado

no resultado a seguir.

COROLARIO 1.3. Seja x wm nimero irracional, entao sua representagdo sob forma de fragdo

continua é unica.
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Demonstragao: Considere x = [a1;ag, ..., 0, yi1] = [b1; 2, . .., by, Bni1] duas representagoes

por fragdo continua de um nimero irracional x. Dai, temos |x| = ay e || = by, logo, a; = b;.

Também temos x = a; + g o que implica x9 = , em que |z3| = ap. Da mesma forma,

2 r—a

x = by + —, o que implica z, = , em que |xo] = by. Dai, como a; = by, segue que

1
X2 x—b
a9 = bg.

Suponha, por indugao, que a; = b;, para 1 < i < n. Entao,

lay;ag, ... a;)) = [b1; b, ..., b :‘&, para 1 <i <n.

%

Pelo Corolario 1.2, temos

. Pn—1 — Gn—1T .
Opp1 = ——————— = 577,—1-1-
qnT — Pn

Portanto, oy, 11 = Bny1, 0 que implica |a,11| = api1 = [Bny1] = buyr. Entao, pelo Principio
de Inducgao Finita, temos a, = b,, para todo n > 0. Ou seja, a maneira de representar um

numero irracional z por fracao continua é tnica. |

Observacao 1.3. Vale salientar que nao temos unicidade na representacdo de um nimero raci-

onal por fracao continua. Neste caso, hd duas formas de representd-las. De fato, considere a

fracdo continua finita x = [ay;aq, . .., ay,).
Se a, =1, entao x = [as;as,...,a,_2,a,_1 + 1]. De fato,
1 1
T =a+ 1 =a; + i
as + N 1 ao + 3 1
-t L1 -t 1
Qp— - Ap— -—
LT 2 (ap1 + 1)
Se a, # 1, entao x = [as;as,...,a,_1,a, — 1,1]. De fato,
1 1
r=a+———g—=a+ T
as + —1 as + . 1
a
" -1+ ————7
n 1 7
(00— 1)+
) D (_1)n+1
COROLARIO 1.4. Temos, para todon >0, v — — = , com x € R.

& (@Tnt1n + 1) Gn
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Demonstragao: Pelo Corolario 1.2, temos

Pn  Tni1Pn tPn1 Pn  4n (Tns1Pn + Po-1) = P (Tnt1@n + Gn1) _

dn Tpt1qn + Gn-1 qn Gn (In—HQn + Qn—l)

Pn—1qn — PnQn-1  — (ann—l — pn—lQn) o — (_1)n _ <_1)n+1

B (mn—Q—IQn + Qn—l) Adn B (xn—i-lqn + Qn—l) dn (xn—i-lqn + Qn—l) dn ($n+IQn + Qn—l) dn '
[ |

COROLARIO 1.5. Sob as hipdteses da Proposicao 1.2, se ay # 0, entdo

Pn . n .
- [anaan—ban—%"';al] € - [anaan—laan—2a"'7a2]-
Pn—1 dn—1

Demonstragao: Sabemos que p, = a,pn_1 + pn_2, 0 que implica nas igualdades abaixo

Pn Pn—2 1
=ty + —— = an +
Pn—1 Pn—1 Pn—1
Prn—2
Pn—1 Pn—3 1
= Qp—1 + = Qp—1 +
Prn—2 Prn—2 Pn—2
Pn-3
Pn—2 Pn—4 1
= Qp—2 + = Qp—2 +
Pn-3 Pn—3 Pn=3
Pn—4a
12 = Q9 + @ — a2 + -
N h ai

=a, + 1 = [ap; Qp_1,0pn_2, ..., 0, a1].

a2+—
a1

Como ¢, = anGn_1 + Gn_2, obtemos analogamente que

. 1

¢ = a, + = [an;an—lvan—Qw"aaQ]a
qn—1 1
Ap—1 +

Qp—2 +

como queriamos demonstrar. ]
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Calculamos, em outro momento, os convergentes da fracao continua de /7. Agora, observemos

que
2
@=—§&=§§—5=§§\ﬁ
o 17 ¢ 27¢ 14
e
4
7§Z£:_5§22_§§_2:§.
6 177 q 37 q 1
Podemos entao concluir que, se n for impar, entao Pn < Prt2 < VT e, se n for par, entao
an dn+2
VT < P2 < Pno Mais ainda: sera que este fato ocorre com os convergentes da fragao

Un+2 an
continua de qualquer nimero real 7 A proposicao a seguir mostra respostas afirmativas para

as duas perguntas.

PROPOSICAO 1.3. Para todo k >0 e x € R, temos

D2k—1 < D2k+1 <r< D2k+2 < D2k

Q2k—1  Q2k+1  Q2k+2 Q2K

DemonStragaO: Temos Pn+2 = An+2Pn+1 T Pn € Gnt2 = Qni2Qnt+1 + Gn- Entao

P2 Pn _ Gni2Pnt1 + D0 P Qo (@ni2Pnst + Pn) = Po (@ns2@ni + Gn)

qn+2 Gn Qp+2Qqn+1 + dn dn B qn (anJrQQnJrl + Qn)

Pniy2  Pn _ An42 (Pn+1CIn - annJrl).

qn+2 qn qnqn+2

-1 n+1 a
Como Pus1Gn — Palnr1 = (—1)"", segue que Pri2  Pr _ ED™ anye nt2
n+2  Gn nQdn+2

an . n n s - . n
—"*2_ > 0 para todo n. Logo, o sinal de Ptz Pn g igual ao sinal de (—1)"*".

qnn+2 qn+2 dn

Temos

Desta forma:

e Se n for par (n = 2k), entao Povz Do (ou Pokra D2k 0). Ou seja, Pobra D2k,

Un+2  qn Q2k+2 Q2% Q2k+2 92k

e Se n for impar (n = 2k — 1), temos Dz oo g (ou Pokrr Dokt 0). Isto é,
Gn+2  qn Q2k+1  Q2k-1

2k+1 2k—1
P2k+ > b '
q2k+1 q2k—1
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, . , . Pn (_1)n+1 Pn
Além disso, pelo Corolario 1.4, sabemos que © — — = . Logo, v — — é
G (Tnt1Gn + Ga1) Gn an
" . . . , Dak—1 D2k
positivo quando n é impar e, negativo, caso n seja par. Dai, <xr < —.
q2k-1 a2k

Todas estas desigualdades, mostram que, para todo £ > 0, temos

2k—1 2k+1 2k+2 2k
p < P2+ Pakt2 P2k

<z<

q2k—1 q2k+1 q2k+2 q2k

Observe que a tabela a seguir, satisfaz a recorréncia da Proposicao 1.2 e, sempre que
for preciso, usaremos de sua praticidade para o calculo de convergentes da fragdao continua de

um numero x.

1| =110 1 2 3 n
a; ai as as a,
pil 0 |1]a1.1+40=a; | aspr+1=as.a1+1|az.ps+pi|...| @GPn-1+ Pn_o
¢ | 1 |0 . 0+1=1 az.1+0=ay asqo+q1 | ... | QnGn_1 + Gn_o

Tabela 1.1: Calculo de Convergentes

Por exemplo, sabemos que /7 = [2;1,1,1,4,1,1,1,4,1,1,1,4,...] = 2,6457513111...

v | —=1]01112|3}4, 56| 7] 8] 9

a; 1j1{1{4}1 (1] 1| 4

N | DN

3158|3745 |82 | 127 | 590

| 1 |01 ]1|2]3 14|17 |31 | 48 | 223

Tabela 1.2: Célculo de Convergentes de N

Tomando o quinto e o sétimo convergentes da fracao continua de /7 calculados na

tabela acima, podemos fazer as seguintes comparagoes:

’\f— < ‘\/'—264 c ’\f?—

100 1693 1000

2645
<3

Com base nestas desigualdades, podemos perceber que 7 ﬂ e % sao melhores aproximagoes que

% e %, respectivamente, além de possuirem denominadores bem menores.

LEMA 1.1. A sequéncia (q,) da Tabela 1.1 € estritamente crescente para n > 1, sendo q; < ¢a.
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Demonstracao: De fato, ¢ > ¢o, pois ¢ = 1 e g0 = as > 1. Agora, observemos que para
n > 1, temos ¢, < Gpy1Gn, POIS ap1 > 1. Portanto, ¢, < ant1Gn + ¢n—1 = Gn+1, POIS ¢,—1 > 0.

Ou seja, ¢, < @ny1 para todo n > 1. [ |

O teorema a seguir, mostra que, sempre existird um convergente de uma fragao continua de um
numero real x que se aproxime mais de x (ou seja igual a z) do que qualquer outra aproximacgao

racional.

TEOREMA 1.1. Para todo p,q € Z*, com 0 < q¢ < @p11, temos

|gn® — pu| < |qz — ).

Além disso, se 0 < q < q,, a desigualdade acima serd estrita.

n+1

Demonstragao: Pelo Corolério 1.1, temos p,11Gn — Pngni1 = (—1)"" para todo n natural, e

isso implica que p,, g, sao primos entre si. Dai, se § = %, entao p = kp,, e ¢ = kq,, com k € Z*

e, dessa forma, temos
lqz — p| = |k (gux — pn) | = |gnx — pal.

Mas, se § Z—", Como P, q, Pn, ¢n € Z, temos |pg, — pnq| > 1. Portanto,

1 1
‘13 N |
q dn q4n dndn+1
Por outro lado,
Pn+1 . Zﬁ _ Pn+19n — PnQn+1 _ (_1)n+1 _ 1 .
Gn+1 dn qndn+1 qndn+1 qnqn+1
C p DPn 1 | Pn+1 DPn . P . .
omo,|— — — = — —|, podemos concluir que = nao pertence ao inter-
dn qndn+1 qn+1 an q
Pn Pnia . p
valo fechado de extremos — e . E por x pertencer a este intervalo, temos |z — =| >
an Gn+1 q
. b DPn p Pn+1
min{|= — —|,|= —
q dn q qn+1
Também temos
— 1
° ‘E—& = ’w‘ > —. Pelo Lema 1.1, ¢,4+1 > ¢. e, portanto ‘2—& >
ql 4n 4qn 49n q qn

qqn+1’
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P Pas1] ‘an—H — (Pn+1 1
o |2 - > .
q Gn+1 q4qn+1 q4qn+1
Portanto,
n n ]'
x—E'me{Z—)—p—,'E—pH > ,
q q qn q qn+1 q4n+1

o que implica em |gx — p| >

. Também pelo fato de = pertencer ao intervalo fechado de

Gn+1
extremos Pn e p"+1, temos |g,x — pu| < . Destas tultimas duas desigualdades, obtemos que
n  4n+1 An+1
gz — p| > > |ga% — pul = |gn7 — pal < lgz —p.

n+1
Vamos agora mostrar que se 0 < ¢ < g, entao |¢,x — pn| < |qgz — p|.

Ou equivalentemente que, se 0 < ¢ < ¢, € |g,x — pn| = gz — p|, entdo |g,x — p,| < |gz — p|.

Como gz — p| > > |gnx — pnl e, por hipdtese, |¢g,x — p,| = |gz — p|, entdao temos

n+1
lgz — p| = . Dai, sendo ¢, > 0, temos
qn+1
1 T — —1)" T — i 10n — Pnln T —
_ e p‘;x():q p‘$p+1q Putnr1| _ |4 10‘;x
Anqn+1 dn AnGn+1 dn AnGn+1 dn
Pn+1 Pn qr —p Pni1
- == ’i Gn — pn| = lqz — p|.
dn+1 dn dn n+1
Por hipétese, temos |g,x — p,| = |qz — p|, e portanto, x = Pnt1.
qn+1

Dessa forma, x é representado por uma fragao continua finita e, por este motivo, temos a,, ;1 > 2.

Como ¢ui1 = Api1Qn + Gn-1 € ¢, > 1, pois 0 < q < @y, temos g,+1 > 2q,, ou equivalentemente
qn+1
dn

> 2. Por outro lado,

Dnt1 Pn
Qn+1 qn

p' 1 I eni—q

q dn qqn qndn+1 q4qndn+1

Como qn > q = gn+1 — ¢ > Gn+1 — Qn- Logo,

Gn+1 1
ni1 — 4 > Int1 —dn _ _qn
q4nqn+1 q4nqn+1 q4dn+1
Em que it g 1, pois ntl o o Entao,
qn qn
n+1 1
— B 1
‘m_E‘EQn+1 ¢ - |
q q4ndn+1 q4dn+1 q4dn+1
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e portanto, |qr—p| > . J& vimos que
n+1 An+1

como queriamos provar. [ |

> |gnx —pnl, e sendo de fato |gz —p| > |gnx —pnl,

Da segunda parte do teorema anterior, obtemos que, dados p e ¢ < ¢,, (com ¢ > 0), te-
mos |z — 22| < |z — £|, em que z € R\ Q. Isto mostra que sempre ird existir um n-ésimo

~ , . . . D
convergente da fracao continua de x, que se aproxima mais que qualquer outra fracao = dada.
q

a
Exemplo 1.4. Encontre uma melhor aproximacao racional 7 para /7 do que 3 de forma que

a<214e0<b<8l.

Solugao: A Tabela 1.2 mostra que o convergente ﬁ é 0 mais préximo de v/7, de forma que
127 < 214 e 0 < 48 < 81. Também temos [v7 — % < W7 - 28L14 , 0 que mostra que % é
uma melhor aproximacao racional para v/7 do que 28L14

TEOREMA 1.2. Para todo, n € N\ {1}, temos |z — Dn < . ql » < qiz’ sendo x € R.

Demonstracao: Pela Proposi¢ao 1.3, o nimero real x pertence ao intervalo fechado de ex-

— -1 1
tremos Zﬁ e M Como Pn+1 . & _ Pn+1Gn — Pnln+1 _ ( ) _ ) Entéo,
dn Gn+1 qn+1 dn qndn+1 gndn+1 qnQdn+1
1
xr — Pn < . E, uma vez que, n > 1, pelo Lema 1.1, temos ¢,+1 > ¢, 0 que implica
Gn Gndn+1
< —. Concluimos entao, que
dnqn+1 an
1 1
qn dnqn+1 q,

205
Exemplo 1.5. Encontre uma fracao cujo valor se aproxime de ) exatamente por trés casas

decimais, de modo que tenha um menor numerador e um menor denominador que 205 e 93,

respectivamente.

_ 205 ~ .
Solugao:Vamos converter e em uma fracao continua:

205J 5, 205 - 1205 , 19 1 93
_— e _— _— _— = — = — To = —
93 93 T 93 93 2, 27 19
93 93 1 93 17 1 19
— =4 —=4+—= — —4=—=— = 3= —
79! 0 TL T 10 10 25 2T 7
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L19 9 _ N 119 2 . 17
_ — _— = _ _— = —— = — Ty = —
17 17 Ta 17 17 x4 4
17 17 117 11
I' 2 J 2 * Ty 2 2 Ty g

205
Logo, —— = [2,4,1,8,2].
Ogo7 93 [7777]

Observemos a tabela dos convergentes a seguir:

i |—=1]0]1(23|4] 5
a; 21411181 2
pi | O [ 112]9|11]97] 205
| 1 10|14 5 |44] 93
205 n ) 205 n
Sabemos que |— — Pn e, como desejamos que |— — Pn < 0,0005, basta encon-
93 qn|  GnGun 93
Pn 200 p, .
trar —, de forma que |— — —| < < 0,0005. Pela tabela acima, temos
dn 93 dn dndn+1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
g 1-4 4 qq 4-5 20 qsqq  5-44 220 quqs 44 -93 4092
Logo, = = 97 & a fracdo que satisfaz o que se pede neste exemplo.

Vogn 44

PROPOSICAO 1.4. Seja Pn 0 n-ésimo convergente da fracao continua de x. Temos lim P _ x.
qn n—=00 (pn

Demonstracao: Pelo Lema 1.1, temos ¢, ¢ estritamente crescente quando n > 1, o que implica

1 n 1 .
que lim — = 0. E, pelo Teorema 1.2, temos 0 < |z — Pn < —. Entao
im — = .
n—oo qn



Capitulo 2

Fracoes continuas periddicas e alguns

exemplos interessantes

2.1 Fracoes Continuas Peridédicas

Uma das conclusoes a que chegamos até o momento é o fato de que as fragoes continuas
de niimeros racionais sao finitas, enquanto que as fragoes continuas de ntimeros irracionais sao
infinitas. H& uma certa complexidade na expansao de alguns nimeros irracionais em fracoes
continuas. Contudo, discutiremos as fracoes continuas que representam alguns nimeros irra-
cionais; algumas mais simples, outras um tanto mais complexas, mas sobretudo, aquelas que
consideramos importante para o escopo deste trabalho.

Os numeros da forma

M+ VN
Q

em que M, N, (Q sao inteiros, N é positivo e nao é um quadrado perfeito e () # 0, sao raizes
de alguma equacao da forma az? + bx + ¢ = 0, com a,b,c € Q e a # 0. Estes ntimeros sao

chamados de irracionais quadrdticos.

No Capitulo 1, vimos que a fracdo continua que representa o irracional quadratico v/7

é periddica, pois esta fornece uma sequéncia periddica

VT=1(2:1,1,1,4,1,1,1,4,.. ].

23
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Tal fracao continua sera denotada por
V7= [2T1,1,4].

De modo geral, dada a fragdo continua [aj;as,...] de um nimero real z, dizemos que esta
fracao continua é dita periddica, se existem k,n > 1, tais que para todo ¢ maior que ou igual a
k tivermos que a; = a;1,. E, sendo a fragdo continua periddica, a chamaremos de puramente
pertodica quando k = 1.

“Foi provado por Lagrange em 1770, que a expansao em fragao continua de qualquer irracional
quadrético é periédica ap6s um certo estagio” [8]. Antes de apresentarmos a demonstragao

deste resultado, vejamos o lema a seguir.

LEMA 2.1. Se na representacao por fracao continua de um niumero real x obtivermos, para

algum k € N*, 2, 1), = x,,, entao Tpik11 = Tny1, 0U Seja, esta fracao continua € periodica.

- - 1 y
Demonstracao: Por definicao temos x, .1 = ———— e, por hipétese, z,.r = x,, logo
Ttk — Ap+tk
Unik = |Tnir| = |Tn] = a, e, portanto, temos

1 1
Tn+k+1 = = = Tn+1-
T4k — An+k Ty — Qp

Entao, o nimero real x é representado por uma fracao continua periddica. ]

TEOREMA 2.1. Uma fracao continua € periodica se, e somente se, representa um irracional

quadrdtico.

Demonstragao: (=) Seja z um numero real. Se a fracdo continua que representa x for

periodica, temos

Tnik = Tn, para algum k € N*.

9 — (p_2T
Como, pela Observacao 1.2, x,, = M,Vn € N, temos

n—1T — Pn—1

Pn—2 — qn—2%  Pn+k—-2 — Gnt+k—27

Gn—1T — Pn—1 Qn+k—1T — Pntk—1

2
Prn—28n+k—1L — Pn—2Pn+k—1 — Gn—29n+k—1T +pn+k—IQn—2x -
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= Pn+k—29n—1T — Pn—1Pn+k—2 — qn71Qn+k72$2 + Pn1Qnik—2T =
= (¢r—19n+k—2 — Gn—2Gn+k—1) 7% + (Pntk—1Gn—2 + Pn—2Gn+k—1 — Pntk—20n—1 — Pn—1Gn+k—2) T+

+Pn—1Pn+k—2 — Pn—2DPnik—1 = 0.

Fazendo

A= An—19n+k—2 — n—24n+k—1,
B = Pn+k—1G9n—2 + Pn—24n+k—1 — Pn+k—24n—1 — Pn—1G9n+k—2,
C = Pn—1Pn+k—2 — Pn—2Pn+k—1,

obtemos Ax? + Bx + C = 0.

Note que o coeficiente de 22 é nao-nulo, pois sendo p;_1Gi—2 —Pi—2Gi—1 = (—1)1 para todo 7, entao
dn—1 o n+k—1

qn—2 qn+k—2
n-1GQnik—2 — Gn—2Gnik—1 7 0. Portanto, x é raiz de uma equagao do 2° grau com coeficientes

sao fracoes irredutiveis de denominadores ¢,_2 € ¢,1r_2, respectivamente. Logo

inteiros.
(<) Suponha agora que x é uma irracionalidade quadratica, entao existem a,b e ¢ € Z, tais

que az® + bxr + ¢ =0, com b? — 4ac > 0 e v/b?> — dac € R\ Q. Por outro lado, temos

T = Pn—1Tn + Pn—2 .
Gn—1Tn + dn—2

2
1Ty + Pne n_1L _
a(pnl b 2) —|—b<p 1n+pn 2>+CZO
Gn—1Tn + gn—2 dn—1Tn + gn—2

a (pi—lxi + 2pn—1pn—2xn + pi—Q) + b (pn—lxn + pn—Q) (Qn—lxn + Qn—Q) +

Dai,

+c (%217113121 + 2¢n1qn—2%n + qi,g) =0
(apgz—l + bpn—lqn—l + CQ’VQL—I) {Ei + (2apn—1pn—2 + b (pn—1Qn—2 + pn—QQn—l) + 26(]71—1%1—2) Tn
+apl_y + bpn—2gn—2 + cq;_y = 0.

Ou seja,

An2? + Bux, + C, =0,

em que

A =ap?_ |+ bpu1qu_1 + ¢4,
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B, = 2apn 1Pn—2 + b (pn71Qn72 + panqnfl) + 2CQn 19n—2,

Cn = ap%—2 + bpn—QQn—Q + qu—Q

2

Tomando A,, e multiplicando por qg_l, temos
dn—1
2 2
Pn—1 Pn—-1 Dn— Pn—1
An =a qn +b— qn + an - qn ( +b C)
1 ' Gn— ! ! ' %21—1 Gn—1
b pn_ n— n—
=aq,_, (pn - +_p - +—) =aq,_, <$_p 1) (f_p 1)7
qn 1 ag4p-1 a4 n—1 dn—1
em que xr e T sao raizes da equacao aX? + bX + ¢ = 0, com X Pn-1 e, sem perda de
qn—1
generalidade, admitamos a > 0.
_ 1
Pelo Teorema 1.2, vimos que |z — Poot) o 2 <, Logo,
QTL—I Qn 1
n— n— 1 n— n—
\An|:aq271x—p g <aqr2h12 g Pl _ |z = Pet
dn—1 qn—1 Gn—1 Gn—1 qn—1

(T — )+ (I—Z:)‘ <a(F—a|+1),

=M.

=a

ou seja, 0 < [A,| <a(|T — x|+ 1)
Note que C,, = A,,_; e, portanto 0 < |C,| < M. Temos

B72L - <2apn 1Pn—2 + b (1%—1%—2 +pn—2Qn—1> + Qan 1Gn 2)
= B?z = 4a’2pn 1Pn—2 + 4abpn—1pn—2 (pn—lqn—? +pn—QQn 1) + SQCpn 1Pn—2G9n—19n 2+
2 2 2 2 2
+b° (P2 _1@s—s + 2Pn—1Pn—2Un—1Gn—2 + Po_sGo—1) +40CGn—1Gn—2 (Pn—1Gn—2 + Pn—20n—1)+4 G _1 Gy

2 2
= B2 = 4a’p;_1p>_ + 4abp? _1pn—2Gn—2 + 4abp,_1p5s_on-1 + 8ACP_1Pn—2Gn-1Gn-2+
2 2

VD21 o+ 207 Pr—1Pn—2Gn—1Gn-2+b"D_o@o 1 +4bCDy—1Gn-10-_o+4bCDn—2@> 1 Gn—2+AC G G,

—4A,C, (apn L+ Opn—1qn-1 + g 1) (api_Z + bpn—2qn—2 + cq;, 2)
P2 PPy — 4abp?_\Pn2Gn_o — dacp’_ g2y — 4abp, 1p>_oGn 1

—4A,C,, =
—4* Dy 1Pn—2Gn-1Gn—2 — 4bCPp_1Gn1G>_y — 4acp?_oq>_; — 4bCPp 2> 1 Gn—2 — 4G @0

Portanto,
— dac) (Pp_1dn—2) +

4A,C, = (Sac —4p* + 2b2) (Pn—1Pn—2@n—1Gn—2) + (b
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+ (0° — dac) (P _20n1)

B — 4A,C, = (0° — 4ac) (—2Pn—1Pn—2Gn-1n—2 + Do 1052 + D20 1)

B2 —4A,C,, = (b* — 4ac) (pn-1Gn—2 — pn_gqn_l)Q = (b* — 4ac) (—1)2 = b% — 4ac.
Temos entao B? = 4A,C,, + b* — 4ac < 4.M.M + b* — 4ac. Como b? — 4ac > 0, entao

B, < VAM2 4+ —4dac=N = 0 < |B,| < N.

Concluimos que A, B, e C, sao limitadas e, como A,, B, e C, sao inteiros para qualquer
n € N, temos um ntmero finito de solugoes para a equacao A,x> + Bz, + C,, = 0, sendo
Tnik = T, para alguma escolha de n € N e k£ € N*. Logo, pelo Lema 2.1, temos a fragao

continua que representa x é periddica. |

Além da periodicidade das fragoes continuas de irracionais quadraticos, é interessante per-

ceber como se “comportam” os periodos daqueles em que M = 0 e () = 1, na forma descrita
M+ VN
Q

no inicio desta segao < ) Mas, antes disto, vejamos mais alguns resultados acerca

de irracionais quadraticos.

TEOREMA 2.2. Seay,as, ... ,a, forem inteiros positivos, entdo a fracdo continua o = [ay, g, - - -, n)

serd maior que 1. Além disso, sendo = [an, Gpn_1,Gn_2,---,0G1] entio a e —% sao raizes da

mesma equa¢ao quadrdtica e —1 < —% < 0.

Demonstracao: De fato a > 1, pois a; é um inteiro positivo. Temos

1
a:[a17a27a37"'7an]:a1+ 1

as + 1
(13‘|‘

. « n + n— . .
Logo, pelo Corolario 1.2, temos o = M, o que implica

adn + qn—1
Gn0” = (Pn = Gn-1) @ = pp_1 = 0, (2.1)

onde 2* ¢ Pl

qn Gn—1

sao os n-ésimo e (n — 1)-ésimo convergentes de «, respectivamente;
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Da mesma forma

1
5: [anyanflaanfbn-;al] = a, + 1
Qp—2 + 1
an_g + . 1
.+ N i
aq —
p
(o By, + vy j8 nel . ‘o ‘o
Logo, pelo Coroldrio 1.2, temos 3 = ——*——"—, onde —* e —— sao os n-ésimo e (n — 1)-ésimo
5%1 + Ap_1 ay dp—1
convergentes de 3, respectivamente.
Pelo Corolario 1.5, temos
p /
o= [arm ap—1,...,02, al] = _;17
Pn-1 n
dn _ _ p;lfl
— [an7an—17"'7a3aa/2] -
qn—1 qn_1
Como as fracoes Z—% e T;IH sdo irredutiveis, obtemos que pl, = pn, Ph_1 = Gn, ¢, = DPn-1,
n n—1
¢,_1 = qn-1. Portanto,
Bpy + Pn BPn + n 2
B=——F == = (Pn— 1) B~ =0.
Ba, + a4 BPn-1+ Gn-1 " S "

Multiplicando a equag¢ao p,—13*—(pp — ¢u—1) B—¢n = 0 por —é, obtemos a equagao equivalente

an (—%)2 — (Pn — qn—1) (—%) — P11 = 0. (2.2)

De (2.1) e (2.2), concluimos que « e —% sao rafzes da equacdo ¢, 2% — (pp — ¢u_1) T —pn_1 =0

Como = [y, Gp_1,Gn_2,---,01) > 1, pois a, > 0, entao —1 < —% < 0. |

DEFINICAO 2.1. Seja oo = A+ BvVD wm irracional quadrdtico, definimos o seu conjugado por
o = A— BVD.

De acordo com esta defini¢ao, dados os irracionais quadréticos a; e ap e seus conjugados o) e
o, respectivamente sao validas as seguintes propriedades:
/ / /
(1 +a2) = aj + ay,
"
(al - a?) = Qg — Qy,
/ —
(oq.c0)" = af.as,
/ /
(03] aq
Qo o,

Deixamos as demonstragoes de tais propriedades como exercicio para o leitor.
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LEMA 2.2. Se a € um irracional quadrdtico, tal que o > 1 e seu conjugado o' estd entre —1 e

0, entdo x; >1 e -1 <2, <0, Vi>1.

Demonstracao: Como « é um irracional quadrético, entao a fracao continua de a é periddica.
Admitamos que o periodo de « seja igual a n e que este inicia-se a partir do termo a, da fragao
continua de «. Entenda-se aqui que uma fragao continua peridédica tem periodo igual a n,

quando sua parte periodica possuir n termos. Entao, teremos
Q=T =[a1;02,...,0p 5 Gpin_1] = |a1; 2] = [a1; a2, 03] = ... = [a1;a2,0a3,...,0,] = ...

Analisando estas igualdades, vemos que x; é uma fracao continua periédica Vi > 0, sendo por-
tanto x; irracional quadrético, com conjugado z%, ¥i > 0. Aplicando propriedades do conjugado

e sabendo que 1 = a > 1, temos

1 , 1
To = e Ty = —
Tr1 — ap Ty —aq
Como a; = |a| = 1], entdao 0 < x; — a3 < 1 e, portanto xo = ——— > 1.
Ty —m
Vamos supor, por inducao, que x; > 1, para certo ¢ > 2.
. 1
Como a; = |z;|, entdo 0 < z; — a; < 1 e, portanto x;,; = n > 1.
ZT; a;
Logo, pelo Principio de Inducao Finita, temos x; > 1,Ve > 1.
Temos também que, —1 < o =z < 0. Dal,
1 < < = ! < ! < !
—1—a T — ap —aq —_ — .
! ap .Tll — 1+ aq

Por outro lado, sabemos que o > 1, logo a; = |« > 1, e portanto,

1 1 1 1
1< ——< - < — <0=-1<—5——<0=>-1<2,<0
aq T, — aq 1+ a4 T, — aq

Usando mais uma vez indugao, vamos supor que —1 < x} < 0, para certo ¢ > 2. Dai,

1 1 1
—l—a<r;—a<—a;=——<— < - :
a; T, —a 1+ a;

Por outro lado, sabemos que z; > 1, logo a; = |z;| > 1, e portanto,

1 1 1
1< ——< = < — <0=-1<
a; T — 1+ a

<0=-1<2a,,<0.
I;—(Ii i+1

Logo, pelo Principio de Indugao Finita, temos —1 < z} < 0,Vi > 1. ]
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TEOREMA 2.3. Se o irracional quadrdtico o > 1 € raiz de uma equagao quadrdtica com coefici-
entes inteiros, cuja raiz conjugada o estd entre —1 e 0, entdo a fragdo continua de o 6 possui

parte periodica.

Demonstracao: Ja vimos na demonstracao do Lema 2.2, se @ é um irracional quadratico,

entao q; € irracional quadratico e o; > 1, Vi > 0.

Como « tem fragao continua periddica, entao o = oy, g1 = Qui1, Qo = Qo = .. .,

com 0 < k < [. Por outro lado, temos

1 1
Q1 = ax—1 + P eq 1 =a-1+ o
k 1

Como «; ¢ irracional quadratico Vi > 0, se tomarmos os conjugados de aj_1 e a;_1, pelas

propriedades do conjugado, obtemos que

1
/ _ / —
Mgy = Gk—1+ — €01 = Q1 + —,
« «
k !
o que implica
1 / 1 /
- = Ap—1 — Qf_q1 € - = —1 — Qy_q.
k !
1 1
Uma vez que o = oy, temos —— = ——;, sendo portanto
« o
k l

Pelo Lema 2.2, temos —1 < a;,_; < 0e -1 < a;_; < 0. Ouseja: 0 < —a)_; < le

0 < —a_; < 1, implicando

/
g1 < g1 — g < 1+ ap_

/
a1 < a1 — o1 < 1+a;_;.

Sendo ag_1 e 1+ ag_1, assim como a;_1 e 1 + a;_; nimeros inteiros consecutivos e, pelo fato de

ap—1 — ),y = q—1 — oy_,, concluimos que a,_; = a;—;. Dal,

1
Q-1 = Q-1 + P aj—1 + P 1.
k 1
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Entao, concluimos que

A = O] = Q1 = (1.

Caso ay_1 # ay, e admitindo, sem perda de generalidade, que o periodo da fracao continua de

a seja igual a n, repetiremos este argumento até que

Qg = Opyo = Q] = Opyl.

. 1 .
Ou seja, a=a;=a+ i = [a1;az, -, Gp).

as + 1

A fracéo continua de v/N, tal que N é natural e N néo é um quadrado perfeito, possui
uma forma, no minimo, interessante. Observemos, que a parte peridédica, nas sequéncias de cada
fracao continua deste tipo, inicia-se sempre a partir do segundo termo e que o tltimo termo
da parte periddica é sempre igual ao dobro do termo nao periddico. Além disso, também se
observa que a parte periddica, a menos do seu ultimo termo, apresenta uma simetria, podendo
esta simetria possuir um termo central (veja /31 na tabela a seguir), ou nio possui-lo (veja

V29 na tabela a seguir).
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N | Fracdo Continua para N | N | Fracio Continua para /N | N | Fracio Continua para v N
2 [1;2] 17 [4; 8] 30 [5;2,10]

3 [1;1,2] 18 [4;4,8] 31| [5;1,1,3,5,3,1,1,10]
5 [2;4] 19 [4;2,1,3,1,2,8] 32 [5;1,1,1,10]

6 [2;2,4] 20 [4;2,8] 33 [5;1,2,1,10]

7 [2;1,1,1,4] 21 [4;1,1,2,1,1,8] 34 [5;1,4,1,10]

8 2;1,4] 22 [4;1,2,4,2,1,8] 35 [5;1,10]

10 [3; 6] 23 [4;1,3,1,8] 37 [6;12]

11 [3;3,6] 24 [4;1,8] 38 66, 12]

12 32, 6] 26 [5;10] 39 [6;4,12]

13 3;1,1,1,1,6] 27 [5;5,10] 40 [6;3,12]

14 3;1,2,1,6] 28 [5;3,2,3,10] 41 [652,2,12]

15 3;1,6] 29 5;2,1,1,2,10] 42 652, 12]

Tabela 2.1: Fracdo Continua de v N

O que acontece, de fato, é que esta regularidade é geral para a fracao continua de v N,

como ¢é mostrado na préxima proposicao.

LEMA 2.3. Se a = [aj; az, .- .

. , 1
L) € seu conjugado of = ——

/87

ento = [Gn; Gp_1, - --

aal}-

Demonstragao: Temos a = [a1;as, .-, Gy) € Opt1 = [Gni1; Gnra, - -

a1 = Api1, G2 = Api2ye.ny Qp = Ao, LOZO, @ = . Sabemos que

_ Ong1Pnt+ Pn-1

Qni1qn + Qn-1

Entao,

QPp + Pn—
o= — = %042 - (pn - %—1)04 — Pn—1 = 0.
adn + Gn—1

1
Sendo « e _B conjugados, entao satisfazem a mesma equacao quadratica. Entao,

() () me

Multiplicando esta igualdade por —32, obtemos

~, G2n), donde sabemos que

_Qn_(pn - qn—l) B+pn—lﬁ2 =0= pn—162+Qn—1B_pn6_Qn =0= B <6pn—1 + qn—l) - Bpn"i_Qn-
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Como [ nao é um numero racional, temos Bp,_1 + ¢,_1 # 0. Entao,

Bpn + Gn
B= (2.3)
ﬁpn—l + qn—1
P P P, P
Sejam k = [@n; @y 1,.--,01), = € 7_1, onde: =% e 7_1 sao o0s n-ésimo e (n — 1)-ésimo
Qn anl qn qnfl

convergentes de k, respectivamente. Isto implica, como ja vimos na demonstracao do Teorema
2.2, que
/ / _ ! / _
Pn = PnyPp—1 = 4ns 49y = Pn—-1,9,-1 = Qn—1-

Entéao, a partir de (2.3), obtemos que

B, + Ph_y 1
=" """ =f=aq,+ éﬁ:k:[an;an_l,...,al].
B, + ¢y 4 1

Ap—1 + .

B

PROPOSICAO 2.1. Se N € N, tal que N nao é um quadrado perfeito, entdo

VN = [al;a27a3aa4a R 7a47a37a2a2a1J .

Demonstragao: Como v/N > 1, entdo seu conjugado —v/N < —1 e portanto, pelo Teorema
2.8, /N nao é uma fracio continua puramente periédica. Porém, vN +a; > 1 e, uma vez que
a; é o maior inteiro menor que VN, temos —1 < a; — /N < 0, onde a; — v/ N é o conjugado de
V'N + a;. Logo, pelo Teorema 2.3, v'N + a; possui uma fracio continua puramente periédica.
Temos

VN =a; + I = VN +a; = 2a, + 1

G2t —— G2t ——1
as + — as + —

Como v N + a; é representada por uma fracao continua puramente periddica, temos

\/N+a1:2a1—{— 1 :{2a17a27a37"'7anJ7
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e portanto,

1
\/N:al—l— :[al;az,ag,...,an,Zal}.
as +

as +

Ay +

2a1+
a2+—

Revertendo o periodo da fracao continua de v N + aq, pelo Lema 2.3, obtemos que

1
N— = \‘a,,“ Ap—1,0p—2,...,0Q9, 2a1J . (24>
A/ —_— a/l

Por outro lado,

1 1
VN = ar+ = VN—aq, =

1 1
as + 1 az + 1
as + 1 as + 1
a a
n 1 n
2a1+ 1 2@1"’
ay + — as + —
1 1
= \/_— = Q9 + 1 — |:af27a37 . 7an72a1:| . (2 5)
N_al a3—|— 1
S -
a, +
2a1+—1

as + —
Sendo tnica as expansoes das fracoes continuas, comparamos (2.4) com (2.5) e concluimos que

Qp = G2,0p—1 = A3, ...,03 = Qnp—1,02 = Qn.

Portanto, vV N = [al; 9,03, ..., 0y, 2a1] = [al; as,as, . ..,0as,ds, 2a1}. |

Nos exemplos a seguir, estabeleceremos condigoes necessarias e suficientes, para que
o periodo da fragao continua de v/ N, seja igual a 1, 2 ou 3. Estas condigdes nos permitem

observar outras regularidades nas fracoes continuas de alguns irracionais quadraticos da forma

V' N.
Exemplo 2.1. Seja x = +Va? +1i, com a,i € N e i < 2a. Mostre que

xz[a,%}@izl.
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Solugao: (=) Note que

rn=r=vVa+i=i=a>—d.

Como0<i<2a+1led<d’+i<a’+2a+1&a<zr<a+l,entdo 7] =a.

Logo,
1 1 z+a z+a z+a
To = = . = = .
Tl z—az+a 22—a i
2
Daf, [ws] = |24 = |2 =20 = i = 1.
7
1 1 r+a
<= S ‘:1’ = 2 1 = a, t~ = — = - = .
(<) Se i |z1] = [Va? + 1] = a, entdo z, o] 7-a - r+a
Logo,
1 1 1 r+a
p— :2 pu— p— p— pu— pu— pu—
|lz2] = |z]+a=2a ¢ x3 T 1y rta—%a z-a - T+a=xs
= |z3] = |22] = 2a.
Logo, © = Va2 +i = [a;2a].
Exemplo 2.2. Seja x = +a? +1i, com a,i € N e i < 2a. Mostre que
z = a,b,2a com b#2a<i+#1,i|2a.
Solugao: (=) De fato, i # 1, pois se ¢ = 1 recairemos no exemplo anterior.
Temos 1 =x =+vVa?+ie |r1] =|z] =a < i <2a. Logo,
1 1 r+a
x2: = = - s
r— || x—a i
2
e portanto, |zo] = L—aJ =bs2a=0bi+r com0<r<i reN. Dai,
i
1 1 i r+bi—a i(x+bi—a)

$3:x2—Lx2J - 5‘7+a_b:x+a—bi'x—|—bi—a—xQ—b2i2—|—2bia—a2 -

]

_i(z+bi—a)  i(z+bi—a)  x+bi-—a
i —b22 4+ 2bia i (1+2ba—b%) 1+ (20— bi)b
. . . - r+a-—r
Como 2a=bi+r=bi —a=a—re2a— b =r. Entao, xgzﬁeconsequentemente
r
rT+a—r 2a —r
lzs] = | o | Ll—l—er a=r u seja,
2a = bi = 1|2a.
(<) Considere ¢ # 1 e i|2a. Como |z ]| = a, entdo
1 1 T +a 2a

) = = [22] = LTJ

:xl—Lmlj T z-a
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2 2
Por hipdtese, i # 1 e i|2a. Logo, |x2| = L—aJ = _.a = b, com b # 2a. Dali,
i i
2a
1 1 r+bi—a x—l—T.z—a r+a n
Ty — | T2 SIH‘—a_b 14 b(2a — bi) 1+2_‘a(2a_2_‘a‘2,) 1
¢ ) )
1 1 1

Portanto, |z3] = 2aexy = = x3. Segue que, [z4] = |z2] = b.

x3 — | @3] T 2+a-2a z-a
Logo,

r=Va*+i= [a;b,Qa )

Exemplo 2.3. Seja x = Va? +1i, com a,i € N e i < 2a. Mostre que
x = [a,b,b,2a] com b # 2a < i12a,i=4mq+ 1,a = 4gm?® + g+ m,b = 2m, com ¢,m € N.

Solugao: (=) De fato, i { 2a, caso contrério, recairia no exemplo anterior.

Seja 1 = x = va®?+i com |z;| = a. Temos x2:x_ﬂ’ portanto
i
2a . .
ar = |z = |—]=be2a=bi+r,0<r<i.
i
Dai, x5 = % (veja exemplo 2.2), e portanto,
2s] = |20 Y b b b1 b 4,0 < <14
as = |x3| = = = i = r) +r r r.
3 s 1+ br 1+4br pE =

Note que b|ry, pois r; =bi—b(1+br) =1r =b(i —1—br). Logo, r; = bk, com k € N. Entao
bi=b(l+br)+bk=i=1+br+k.

Como 0 <bk<14+br=0<bk<br=0<k<r<i. Segueportanto que

o 1 B 1 B 14 br B 14br B
4_$3—L$3J_x""a_r_b_$+a—r—b—62r_x—a+bi—b—b2r
1+ br
B 1+ 0br 14+ 14 wt+a—r (14+br)(zta—r)
S z—a+b(li—-1-br) x—a+r z—(a—m)x+a—r  22—a+2ar,—1r}
(1+br)(x4+a—-r)  (A+br)(z+a—-r)  (14+br)(x+a—r) .
i+ 2abk —b2k2 1+ br+k+2abk —b2k2 1+ br+ k(14 2ab — b2k)

Como 2a = bi + r, temos 2ab = b%* + br. Logo,

_ (14+0br)(z+a—r1) B (14+0br)(z+a—r1) ‘
Sl br k(1402 b —b2k) L+ br+k[L+br +02(i — k)

Tyg
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Como i =14 br + k, temos i — k =1+ br. Dal,

o (1+br)(z+a—m) _ (d+br)(z+a-—r)  zta—r
YTl br+ k[ +or+ 2 (1 +0r)] (L4br) (L4 k4 k) 1+ k+ kb2
r+a—nr] 2a — 1

| =2a < r; =0, (0o que implica k = 0, pois r; = bk) Com

e = ! — i
k =0, temos ¢« = 1 + br, e portanto,
2a — b
b2 +1

2a=bi+r=2a=b(1+br)+r=2a—-b=br+r=r’+1)=2a—-b=r=

Se b for impar, entao 2a — b é fmpar e b? + 1 é par, o que é impossivel, pois r € N. Portanto,

b=2m,m € N. Dai,

2a —2m  2(a —m) r(4m? +1)
r = = >a0—M=————":
4m? + 1 4m? 4+ 1 2

,
Como 4m? + 1 é impar, entao 2|r e, portanto, =44 € N. Logo, a —m = q (4m* + 1), o que
implica a = 4gm? + q + m.

Sendo @ = 1 + br, temos

=1 =4qm + 1.

(<) Pelas hipéteses, i = 4mq + 1 e a = 4gm? + q + m, podemos concluir que i < a < 2a e,

como ja vimos, |z1] = a < i < 2a, ou seja, |x1] = a.
1 I z+a 2a

e |zo] = |—].

xl—LyclJ:a:—a_ i i

Logo, o9 =

Temos
a=4qm® +q+m = 2a = 8qm? +2¢ + 2m = 2m (4gm + 1) + 2¢ = 2a = bi + 2q.

Por outro lado, 0 < 2¢q < 4gm + 1. Isto nos diz que a divisao de 2a por 7, tem como quociente

2
b e resto 2q. Logo, |z2] = L—aj = b. Dali,
i

. 1 B 1 _ rxt+bi—-a  xz+bi-a  w+bi-—a
U ap—[m] THa 14 b(a—bi) 1+2ba—0% 1—0b(bi—2a)

]

Como

bi — 2a = 2m (4mq + 1) — 2 (4gm® + ¢ + m) = 8m*q + 2m — 8m’q — 2q — 2m = —2g,

entao
r+bi—a z+bi—a z+bi—a rz+bi—a xz+bi—a
x: = = = =
T 1-b(—2¢9) 1+42bg 1+2-2mqg 1+4mg i
T+ bi—a bi
S los) = |22 2 2 =

] {2
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Logo
1 1 i i i(r+a) i(r+a)
Ty = = - = - - = = = - =x+a
3 — |x3] x—l—b@—a_b r+bi—a—bi z—a 2%—a? i
1
1 1 1
= |x4] = |x + a] = 2a. Portanto, x5 = = Xo.

Ty — | 4] T rta-2a z-a
Logo, x =Va*+ 1= [a; b, b, Qa].
Podemos fazer verificagoes das condigoes dos exemplos 1 e 2, observando alguns exemplos

numeéricos da Tabela 2.1. A seguir montamos uma tabela com alguns exemplos numéricos para

r=+Va®+i= [a;b,b,Qa].

m|q|a|b]| x
1(1/6([2]5 6%+ 5= V41 = [6;2,2,12]
121129 | VII2+9=V130= [11;2,2,22]
2 |1]19 |4 V192 +9 = /370 = [19; 4,4, 38]
1316|213 | V162 + 13 = /269 = [16;2,2,32]
311[40]6 V402 + 13 = /1613 = [40;6,6,30]

Tabela 2.2: Exemplos de Fracoes Continuas para v N = [a; b, b, Za]

2.2 Fracoes continuas como uma ferramenta na aritmética

Varios problemas de aritmética recaem em encontrar solugoes para equacgoes do tipo
Ax 4+ By = C, com A, B,C' € Z, que sob determinadas restri¢bes, muitas vezes nem possuem
solucao. Equacoes deste tipo sao denominadas de Fquacgoes Diofantinas em homenagem a
Diofanto de Alexandria, matematico grego que escreveu um livro sobre tais equacoes. Apre-
sentaremos aqui, uma proposicao que determina as solugoes de equacoes deste tipo, restrita a

algumas condicoes, fazendo uso dos convergentes de fragoes continuas.

PROPOSICAO 2.2. Sejam a e b inteiros e coprimos, Pn-1 o penultimo convergente da frac¢do
qn—1

continua que representa 3. Entao

® (Gu_1,Pn_1) € solugio de ax — by = —1, se n € impar;
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® (qn_1,Pn_1) € solugao de ax — by =1, se n € par.

Demonstracao: Sejam f‘q’—:, k € N, os convergentes de uma fracao continua, sabemos que py e
qx sao coprimos. Logo, p, € g, sdo coprimos, assim como, por hipétese, a e b também o sao. Por
Pn-1 , S 1ps ~ ; ~ a Pn

é o pentltimo convergente da fracao continua de ¢, entao temos — = —

gn—1 b’ b an .
Deste modo, temos p, = a e ¢, = b. Também sabemos que

a

outro lado, se

Prdn—1 — Pn—1qn = (—1)",¥n >0,

e portanto,

aqn—1 — bpn—l = (_1)n .
Dai, (gn—1,pn—1) € solucao de ax — by = 1, se n é par; e,(g,—1, pn_1) € solucao de ax — by = —1,
se n é impar. [ ]

Exemplo 2.4. De quantas maneiras é possivel comprar selos de R$10,00 e de R$14,00, gastando

R$100,007

Solugao: Resolver um problema deste tipo ¢ encontrar o nimero de solugoes da equacao
diofantina 10z + 14y = 100 que é equivalente a bx + 7y = 50. Apesar desta equacao nao ser
do tipo ax — by = +1, utilizamos alguns artificios que nos possibilitam utilizar o resultado da
Proposicao 2.2 para obtermos as solugoes do problema.

. 5 . ,
Note que 5 e 7 sao coprimos. E, representando - por fracao continua, temos

5 1 1 1 1
?:0+7:O+__7:O+__T:0+ — = 10;1,2,2].
— 1+ - 1+ 1+
5 5 o 9 +1
2 2
. b2 5,
Obtemos que o penultimo convergente — de - é
a2
0 1 2
ITES
2 2

e, pela Proposigao 2.2, temos que (3,2) é uma solucao da equagao bz — 7y = 1. Dali, obtemos

(3, —2) como uma solugao da equagao bz + 7y = 1. Ou seja,

5.3+ 7. (—=2) =1=5.(150) + 7. (—100) = 50,
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em que (150, —100) é uma solucao de 5x + 7y = 50, e portanto,
S5z + Ty — 50 = 0 < 5. (150) 4+ 7. (—100) — bz — Ty =0

& 5(150 — 2) — 7(100 + y) = 0 < 5 (150 — x) = 7 (100 + y)

5 100 +y 100 + y = 5t
= <~

T 150-=z 150 — x = 7t
100 +y = 5t
Dali, . Como z,y > 0, temos
150 —x =7t
5t > 100 t > 20
=
150 > 7t t <10

Portanto, 20 <t <22 =t =20 out = 21.
Parat=20= 2 =150 —-7.20 =10 e y = 5.20 — 100 = 0.
Parat=21=2=150—-721=3 ey =5.21 — 100 = 5.

Logo, existem duas possibilidades de comprar selos de R$10, 00 e de R$14, 00, gastando
R$100,00. Ou comprar 10 selos de R$10,00, ou comprar 3 selos de R$10,00 e 5 selos de
R$14,00.

Ainda com relagao as resolugoes de certos tipos de equacoes que se utilizem de fragoes
continuas, apresentaremos agora resultados que nos possibilitem encontrar uma solugao in-
teira, quando houver, para equagoes do tipo 22 — Ny?> = £1 (N > 0, N € Z), conhecidas como
FEquacoes de Pell. Nao é interessante o estudo do caso em que N é um quadrado perfeito,
pois nesse caso (+1,0) sdo as tnicas solugoes inteiras de 2 — Ny? = 1 e nao existe solugao
inteira para 22 — Ny?> = —1, exceto se N = 1, caso em que (0,41) sdo solucoes inteiras de

2?2 — Ny? = —1. Portanto, assumiremos que N nao ¢ um quadrado perfeito.

Seja N um numero natural tal que v/ N é irracional, discutiremos a seguir sobre uma
possivel solucao particular para as equacoes > — Ny? = +1. J4 vimos que se v N é um nimero

irracional, entao o ultimo termo da parte periddica da fracao continua que o representa é sempre
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igual ao dobro do termo nao periédico e, portanto, vV N = [al, (9,03, . .., 0y, 2a1}, ou seja
VN = ay + ! I =a; + ! 1 ;
ag + ) 1 az + ) 1
az+ -+ 1 a3+‘-+—1
an + ap +
2a; + Fntl
as + -
em que
an+1:2a1+ L 1 :\/N‘i‘al.
as + ) 1
as+ -+ 1
ap +
2a1 +
as + .

Por outro lado, temos

(\/N + al) n + Pn—1
VN = Olpy1Pn + Pn—1 = VN =
+

\/N(\/N‘F&l) qn + \/Nqn—l = (\/N—i-ch n + Pn—1
NQn + (alqn + Qn—l) \/N - (alpn + pn_1) pn\/ﬁ

Observacao 2.1. Sejam a,b,a; e by niumeros inteiros e vV X um numero irracional, entao a +

b\/y:al—f—bl\/Y@QZCLl €b:b1.

De fato,

a+bﬁ:a1+b1ﬁ@(a—a1):(bl—b)\/Y.

Como a, b, a; e by sao inteiros, temos a — a; e by —b também sao inteiros. Sendo v/ X irracional,

entdo (b — b) v X também é irracional, a menos que b; — b = 0. Dali,

(a—al):(bl—b)ﬁﬁa—alzo e bl—b:0<:>

Como Nq,, a1q, + Gn_1,01Pn + Pn_1 € p, sdo inteiros e v/ N € irracional, temos

Ngn, = a1py + Pn—1 N Pn—1 = Ngy, — a1Dy,
a1qn + dn—1 = Pn gn—1 = Pn — Q14n
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Pelo Corolério 1.1, temos ¢,_1p, — Pn_1gn = (—1)". Dali,
(pn - G/IQn) Pn — (Nqn - alpn) qn = (_1)n

= P2 — a1Pntn — NG + ar1pngn = (—1)" = p2 — Ng2 = (—=1)".

Se n é par, entdao uma solucio inteira para > — Ny> = 1 é (p,, ¢,). Se n é impar, entdo uma

solucao inteira para 22— Ny? = 1 ¢ (pan, q2n). De fato, se vV N = [al, A2, A3, .y Qs Qi 1y - - - 5 A2, 2a1J ,
entdo p3, — Ng3, = (—1)*" = 1.
Como p2 — Ng2 = (—1)", temos 2> — Ny? = —1 s6 tem solucio inteira se n for {mpar, a saber

(Pns Gn)-

Outras solugoes para Equacao de Pell

A solugao inteira para as equagoes do tipo 2 — Ny? = 41 (N nao é um quadrado perfeito)
encontrada usando o procedimento acima, denotaremos por (z1,y;). Os teoremas a seguir

apresentam outras solugoes inteiras positivas para Equacoes de Pell.
TEOREMA 2.4. Se (z1,y1) € solugio da equagio > — Ny? = 1, entao (z,,yn) obtidas através da

equagdo Ty, +y, VN = (xl + ylx/N) ,comn =1,2,3,... também sdo solucoes de x>~ Ny? = 1.

Demonstracao:
Seja @, + Yy VN = <l‘1 + ylm)n = (Il +y1\/N> <131 + ylﬁ) e <9€1 + yl\/W).

Como o conjugado de um produto é o produto dos conjugados, podemos afirmar que
Tp — ynVN = (;1:1 — y1\/N> (ZBl —ylm) (:1:1 - yl\/ﬁ) = (3:1 — y1\/N>n.
Agora, fatorando 22 — Ny?2, temos
2 — Ny? = <a:n +yn\/ﬁ> (mn — yn\/ﬁ> = <x1 + yﬁﬁ)n <x1 — yp/ﬁ)n = (27 — Nyp)".
Por hipétese, (3 — Ny?) = 1. Logo,
zh — Nyo = (af — Nyf)n =1"=1

Portanto, (z,,y,), sao solugoes inteiras da equacao x> — Ny? = 1, onde z,, e y, sao obtidas a

partir da equacio x, + y, VN = (xl + yl\/ﬁ> ,paran=1,23, ... |
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TEOREMA 2.5. Se x* — Ny? = —1 possui solugdo inteira (x1,y1), entio (xn,y,) obtidas através
da equacao x, + y,v N = (m +y1\/N> , para n = 1,3,5,7,..., também sao solugoes de
2?2 — Ny?> = —1.
Demonstracao: Usando os mesmos argumentos da demonstragao anterior, obtemos

xn — Ny = (21 = Nyi)" = (=1)".

Portanto, (x,,y,) obtidas a partir da equagao x, + y,vV N = <x1 +wnvN ) , sao0 as solugoes

inteiras da equacao 22 — Ny? = —1 quando n for fmpar. |

Exemplo 2.5. Encontre uma solucdo particular da equacdo x> — 13y> = 1.

Solucgao: Pela Tabela 2.1, temos

\/ﬁ: [3,1,1,1,176 = |:CL1;CI,2,CL3,CL4,(I5,2CI,1J .

Dai, o periodo da fracao continua de v/13 é igual a 5, um nimero impar. Portanto, uma solugao

inteira para a equacao dada é (pig; ¢i0). Calculemos entdo o décimo convergente da expansao

de V/13.

w | W

pi| 0 |1 4 17| 11|18 | 119 | 137 | 256 | 393 | 649
| 1 (0|1 (1|2} 3|5 |33 ] 38| 71 |109 | 180

Logo, (649;180) é solucao da equagio x> — 13y? = 1. De fato,

6497 — 13.180% = 421201 — 13.32400 = 421201 — 421200 = 1.

2.3 Aproximacao de logaritmos via fracoes continuas

Abordamos anteriormente um estudo sobre as fragoes continuas de irracionais quadraticos,

e um dos resultados mais importantes foi que:
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A fragao continua de um numero real x € periodica se, e somente se, x for um irracional

quadrdtico.

Por consequéncia, determinar a fracao continua de um nimero que nao seja irracional quadratico,
pode parecer tarefa bem mais dificil. Agora, estudaremos um pouco sobre as fragoes continuas
de alguns logaritmos e apresentaremos um método para determind-las. Comecamos por obter
boas aproximagoes de logaritmos através de um algoritmo que recai em fragoes continuas. Pri-
meiramente, tomaremos como exemplo uma aproximagao para o log 5 e, posteriormente, iremos

fazer uma generalizacao do método.

1 logl10
log5  logh
logo z ¢ N. Entao z = z1 = a1 + x—12, em que a; = |z1]. Portanto, a; = 1, pois 5! < 10 < 52,

Temos logb < 1 = % = log b, para algum =z > 1. Dai, x = = log; 10 = 5" = 10,

Entao temos

1

aj+ L T a1 T2
57 =10 = 577 =10 = 5.572 = 10 = 5= 23022:><51‘2) = 2" = 2" =5,

logo x5 ¢ N. Entao x5 = as + x—lg, em que as = |[22].

Portanto, ay = 2, pois 22 < 5 < 23, daf temos

2 =5 = 2 =55 20m =55 0w =3 (25) = (3)" = (3" =2 lgom ¢ N.
Entao x5 = as + ﬁ, em que az = |r3]. Portanto, ag = 3, pois (% <2

() =2= @ =22 () @ =22 O = F =B 0] - @)

1
= (12)™ = 3. Logo z4 ¢ N.

N . 9 10
Entao, x4 = a4 + x—15, em que a4 = |z4]. Portanto, a; = 9, pois (%2) < 2 < (%) :

Como logh € R\ Q, ja foi visto que a fragdo continua que o representa é infinita e, portanto,

vamos interromper o procedimento, calculando somente até o convergente C}, obtendo

1 1
logh = — = — =[0;1,2,3,9]
ol
24—
1
3 —
Ty
1 1 1 1 1 65
log 5 = — = — = =55 = 73 = g3 = 0, 0989247311,
1+ I+ —5 1+ 1+= =
24 o 24 o 6565
28 28 28

9
Observe que esta representacao ja nos da uma boa aproximagao, uma vez que log 5 = 0, 69897.

Vamos agora generalizar o procedimento realizado para representar por meio de fragoes continuas
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o valor de log, b1, com by > by > 1.

Temos logy, by < 1= log, b = %, para algum x > 1.
1 B logy, bo

Dai, x = = log,, by = b7 = bo.

log,,, b1 N log,,, b1
Se z € N, entéo log,, by = 1 & representado pela fracao continua [0; z].
Se z ¢ N entdao v = x1 = a; + %, em que a; é tal que b3 < by < b, pois a; = |z1] = |z].

Teremos portanto,

1 1 1\ T2 x2 T2
w_%éww?_%:wrj%:(w) = (@) = (&) =0
- I, < ,
Da mesma forma, se z € N, entao log, b, = — = —7 ¢ representado pela fracao continua
x
a; + —
T2

b
. ‘s _ 1 4 az ayl Y0 .
[0; a1, z5]. Caso contréario, x5 = as + 25> ém que ap € tal que by> < by < by,"" com by = B pois
1
as = |x2|. Nesse caso, repete-se mais uma vez todo procedimento que foi realizado quando

x ¢ N.

Sabe-se que, se log,, b1 € Q, entdo a fragao continua que representa este ntimero ¢ finita
e, portanto, o procedimento serd realizado um nimero finito de vezes. J4, se log, b; € R\ Q,

entao a fragao continua que representa este nimero é uma fracao continua infinita.

Portanto, a fracao continua que representa

com by > by > 1 é dada por

0gy, b1’
[ai;as, as, .. .|, em que
bt < by < b
bi
bi+1 = b;_il‘
) 1
Dai, log;, by = i = [0;a4,as,as, .. ..
as + —

2.4 Representando o nimero e por fracao continua
Esta secao é dedicada a encontrar a fracao continua do ntimero e. Mostraremos que
e=[1;0,1,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8, .. ].

Observagao 2.2. Assumiremos aqui, iniciar por ag, € ndo por ai, a sequéncia correspondente a

fracdo continua do numero e, com o intuito de tornar mais fdcil o resultado que desejamos.
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Sejam z = [1;0,1,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,...] e a;,7 > 0 os termos desta sequéncia,
observe que quando ¢ deixa resto 0 ou 2 ao ser dividido por 3, temos a; = 1. E, quando 7 deixa
resto 1, temos a sequéncia dos niimeros pares. Portanto, as; = as;io =1 € az;p1 = 20.

Ja vimos que o n-ésimo convergente de uma fracao continua é dado por %, em que
1
Po=ao  p1=apa;+1 qo =1 @G =a Pn = QnPp-1+ Pn—2 In = Andn-1+ Gn—2-

A partir dai, os pls e ¢.s, da fragdo continua que representa o numero z, satisfazem as re-

corréncias abaixo:
D3n = A3nP3n—1 + P3n—2 = 1.p3n—1 + P3pn—2 = P3n—1 + P3n—2,
D3n+1 = A3n4+1P3n + D3n—1 = 2NP3p + Pan—1,

D3n+2 = A3nt+2D3n+1 + D3n = 1.D3n41 + P3n = D3n+1 + Dan.

Q3n = 3nQ3n—1 + @3n—2 = 1.q3n—1 + @3n—2 = @3n—1 + @3n—2,
Q3n+1 = A3n+1G3n + @3n—1 = 2nq3, + Q3n—1,
Bn+2 = A3pr2@3n+1 + Bn = 1.@3n+1 + @30 = @Bnr1 + Gn-

Vamos agora, mostrar que, de fato, z = e. Para tanto, basta provar que lim Pi _ e.
1—00 ({;

Definamos as integrais:

1 n -1 n+1
C, :/ i S M (z 1) e“dx.
0

n!

PROPOSIGAO 2.3. Paran >0, A, = g3 — P3n, By = P3nt1 — @nr1e € Cp = Pango — @ani2€.

Demonstracao: Mostraremos que a proposicao é valida para n = 0.

1.,.0 0 1

-1

Ao—/ Me‘”dx—/ efdr =e"|l_y=e' —e’ =e—1,
0 0! 0
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o que satisfaz a igualdade Ay = qpe — py. De fato,

Ag=qoe —po=1l.e—ag=e— 1.

By = Mexdx = zetdr.
0 0! 0

Integrando por partes, facamos

Agora,

u=x=du=dzx
dv = e*dx = v =¢e"

Dai,
1
By = z.€"|t_, — / edr = [v.e” —e*]L_ = [(x —1) e’ =(1—1)e' —(0—1)e’ =1,
0
satisfazendo a igualdade By = p; — gie. De fato,
Byo=p1—qe=aa1+1—-—ae=1-0+1-0-e=1.

Finalmente, )
1 0 _ 1 1
Co= / wexdx = / (x —1)e*dz.
0 0

Integrando por partes, facamos

u=x—1=du=dx

dv = e*dr = v =¢€"

Dai,

Co=(x—1)¢" i:o_fol erdr =[x —1)e* —e*]._ = [(x —2) "]y = (1 =2)e! = (0 — 2) e =
= Cy = —e + 2, satisfazendo a igualdade Cy = py — gqe. De fato,

Co = p2 — qze = agpy + po — (a2q1 + qo) € = az (apay + 1) + ag — (aza; + 1) e =
= O =110+ 1) +1—(L0+le=1+1—e=2—e

Suponha que a proposicao seja valida para algum n—1 > 0. Mostraremos que também

é valida pra n. Separaremos esta parte em afirmacoes.

Afirmacgao 1: A, = —B,_1—C,_1.
De fato. Temos

1 n 1

"(x—1 1

A, = / wexdx =— [ 2" (z—1)"e"dx.
0 n! n! Jo

Integrando por partes, fagcamos
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u=z"(z—1)"=du=[na"" (x —1)" + na" (x — 1)”_1} dx

dv = e*dx = v = e*.
Entao,

" (xr—1)"e" 1 O n n n—11 «
An:TleO_m [na" ' (z — 1)" +na™ (z — 1)" ] e"da =

n! n!

n _ no 1 n _ n 0 1, .n—-1 _ n 1 n . n—1
_1"@-1".e 0 (0-1)"e _/ 2" (x—1) exdx—/ " (x—1) By
0 (n—1)! 0 (n—1)!

—CYn—-1 "7 Bn—1~
Como, por hipotese de indugao, temos C,,_1 = pP3p—1 — G3n—1€ € Bh_1 = P3n_2 — @3n_2€, entao
Ay =B, 1—Ch1 = — (P3n—2 — @3n—26) — (P3n—1 — @3n—1€) = —D3n—2+q3n—26—P3n—1+G3n—1€ =

(g3n—1 + G3n—2) € — (P3n—1 + P3n—2) = G3n€ — Dan-

Segue, pelo Principio de Inducao Finita, que A, = qz,e — p3n, Vn.

Afirmacao 2: B, = —2nA, + C,_1.

1, n+1 - 1" 1 n 1)
&_/f_ﬁ_lﬁm_/xﬂﬁ_Lﬁm
0 n! 0 n!

De fato. Temos

Integrando por partes, facamos
w=a"(@=1)" = du= [pa" (x = )" + 2" (@ = 1)" ] do

dv = ze®dr = v=1¢€"(z —1).
Entao,

Bn:x”(a:—l)ne”(x—l)‘1_ _/1x”1(m—1)n+1exdx_/lx”(x—l)nemdx:
n! z=0 (n—1)! o (n—=1)

n 1\ .1 o n ~ 1\" 0 . 1,.n-1 _1\ntl 1 n _\n
1"(1-1"' (1-1) 0"(0—-1)"€"(0 1)_/ " (x—1) exdx—n/ " (x —1) o —
0 0

n! n! (n—1)! n!

Lgn=U(g — 1)
:_/o (= 1) e“dx — nA,,.

Note que
-1 = -1 " - =@ -D)"@" —z" ) =a"(z— 1" — 2" (x—1)".

Entao

Lygn=t(z — )™ 1 Lo L o
_/o (12—1)!) edx:_m/o 2" (z = 1)" ="z = 1)"] e"dw =
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1 1 1
= 2" (x — 1" e®dr — 2= )" etdx| =
OHUJA @=1) e

1 n _ 1 n 1 n—1 o 1 n
0 n! o (n—1)!

Portanto,

1 n—-1 -1 n+1
B, = —/ (@ ) edx — nA, = —nA, +C,_1 —nA, = —2nA, + C,_1.
0 (n—1)!

Pela Afirmacao 1, A,, = g3,e — p3, e pela hipotese de inducao C,,_1 = p3,_1 — g3n_1€, entao

B, = —2nA, + C,_1 = —2n(g3n€ — P3n) + P3n—1 — @3n—1€ =
= 2np3n + Pap—1 — (2HQ37L + Q?mfl) € = P3n—1 — (G3n—1€.

Segue, pelo Principio de Inducao Finita, que B, = ps,t1 — ¢3nt1€, VN

Afirmacao 3: C, = B, — A,.

De fato. Temos

1 n _ n+1 1 n _ n _ 1 _ n n+l _ .n
o [ [N G g, [ )
0 0 0

n! n! n!

n! B €

1 ,.n+1 1\ _ _ 1\ 1 n+1 _1\n n _1\n
:/ (e —1)" —a" (x — 1) emdx:/ [$ (x—1) o @ (x—1)" , dp —
0 0 n! n!
1 n+1 —1)" 1 n 1)
_ / i ) P / P gy~ B, - A,
0 0

n! n!

Pela Afirmacao 1, A, = gs,e — p3, e pela Afirmacao 2, B, = p3pi1 — @3ni1€, €ntao

Cn = By — Ap = P3nt1 — Gnr1€ — (¢3n€ — D3n) = Dan+1 + P3n — (@301 + @3n) € = P3nt2 — G3nt26-

Segue, pelo Principio de Inducao Finita, que C), = pspi2 — q3nize, Vn. ]

TEOREMA 2.6. Temose=[1;0,1,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,...].

Demonstragao: Calculemos lim A, lim B, e lim C,,.

n—00 n—00 n—00
n
. . " (r—1)" | .. .
Como a funcdo a fungao f(x) = — ¢, com dominio z = [0;1], é uniformemente
n!

convergente, entao

1 n _ n 1 n o n
T B Gl ) S / T Gl D
0

n—oo [y n! n—o0 n!

Para 0 <z <1, temos
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0<2"<le0-1<z-1<1-1=>-1<z-1<0=-1<(z—1)"<1.
Como €’ =1 e e! = ¢, também temos 1 < e* < e.

Entao, sendo z", (z — 1)" e €* limitadas para 0 < x < 1, temos

n -1 n
i T e,
n—00 n!

Ou seja,

1
lim A, :/ Odx = 0.
0

n—oo

De modo analogo, obtemos que nlggo B, = nlgg) C, =0.

Segue da Proposicao 2.3, que Zlggo (gie — p;) = 0 e, como ¢; > 1 para todo i > 2, entdao dado
e > 0, existe ng € N tal que para todo n > ng temos |g,e — p,| < €.

Logo,

Dot 1L e — o) [ = |2 g —

1 1
Como 0 < — < 1 para todo n > 2, entao |e— &| = ’—| “|gne — pn| < |gne — pu| < € para todo
dn dn dn
n > maz {ng,2}. Dai, lim (e — &) = 0, que implica em
1—00 i
lim e — limlﬁzoée—lim&:(]é lim&:e.

E, portanto, e = [1;0,1,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,...], como querfamos mostrar. |



Capitulo 3

Aplicacoes para o Ensino Médio

O objetivo final deste trabalho vai além do intuito de contribuir como objeto de pesquisa
e estudo para aqueles que tenham interesse no assunto. A expectativa é incentivar professores
de ensino médio a permitir que seus discentes tenham a oportunidade de ter um conhecimento
matematico que nao se limite apenas aos contetudos requisitados na proposta curricular deste
nivel de ensino. Por esse motivo, encerramos esta redacao com uma proposta de atividades
que pode ser executada em turmas de Nivel Médio. Estimamos que tal proposta possa ser
aplicada durante 7 dias, sendo em cada um deles ministradas 2 aulas, perfazendo um total
de 14 aulas. Quanto a aprendizagem dos alunos, apresentamos a seguir, nossa pretensao de
objetivos a serem alcancados. Depois disto, uma sequéncia de aulas com atividades, com a

descricao de procedimentos metodoldgicos e dos materiais a serem utilizados.

Objetivos:

Identificar uma fracao continua, a partir de sua definicao;

Utilizar métodos para representar um numero por fracao continua;

e Aproximar nimeros irracionais por racionais, utilizando-se dos convergentes de fracoes

continuas;

Resolver alguns problemas que permitam fazer o uso de fragoes continuas.

o1
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1° dia (2 aulas)
Explanar sobre o contexto historico abordado na secao 1.1 deste trabalho;

Relembrar como escrever uma fracao improépria como soma de um inteiro com uma fragao

prépria e, mostrar que podemos reescrever esta soma de outra maneira;

32 28 4 4
E 031l —=—+-=4+4+—
xemplo 7 7 —1—7 +7

1 ~
Outra maneira de escrever esta soma seria 4 + =. E, como 7 ¢ uma fracao impropria
7 ) 4 s )

entao temos

7—4+3—1+3—1+ =
4 4 4 4 4
3
Temos também que % ¢ uma fracao imprépria e, portanto
4_3+1 _1+1
33 3 3
Logo,
32 1 1 1
Z 1+Z 1—|—1+—1
3 3

Definir Fracoes Continuas e destacar as Fragoes Continuas Simples, as quais sao de interesse
para o presente estudo. (O exemplo acima, ja mostra um método de como escrever nimeros

racionais em forma de fracdo continua.)
2° dia (2 aulas)
Mostrar métodos usados para se escrever alguns ntimeros irracionais em forma de fragao continua

e, através destes métodos, trabalhar aproximacoes de nimeros irracionais por racionais, abor-

dando os convergentes de fragoes continuas.
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3° dia (2 aulas)

Mostrar que a mais simples (e bela!) fracao continua [1;1,1,1,...] é a representacao do niimero

irracional (nimero de ouro);
Como fazer isto?

Seja x = [1;1,1,1,...].

Entao,
1 1 9
r=1+ I r=1+-=2"-2x-1=0.
14 o
1
1+ —
1 5 1—+/5
Dai, x = +2\/_ ouzr = V5 sao as raizes dessa equacao. Contudo, como x > 0, temos
1++/5
T=—0

Muito interessante também é o fato de que os convergentes da fracao continua do nimero de

ouro estao relacionados com a Sequéncia de Fibonacci.

Solicitar que os alunos encontrem os primeiros convergentes e consigam visualizar esta relacgao;

Os convergentes de [1;1,1,1,...] sdo:
1235813
1’1235 87

Observacao 3.1. Podemos apreciar algo tao extraordindrio quanto estas observacoes feitas sobre
a representacao do numero de ouro por meio de fra¢ao continua e seus convergentes, ao ma-
nipularmos um “quebra-cabeca” que apresenta resultados surpreendentes. Isto deverd ser feito

no prorimo encontro.

4° dia (2 aulas)

Sugestao de material necessario: Régua graduada, tesoura e cartolina.

Apresentar, manipular, discutir e propor confeccao de quebra-cabeca;

Quebra-cabeca: Um quadrado de lado 8 ¢é dividido em quatro regioes e, cada regiao
torna-se uma peca do quebra-cabeca que poderd ser montado como um retangulo, conforme é

mostrado na Figura 3.1.
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Figura 3.1: Quebra-cabega

Mas este nao é um simples quebra-cabeca. Note que as areas do quadrado e do retangulo
diferem. Como isto é possivel?

Atividade 1: Confeccionar e apresentar aos alunos alguns quebra-cabecas, para que eles pos-
sam manipular e discutir sobre tal problema. Logo apds, mostrar que a explicacao sobre este
acontecimento tem uma conexao com os convergentes da fragao continua do nimero de ouro.
Veja:

Tomando os convergentes % = g e % = ? e considerando a rela¢ao p,gn_1 — pn_1¢n = (—1)"

5 6

(Corolario 1.1), para n = 6, obtemos justamente a igualdade que representa a diferenga entre

as areas do quadrado e do retangulo:
13.5 —88=1.

Entao, a relacao usada mostra que realmente existe uma diferenca entre as areas. Porém, de-
monstrar que p,¢,_1 — pPn_1¢, = (—1)" para os alunos do nivel médio pode nao ser interessante,
além de que, uma explicacao “visual” se tornaria mais convincente para eles.

Atividade 2: Mostrar com o uso do Geogebra que, na verdade, os pontos A, D, B e C nao
estao alinhados. Ao darmos um zoom no retangulo formado com as pegas do quebra-cabeca,

vemos que ABCD é um paralelogramo como mostra a Figura 3.2.

A

Figura 3.2: Zoom do retangulo
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Mais interessante é perceber que para todo n par, temos p,¢.-1 — pn-1¢» = 1 e, portanto,
podemos construir quebra-cabegas do mesmo tipo, mas de comprimentos diferentes, desde que
tenham as medidas da Figura 3.3.

Com Fi=1,F,=1e F, = Fj_o+ Fj_1 para k > 2.

Mais ainda: quanto maior o lado do quadrado (F5,), mais imperceptivel se tornard o paralelo-
gramo ABCD da Figura 3.2.

Atividade 3: Solicitar que os alunos confeccionem quebra-cabecas com outras medidas que

satisfacam as medidas da Figura 3.3.

2n-2

2n-1

2n
F2n-2

ﬁaannauﬁﬁmﬁﬁﬁﬁﬁhhhhhhhh F2n-2

F2n

Figura 3.3: Generalizacao do Quebra-cabeca

5° dia (2 aulas)

Sugestao de material necesséario: calculadora.
Apresentar fragdo continua que representa o nimero T;

A fracao continua simples que representa o nimero 7 é dada por
m=1[3:7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,1,14,2,1, ...] .

Encontrar alguns termos desta sequéncia pode se tornar uma tarefa facil e interessante para
alunos do nivel médio, desde que seja realizada com o auxilio de uma calculadora que fornega
o valor (aproximado, claro!) de m. E, uma vez que eles ja tiveram um primeiro contato com
Fragoes Continuas e seus Convergentes, alguns destes também podem ser calculados. Veja:

Numa calculadora de 11 digitos, temos a aproximagao

m = 3,1415926536.
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Logo,
1415926536 1
7T§3+0,1415926536:3+m =3+m
1415926536
71'%3—1—;:3—1- L = 3+ = = 3+ !
7,0625133054 74 0,0625133054 625133054 T4 1
10000000000 10000000000
625133054

1

=3+ i

o 15,996594543

T3+ 11 =3+ 11 =3+ 11 =
T 157 0.996594543 7‘%]5_+ 996594543 7*‘15_%
1000000000 1000000000
1996594543
1
:3+7+ L
B
1,0034170933
T3+ 11
74
15+

14 0,0034170938

Para se chegar ao 4° convergente da fracao continua de 7, precisamos apenas expandir o niimero

7 nesta representacao até onde o fizemos no procedimento acima, o que nos fornece
m=1[3;7,151,...].

Porém, provavelmente os alunos poderao sentir-se motivados a continuar o procedimento, ex-
pandindo cada vez mais o nimero 7 em uma fragao continua, o que pode despertar um maior
interesse por partes deles em relacao ao assunto. Enfim, calculando-se o 4° convergente, obte-
remos

1 1 1 16 339416 355

gy ot g b g b g A0 00 999 o 2990004.
=5+ i T T FT T 0T 3 113 113~ 7
7+ 7—|—1—6 16

1
15+ -
+1

Portanto, o 4° convergente da fragao continua de 7 ji nos dd uma étima aproximagao (6 casas

decimais) se comparada com a aproximagao geralmente utilizada que é 3, 14.

Observacao 3.2. Uma interessante aplica¢do de constru¢ao com régua e compasso pode ser feita

com o uso do 4° convergente da fragcao continua de .
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6° dia (2 aulas)

Sugestao de material necessario: Régua e compasso.

Aplicar exercicio de construcao geométrica;

Aplicacao: Construir com régua e compasso um quadrado com area aproximadamente igual
a drea de um circulo de raio 1. [§]

Comentario: Nao faremos tal construcao com uso de régua e compasso, de modo que a area
do quadrado seja exatamente igual a 7, e sim, igual a % Porém, como vimos, % nos da uma
boa aproximagao para .

Passo a passo da construcao:

* Construir a figura a seguir, de tal forma que: OD = £, AF = 5, FG | OD, HF || GD e

tomando AO como unidade de medida.

Figura 3.4: Semicirculo de diametro 2

42

* Most AH = ——.
ostrar que O

Demonstracao: Aplicando o Teorema de Pitdgoras em AOD, obtemos que AD = /1 + g—;.
Como FG || OD, entdo

2
AF  AD 1 1+ % 1
= 2 — Y A= ———

= = =
AG A0  AG 1 N
82
Também temos HF || GD e, portanto
1
AH_AG:>AH_2\/1+§:>AH_ 1 L AAH 82 N

82
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42
= AH=——-
82 + 72

* Concluir que AH + 3 = 322,
Até o momento, construimos um segmento de comprimento aproximadamente igual a 7. Con-
tudo, queremos construir um segmento de comprimento aproximadamente igual a /7. Para

tanto, construamos a figura a seguir, de forma que AB =, BC =1e BD 1 AC.

D

Figura 3.5: Semicirculo de diametro m + 1

* Mostrar que BD = /7.

Demonstracao: Da Figura 3.5, obtemos que BAD + ADB = 90° ¢ BCD + CDB = 90°.

Somando estas duas equacoes, teremos
BAD + ADB + BCD + CDB = 180°.

Como AC é diametro do semicirculo de diametro 7 + 1, temos o triangulo ADC' é retangulo

em D e, portanto

BAD + BCD = 90°.
E, sendo BAD + ADB = 90°, concluimos que BCD = ADB. Entao, pelo caso de semelhanga
AA, temos ABD ~ BDC, de onde obtemos a seguinte proporc¢ao:

T BD
BD . = ™= Nz

|
* Por fim, construir um quadrado de lado medindo aproximadamente /7, obtendo o quadrado

com area também proxima a area de um circulo de raio 1, como queriamos.
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7° dia (2 aulas)

Aplicar alguns problemas que envolvam fracoes continuas em suas resolucoes;

Situacao-Problema 1: Um fabricante de relégios precisa produzir dois tipos de rodas den-
tadas na razio v2: 1. E impraticavel que estas rodas tenham mais que 20 dentes. Encontre
algumas possibilidades para o nimero de dentes em cada roda, que irao aproximar a razao dese-
jada, utilizando as aproximacgoes dadas pelos convergentes consecutivos de uma fracao continua

simples. [Adaptado de Sanches; Salomao (2003)].

Figura 3.6: Rodas Dentadas

Solugao: Chamemos de x o numero de dentes da engrenagem maior e y o nimero de dentes

da engrenagem menor. Entao, temos g = ? =2.

Podemos tomar x,y € N para conseguir aproximar a razao desejada, ou seja, % ~ /2.

Para tanto, calculemos os primeiros convergentes da fracao continua de v/2.

Ci =10, = %;03 = g;C’4 = }—;;05 = ‘2%, e

Foi posto no enunciado do problema que é impraticavel que as rodas tenham mais

de 20 dentes. Portanto, o 4° convergente é a melhor aproximacao dentre as que satisfazem

esta condicao. De fato, Cy ja nos dd uma aproximacao correta até a ordem das centenas

(Cy = % = 1,416 e /2 = 1,4142135...). Portanto, fabricar a engrenagem maior e a menor
com 17 e 12 dentes, respectivamente, é a melhor opcao.

Situagao-Problema 2: (Interdisciplinaridade) Determine a resisténcia equivalente ao circuito

da Figura 3.12.
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E R E
—N My A J U J
T R ER--- T R TH
— - cos W
R R K

Figura 3.7: Circuito

Observacao 3.3. As reticéncias horizontais da figura indicam que o numero de sub-malhas qua-
dradas (malhas menores envolvendo quatro resistores, um em cada lado do quadrado) é muito

grande, podendo ser considerado como infinito.

Comentario: A aplicacao deste problema pode ser proposta a alunos que ja estuda-
ram ou estejam estudando, na disciplina de Fisica, associacao mista de resistores (Eletricidade).
Lembremos que a associacao em série de duas resisténcias R; e Ry leva a uma resisténcia equi-
valente Ry = Ry + R, ao passo que a associacao em paralelo leva a uma resisténcia equivalente
R, dada por RL,, = R% + RLQ.

Solugao: Montando o circuito gradativamente e chamando de R,, a resisténcia equivalente ao

circuito do n-ésimo passo, temos

1° Passo:
Ri=R+R+R=3R
._afir_‘
ll -
=
=R
—y }
4
Figura 3.8: Circuito com 3 resistores
2° Passo:
1
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3° Passo:
1
R3:R—|—1 I —|—R:2R+1 1
R R2 R RQ
4° Passo:
R4_R+L’_—L+R:2R+l+i
R R3 R RS

Figura 3.11: Circuito com 12 resistores

Observando o padrao recursivo dos passos anteriores, temos

1

R + Rn_1
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Sendo x a resisténcia equivalente ao circuito quando o numero de sub-malhas quadradas é

considerado como infinito, teremos

1
R 1
R 1
2R + T . I
R .
Logo,
1 1 Rx
r=2R+ ——=>0=2R+ ——F =>r=2R+ ——=zx(x+ R)=2R(x+ R) + Rx =
1 r+ R r+ R
_+_
R =z Rx

=22+ Rr —2Rx — Rr —2R?>=0= 22 — 2Rz — 2R?> = 0.

Resolvendo a equacao do 2° grau na incognita x, obtemos as raizes r = (1 + \/§) R. Con-
tudo, x > 0 e, portanto, a resisténcia equivalente ao circuito, quando o nimero de sub-malhas

quadradas ¢ considerado infinito, ¢ igual a R (1 + \/§)

Situagao-Problema 2: (Interdisciplinaridade) Determine a capacitancia equivalente

ao circuito da Figura 3.12.

Figura 3.12: Circuito

Observacao 3.4. As reticéncias horizontais da figura indicam que o numero de sub-malhas qua-
dradas (malhas menores envolvendo quatro capacitores, um em cada lado do quadrado) é muito

grande, podendo ser considerado como infinito.

Comentario: Lembremos que a associacao em série de dois capacitores C e C5 leva a

uma capacitancia equivalente Cy dada por CL == c% + CLQ, a0 passo que a associagao em paralelo
S
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leva a uma capacitancia equivalente C, = C; + Cb.

Solugao: Montando o circuito gradativamente, como fizemos no problema anterior, e chamando

de C,, a capacitancia equivalente, obteremos que

1 N 1 N 12 N 1

c, Cc ¢ Cc Cc
1 _1+ 1 +1_2+ 1
c, C C+C C C C+0y
1 1 1 1 2 1
= — =" ,
C; C C+C, C C CHG0Cy

Observando o padrao recursivo acima, temos
1 2 1

_ = — + -
c, C C+C,
Sendo z a capacitancia equivalente ao circuito quando o nimero de malhas é considerado como

infinito, teremos

B 1
T N 1
C 1
C 1
C 1
C or =
Logo,
1 C(C+x) C?*+ Cx C?*+ Cx ) )
— = = = =2 3Cxr—Cr—C"=0=
T T T30t +C 201210 3C+op v Toewmow
— + -
C CHzx
= 22° + 20z — C? = 0.
. N ) (-1£Vv3)C
Resolvendo a equacao do 2° grau na incégnita x, obtemos as raizes r = — Contudo,

x > 0 e, portanto, a capacitancia equivalente ao circuito, quando o nimero de sub-malhas

(-1+v3)C

quadradas é considerado infinito, é igual a 1
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