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Resumo

Este trabalho apresenta em seu conteudo central uma generalizacao do Teorema
de Ptolomeu publicada pela primeira vez no ano de 1866 por John Casey, matematico
irlandés. Esse Teorema, denominado Teorema de Casey, estd sendo apresentado nesse
trabalho com suas demonstracoes detalhadas, separadas em duas situagoes, com muitas
imagens para facilitar o entendimento do leitor. Também apresenta uma demonstracao
do Teorema de Ptolomeu, da desigualdade de Ptolomeu, bem como uma aplicacao des-
tes, o Ponto de Fermat e, aplicacoes na resolucao de alguns problemas de olimpiadas de
matematica, assim como alguns teoremas, axiomas e propriedades da Geometria Eucli-

deana Plana, os quais sao utilizados nas demonstragoes dos teoremas centrais do trabalho.

Palavras-chave: Teorema, Ptolomeu, Casey.



Abstract

This work shows in its main content a generalization of Ptolomy’s Theorem first
published in 1866 by John Casey, an Irish mathematician. This theorem denominated
Casey’s Theorem is being presented in this work with its detailed demonstrations, separa-
ted in two situations, with a lot of images to facilitate the reader’s comprehension. It also
presents a demonstration of Ptolomy’s Theorem, several applications when solving some
problems of Mathematics Olympiad, as well as some theorems, axioms and properties of
Plane Euclidian Geometry, which are used in the demonstrations of the main theorems
of this work.

Key words: Ptolomy, Casey.



Lista de Figuras

[1.1  Feixe de retas paralelas sobre duas secantes|. . . . . . . .. ... ... ... 12
(1.2 Paralela a um dos lados de um triangulo| . . . . . . . ... ... ... ... 13
(1.3 Semelhanca de triangulos{. . . . . . . ... ... ... ... L. 13
(1.4 Teorema de Pitagoras|. . . . . . . ... ... ... ... ... 14
[1.5 angulos de um triangulo| . . . . . . . . . .. .. ... 15
[1.6 angulos na circunferencial . . . . . ... ..o 16
[1.7  Relacoes métricas na circunferencial . . . . . . . . . . . .. ... ... 17
[1.8  Segmentos tangentes| . . . . . . . .. ... Lo 18
1.9 leidossenos . ... ... . . . . ... 18
(1.10 Lei dos cossenosl . . . . . . . . . . .. 18
[LIT Teorema T.IT1 . . . . . . . ... o 19
[LI2 Teorema T.121 . . . . . . . . . . o 19
[2.1 Demonstracao da Proposi¢ao 1 (parte 1)] . . . . . .. ... ... ... ... 21
[2.2  Demonstracao da Proposicao 1 (parte 2)| . . . . ... ... ... ... ... 21
[2.3  Quadrilatero inscritivel| . . ... .00 o000 oo 22
[2.4  Quadrilatero inscritivel com C' interior a circunferencial . . . . . . . . . .. 23
[2.5  Quadrilateros inscritiveis com C' exterior a circunferencial . . . . . . . . .. 23
[2.6 Quadrilateros inscritiveis II| . . . ... ... ... 000000 24
[2.7 Quadrilateros inscritiveis I} . . . . . ... ... ..o 00000 24
2.8 Exemplo . . . . . ... 24
2.9 Problema 2,11 . . . . . .. 25
[2.10 Teorema de Hiparco| . . . . . .. .. ... ... ... ... ... ..., 26
[2.11 Triangulo ortico H, HyH,.| . . . . . . . . . . . . . ... . 26
[2.12 Quadrilateros circunscritiveis|. . . . . . ... ... oL 27
[2.13 Quadrilateros circunscritiveis. C'D nao intersecta a circunferencia| . . . . . 28
[2.14 Quadrilateros circunscritiveis. C'D nao intersecta a circunferencia| . . . . . 29
[2.15 Quadrilateros circunscritiveis. C'D nao intersecta a circunferenciaj . . . . . 29
.16 Problema 2.20 . . . . . ... 30
[2.17 Problema 2.2, parte 1. . . . . . . . . . . ... . 30
[2.18 Problema 2.2, parte 2[. . . . . . . ... ... 31




[3.2  Reciproca do Teorema de Ptolomeu| . . . . . . . ... ... ... ... ... 35
[3.3  Desigualdade de Ptolomeu . . . . . . . ... ... 36
3.4 Problema 3.11 . . . . . . . .. 37
3.5 Problema 3.20 . . . . ... .. 38
3.6 Problema 3.3 . . .. ... 39
8.7 Problema 3.4 . . . . .. ... 40
[3.8  Resolucao Geométrica do Problema de Fermat, proposta por Torricellif. . . 41
[3.9 O pontode Fermat| . . . . . . .. ... ... .o 42
[3.10 AAFC' = AABE e Quadrilateros APBF e APCE inscritivels| . . . . . . . 42
[3.11 Retas pelos vértices do triangulo ABC" dividem o plano em sete regioes| . . 43
[3.12 Para ) € Ry, temos d(C) < d(Q)| . . . . . . . ..o Lo 43
[3.13 Para ) € Ry, temos d(Q)") < d(Q)| . . . . . . . ..o 44
[3.14 Para pontos () sobre ou no interior ao triangulo ABC tem-se d(P) < d(Q)| 45
ET TemaTl. . . . . oo 48
2 Tema 2. . . . o oo 49
[4.3  Visualizacao geral do caso 1 do Teorema de Casey| . . . . . . . ... . ... 51
[4.4  Visualizacao geral do caso 2 do Teorema de Casey| . . . . . . . . ... ... 52
4.5 Problema 411 . . . . . . . . 53
46 Problema 4.2 . . . . ... 54
b.1  Problema b1l . . . . . .. 57
b2 Problema 52 . . . . .. 58
Hh.3  Problema b3l . . . . ... 59
b4 Problema b4l . . . . .. 60
[5.5 Solucao do problema 5.4 . . . . . . ... 60
[5.6 Solucao do problema 5.5/ . . . . .. ... oo o 62
b7 Problema 5.6l . . . . .. ... 62
5.8 Solucao do problema 5.6 . . . . . . ... ..o 62
[5.9 Solucao do problema 5.7 . . . . . ... 64
[5.10 Problema 5.8 . . . . . . .. 65
[5.11 Aplicacao 1| . . . . . . . . . . 65
[5.12 Aplicacao 2| . . . . . . . . 66
[5.13 Aplicacao 3| . . . . . . .. 67

[5.14 Aplicacao 4| . . . . . . .. 67




Sumario

ntroducao

I Prolim |

2 Quadrilateros|

[2.2  Quadrilateros Inscritiveis| . . . . . . . . ... o oo

[2.3  Quadrilateros Circunscritiveis| . . . . . . . . . . ... ... ...

[4  Generalizacao do Teorema de Ptolomeu

4. ASCY| . s,

[5.2  Aplicacoes| . . . . . ..

Conclusao

[Referencias Bibliograficas|

[Referencias Bibliograficas|

10

12

20
20
22
27

33
33
34
37
40

47
47
48
52

57
57
65

68

68

69



Introducao

Uma divisao basica da Matemadtica, que é apresentada aos estudantes do Ensino
Fundamental e Médio de nossas escolas, é Aritmética, Algebra e Geometria. Esse trabalho
contemplara essa tltima parte, a saber: Geometria. E desta, abordar-se-ao alguns tépicos
da Geometria Euclidiana Plana.

A Geometria Euclidiana plana, apresentada nos ensinos fundamental e médio, é, de
certa forma, abordada como conteudo das 1ltimas unidades do ano letivo. Muito embora ja
haja alguns autores e professores que tenham demonstrado uma preocupacao em trabalhar
esses conceitos, ao longo de todo o ano, ainda encontramos quem trabalhe apenas o nome
do teorema, o resultado e alguns exemplos.

Dessa forma, o estudo da geometria com todos os seus teoremas, axiomas, postulados
e propriedades sao ministrados, na maioria das vezes, de forma réapida e muito resumida, de
modo a evitar aspectos historicos e demonstragoes. Assim, apresentamos nesse trabalho,
uma contribuicao para o estudo e ensino da Geometria Euclidiana Plana.

No primeiro capitulo, contemplar-se- ao, sem as respectivas demonstracoes, alguns
teoremas, axiomas e propriedades, que serao usados nas demonstragoes centrais, como
resultados auxiliares no desenvolvimento desse trabalho.

Ja no segundo capitulo, apresentaremos as propriedades dos quadrilateros inscritiveis
e circunscritiveis, um resultado interessante neste capitulo é o Teorema de Pitot. Suas
demonstracoes e algumas aplicagoes, os quais envolverao resolugoes de problemas apre-
sentados em polos de preparacao para olimpiadas de matematica.

No terceiro capitulo, por sua vez, sera contemplado o Teorema de Ptolomeu, a sua
demonstracao e algumas aplicacoes. Também apresentamos a desigualdade de Ptolomeu
e uma aplicacao interessante: o Ponto de Fermat.

No quarto capitulo, apresentamos a generalizagao do Teorema de Ptolomeu, a saber,
o Teorema de Casey, bem como suas demonstragoes nos respectivos casos. Dessa forma,
o conteudo deste capitulo sera o tema central deste trabalho.

Outrossim, no quarto capitulo, serao abordados alguns exemplos resolvidos, cujos
utilizarao o Teorema de Casey.

No quinto e ultimo capitulo deste trabalho, estamos apresentando alguns problemas
e algumas aplicagoes relacionados com os teoremas que envolvem quadrilateros inscritiveis

e circunscritiveis, em especial o Teorema de Ptolomeu.
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Dessa maneira, através deste trabalho, queremos dar uma contribuicao ao processo

de ensino de Geometria Euclidiana Plana.

11



Capitulo 1
Preliminares

Neste Capitulo estda apresentado os conceitos, teoremas e propriedades que serao
utilizados nas demonstracoes dos teoremas centrais deste trabalho, cujo ptublico alvo sao
alunos e professores do ensino médio. Portanto, o conteido a ser discorrido é simplesmente
apresentado e utilizado como suporte para os outros capitulos, acreditando-se que sejam
de conhecimento do piblico para o qual esse trabalho fora pensado e escrito. As referéncias

utilazadas neste Capitulo sao [1],[4],[7].

Axioma 1.1 (Axioma V de Euclides). Por um ponto fora de uma reta m pode-se tragar

uma unica reta paralela a m.

Teorema 1.1. (Teorema de Tales) Um feize de retas paralelas determina sobre duas

secantes quaisquer segmentos proporcionais. Ou seja, se as retas a, b e ¢ sao paralelas,

AB _ DE
BC EF

=
T
]
=]

Figura 1.1: Feixe de retas paralelas sobre duas secantes
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Teorema 1.2. (Aplicagdo do Teorema de Tales nos Triangulos) Toda paralela a um dos
lados de um triangulo determina um outro triangulo de lados respectivamente proporcio-

nais ao primeiro. Ou seja, quando DE || BC,

AM AN MN
MB NC  BC

B c

Figura 1.2: Paralela a um dos lados de um triangulo

Definicao 1.1. Dizemos que dois triangulos sao semelhantes se for possivel estabelecer
uma correspondéncia biunivoca entre seus vértices de modo que angulos correspondentes
sejam iguais e lados correspondentes sejam proporcionais. Assim, se os triangulos ABC
e DEF sao dois triangulos semelhantes e se A corresponde a D, B corresponde a E e C

corresponde a F', entao valem as relacoes:

. AB BC AC
DE EF DF’

B ¢ E F
Figura 1.3: Semelhanca de triangulos

Existem tres casos de semelhanca de triangulos.

Teorema 1.3. (1° caso de semelhanca) Dado os dois triangulos ABC' e DEF, se A=D
e B= E, entdo ABC e DEF sao semelhantes.

13



Teorema 1.4. (2° caso de semelhanca) Se, em dois triangulos ABC e DEF, tem-se

- -~ AB AC . .
A=De DFE — DF entdo ABC e DEF sao semelhantes.

Teorema 1.5. (3° Caso de semelhanga) Se, em dois triangulos ABC e DEF, tem-se

AB BC AC . .
DE - EF - DF’ entao ABC e DEF sao semelhantes.

Estes trés casos de semelhanca de triangulos também sao chamados, respectiva-

mente, por AA, LAL e LLL.

O seguinte teorema é um dos mais importantes e tuteis na Geometria Euclidiana

Plana, levando o nome do grande geémetra da Grécia Antiga.

Teorema 1.6. (Teorema de Pitdgoras) Em todo triangulo retangulo (triangulo que possui
um angulo reto), o quadrado do comprimento da hipotenusa (lado oposto ao angulo reto)
¢ igual a soma dos quadrados dos comprimentos dos catetos (lados opostos aos dangulos

agudos do triangulo retingulo). Isto é,
a® = b+ ¢,

sendo a, b e ¢ as medidas da hipotenusa e dos catetos, respectivamente.

Figura 1.4: Teorema de Pitagoras

Teorema 1.7. (Angulos de um Triangulo)

a) A soma dos angulos internos de um triangulo € igual a 180°. Na Figura (|1.5)),

BAC + ABC + ACB = 180°.

b) A medida do angulo externo de um triangulo é igual 4 soma das medidas dos dois

angulos internos nao adjacentes a ele. Na Figura (1.5)),
DCA = BAC + ABC.

14



B C D

Figura 1.5: angulos de um triangulo

Teorema 1.8. (Desigualdade Triangular) A medida do lado de um triangulo é menor que

a soma das medidas dos outros dois lados. Isto €, sendo ABC' o triangulo, entao
AB < BC + AC BC < AB+ AC AC < AB + BC

Como vamos trabalhar com quadrilateros e circunferéncias, vale lembrar algumas
definicoes. Assim, relacionaremos, agora, angulos cujos lados tém, cada um, no minimo,
um ponto de intersecao com a circunferéncia dada. Queremos determinar a relagao entre
a medida desses angulos e as medidas angulares dos arcos determinados pelos mesmos,

na circunferéncia dada.

Definicao 1.2. (Angulos na Circunferéncia):

a) Angulo Central: um dngulo é chamado central em uma circunferéncia se o seu
vértice for o centro da mesma (Figura[L.GFA).

b) Angulo Inscrito: um angulo é denominado inscrito em uma circunferéncia se o

seu vértice pertence a mesma e seus lados forem secantes a ela (Figura B).

Numa circunferéncia existem ainda dois outros angulos, denominados ex-inscritos interno

e externo:

c) Angulo Ezx-Inscrito Interno ou Excéntrico Interno: angulos cujos vértices

sao pontos interiores a circunferéncia (Figura C).

d) fingulo Ex-Inscrito Externo ou Excéntrico Externo: angulos cujos vértices

sao pontos exteriores a circunferéncia (Figura D).

~ A~ VIR
Teorema 1.9. (Angulo Central) O Angulo central possui medida igual a « = AB

15



Teorema 1.10. (Angulo Inscrito) A medida do angulo inscrito € igual a metade da medida

do arco por ele delimitado, como mostra a relacao

.
_ D

P=

Teorema 1.11. (Angulo Ex-Inscrito Interno ou Excéntrico Interno) A medida do dngulo
excéntrico interno é dada por o~ o~
g — AB+ CD

2
Teorema 1.12. (Angulo Ex-Inscrito Externo ou Excéntrico Externo) A medida do angulo

excéntrico externo € dada por

VN N
~ MN-PQ
L
A (@
)
B
D
A) (®) ©

Figura 1.6: angulos na circunferéncia
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Vamos relacionar agora os segmentos formados por retas tangentes e secantes a

circunferéncia.

Teorema 1.13. (Relagoes Métricas na Circunferéncia):

a) Se duas secantes a uma circunferéncia concorrem em um ponto P interior ¢ mesma,

temos (Figura[L.7FA)
PA-PB=PC- PD,

e, no caso de P ser exterior a circunferéncia, temos (Figura[L.7}B)

RS- RT = RU - RV.

b) Se A é um ponto exterior a uma circunferéncia, AC'D uma secante qualquer e AB

o segmento da tangente tragada deste ponto a mesma, entio (Figura C)

(AB)? = AC - AD.

A) (B) ©

Figura 1.7: Relagoes métricas na circunferéncia

Uma propriedade muito simples, mas muito usada nas demonstragoes é a seguinte:

Proposicao 1.1. (Segmentos Tangentes) Se de um ponto P, exterior a uma circun-
feréncia, tragcamos os segmentos PA e PB, tangentes a circunferéncia nos pontos A e B,
respectivamente, entao

PA = PB.

Duas leis que serao utilizadas nas demonstragoes e/ou aplicagoes sao:

Teorema 1.14. (Lei dos Senos) Os lados de um triangulo sao proporcionais ao seno dos
angulos opostos na mesma razao do diametro do circulo circunscrito ao triangulo. Na

Figura 1.9

b
a = pr— S p— C S pr— 2R‘
senA senB senC'

17



B

Figura 1.8: Segmentos tangentes

A

Figura 1.9: Lei dos senos

Teorema 1.15. (Lei dos Cossenos) Em um triangulo qualquer, o quadrado de um lado
¢ igual a soma dos quadrados dos outros dois menos o dobro do produto entre esses dois

lados e o cosseno do angulo formado entre eles. Na Figura (1.10

=0V +*—2-b-c-cosa.

o]

b

Figura 1.10: Lei dos cossenos

18



Teorema 1.16. A drea de um triangulo inscrito numa circunferéncia de raio R, sabendo
que as medidas dos lados do triangulo ABC sao AB =c¢, BC =a e AC =0, ¢ igual a

abce
S=IR

Figura 1.11: Teorema 1.11

Teorema 1.17 (da Bissetriz interna e reciproco). A bissetriz interna de um triangulo
divide o lado oposto em segmentos proporcionais aos outros dois lados. Isto €, se ABC é

o triangulo e AD € a bissetriz do angulo A sendo D um ponto do lado AC, entdo:
DB AB
—_— = — 1.1
DC AC (1.1)

Reciprocamente, se AD € ceviana do triangulo ABC' que satisfaz a relacdo ,
entdo AD € a bissetriz do angulo A.

B D C
Figura 1.12: Teorema 1.12

Assim, apos apresentados conceitos, teoremas e propriedades, que servirao de emba-
samento para os capitulos posteriores, apresentar-se-ao, no préximo capitulo, resultados,
referentes a quadrilateros inscritiveis e circunscritiveis cujos mesmos serao utilizados, de

forma mais recorrente no Teorema de Ptolomeu e Teorema de Casey.
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Capitulo 2
Quadrilateros

Neste Capitulo serao estudadas algumas propriedades e resultados sobre quadrilateros
(poligonos de quatro lados), com enfoque especial aos quadrildteros convexos.

Denotaremos um quadrilatero com vértices A, B, C' e D na forma ABCD. Os
vértices A e C, bem como os vértices B e D, sao ditos opostos. Também sao chamados
opostos os lados AB e C'D, bem como os lados BC' e AD. Os segmentos AC' e BD sao as
diagonais do quadrilateros ABC'D. Essas sao as caracteristicas gerais dos quadrilateros.

Nas se¢oes abaixo serao apresentados resultados importantes para o desenvolvimento
do tema, tratando de assuntos acerca dos quadrilateros inscritiveis e circunscritiveis. As

referéncias [7] e [5] serdo utilizadas como base para o que se pretende expor neste capitulo.

2.1 Generalidades

Nesta Se¢ao vamos trabalhar com os poligonos convexos de quatro lados, os chama-
dos quadrilateros. Dos varios tipos de quadrilateros existentes vamos considerar apenas
os principais, os chamados paralelogramos.

Existem varias formas de definir um paralelogramo. A seguir, estao descritas algumas

proposicoes que exemplificam isso:

Definicao 2.1. Um quadrildtero convexo € dito um paralelogramo se possuir lados opostos

paralelos.

Proposicao 2.1. Um quadrilatero convexo é um paralelogramo se, e somente se, seus

angulos opostos forem iguais.

Demonstragao. Suponha que o quadrilatero convexo ABC'D é um paralelogramo.
Logo, AB || CD e AD || BC. Como os angulos A e B do paralelogramo sao suplementares
em relacao a reta AB, temos que A+ B = 180°. Analogamente, B+ C = 180°, e dai,
A = 180° — B. Dessa forma, A =C e B=D.

Suponha agora que no quadrilatero convexo ABCD se tenha A=Ce

~

=D.

o>
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A B
Figura 2.1: Demonstragao da Proposicao 1 (parte 1)

D c

A B

Figura 2.2: Demonstragao da Proposicao 1 (parte 2)

Somando essas igualdades membro a membro, temos que A+B=C+D e, como A+
B+C+ D = 360° entdo A + B = 180° ¢ C' + D = 180°. Como os angulos A e¢ B
sdo suplementares, entao as retas AD e BC' sao paralelas, ou seja, AD || BC. De modo
analogo, B+ C = 180°. Entao, as retas AB e C'D sdo paralelas, ou seja, AB || CD.

Dessa forma, ABCD possui os lados opostos paralelos. Portanto, pela definicao [2.1],
ABCD é um paralelogramo. [ |

Proposicao 2.2. Um quadrildtero convexo é um paralelogramo se, e somente se, seus

pares de lados opostos forem iguais.

Proposicao 2.3. Um quadrilatero convexo é um paralelogramo se, e somente se, suas

diagonais se interceptam no ponto médio das mesmas.

Outros quadrilateros ditos notaveis apresentam essas mesmas propriedades, como os
retangulos, losangos e quadrados. Todos esses quadrilateros sao tipos de paralelogramos,

porém apresentam algumas propriedades especificas, tais como:

Definicao 2.2. Todo quadrildtero convexo que possui os quatro angulos retos, ou seja,

medindo 90°, é um retangulo.
Definicao 2.3. Um quadrildtero convezo € um losango se todos os seus lados forem iguais.

E, por fim, o quadrado é um quadrilatero convexo que, de forma simultanea, é

retangulo e losango. Desse modo, podemos concluir que:
i) Todo quadrado é paralelogramo, retangulo e losango;

ii) Todo retangulo é um paralelogramo; e
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iii) Todo losango é um paralelogramo.

Por outro lado, se dois lados opostos de um quadrildtero convexo sao paralelos,
deduz-se que ele é um paralelogramo. O que pode acontecer, entretanto, é que o qua-
drilatero convexo tenha somente dois lados opostos paralelos. Nesse caso, o quadrilatero

¢ chamado de trapézio.

2.2 Quadrilateros Inscritiveis

Definicao 2.4. Um quadrildtero estd inscrito numa circunferéncia quando seus quatro

vértices pertencem a mesma.

Existe uma condicao para que um quadrilatero seja inscritivel, a qual serd apresen-

tada e demonstrada a seguir.

Teorema 2.1. (Quadrilateros Inscritiveis) Um quadrildtero € inscritivel em uma circun-

feréncia se, e somente se, 0s seus angulos opostos forem suplementares.

A

C

Figura 2.3: Quadrilatero inscritivel

Demonstragao. Suponha que ABCD seja um quadrilatero inscritivel. Pelo teorema

(1.2tb), temos que

A~ A~ A~ A~
BCD  BAD  BCD+ BAD  360°

= 180°.
2+2 2 2 50

Aty C=

De modo andlogo, demonstra-se também que B+ D = 180°. Isso mostra que os angulos
opostos do quadrilatero sao suplementares.

Considere agora que A+C =B+ D =180°. Suponha que haja uma circunferéncia que
passe pelos pontos A, B e D. Queremos provar que o ponto C' também pertence a esta
circunferéncia. Por absurdo, suponha que isso nao acontega, o que nos leva a considerar

dois possiveis casos:
i) C é interior a circunferéncia, conforme Figura (2.4)).
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"o

B

Figura 2.4: Quadrildtero inscritivel com C' interior a circunferéncia

Observe que prolongando o lado DC' até que este intercepte a circunferéncia no
ponto P, temos que o quadrilatero ABPD ¢ inscritivel, ou seja, A+ P = 180°.
Note que o angulo BCD é externo ao triangulo BPC'. Entao, pelo teorema 1 b),
BCD = BPC + CBP. Dessa forma, BCD > BpC, ou melhor, C > P. Temos
também que A+ C =180°. Como A+ P = 180°, concluimos que C = ]f’, 0 que é

uma contradi¢ao! Portanto, o ponto C' nao é interior a circunferéncia.

ii) C é exterior a circunferéncia, conforme Figura ({2.5)).

A

Figura 2.5: Quadrilateros inscritiveis com C' exterior a circunferéncia

Observe que C'D intersecta a circunferéncia no ponto ). Dessa forma, o quadrilatero
ABQD ¢ inscritivel, ou seja, A + Q = 180°. Observe que o angulo BQD é externo
ao triangulo BC'Q. Logo, pelo teorema .b BQD = CBQ+BC’Q Dessa forma,
BQD > BC’Q, ou seja, Q > (. Por outro lado, temos que A+ C = 180°. Logo,

Q, o que é uma contradicao! Portanto, o ponto C' também nao é exterior a

circunferéncia.

Se C' nao ¢é interior e nem exterior a circunferéncia, concluimos que C' pertence a circun-

feréncia, ou seja, o quadrilatero ABC' D é inscritivel, o que completa a demonstracao. W

O Teorema a seguir sera utilizado posteriormente.
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Teorema 2.2. Um quadrildtero é inscritivel se, e somente se, o angulo entre um lado e
uma diagonal € igual ao angulo entre o lado oposto e a outra diagonal.
Demonstragao. Considere ABC'D um quadrildtero inscritivel como indica a Figura[2.6]

A

Figura 2.6: Quadrildteros inscritiveis II

VSR
Entao (veja Teorema 1' CDB = CAB = %
Reciprocamente, seja ABC'D um quadrilatero tal que CDB = CAB. Suponha, por ab-

surdo que o quadrildtero ABC'D nao ¢ inscritivel. Seja £ a interse¢ao do prolongamento

do segmento C'D com a circunferéncia circunscrita ao triangulo ABC', como indica a

Figura [2.7]

Figura 2.7: Quadrilateros inscritiveis 111

Sendo assim, pela primeira parte do teorema, CDB = CAB = CEB, o que é um absurdo

pela propriedade do angulo externo. [ |

Exemplo 1. Calcular o valor de o na Figura abaizo.

Figura 2.8: Exemplo 1
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Solucao. Como o quadrilatero ABC'D é inscritivel, a soma dos angulos opostos é igual
a 180°. Logo,
a+ 72° =180° = o = 108°. [ |

Problema 2.1. Seja AB o diametro de um semicirculo. Seja M um ponto do semicirculo
e K um ponto sobre AB. Sejam P o centro do circulo passa por A, M e K, e (Q o centro

do circulo que passa por M, K e B. Prove que quadrilatero MPK(Q) € inscritivel.

55

A

Figura 2.9: Problema 2.1

Resolugao. No circulo circunscrito ao triangulo AM K, pelo teorema a,b), temos
que M PK = 2- MAK. De modo analogo, no circulo circunscrito ao triangulo BM K,
temos que M QK = 2. MBK. Como AB ¢ diametro do semicirculo, temos AM B = 90°.
Assim, MAK + MBK = 90°. Logo,

MPK + MQK =2 - MAK +2- MBK =2 - (MAK + MBK) = 2 - 90° = 180°.

Portanto, pelo teorema (2.1)), o quadrilatero M PK () é inscritivel. |

A seguir, acrescentamos o Teorema de Hiparco, para que nos préximos capitulos

possamos utilizd-lo em algumas demonstragdes e/ou problemas.

Teorema 2.3 (Teorema de Hiparco). A razao das diagonais de um quadrildtero inscritivel
€ 1gual a razao entre as somas dos produtos dos lados que concorrem com as respectivas
diagonais. Ou seja,

p ad + be
g ab+cd

Demonstragao. Sendo Saapc) a drea do triangulo ABC, Siaacpy a drea do triangulo

ACD, Sinappy a drea do triangulo ABD e Sapcp) a area do triangulo BC'D, entao

SaaBcy + Saacpy = SaaBp) + S(aBCD)-
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C
Figura 2.10: Teorema de Hiparco

Utilizando a relagao que consta no teorema (|1.16)), temos

abp cdp adq  beg

AR TaR T AR Tam

sendo R o raio da circunferéncia na qual o quadrilatero ABC'D estd inscrito. Como R # 0

e os triangulos ABC, ACD, ABD e BCD estao inscritos nessa circunferéncia, entao
p ad+ be

abp + cdp = adq + beq = p(ab + cd) = q(ad + be) = = =

= . [ |
qg ab+cd

Definicao 2.5. O triangulo ortico é aquele que possui como vértices os pés das alturas

do triangulo que o forma.

B H, C
Figura 2.11: Triangulo értico H,HyH,
Proposicao 2.4. E'm todo triangulo acutangulo, o ortocentro coincide com o incentro do
triangulo ortico.

26



Demonstracao. Inicialmente, lembrando que o incentro é o ponto de interseccao das
bissetrizes do triangulo e, ortocentro, o ponto de interseccao entre as alturas.

Seja H o ortocentro do triangulo ABC, temos que HH,B + HH,B = 180°. Segue
do teorema que o quadrilatero H H,BH, é inscritivel. Logo, pelo temos

HH,H, = HBH,. = H,BA = 90° — A.

Por outro lado, como HH,C + HH,C = 180°, temos que H H,C' H;, também é inscritivel.
Assim, temos

HH,H, = HCH, = H.CA = 90° — A.

Dessa forma, provamos que Hﬁch = H[—jaHb, ou seja, o segmento H H, é bissetriz do
angulo HcﬁaHb do triangulo ortico. De modo andlogo, HH, e HH, sao bissetrizes dos
outros dois angulo do triangulo értico, de modo que H (ortocentro de ABC') é o incentro
de H,H,H.. [ |

2.3 Quadrilateros Circunscritiveis

Definicao 2.6. Um quadrildtero estd circunscrito a uma circunferéncia quando todos os

seus lados tangenciam a mesma.

Existe também uma condicao para que o quadrilatero seja circunscritivel, a qual

serd apresentada e demonstrada no teorema a seguir.

Teorema 2.4. (Teorema de Pitot) Um quadrildtero é circunscritivel se, e somente se, as

somas das medidas dos lados opostos sao iguais.

c

A M B

Figura 2.12: Quadrilateros circunscritiveis

Demonstracao. Suponha que ABCD seja um quadrilatero circunscritivel, conforme

Figura (2.12)).

Sejam M, N, P e () os pontos de tangéncia da circunferéncia inscrita no quadrilatero com
os lados AB, BC, C'D e DA, respectivamente. Pela Proposicao[L.1], temos que AM = AQ,
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BM = BN, CP =CN e DP = D(Q), que somados resulta em
(AM + AQ) + (CP+ DP) = (BN +CN) + (AQ + DQ) = AB+ CD = BC + AD

Por outro lado, suponha que AB+C'D = BC+AD. Entao deve-se provar que uma possivel
circunferéncia inscrita ao quadrilatero ABC'D é a circunferéncia tangente aos trés lados
AB, AD e BC'. O centro desta circunferéncia é o ponto de interseccao das bissetrizes
dos angulos Ae B. A ideia é provar que o quarto lado, C'D, também é tangente aquela

circunferéncia. Sendo assim, temos dois casos a analisar:

i) Suponha que nao haja intersecgdo de C'D com a circunferéncia, conforme a Figura
(2.13). Considere F um ponto sobre AD tal que C'E seja tangente a circunferéncia
no ponto P. Note que E esta entre A e D. Assim, AE + ED = AD. Como ABCFE
¢ um quadrildtero, BC' + AE = AB + CE. Somando ED a seus membros, temos
BC + (AE + ED) = AB+ CE + ED, ou melhor, BC + AD = AB+ CE + ED.
Porém, pelo Teorema , CD < CE+ED. Logo, B+ AD > AB+ CD, o que
contraria a hipotese de que AB+ CD = BC' + AD.

C

4 M B

Figura 2.13: Quadrilateros circunscritiveis. C'D nao intersecta a circunferéncia

ii) Por outro lado, suponha que C'D seja secante a circunferéncia, como mostra a Figura
. Observe que ABCE esta circunscrito a circunferéncia. Logo, AE + BC =
AB + CFE, ou melhor, BC — AB = CE — AE. Mas, por hipétese, AD + BC' =
AB+ CD, ou melhor, BC — AB = CD — AD. Portanto, CE — AE = CD — AD, ou
melhor, AE — AD = CE—CD. Mas, como visto na Figura , AE—AD = DFE.
Logo, DE = CE — CD, ou melhor, DE + CD = CE, que é um absurdo! Note que
DE, CD e CFE sao lados do triangulo DEC' e, assim, a soma de dois lados quaisquer

desse triangulo é sempre maior que o terceiro, como descrito no Teorema ((1.8)).

Portanto, se o lado C'D do quadrilatero ABC'D intersecta a circunferéncia e esta intersecao
nao é secante, conclui-se que C'D é tangente a circunferéncia. Ou seja, o quadrilatero é

circunscritivel, o que completa a demonstracao. |
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A B

Figura 2.14: Quadrilateros circunscritiveis. C'D nao intersecta a circunferéncia

Exemplo 2. A diferenca de dois lados opostos de um quadrildtero circunscritivel € igual

a 8 cm e a diferenca dos outros dois lados € 4 cm. Determine os lados do quadrildtero,

sendo 56 ¢cm a sua soma.

Solugao. Observe a Figura abaixo:

Figura 2.15: Quadrilateros circunscritiveis. C'D nao intersecta a circunferéncia

E possivel extrair da Figura 1) as seguintes equagoes:

(z+y) —(z+w)=8=ax+y=8+z+w (2.1)
(y+z2)—(r+w)=4d=y+z=4+z+w (2.2)
20+ 2y+2242w=56=c+y+z+w=28 (2.3)

Substituindo a equacao na equacao , temos que
B+z+w)+z4+w=28=z+w=CD = 10.
Substituindo esse resultado na equacao , temos
r+y=8+10=x+y=AB=18.
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De forma andloga, substituindo a equacao na equacao , obtemos
r+(@d+zr+w)+w=28=c+w=DA=12.
Finalmente, substituindo esse resultado na equacao , temos que
y+z=4+4+12=y+ 2= BC = 16.

Portanto, as medidas dos lados do quadrildtero ABC'D sao AB = 18 cm, BC' = 16 cm,
CD=10cme DA =12 cm. [ |

Problema 2.2. Considere um quadrildtero inscrito e circunscrito, como indica a Figura
abaizo. O diametro da circunferéncia A\ mede 9, e o diametro da circunferéncia Ay mede

4. Calcule o diametro da circunferéncia \.

Figura 2.16: Problema 2.2

Resolugao. Sejam R, Ry e Ry os raios das circunferéncias \, A\; e Ay, respectivamente.
Considere os pontos demarcados sobre a Figura ([2.16]), como observado na Figura (2.17]).

no___E_ ¢

Figura 2.17: Problema 2.2, parte 1
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Sejam HB = a, EC =be OH = OF = R. Com relagao a circunferéncia A\, temos pelo
Teorema de Pitagoras no triangulo OH'I, onde H' € OH é tal que H'H = [ K = Ry,

(R+R)’=(R—R)*+ HK*= HK =2\/RR,.

Observe que os triangulos OH B e I K B sao semelhantes. Logo,

IK OH R R 2RV RR
KB HB a—2vRR, a R— Ry

Agora, considerando os pontos demarcados sobre a Figura (2.13)) com relagao a circun-
feréncia Ao, como mostra a Figura (2.18)).

gt B e

Figura 2.18: Problema 2.2, parte 2

Temos, pelo teorema de Pitagoras aplicado ao triangulo OF’J, onde E' € OF é tal que
EF'E=JF,
(R+ R2)* = (R — Ry)*+ EF? = EF = 2\/RR,.

Observe que os triangulos OED e JF'D sao semelhantes. Logo,

FJ OE N Ry R b_2R\/_RR2.
FD ED b—2yRR, b  R—R,

(2.5)

Observe que AD = BC, pois

AD? = (a — b)? + (2R)? = BC* = AD = BC = \/4R2 + (a — b)2.
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Como o quadrilatero ABC'D esta circunscrito a circunferéncia A, temos, segundo o teo-
rema (2.4), que AB+ CD = AD + BC, ou seja,

20 +2b=2\/4R2 + (a — b)? = a+b=\/4R*+ (a —b)?
= (a+0)*>=4R*+ (a —b)?
= (a+0b)’—(a—0b)?=4R?
= (2a)(20) = 4R?
= ab= R (2.6)

Substituindo (2.4 e (2.5) na equagao ([2.6)), temos que

Rtgmm&zmm&_ AR*\/R| R,
"~ R—-R  R—-Ry, (R—R)R-Ry)

Como R # 0, temos que

(R — B1)(R — Ry)

R = R?— (Ry + Ry +4VRRy) R+ R Ry = 0.
WRE, ( 1 2 1 2) 1112
Como R; = 9/2 e Ry = 2, temos que R? — (37/2)R + 9 = 0. Isto significa que, ou R = 18
ou R=1/2. Como R > R; > Ry, entdo R = 18. Portanto, o diametro de A é 36. [ |
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Capitulo 3
O Teorema de Ptolomeu

Neste Capitulo serd apresentado um breve histérico sobre Ptolomeu, um dos re-
sultados importantes da geometria plana, o Teorema de Ptolomeu, bem como sua de-
monstragao, algumas aplicagoes e um resultado nao menos importante, a Desigualdade de
Ptolomeu, a qual permite que possamos concluir se um quadrilatero é inscritivel ou nao

apenas conhecendo as medidas dos seus lados e das suas diagonais.

3.1 Ptolomeu

Sabemos das variadas contribuicoes de matematicos do passado nos campos da
algebra, trigonometria, geometria e nas demais areas da matematica, tais como Pitagoras,
Arquimedes, Pascal, Heron de Alexandria, dentre outros.

Ptolomeu também foi um desses grandes matematicos. Trabalhou em Alexandria, no
Egito (120-145), e foi o ultimo dos grandes sabios gregos. Procurou sintetizar o trabalho
de seus predecessores e, por meio de suas obras em astronomia, matematica, geometria,
fisica e geografia, a civilizacao medieval teve seu primeiro contato com a ciéncia.

Pioneiro no emprego de meridianos como segmentos de reta divergentes a partir
dos polos e paralelos como arcos de circulos concéntricos, seu mapa-mundi era composto
por um conjunto de 26 mapas regionais e sua obra foi fundamental para a evolucao da
cartografia.

Morreu em Alexandria, e varios de seus escritos chegaram aos nossos dias, dentre
os quais a influente e significativa obra em trigonometria e uma sintese de todo o conhe-
cimento de astronomia da antiguidade. Além de suas contribuigoes, Ptolomeu propos um
teorema que leva seu nome: o Teorema de Ptolomeu.

Com seus estudos e livros, Ptolomeu contribuiu para varios ramos do saber cientifico.
Infelizmente, parte de seus escritos foram perdidos. Os que restaram, no entanto, sao
suficientes para documentar a importancia de seu trabalho.

Sua obra mais importante é a Sintese Matematica, que é um trabalho de natu-

reza enciclopédica, composto por 13 livros, que constitui a sintese dos trabalhos obtidos
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pelos astronomos gregos da antiguidade, e nos apresenta argumentos a favor da teoria
geoceéntrica do universo.

Este Capitulo apresenta, como tema principal, o teorema de Ptolomeu, sua demons-
tracao e algumas de suas aplicacoes. O texto base para este capitulo tem como referéncia
[4].

3.2 O Teorema de Ptolomeu

Teorema 3.1. (Teorema de Ptolomeu) Num quadrildtero inscritivel, o produto dos com-
primentos das diagonais € igual a soma dos produtos dos comprimentos dos lados opostos,
ou seja, pela Figura tem-se pqg = ac + bd.

Demonstracao. Seja ABC'D um quadrilatero inscritivel. Considere AB = a, BC' = b,
CD =c¢, AD =d, AC =p e BD = q, conforme Figura (3.1).

Seja J um ponto sobre BD de forma que BAJ = CAD. Assim, os triangulos ABJ e
ACD sao semelhantes, pois também ACD = ABJ. Logo,

BJ AB
C—DzmﬁAC’-BJ:AB-C’D:p-BJ:aC. (3.1)
A
B

C

Figura 3.1: Teorema de Ptolomeu

Observe também que os AD.J e ABC sdo semelhantes, pois ACB = ADJ e BAC = JAD.

Assim,
JD AD

BC ~ AC
Somando os membros das equagoes ([3.1)) e (3.2), temos

= JD-AC = BC-AD = p- JD = bd. (3.2)

p-BJ+p-JD=ac+bd=p-(BJ+ JD)=ac+ bd.
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Como BJ + JD = BD = q, entao pq = ac + bd. [ |
A seguir demonstraremos o reciproco do Teorema de Ptolomeu.

Teorema 3.2. (Reciproco do Teorema de Ptolomeu) Reciprocamente, se num quadrildtero
convexo o produto dos comprimentos das diagonais € igual a soma do produto dos com-

primentos dos lados opostos, entao ele é inscritivel.

Demonstrag¢ao. Suponha que o quadrilatero convexo ABC'D satisfaz AC - BD = AB -
CD+ BC - AD.
Seja E um ponto tal que, BAE = CAD e ABE = ACD.

Figura 3.2: Reciproca do Teorema de Ptolomeu

Para mostrar que ABCD é inscritivel, basta mostrar que £ € BD assim ABD =
ABE = ACD, seguird do Teorema que ABCD ¢ inscritivel.
Por construgio AABE ~ AACD. Dai, 42 = 82 = AC - BE = AB-CD --- (1).
Também % = % e BAC = EAD. Logo, pelo caso de semelhanca de triangulos (PAP),
temos AABC ~ AAED. Daf 49 = 8¢ = AC-ED = BC - AD --- (2). Somando (1)
e (2), obtemos AC (BE + ED) = AB - CD + BC - AD Pela hipétese, BE + ED = BD.

Logo, E € BD e ABD = ABE = ACD. [

Teorema 3.3 (Desigualdade de Ptolomeu). Se ABC' ¢é um triangulo e P um ponto do

plano deste triangulo, tal que o quadrilatero ABC'P seja convexo, entdo
AB-CP+ BC-AP > AC - BP.

A igualdade ocorre se, e somente se, o quadrilatero ABCP ¢ inscritivel.
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Demonstracao. Inicialmente, observamos que a ultima afirmacao segue do Teorema de
Ptolomeu e seu reciproco. Agora, vamos demonstrar a desigualdade. Sejam B; € AC,

Ay € BC e Cy € AB, tais que PC1 1 AB, PB; 1 AC e PA; 1 BC, conforme Figura [3.3]

C

Figura 3.3: Desigualdade de Ptolomeu

Consideremos os segmentos A,C;, A1B; e B;Cy. Como A(f’lp + AEIP = 180°, pelo
teorema, , o quadrilatero AB;PC} é inscritivel, sendo AP um diametros do circulo
circunscrito, pois Aé’lP = 90°. Além disso, Blf’C’l + 0112131 = 180°. Como C’lABl =
180° — A, onde A é um angulo interno do triangulo ABC, entdao B;PCy = A.

Aplicando a lei dos senos no triangulo PB;CY, temos que

B,Cy

- =AP. (3.3)
senA

Aplicando a lei dos senos ([1.14)) no triangulo ABC', temos que

~ B
senA = —C

SR (3.4)

em que R é o raio do circulo circunscrito ao triangulo ABC. De (3.3)) e (3.4), obtemos

BC - AP

8101 - 2R

De modo analogo, os quadrilateros BA; PC; e CPB;A; também sao inscritiveis. Logo,

AC - BP AB-CD
Al =—7p— ¢ AB=—p—

Pela desigualdade triangular ([1.8)) no triangulo A, B;C, temos que

AB-CP+BC-AP>AC-BP
2R 2R 2R

AlBl + 3101 > A101 =
Logo, AB-CP+ BC - AP > AC - BP. [ |
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A Desigualdade de Ptolomeu permite concluir, a partir das medidas dos lados e
das diagonais, se o quadrilatero é inscritivel ou nao, sem a necessidade de verificar se os
angulos opostos sao suplementares.

Agora, serd feita algumas aplicacoes do Teorema de Ptolomeu, para que haja um

melhor entendimento do mesmo.

3.3 Problemas

Nesta Secao estarao apresentados prolemas resolvidos com aplicacoes do Teorema
de Ptolomeu. A resolucao de problemas de geometria por meio desse teorema torna-se
mais rapida, fornecendo aos alunos maior conhecimento de geometria plana, area pouco
trabalhada nas escolas, e, principalmente, deste teorema, que na maioria das instituicoes

de ensino nao chega a ser abordado.

VY
Problema 3.1. Seja ABC um triangulo equildtero e P um ponto sobre o arco BC,
que nao contém A, da circunferéncia circunscrita ao triangulo ABC. Prove que PA =
PB + PC.

Figura 3.4: Problema 3.1

Resolugao. Observe a Figura (3.4). Aplicando o Teorema de Ptolomeu ao quadrildtero
ABPC, temos
PA-BC =AB-PC+ PB- AC.

Como o triangulo ABC' é equilatero, entao AB = BC = AC =, com [ # 0. Logo,

PA-l=1-PC+1-PB= PA=PC+ PB. |
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Problema 3.2. Seja ABC wum triangulo isosceles, com AB = AC, inscrito em uma

A~
circunferéncia I'. Seja P um ponto sobre o arco BC' de ', que nao contenha A. Prove que

PA  AC
PB+PC BC

Resolugao. Observe a Figura (3.5)):

Figura 3.5: Problema 3.2

Aplicando o Teorema de Ptolomeu no quadrilatero ABPC', temos
PA-BC =AB-PC+ PB - AC.
Como o triangulo ABC' é isésceles, entao AB = AC. Logo,
PA-BC = AC-PC+ PB-AC = AC(PC + PB).

Portanto,

rPA  AC
PC+PB BC

Problema 3.3. Seja ABCD um quadrado inscrito em uma circunferéncia I'. Seja P um

7\
ponto sobre o arco BC' da circunferéncia I' que nao contenha A e D. Prove que

PA+PC PD
PB+PD PA

Resolugao. Observe a Figura [3.6

Aplicando o Teorema de Ptolomeu no quadrilatero ABPC, temos

PA-BC = AB-PC + PB- AC. (3.5)
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i
Figura 3.6: Problema 3.3

Como ABCD é um quadrado, entao AB = BC =CD = AD =led= AC = BD. Logo,
substituindo em (3.5)), teremos

PA-d=1-(PD+ PB). (3.6)

Aplicando o mesmo raciocinio para o quadrilatero APC D, temos, pelo Teorema de Pto-
lomeu, que AC'- PD = PA-CD + AD - PC. E assim,

d-PB=1-(PA+ PC). (3.7)

Dividindo as equagoes (3.6)) e (3.7)), temos

d-PB _1-(PA+ PC)

d-PA [-(PD+ PB)’

e como [ # 0 e d # 0, entao
PD  PA+ PC

PA  PD+PB

Problema 3.4. Uma circunferéncia passa pelo vértice A de um paralelogramo ABCD
intersectando os lados AB e AD nos pontos P e R, respectivamente. Além disso, intersecta

também a diagonal AC no ponto Q). Prove que
AQ-AC =AP-AB+ AR - AD.

Resolugao. Observe a Figura [3.7]

Aplicando o teorema de Ptolomeu no quadrilatero APQ R, temos

AQ - RP = AP-RQ+ AR - PQ. (3.8)
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Figura 3.7: Problema 3.4

Agora, observe que o triangulo RP(Q é semelhante ao triangulo CAD. De fato, como
ABCD é um paralelogramo, temos BAC = ACD e, como PAQ = PRQ, sao inscritos e
correspondem ao mesmo arco J/D-é, temos, entdo que PRQ = ACD. Além disso, RfDQ =
CAD sao angulos inscritos sustentando o mesmo arco R(Q). Agora, pela semelhanca desses

triangulos, seus lados correspondentes sao proporcionais. Dessa forma, temos

RQ RP PQ
DC ~ AC ~ AD’

Como ABC'D é um paralelogramo, entao AD = BC' e AB = C'D. Logo, substituindo em

(3.3)), teremos,
RQ RP PQ

AB  AC  AD
Com isso, RQ = k-AB, RP = k-AC e PQ = k-AD. Estas equagoes, quando substituidas
em ({3.8]), resulta em

k.

AQ - (k-AC)= AP (k-AB)+ AR - (k- AD).

Como k # 0, entao
AQ - AC = AP -AB+ AR - AD. [

3.4 O Ponto de Fermat

Finalizasse este Capitulo mostrando uma aplicagao do Teorema e Desigualdade de

Ptolomeu. Para esta Segao foram consultadas as referéncias [2] e [9].

O ponto de Fermat. O ponto de Fermat de um triangulo, também chamado de ponto

de Torricelli, é o ponto tal que a soma das distancias deste ponto aos vértices é minima.
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Ele é assim chamado porque o problema de encontra-lo foi levantado por Fermat em uma
carta particular enderecada a Evangelista Torricelli, que o resolveu.

Na solucao de Evangelista Torricelli do problema de Fermat, dada por volta de 1640,
afirmou-se que: As circunferéncias que circunscrevem os triangulos equildteros construidos
externamente sobre os lados do triangulo dado intersetam-se num ponto, o ponto de
Fermat. Isto é, o ponto de intersecao das circunferéncias construidas exteriormente sobre

os lados do triangulo minimiza a soma das distancias deste ponto aos vértice do triangulo.

D

Figura 3.8: Resolucao Geométrica do Problema de Fermat, proposta por Torricelli

No entanto, esta solucao geométrica nem sempre € o ponto que minimiza as distancias.
Quando um dos angulos do triangulo ¢ igual ou superior a 120° o ponto de Fermat nao esta
no interior do triangulo. Esta falha da proposta de Torricelli foi descoberta por Heinen
em 1834, que propos a seguinte solucao para o Problema de Fermat: Se um dos angulos
do triangulo formado pelos trés pontos dados for igual ou superior a 120°, o ponto que
minimiza a soma das distancias é o vértice desse angulo, caso contrario, a solugao é a

proposta por Torricelli.

Em toda esta secao ABC' denotard um triangulo, cujos angulos interiores sao me-
nores que 120°. Além disso, BCD, ACE e ABF denotaram os triangulos equilateros
construidos exteriormente sobre os lados do triangulo ABC.

A seguir, mostraremos que o Ponto de Fermat, para triangulos cujos angulos in-
teriores sao todos menores que 120°, pode ser obtido na interseccao dos segmentos que
ligam cada vértice do triangulo ao vértice do triangulo equildtero construido sobre o lado
oposto. Veja Figura 3.9,

Inicialmente, mostraremos que segmentos AD, BE e C'F sao concorrentes no mesmo
ponto de intersecao das circunferéncias que circunscrevem os triangulos equilateros BC'D,
ACFE e ABF, o ponto de Fermat. Com isto, também mostraremos que tais circunferéncias

sao concorrentes.
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D

Figura 3.9: O ponto de Fermat

Note que, pelo critério LAL de congruéncia de triangulos, temos

AF = AB,
AAFC = ANABE, pois FAC = 60° + BAC = BAE,
AC = AE.

E
# A
F
P
D

Figura 3.10: AAFC =2 ANABFE e Quadrilateros APBF e APCFE inscritiveis

D

Donde concluimos que AFC = ABE e AEB = ACB. Portanto, pelo Teorema | , 0S
quadrilateros APBF e APCE sao inscritiveis. Segue do Teorema ([2.1)) que

APB = APC = 120°. (3.9)

Logo, BPC = 120° e, novamente pelo Teorema 1) o quadrilatero BPCD ¢é inscritivel.
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Além disso, unindo o ponto P com o ponto D, temos pelo Teorema ([2.2]) que
BPD =BCD=60° e CPD=CBD. (3.10)

Segue das relagoes (3.9) e (3.10) que os pontos A, P e D sdo colineares. Isto finaliza a

prova da nossa primeira afirmacao.

Sera mostrado agora que este ponto minimiza a soma das distancias aos vértices do
triangulo. Inicialmente, observamos que as retas definidas por cada par dos vértices do
triangulo dividem o plano em sete regioes: o triangulo propriamente dito mais seis regioes

exteriores a esse triangulo.

Figura 3.11: Retas pelos vértices do triangulo ABC' dividem o plano em sete regioes

Para um ponto @ do plano, denotamos d(Q) = QA+QB+QC. A seguir mostraremos

que se um ponto () é exterior ao triangulo, entao existe um ponto @’ sobre o triangulo
ABC tal que

dQ)=QA+QB+QC<QA+QB+QC =d(Q).

De fato, suponha, por exemplo, que () € Ry, onde R; é a regiao exterior ao triangulo

especificada na Figura [3.11]

Figura 3.12: Para () € Ry, temos d(C) < d(Q)

Seja X o ponto de intersecao do segmento QA com a reta que passa por B e C, veja
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Figura [3.12] Temos,

dQ) = QA+ QB+QC > QA+QB = QX + XA+ QB
> XA+ XB = XA+XC+CB
>

CA+CB = d(C)
Notamos também que para o ponto X dado acima, temos

d(X)=XA+XB+XC > XA+XB = XA+BC+CX
> CA+CB = d(C)

Agora, caso ) € Ry, seja Q' o ponto de intersecao do segmento QB com a reta que

passa pelos vértices A e C. Veja Figura [3.13

Figura 3.13: Para Q) € Ry, temos d(Q') < d(Q)

Temos,

dQ) = QA+ QB +QC QA+ QQ +Q'B+QC
> Q'B+AQ+QC > Q'B+ AC

= QA+QB+Q'C =dQ)
Analogamente, mostra-se quando ponto () estd nas outras regides exteriores ao
triangulo ABC'.

Finalmente, foi demonstrado que o ponto P dado como a intersecao das circun-
feréncias que circunscrevem os triangulos equildteros construidos externamente sobre os
lados do triangulo ABC' (cujos angulos interiores sao todos menor que 120°) minimiza a
soma das distancia aos vértices do triangulo. Pela observagao, basta mostrar que se ) é

um ponto sobre o triangulo ou interior ao triangulo ABC', entao
d(P)=PA+ PB+PC<QA+QB+QC =dQ).

Para isto, note que a congruéncia dos triangulos AFC e ABF, estabelecida no inicio,
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fornece que BE = C'F. Analogamente, pela congruéncia dos triangulos ABD e FBC,
temos AD = C'F. Portanto,
AD = BE = CF.

Aplicando o Teorema de Ptolomeu ao quadrilatero inscritivel PC'D B, temos
PD.-BC=PB-DC+ PC-BD.

Sendo BC'D um triangulo equilatero, BC' = DC = BD, segue que PD = PB + PC.

Portanto,

PA+ PB+ PC = AP+ PD = AD = BE = CF. (3.11)
E
r A
P
Q
B C

D "D
Figura 3.14: Para pontos @) sobre ou no interior ao triangulo ABC' tem-se d(P) < d(Q)

Suponha que @) é um ponto sobre o lado BC' do triangulo ABC', usando a desigual-
dade triangular, obtemos (veja a imagem & esquerda da Figura [3.14))

dQ)=QA+QB+QC =QA+BC>QA+QD > AD =d(P)

Agora, se () é um ponto qualquer sobre ou interior ao triangulo ABC' que nao
estd sobre o segmento BC', como indica a imagem a direita da Figura |3.14l Temos que
BDC(@ é um quadrilatero convexo. Assim, pela Desigualdade de Ptolomeu, aplicada a

este quadrilatero, obtemos
QD -BC<Q@B-CD+QC-BD.

Sendo, o triangulo BC'D equiléatero, segue que QD < QB+ QC'. Portanto, a desigualdade
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triangular junto com a relacao (3.11)), fornece
PA+ PB+PC=AD < AQ+QD < QA+ QB + QC.

Esta desigualdade mostra que o ponto obtido como a intersecao das circunferéncias que cir-
cunscrevem os triangulos equilateros construidos externamente sobre os lados do triangulo
minimiza a soma das distancias de um ponto qualquer aos vértices do triangulo.

Dessa forma, apresentados histérico, Teorema de Ptolomeu, assim como suas de-

monstracoes e Desigualdade, pode-se apresentar a generalizagao do mesmo.
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Capitulo 4

Generalizacao do Teorema de

Ptolomeu

Neste Capitulo serd apresentado o tema central deste trabalho, o Teorema de Casey.
Portanto, sera apresentado, demonstrado e aplicado, buscando atingir o melhor enten-
dimento do assunto. Todos os capitulos vistos anteriormente serao utilizados como base

para sua apresentacdo. O material base tem como referéncia a obra de [§].

4.1 Casey

Um pouco sobre a biografia do grande gedmetra irlandés John Casey. Nasceu em 12
de maio de 1820, em Kilbehenny, na Irlanda. Foi um respeitado gedmetra, contribuiu com
varias novas demonstracoes e outras perspectivas sobre a Geometria Euclidiana. Destacou-
se no meio académico pela generalizacao do Teorema de Ptolomeu, o resultado que leva
o seu nome, o Teorema de Casey.

Cursou matemética no Trinity College (1858-1862) e fez mestrado em matematica
na Kingston School (1862-1873). Lecionou Matemética superior e Fisica-Matemaética na
Universidade Catolica da Irlanda (1873-1881) e, também, foi professor de matematica na
University College, Dublin (1881-1891). Em 1869 foi agraciado com o grau honorério de
Doutor. Foi membro da Real Academia Irlandesa e da Societe Matematica de France.

Publicou vérias obras, das quais podemos destacar as Transformagdes Ciibicas (1880),
Um Tratado sobre a Geometria Analitica do Ponto, Linha, Circulo e Seccoes Conicas
(1885) e Um Tratado sobre Geometria Esférica (1889).

Faleceu em Dublein, em 03 de janeiro de 1891. Veja agora o Teorema deste grande

nome da geometria, o Teorema de Casey.
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4.2 O Teorema de Casey

Teorema 4.1. Seja K uma circunferéncia de raio R e quatro pontos A, B, C' e D sobre K,
dispostos, nesta ordem, no sentido anti-hordrio. Sejam Ky, Ko, K3, e K4 circunferéncias
arbitrdrias, tangentes a K nos pontos A, B, C' e D, respectivamente. Se tg, denota o

comprimento da tangente externa comum as circunferéncias K, e K, entdo
l13 - tog = 12 - T34 + T1g - Tos. (4.1)

Antes de demonstrar o Teorema de Casey vejamos os seguintes lemas:

Lema 4.1. Sejam K, e Ky circunferéncias tangentes interiores a uma circunferéncia K

nos pontos A e B, respectivamente. Se t15 € a tangente comum a K, e K5, entdo

AB
t12: ? (R—Rl)(R—Rg),

sendo Ry, Ry e R os raios de Ky, Ky e K, respectivamente.

Demonstragdo. Observe a Figura (4.1)), como 15 é tangente comum a K; e K, ele é
perpendicular aos raios nos pontos de tangéncia. Supondo R; > R», seja T um ponto
sobre o raio de K tal que T'O, seja paralelo a t15. Assim, o triangulo TO05 é reto em T’

e ainda valem as relacoes, TOy =t15 e TO; = Ry — Ro,

Figura 4.1: Lema 1

Portanto, aplicando o teorema de Pitdgoras no triangulo T'0O10,, temos
2, = (0102)* — (R, — Ry)*. (4.2)
Aplicando a lei dos cossenos no triangulo O0;0,, temos
(0102)> = (R— R1)*+ (R— Ry)* — 2(R — R1)(R — Ry) cos . (4.3)
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Aplicando a lei dos cossenos no triangulo ABO, temos

(AB?=R*+ R*>-2-R-R-cosa =2R*(1 —cosa) = cosa =1 — <§§32 (4.4)
Substituindo em ([4.3]), temos
2 2 2 (AB)?
(0102)° = (R— R1)"+ (R—Ry)" —2(R— Ry)(R— R») [1 ~ om ] : (4.5)
Agora, substituindo em , temos
tiy = (R—R1)*+ (R — Ry)* —2(R — R1)(R — Ry) [1 — (’ggﬂ — (R1 — Ry)”.
Efetuando as poténcias e reduzindo os termos semelhantes, temos
t]y = %(R—Rl)(R—Rg) =ty = A?B\/(R—Rl)(R—Rz). (4.6)
0 que completa a demonstracao. [ |

Lema 4.2. Sendo K; e Ky circunferéncias tangentes exteriores a circunferéncia K nos

pontos A e B, respectivamente, entdo a tangente comum a K; e Ky € dada por

AB
t1o = 7\/(3 + R1)(R+ Ry),

onde Ry, Ry e R sdo os raios das circunferéncias Ky, Ko e K, respectivamente.

Demonstragao. Observe a Figura (4.2) abaixo:

Figura 4.2: Lema 2

Se R1 == RQ, temos t12 == %(R—f- Rl)
Suponha que Ry > R;. Seja E um ponto sobre o raio de K tal que O1 F seja paralela a tq5.
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Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo £O10,, retangulo em E, onde FO; = tq
e FOy = Ry — Ry, temos
t3y = (0105)* = (Ry — Ry)*. (4.7)

Aplicando a lei dos cossenos no triangulo O0;0,, temos
(0102)2 = (R + R1)2 + (R + R2>2 — 2(R + R1)<R + RQ) COS (). (48)

Aplicando a lei dos cossenos no triangulo ABO, temos

(AB)2:R2+R2—2-R~R-cosa:>cosa:1—(1;152)2- (4.9)
Substituindo em temos
(0109) = (R+ R1)* + (R+ Ry)* —2(R+ R) (R + Ry) [1 — %} - (4.10)
Agora, substituindo em , temos
thy=(R+ R)?*+ (R+ Ry)* —2(R+ R))(R+ Ry) [1 — %ﬁﬂ — (Ry — Ry)2
Efetuando as poténcias e reduzindo os termos semelhantes, temos que
3, = (f;;é)z(}% + R1)(R+ Ry) = t12 = ’%B\/(R + R1)(R + Ry). (4.11)
o que completa a demonstracao. |

Em posse desses resultados, demonstraremos o Teorema de Casey, a generalizagao
do Teorema de Ptolomeu.
OBS: Demonstraremos o Teorema para dois casos possiveis: quando as circunferéncias

Ky, Ky, K3, e K, sdo tangentes internamente (caso 1) e externamente (caso 2) a K.

Demonstrag¢ao do caso 1. Observe a Figura [4.3}
Com a ajuda do lema (|4.1]), a demonstracao do caso 1 do teorema de Casey é praticamente

imediata pois, de forma andloga, teremos

o= "C R BB~ Ry  tu="2\B-R)E-R)

Ly = B—}SWR ") Rt = %\/(R — ) (E— )

CD
tag = F\/(R_ R3)(R — Ry)
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S~ 7

Figura 4.3: Visualizagao geral do caso 1 do Teorema de Casey

Utilizando as expressoes acima, o valor correspondente a expressao tiy - tog + t1o - t34 é

AD BC

7 VBR-R)R-Ry) - —/(R = R)(R— Rs)
AB CD
+ TVE-R)B-FR) - —/(B—R)(E-R)

Efetuando os produtos acima e, em seguida, isolando o termo comum as parcelas resul-

tantes, temos

AD-BC AB-CD
R? * R?

)¢@—RMR—RMR—EMR—M)

<AD-BC’+AB~CD

R? ) V(R = R1)(R = Ro)(R — R3)(R — Ra) (4.12)

Agora, observe que aplicando o Teorema de Ptolomeu no quadrilatero ABC'D temos que
AD-BC+ AB-CD = AC - BD.

Substituindo este resultado em (4.12)), temos

(AC’~BD

R2 ) V(R—R1)(R—Ry)(R— R3)(R—Ry) =

AC BD
& V(B—R)(R—Rs) - —= /(R = Ro)(R— Ra) = g~ tos,

o que completa a demonstracao. [ |

Demonstragdo do caso 2. Observe a Figura (4.4)):
Tomando por base o lema (4.2]), a demonstragao do caso 2 do Teorema de Casey é prati-
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Figura 4.4: Visualizagao geral do caso 2 do Teorema de Casey

camente imediata, pois

tiz = A—;\/(RJr Ri)(R+Rs) tiu= A?D\/(RJF R)(R+ Ry)

Ly — B—;\/m T )RRyt — %\/(R TR TR

lag = CWD\/(R—F R3)(R+ Ry)

Em posse desses resultados é possivel verificar, por meio do teorema de Ptolomeu, que a

expressao tqy - tog + t1o - t34 corresponde a ty3 - to4, 0 que completa a demonstracao. [ |

Vale salientar que, independente do caso, se os valores de Ry, Ry, R3 e R4 se apro-
ximarem de zero, temos exatamente o teorema de Ptolomeu, pois t1o = AB, t;3 = AC,

t14 = AD, t23 = BC, t24 =BDe t34 = CD, e assim

t14‘t23+t12't34:AD'BC+AB'CD:AC'BD:tlg't24.

4.3 Problemas

A proposta nesta Seccao é apresentar a resolucao de alguns problemas, digamos

interessantes, para que o leitor possa perceber a importancia do Teorema de Casey.

Problema 4.1. (IMO - International Mathematical Olympiad de Mosct, 1992, fndia) As
circunferéncias Cy e Cy sdao tangentes externamente no ponto I, e ambas sao tangentes
internamente a uma terceira circunferéncia C. Uma tangente comum as duas primeiras

(Cy e Cy) corta a terceira nos pontos B e C, enquanto a tangente comum a Cy e Cy, que
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passa por I, corta a terceira no ponto A e BC no ponto D. Demonstrar que I € o incentro
de ABC..

Figura 4.5: Problema 4.1

Resolucao. Seja BCNC, =X, BCNCy=Y,2=AI, u=1D e a, b, ¢ as respectivas
medidas de BC, AC' e AB. Sejam também BX =z, C'Y =y e DX = DY = DI = u.
Aplicando o Teorema de Casey a quadrupla (A, C;, B, C), temos:

t12:A[:Z, tlngB:C, t14:AC:b,
tggZBX:Q?, t24:CX:2u—|—y, t34:BC:CL.
Portanto,
az +br = c(2u+y) (4.13)

Analogamente, agora aplicando o teorema de Casey a quadrupla (A, Cy, C, B), temos

t12:AI:Z, t13:AC:b, t14:AB:C,
tggZYC’:y, t24:YB:2U+.T, t34:BC:(I.
Portanto,
az + cy = b(2u + x) (4.14)

Subtraindo (4.13)) e (4.14]), obtemos

br —cy =2u(c—b)+cy —br = 2bxr —2cy = 2u(c—b)
= br —cy=u(c—0b)
= br+ub=cy+ uc

r+u c
= = -,
y+u b
ou melhor, % = ﬁ—g, de onde, pelo reciproco do Teorema da Bissetriz Interna (veja

Teorema [1.17)), se conclui que Al é bissetriz de BAC. Agora, somando (4.13) e (4.14)),
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temos az = u(b+ ¢), ou melhor,
z b+c
u a

. Al _ AB :
Isso quer dizer que 75 = %5, de onde, novamente pelo Teorema 1) se conclui que

BI ¢é bissetriz de ABC. Assim, como AI N BI = I, podemos concluir que I ¢ incentro de
ABC. |

Problema 4.2. Seja D um ponto pertencente ao lado AB de um triangulo ABC'. Seja
K1(Oq,7r1) um circulo tangente internamente ao circulo K, circunscrito a ABC, bem
como tangente a AD, no ponto M, e a CD. Seja também Ky(Osz,73) um outro circulo
tangente internamente a K, assim como a BD, no ponto N, e a CD. Se r € o raio de

K, demonstrar que r = 11 - cos® (2) + 7y - sen?(2), onde a = ADC.

Figura 4.6: Problema 4.2

Demonstragao. Sejax = DM. Aplicando o teorema de Casey a quadrupla (A4, B, C, K3),

temos

tlngB:C, t13:AC:b, t14:AM:AD—£C,
tgngC:a, t24:BM:BD—|—l’, t34:OD—[L‘.

Portanto,

c(CD —2z)+a(AD —z) = b(BD + x)
c-CD—cx+a-AD —axr=0b-BD + bx
a-AD+c-CD—-b-BD=xz(a+b+c) (4.15)

Agora, seja y = DN. Aplicando o teorema de Casey a quadrupla (A, B, K, C'), temos

tlZIAB:C, t13:AN:AD+y, t14:AC:b,
tngBN:BD—y, t24:BC:a, t34:C’D—y.
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Portanto,

c(CD —y)+b(BD —y) =a(AD +y)
c-CD—cy+b-BD—by=a-AD + ay
c-CD+b-BD—a-AD =y(a+b+c) (4.16)

Somando (4.15)) e (4.16) obtemos

2¢-CD

2C-CD:($—|—y>(CL+b—|—C):>$+y:m'

Porém, no triangulo O; M D temos que x = rycot (5). J& no triangulo O, N D temos que

y = ratg(§). Logo,

« ! 2c-CD
. cot (_> -t (_> S 4.17
o 2 tracig 2 a+b+c ( )
2tg(&
Por outro lado, sabe-se que tg(2- %) = %, ou melhor,
1—tg*(3)
2tg(3) = tga[l— tg*(5)]
2(a\ _ 2(a
— tga cos’(§) — sen*(§)
cos? (5)
B ( sena) Cos &
— \cosa cos? ()
_ sena
~ cos?(9)
Sendo assim,
2 cos? (4
tg(g> =2 ¢ co (g) - 2o t5) (4.18)
2 2cos? (5) 2 sena

Substituindo as equagoes (4.18)) em (4.17)), temos que

2cos® (%) sena | 2c¢-CD
" sena ? 2cos?(8)] a+b+c

Multiplicando a expressao acima por senca, temos

e sen’a 2¢-CD - sena
2ry cos (—) + 7o ) = :

2 2cos? (§ a+b+c

Como sen’a = 4 - sen®($) - cos® (), temos que

9, cos? (g) oy [4. sen2(%).c032(%)] _ 2¢-CD - sena

2cos? (5) a+b+c
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ry cos? <g> +r sen2<g> = —C'CD' sena,
! 2 2 2)  a+b+c

Seja h. a altura do triangulo ADC relativa ao lado AD. Logo, C'D - sena = h.. Sendo A

a area do triangulo ABC, temos que

7“0052(%)—1-7“ sen2<g)— che __ 24
! 2 2 2)  a4+b+c a+b+c

Como A =p-r, sendo p o semiperimetro do triangulo ABC', temos

« Q 2A 2pr
T cos? <—> + 7o sen? (—) = = =,
2 2 a+b+c a+b+c

0 que completa a demonstracao. [ |
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Capitulo 5
Problemas e Aplicacoes

Neste Capitulo serd apresentado alguns problemas e algumas aplicacoes dos varios
teoremas e resultados que foram abordados ao longo dessa dissertacao. Como sao proble-

mas com varias referéncia, as mesmas estarao indicadas em cada um deles.

5.1 Problemas

Problema 5.1. Calcule as diagonais de um quadrildtero inscritivel em funcao das medi-
das dos lados ([4], paginas 197 e 198).

Resolucao. Sendo as medidas dos lados do quadrilatero inscrito na circunferéncia, AB =
a, BC=b,CD =ce AD = d. Observe a Figura abaixo:

c
Figura 5.1: Problema 5.1

Aplicando o Teorema de Ptolomeu (3.1]) e o Teorema de Hiparco ({2.3). Sendo BD = q e
AC' = p, teremos, respectivamente,
p ad+ be

= bd - = .
pg=ac+ ¢ qg ab+cd
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Multiplicando essas equacoes membro a membro,

ad + be
ab + cd

) = p* = (ac+ bd) (ad+b6) =

p_
q q—(ac+bd)< b+ od

B \/(ac + bd)(ad + be)

n ab + cd

Por outro lado, dividindo as mesmas equagoes membro a membro,

ab—l—cd) I (ac + bd)(ab + cd)

q
S = bd
b P (ac + bd) (ad+bc ad + be

(ac + bd)(ab + cd)
= . |
1 \/ ad + be

Problema 5.2. (IME - Instituto Militar de Engenharia) Em um circulo com 10v/2 de
diametro temos duas cordas medindo 2 e 10. Achar a corda do arco soma dos arcos das

cordas anteriores.

Figura 5.2: Problema 5.2

Resolugao. Seja AC um diametro da circunferéncia, bem como AD e AB as cordas que
medem 2 e 10, respectivamente. Note que ABC e ADC' sao triangulos retangulos em B
e D, respectivamente. Entao, aplicando o Teorema de Pitdgoras nos triangulos ABC e
ADC', temos

(AC)? = (AB)? + (BC)* = (10v2)* = 10* + (BC)? = BC = 10,

(AC)? = (AD)* + (CD)?* = (10v2)? = 2 + (CD)* = CD = 14.

Observe que a corda do arco soma dos arcos das cordas coincide com a diagonal BD

do quadrilatero ABC'D inscrito na circunferéncia. Dessa forma, aplicando o Teorema de
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Ptolomeu, temos
AC-BD =AB-DC+ AD - BC =

10v/2-BD =10-144+2-10 = BD = 8V2. u

Problema 5.3. (Seletiva do Brasil para a Olimpiada do Cone Sul) Prove que as distancias
entre um ponto sobre uma circunferéncia e os quatro vértices de um quadrado nessa

mscrita nao podem ser todas niumeros racionais.

Resolugao. Observe que ABC'D é um quadrado. Logo, temos AB = BC = CD =
DA = a.

Figura 5.3: Problema 5.3

Aplicando o Teorema de Pitadgoras no triangulo ABC, temos
(AC)? = (AB)* 4 (BC)? = (AC)? = d® + a®> = AC = aV/2.
Aplicando o Teorema de Ptolomeu ao quadrilatero inscrito ABC P, temos

AC-BP:AP-BO+AB-PC;»a\/E-BP:a-APM.PO;»AP+—PC:\/§.

BP

Como v/2 néo é um nimero racional, conclui-se que uma dessas medidas ndo é um nimero

racional. [ |

Problema 5.4 (Prova da disciplina MA13 - PROFMAT 2013). O quadrilatero ABC D
estd inscrito em uma circunferéncia. Seja M o ponto médio do arco C'D, como mostra a

Figura. Os segmentos MA e M B cortam o lado CD em P e Q, respectivamente.

a) Mostre que o quadrilatero ABQP € inscritivel.

b) Mostre que os angulos DAQ e PBC sio 1quais.
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M

P

AN

Figura 5.4: Problema 5.4

Solugao. Vejamos a solugao para ambos os itens.

a) Para mostrar que o quadrilatero ABQP é inscritivel basta mostrar que a soma de

dois angulos internos opostos ¢é igual a 180°. Assim, sejam a, b, ¢ e d as medidas
NN N N N .

angulares dos arcos DA, AB, BC', CM e MD, respectivamente, como mostra a

Figura abaixo:

Figura 5.5: Solug¢ao do problema 5.4

Pelo Teorema 1 B), o angulo M AB é um angulo inscrito. Logo

77N\
piB— mip—BM _ctd, (5.1)
2 2
Agora, pelo Teorema 1 C), o angulo BQP é excéntrico interno. Logo
N\ 7~ N\
BQP:BQD:DAB+CM:a+b+d- (5.2)

2 2
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Somando as equagoes [5.1] e [5.2] temos

a+b+c+d+d 360

= 180°.
2 2

PAB + BQP =

Portanto, o quadrilatero ABQP é inscritivel.

b) Vemos que DAQ = DAP + PAQ. Como DAP = DAM, entdo
. . . d .
DAQ = DAM + PAQ = 5 + PAQ.

Seguindo o mesmo raciocinio, PBC = PBQ + QEC. Como QBC = M BC, entao

PBC = PBQ + MBC = PBQ + g.

Como o quadrilatero ABQP ¢ inscritivel, entao os angulos PAQ e PBQ sio con-
gruentes. Logo DAQ = PBC. [

Problema 5.5 (Primeira avaliagdo da disciplina MA13 - PROFMAT 2014). Seja ABCD
um quadrildtero convexo. Prove que se os angulos BDA e ACB sdo iguais (BﬁA =
AC’B}, entdo o quadrildtero € inscritivel em um circulo. Verifique, justificando, se a

reciproca € verdadeira.

Solucao. Considere o circulo determinado por A, B e C. Queremos provar que D per-
tence a esta circunferéncia. Seja D’ a intersegao (D' # B) da semirreta Eﬁ com a circun-
feréncia. Supondo, por absurdo, que D nao pertenca a circunferéncia, teremos D’ # D.
Com isso, os angulos BD'A e ACB sao congruentes, ou seja, BD'A = AC’B, pois ambos
sdo angulos inscritos na circunferéncia (veja Teorema[l.2}B), e determinam o mesmo arco
.@ e, com isso, os angulos BD'A e BDA sao congruentes, pois os angulos BDA e ACB
sao congruentes, por hipdtese.

Caso D esteja entre D’ e B, o angulo externo ADB do triangulo AD D’ seria congruente ao
angulo interno AD' D, o que é um absurdo; Caso D’ esteja entre D e B, o angulo externo
AD'B seria congruente ao angulo interno ADD’ , 0 que também é absurdo; A reciproca
é obviamente verdadeira, pois se ABC'D é inscritivel em um circulo, os angulos inscritos
BDA ¢ ACB determinardao o mesmo arco @ Portanto, os angulos BDA e ACB sao
congruentes (BDA = ACB). |

Problema 5.6. Num quadrildtero inscritivel ABCD, AD = DC'. Se as diagonais desse
quadrildatero intersectam-se no ponto I, e se AI =6, CI =4 e BI =8, quanto mede o

maior lado desse quadrildtero? ([4], pagina 319).
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Figura 5.7: Problema 5.6

Solugao. Segundo o Teorema 1 B), os angulos ADB e ACB séao congruentes, da

mesma forma que AID e BIC , por serem opostos pelo vértice. Assim, os triangulos AI D

e BIC sao semelhantes. Logo,

ID 6
— =-=1D=3.
4 8

Considere a Figura abaixo, onde AB =a, BC =be CD = AD = c.

D

<

B

Figura 5.8: Solucao do problema 5.6
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Ainda pela semelhanca dos triangulos AID e BIC,

BC  BI b 8 4c
AD AT T ¢ 6Ty (53)

Os triangulos AIB e DIC também sao semelhantes, pois os angulos BAC e BDC sao

congruentes (Teorema B), e os angulos AIB e DIC também sio, por serem opostos

pelo vértice. Portanto, temos que

AB  BI a 8

Agora, aplicando o Teorema de Ptolomeu (3.1) ao quadrilitero ABCD, e tomando os
resultados (5.3)) e (5.4), temos

AB-CD+ BC-AD = AC-BD .ac+bc=10-11

2¢% + (4/3)® =110 . ¢ = V/33.
Assim, os lados do quadrilatero ABC'D sao
AB =a =2c=2v33

BC =b=(4/3)V33
AD=CD =c=+/33

Dessa forma, a medida do maior lado é 2+/33. |

Problema 5.7 (IMO - Ira). Seja ABC um triangulo com BC > CA > AB. Seja D um
ponto sobre o lado BC' e seja E o ponto no prolongamento de BA, com A entre E e B,
tal que BD = BE = C'A. Seja P o ponto sobre AC tal que E, B, D e P sao conciclicos

e seja () o sequndo ponto de intersecao de BP com o circulo circunscrito ao triangulo

ABC'. Prove que AQ + C(Q = BP.

Solugao. Observe a Figura[5.9
Veja que os triangulos AQC e EPD sao semelhantes, pois

CAQ =CBQ=DEP e AQC =180°— ABD = EPD.

Aplicando o Teorema de Ptolomeu no quadrilatero BDPFE, temos

DP EP
BP-DE:BE-DP+BD-EP:>BP:BE-ﬁ—l—BD-ﬁ- (5.5)
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Figura 5.9: Solucao do problema 5.7

Utilizando a semelhanca entre os triangulos AQC' e EPD, temos

AQ CQ CA
EP DP DE

Ou seja,

DP  CQ EP  AQ
- = e - = .
DE CA DE CA
Substituindo esses resultados na Equacao (5.5) e, como BD = BE = C'A (enunciado do

problema) , temos

_ 4.9 4Q _
BP=CA- 7 +CA- Z¢ = BP=0Q+AQ. m

Problema 5.8. Seja A1AsAs. .. A, um poligono reqular de n lados, tal que

1 1 1

= . 5.6
Ak, ~ Ay A 56)
Determine n, ou seja, o nimero de lados de poligono reqular. [5].
Solucao. Observe a Figura abaixo:
Da equagao (5.6 temos que
A1Ag - AjAs + A1 Ay - AjAy = A1 Ag - A Ay (5.7)

Como o quadrilatero A;A3A4As € inscritivel, podemos aplicar o Teorema de Ptolomeu

. Assim,
AgAs - A1As + AsAy - A1As = A3As - A1 Ay (5.8)
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A

Figura 5.10: Problema 5.8

Além disso, como o poligono é regular, temos

A1As = AyAs, A1As = A3Ay, A1As = A3As.
Comparando as equagoes e , obtemos

A1Ay = AL As.

Como as diagonais A; Ay e Aj A5 sao iguais, segue que existe o mesmo niimero de vértices
entre Ay e A4 e entre A; e As. Dessa forma, concluimos que n = 7. [ |
5.2 Aplicacoes
Aplicacao 1.

Demonstragao da férmula: (sena)? + (cosa)? =1

Solugao: Considere um retangulo ABC' D inscrito numa circunferéncia de diametro igual

al.

~Ta

Figura 5.11: Aplicagao 1
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Note que AC' = BD = 1. Observe também que, sendo CAD = a, temos sena = C'D
e cosae = AD. Como ABCD é um retangulo, entdao teremos AB = CD = sena e
AD = BC = cosa. Aplicando o Teorema de Ptolomeu , temos AB-CD+AD-BC =
AC - BD. Assim, (sena)? + (cos a)? = 1, relagao fundamental da trigonometria. Observe
que a relacao vale para qualquer angulo «, pois o que muda sao os sinais do sena e cos «,

porém os termos da relagao estao elevados ao quadrado.

Aplicacao 2.
Demonstracao do Teorema de Pitagoras

Solucgao: Inicialmente, considere o triangulo ABC' retangulo em B. Seja D um ponto do

plano tal que ABCD seja retangulo.

Figura 5.12: Aplicagao 2

Como ABCD é um retangulo, entao AB = CD, AD = BC e AC' = BD. Aplicando
o teorema de Ptolomeu , no quadrilatero inscritivel ABC' D, obtemos AC - BD =
AB-CD + AD - BC, ou melhor, (AC)? = (AB)? + (BC)?. Temos, assim, o teorema de
Pitdgoras, obtido no triangulo ABC'

Aplicagao 3.
Demonstragao da férmula: sen(a + ) = sena cos 5 + sen/3 cos a.

Solucgao: Seja ABC'D um quadrilatero inscrito numa circunferéncia de diametro igual a 1
e a+ 3 < 180°. Considere AC', uma de suas diagonais, igual ao diametro da circunferéncia,
assim como BAC = a e CAD = B.

No triangulo ABC, temos que senae = BC' e cosa = AB. Ja no triangulo ADC' temos que
senf = CD e cosff = AD. Aplicando a lei dos senos no triangulo ABD, obtemos

BD

sen(a + 8) .

ou seja, sen(a + ) = BD. Aplicando o teorema de Ptolomeu (3.1)), temos AC - BD =
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Figura 5.13: Aplicagao 3

AB - CD + AD - BC. Logo, 1- sen(a+ [3) = cosa - sen3 + cos 3 - senc, ou melhor,

sen(a + ) = sena cos f + senf cos a.

Aplicacao 4.
Demonstragao da férmula: sen(a — ) = senacos § — senf cos a.

Solucao: Considere um quadrilatero inscrito numa circunferéncia de diametro igual a 1.
Seja AD um dos lados do quadrilatero de tal modo que AD coincida com um diametro

da circunferéncia.

Figura 5.14: Aplicagao 4

Note que os triangulos ABD e AC'D sao retangulos em B e (|, respectivamente. Sendo
BAD = a e CAD = B, entao sena = BD, cosa = AB, senff = CD e cosff = AC.
Observe que o angulo B AC é igual a o — 3. Aplicando a lei dos senos (|1.14)) no triangulo

ABC, temos
BC _q

sen(a — )
ou seja, sen(a — ) = BC'. Agora, aplicando o teorema de Ptolomeu ({3.1)) no quadrildtero
ABCD, temos AC - BD = AB-CD + AD - BC, ou melhor, cos 3 - senax = cosalpha -

senf + 1 - sen(a — (3). Ou seja, sen(a — ) = senacos f — senf cos a.

67



Conclusao

Esse trabalho teve como finalidade apresentar o Teorema de Ptolomeu e, numa
generalizacao do mesmo, o Teorema de Casey, de modo que alunos do Ensino Médio e
estudantes, em ambito geral, tenham um bom entendimento desses teoremas, bem como
de suas aplicagoes.

Apresentamos defini¢oes, propriedades e resultados como pré-requisitos para que o
estudante nao necessite busca-los em outras fontes, permitindo-lhes melhor compreensao
dos teoremas presentes nesta dissertacao.

Desse modo, todas as proposicoes, aplicacgoes, defini¢coes e problemas foram acompa-
nhados por figuras, com o intuito de facilitar o entendimento, da melhor forma possivel,
sobre os resultados, demonstragoes e solugoes que constam neste trabalho.

Houve também a pretensao de que os resultados apresentados nessa pesquisa con-
tribuissem com o estudo e com o ensino da Geometria Plana, abordando um pouco de
historia da matematica, bem como demonstragoes e solugcoes de problemas, os quais ser-
vem como aspectos motivadores para o processo de ensino-aprendizagem.

Enfatizamos o estudo da geometria porque acreditamos que os professores, ja muito
atribulados com contelido, indisciplina em sala de aula, tempo exiguo para ministrar esses
assuntos, resisténcia por parte dos diretores, coordenadores, pais e, principalmente, dos
proprios estudantes, acabam optando por uma abordagem mais resumida e direta dos
conteudos.

Além disso, procuramos ressaltar a importancia de apresentar as demonstracoes para
os seus teoremas, postulados e, também, alguns momentos da historia dos personagens
que muito contribuiram nesta ciéncia, como forma de deixar a Matematica mais acessivel
e atraente aos estudantes.

Dessa maneira, com a realizacao deste trabalho, aprendemos mais sobre este ramo

eminente e tao interessante da matematica: a Geometria.
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