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Resumo

Sob o prisma da Estatistica-Computacional, esta dissertacao trata do problema de com-
binacao nao linear de modelos de previsao de séries temporais. Neste contexto, suas princi-
pais caracteristicas e propriedades basicas sao apresentadas. Alguns dos principais métodos
de previsao de séries temporais presentes na literatura sao descritos. As propostas apresen-
tadas nesta dissertacao sao mostradas por meio de trés casos de estudo utilizando um forma-
lismo matematico conhecido como cépulas pela sua capacidade de poder medir dependéncia
e combinar modelos de predicao sem perca de informacao. A combinacao dos modelos de
previsao ocorre por meio do formalismo matematico de cépulas que apresenta resultados
convincentes e motivadores através de trés casos de estudo presentes nesta dissertacao. No
primeiro é apresentado um pequeno caso para combinar as previsoes dos modelos de pre-
visao via copula de Gumbel-Hougaard. No segundo caso de estudo é proposto um estimador
combinado construido através da funcao multivariada nao-paramétrica de Cacoullos para
um caso simples de combinagao. No terceiro e tltimo caso de estudo sao apresentados
os principais resultados desta dissertacao, em que, é realizado um experimento que com-
para estimadores combinados construidos levando em consideracao varias séries temporais
e inumeros modelos de previsao, tal que, sao simuladas diversas situacoes. Nesse sentido,
experimentos computacionais realizados demostram que o estimador combinado construido
via cépula obteve melhores resultados quando comparado com os modelos individuais e o

método de combinacao linear.



Abstract

This dissertation disusses the problem of combining models for time series forecasting.
In this context, the main characteristics and basic properties of combined models are pre-
sented. Some of the main methods of time series forecasting present in the literature are
described. Computational experiments compare diverse copulas-based combined models.
First of all, an algorithm is presented to combine predictions of the predictive models via
Gumbel-Hougaard copula. In the second case, it is proposed a combined estimator cons-
tructed via non parametric Cacoullos multivariate functions. In the third and final case
of study, the main results of this dissertation are presented, in which an experiment that
compares combined estimators constructed taking into account thousands of time series and
numerous forecasting models were simulated. Thus, computational experiments show that
the combined estimator constructed via copula obtained better results compared with the

individual models and the linear combination method.
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Capitulo 1

Introducao

As diversas experiéncias ocorridas no decorrer da vida de pessoas e organizagdes mostram
um inegavel pretexto psicolégico para buscar suporte de especialistas o tempo todo, princi-
palmente antes de fazer uma decisao importante. Isso ocorre de forma natural para a maioria
das pessoas, em particular se a decisao envolve dinheiro ou satde. E normal perguntar a
opiniao de usudrios antes de comprar um produto ou referéncia antes de contratar algum
servigo, assim como pedir a opiniao de diferentes médicos antes de passar por uma cirurgia
séria. Esses sao apenas alguns dos muitos exemplos que mostram a importancia da opiniao

de varios especialistas.

Modelos especialistas podem ser encarados como humanos ou computacionais. Especia-
listas humanos podem ser vistos como médicos, advogados entre diversos profissionais que sao
tidos como peritos em determinado assunto ou area. Enquanto especialistas computacionais
sao software programados para desenvolver uma determinada atividade que normalmente é

realizada por profissionais.

Esta dissertacao aborda a combinagao de modelos especialistas, em particular, com o
objetivo de melhorar a confianca na decisao a ser tomada em relacao ao uso de um tnico
modelo. Por meio de algum processo de combinacao, almeja-se chegar a uma decisao mais

acurada do que aquela apresentada por um tnico modelo especialista.

No contexto aqui apresentado, modelos especialistas sao encarados como preditores, onde
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os mesmos serao empregados para resolver o problema de previsao de séries temporais. Nos
estudos de incerteza de modelos para analise de previsao de séries temporais a literatura
mostra ainda que a acuracia pode ser substancialmente melhorada pela combinacao de mo-
delos de previsao individuais. Autores como Jeong e Kim [28], Wallis [52], Dell’Aquila e
Ronchetti [I5], Amendola e Storti [1] e Lux [34] suportam essa afirmagao. A literatura ainda
apresenta diversos autores como R. T. A. Oliveira [39], T. F. Oliveira [41], Clemen [9] e
Firmino et al.[22] que mostram meios de combinagao de modelos para obterem resultados

melhores quando comparados com os modelos individuais.

Podem ser vistos em R. T. A. Oliveira [39] e T. F. Oliveira [40] a combinagdo de mo-
delos de previsao de séries temporais, onde o processo de combinacao é realizado por meio
do formalismo de copula. Os resultados obtidos nos trabalhos, mostraram que o modelo

combinado obteve melhor acurdcia em relagao aos modelos individuais.

Do exposto, busca-se mais especificamente com esta dissertacao propor avangos no estado
da arte de estudos sobre incerteza de modelos voltados a séries temporais, com interesse
particular no uso do formalismo de copulas aplicada a combinacao nao linear de preditores.
Para tanto, estudar-se-ao modelos de previsao de séries temporais e estimadores de maxima

verossimilhanca associados a agregacao de modelos ajustados a uma mesma série.

A previsao de determinados fenomenos auxilia na tomada de decisao no intuito de co-

nhecer e analisar fenomenos futuros. Dentre seus objetivos destacam-se:

e Minimizar estragos causados por fendmenos da natureza, tais como: enchentes, terre-

motos, tornados, tsunames, por exemplo;

e Minimizar a quantidade de acidentes causados em: rodovias, espaco aéreo, em mar

aberto, entre outros;

e Maximizar o retorno de investimento, como por exemplo em aplicagoes em acoes da

bolsa de valores.

Nesse sentido, sao iniimeras as aplicagoes possiveis por meio de previsoes de séries tem-
porais, para auxiliar as diversas areas do conhecimento a optar pela melhor decisao diante

de determinadas situagoes.
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Sao muitas as técnicas que buscam resolver o problema de previsao de séries temporais,
porém, varias técnicas possuem algum erro de previsao associado, muitas vezes tal erro é
suposto ser normalmente distribuido, conhecido na literatura como ruido branco. Desta
forma, o interesse desta area é construir modelos de previsao que minimizem o erro de
previsao, em outras palavras, construir um modelo que melhor se ajuste aos dados da série.
A construcao do modelo étimo nao € trivial e muitos preditores podem conduzir a previsoes

pouco acuradas e eficientes [13].

1.1 Motivacao

De fato, estudos sobre incerteza de modelos tém estado na vanguarda da modelagem
de séries temporais. Neste contexto, pesquisadores tém sido desafiados a combinar diversos
modelos ajustados a uma mesma série com intuito de promover previsoes agregadas. Estatis-
ticamente estes estimadores agregados mostram-se superiores aos modelos individuais, tanto
em termos de acurdcia quanto eficiencia. Uma das alternativas de agregagao mais adotadas
sao as combinagoes lineares onde a estimativa resultante é dada por uma média ponderada
das predicoes provenientes dos modelos individuais envolvidos. Revisoes da literatura da
area, tais como Clemen [9], Jeong [28] e Wallis [52], e pesquisas correlatas, como Dell’Aquila

e Ronchetti [15], Amendola e Storti [I] e Lux [34], dao suporte a este argumento.

Neste trabalho, serd apresentada uma metodologia alternativa para realizar previsoes de
séries temporais, baseada na combinacao nao linear de preditores. O procedimento utilizado
é conhecido na literatura como cépulas [36]. Uma cépula pode ser definida como uma
funcao que associa distribuigoes univariadas com o propodsito de formar uma distribuicao

multivariada [2].

Dentre as principais vantagens na adocao de cépula destaca-se sua flexibilidade em medir
dependeéncias entre distribui¢oes marginais pré-estabelecidas, em outras palavras, cépulas é
capaz de medir a dependéncia que um modelo de previsao exercé sobre o outro. Na agregacao
via cépula a influéncia de um modelo é usualmente funcao de sua eficiéncia e dependéncia
com os demais modelos. A eficiéncia do modelo estéd associada com a variancia dos modelos,

enquanto que sua dependéncia com outro modelo reflete o grau de similaridade de ambos.
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Através desta abordagem, espera-se obter um estimador combinado mais acurado e eficiente
em relacao aos preditores individuais utilizados na combinacao e as combinacoes lineares

frequentemente adotadas.

1.2 Objetivos

Esta dissertacao se dedicara a estudar cépulas para construcao de estimadores voltados
a agregacao de preditores de séries temporais, com a finalidade de produzir previsoes. Para

tanto, a presente dissertacao busca mais especificamente:
i Avaliar o potencial de cépula aplicada a combinacao de preditores ajustados a uma
mesma série temporal;
ii Implementar via linguagem de programacao, a metodologia fundamentada em (i);
iii Analisar comparativamente estimadores combinados construidos pelo item (ii).
Assim, de posse da distribuigdo de probabilidades inerente de cada modelo, propoe-se

adotar copulas para a elaboracao da distribuicao multivariada dos modelos, da qual sera

construido o estimador combinado para combinar preditores.

Deseja-se investigar até que ponto a metodologia proposta de fato mostra robustez. Essa
pesquisa deseja analisar se o modelo combinado mostra-se mais acurado e eficiente em relagao
aos preditores individuais e outras alternativas de agregagao. Almeja-se avaliar compara-
tivamente o desempenho entre estimadores combinados, para isso, serao realizadas varias

combinacgoes considerando intimeras séries temporais e modelos individuais de previsao.

1.3 Contribuicoes

Nessa dissertagao deseja-se apresentar resultados que possam responder questoes, como:

i A combinacao de preditores através do formalismo de copulas é capaz de apresentar

previsoes estatisticamente eficientes e acuradas?
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ii O preditor combinado mostra-se mais eficiente e acurado em relacao aos modelos indivi-

duais usados no procedimento de combinacao?

iii Construir um preditor combinado por meio da fungao multivariada de Cacoullos [6] é
capaz de produzir previsoes eficientes e acuradas? E ainda, as previsoes obtidas sao

melhores em comparagao aos preditores individuais?

iv O ajuste do parametro de suavizacao da fungao multivariada de Cacoullos [6] conduz a

melhores previsoes?

v Existe vantagem em estudar os erros cometidos pelos modelos?

1.4 Organizacao do trabalho

Esta dissertacao apresenta mais quatro Capitulos. No Capitulo [2| sera feita uma breve
revisao bibliografica sobre os conceitos basicos que envolvem o problema de previsao de
séries temporais. Durante a revisao é dado destaque os modelos Box & Jenkins e as Redes
Neurais Artificiais, por suas importancias no contexto do problema de previsao, um vez
que sao encontrados inimeros trabalhos na literatura que relatam o uso destes aplicados ao

problema em estudo.

No Capitulo [3] sdo apresentados os principais conceitos envolvidos no ambito de cépulas.
Nesse sentido, sao apresentadas ao longo deste trabalho as familias de cépulas paramétricas
Elipticas e Arquimedianas, a partir destas familias serdao abordadas respectivamente as
copulas Gumbel-Hougaard e Normal, além disso, a copula Empirica também é levada em

consideracao nesta dissertacao com énfase especial a copula de Cacoullos.

Posteriormente, no Capitulo 4| é apresentado o modelo proposto para combinacao de
modelos de previsao de séries temporais por meio de cépulas. Neste capitulo, sao introduzi-
dos os conceitos e definicoes adotados para agregacao dos modelos de previsao, bem como,
métodos para inferéncia de parametros de céopula. E ainda, a arquitetura utilizada para

implementagao do algoritmo de simulacao da abordagem proposta ¢ introduzido.

Capitulo 5| sao mostrados alguns casos de estudo que mostram a utilidade do formalismo
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de cépulas aplicada ao problema de previsao de séries temporais. Para tanto, foram imple-
mentados algoritmos de simulagao no software R-Project [51], para diferentes casos de estudo.
No primeiro caso apresentado nesta dissertacao foi usada uma cépula Gumbel-Hougaard para
construir um estimador combinado que acopla diferentes preditores individuais para prever
uma série temporal. Em seguida, no segundo caso de estudo sao apresentados os resul-
tados obtidos com a combinacao de preditores por meio da copula de Cacoullos proposta
nesta dissertacao. A cépula proposta foi baseada na funcao nao paramétrica multivariada
de Cacoullos [6]. E ainda sao apresentados resultados alcancados quando o parametro de
suavizacao da fungao de Cacoullo é ajustada. Finalmente, no terceiro e ultimo caso de estudo
sao apresentados os principais resultados desta dissertagao, em que, é realizado um experi-
mento que compara estimadores combinados construidos levando em consideragao inimeras

situagoes distintas de combinagao.

O Capitulo [0 apresenta as conclusées e propostas de trabalhos futuros.



Capitulo 2

Modelos para previsao de séries

temporais

Uma sequéncia de observagoes ordenada cronologicamente a partir de um determinado indice
é chamada de série temporal. Em geral, tal indice é o tempo, e a série temporal pode ser
definida tanto no espaco continuo como no espaco discreto. Na pratica, uma série temporal
é montada a partir de observagoes medidas de um fenémeno, como: quantidade de chuva
mensal de uma regiao; numero de acidentes rodoviarios semanais; quantidade didria de crimes
em uma cidade; valor de uma acao a cada minuto em um pregao da bolsa de valores, entre

outros [5].

Previsao de séries temporais tem como principal objetivo prever valores futuros ou pas-
sados de determinado evento, como por exemplo prever: o consumo de energia de uma
residéncia no proximo meés; quantidade de vendas para o proximo ano; quantidade de produ-
tos que serao necessarios para repor um estoque, entre outros. A tomada de decisao baseada
em previsoes abrange diversas areas, tais como: financeira, meio ambiente, producao, entre

inimeras outras [13].

Seja (uy, -« U+ ,u,) instancias da série temporal (Uy,---,U,---,U,), onde o
numero de observagoes no tempo é dado por n, tal que, n > 1. O interesse no problema de
previsao de séries temporais é prever o préximo valor de (uy, t > n) com base nas observagoes

passadas, isto é, (uy,ug, -, u,) 57, [H].
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E importante antes de realizar qualquer analise verificar se a série temporal é estacionaria.
Uma série temporal é dita estacionaria quando as observacoes amostradas no tempo flutuam
sobre um nivel constante (média do processo é constante) com um desvio padrao constante.
Portanto, E(U;) = E(Ui1) = E(Upn) € Var(Uy) = Var(Uprr) = Var(Ueyn), onde E(-) e
Var(-) sdo, respectivamente as fungoes média e variancia [5]. Na presente dissertacdo, serao

geradas, via simulagao, séries temporais estaciondrias.

2.1 Combinacao de Modelos de previsao de séries tem-

porais

Como destacado por Chatfield [8], boa parte da literatura voltada a séries temporais
implicitamente assume que existe um tunico modelo intrinseco a série. Contudo, o autor
enfatiza que mesmo considerando a existéncia de um tnico modelo, este serd raramente
conhecido a priori e nao havera qualquer garantia que ele seja selecionado como o melhor a se
ajustar a série observada. Autores como Neuman [37] comentam inclusive que a ado¢ao de um
unico modelo pode conduzir a vieses estatisticos e a subestimacao da real incerteza subjacente
a série temporal. Com estes argumentos em mente a incerteza de modelos parece assumir
um papel indispensavel para a andlise de séries temporais. Neste contexto, pesquisadores
tém sido desafiados a combinar diversos modelos ajustados a uma mesma série com o intuito

de promover previsoes agregadas.

Muitas combinagoes de modelos sao realizadas apds a selecao dos melhores modelos para
uma dada série temporal. De forma geral, a selecao de modelos pode conduzir a previsoes
mais acuradas. Autores como Wichard e Ogorzalek [54] abordam isso em seu trabalho
sobre a selecao de modelos. Apesar da selecao de modelos nao fazer parte do escopo dessa
dissertacao, a selecao de preditores para combinacao mostra-se como uma alternativa valiosa

para aprimorar a acuracia do modelo combinado.
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2.2 Combinacoes lineares

Uma das alternativas de agregacao mais adotadas sao as combinagoes lineares onde a es-
timativa resultante é dada por uma média ponderada das predicoes provenientes dos modelos
individuais envolvidos. Desta maneira, sejam X;; o i-esimo modelo individual de previsao
da série temporal u; no instante t, e x; = (241, -+ , &4, -+, Trx) as respectivas previsoes. A

combinacao linear pode ser escrita da seguinte forma:

k
. 1
=g ;wixt,i (2.1)

onde, k£ é a quantidade de modelos, w; é o peso dado para o i-ésimo modelo, tal que,
k
Yo wi =1 [54].

Nas combinacoes lineares o peso dado a um modelo é funcao de sua eficiéncia e de-
pendéncia em relagao aos demais modelos. Uma medida de dependéncia frequentemente
usada é a correlagao entre os erros dos modelos [22]. A importancia de um dado modelo esta

diretamente relacionada com a variancia dos seus erros de previsao.

Uma das principais alternativas para a estimacgao dos pesos nas combinacoes lineares sao
os ditos estimadores de minima variancia [12], que sob a suposi¢ao de normalidade dos erros
e da dependéncia dos modelos coincidem com os estimadores de maxima verossimilhanca.
Sob a suposicao de normalidade dos erros nao apenas a computacao do peso de cada modelo
torna-se atividade trivial, mas também a medida da dependéncia entre os modelos. Por
exemplo, diante da estimativa de dois modelos (X7 e X3) cujos erros sao supostos seguirem
uma distribuicao normal, tem-se como estimativa agregada de minima variancia para fungao

(1) na qual os pesos podem ser obtidos pela seguinte equagao [22]:

2 2
o5 — 012 01 — 012

w1 = Wo =
o2 + 05 — 2079 0% + 05 — 2079

2

onde, o; é a variancia do modelo X; e o;; ¢ a covariancia entre X; e X;. Os calculos para

obter w; e wy sao expostos no Apéndice [A]
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Neste trabalho, serd também estudada a combinacao linear conhecida como “Simple
Average” (SA), para comparé-la com os estimadores combinados que serao apresentados no

Capitulo [ A estrategia SA consiste na combinagao linear onde os pesos dados para os

1

©» em outra palavras, o SA ¢ uma média aritmética simples.

modelos individuais sao iguais a

2.3 Metodologia Box & Jenkins

A metodologia de Box & Jenkins [5] é uma das obras da literatura mais importantes e
conhecidas na area de previsao de séries temporais. Os estudos de Box & Jenkins resultaram
nos modelos Auto-Regressivo (AR), Médias Méveis (M A) e Auto-Regressivo Integrado e de
Médias Méveis (ARIMA).

A metodologia de Box e Jenkins [5] propoe uma familia de modelos de previsao conhecidos
como ARIMA, em que, a partir deste seleciona-se o modelo que desempenha a melhor pre-
visao de um dada série temporal. O modelo ARIMA(p, d, q) é composto dos modelos AR(p)
e M A(q) combinados com uma integracao de ordem d. Neste sentido um modelo ARIMA
apresenta-se como um preditor de uma determinada série temporal(U;) que relaciona-se com

seus valores passados, isto é, (Ui_1,- -+ ,U;—,) em termos do ruido, diferenciados d vezes [1§].

2.3.1 Modelos Auto-Regressivos de Ordem p

Sao baseados nas p observagoes passadas da série temporal U;_1,U;_s, -+ ,U;_p, onde p
determina o nimero de passos entre as observacoes passadas e a proxima mais um termo

aleatorio, dado por:

Uy = ¢1Up1 + ¢p2Usa + -+ + ¢pUsp + ay (2.2)
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onde, ¢; (1 = 1,--- ,p) sdo os coeficientes auto-regressivos e a; é o ruido branco. Foi subtraido

o nivel médio (i) da série:

U, =U, — H (2.3)

Desta forma, um operador auto-regressivo estacionario de ordem p pode ser escrito como:

Y(B)=1—¢B— ¢yB*—--- — $,B" (2.4)

onde a restricao de estacionariedade é que |B| < 1, tal que, B é o operador de translagao

para o passado (B4(~]t = Ut_4), podendo ser reescrita a Equagao como:

V(B)U; = a; (2.5)

Para um caso em particular quando o modelo auto-regressivo de ordem 1 (AR(1)) entao:

U, =1 U1 + a (2.6)

2.3.2 Modelo de Médias Modveis de Ordem ¢

Um modelo M A(q) é caracterizado pela combinagao dos ruidos de a;, ocorridos no periodo

atual com os ocorridos no passado, sendo descrito:

ﬁt = Q¢ — @1@1571 - @2@1572 — @qat,q (27)

onde 0; (i =1,--- ,q) sao os parametros da estrutura e q é a ordem do modelo. Fazendo uso

do fato que U, = U, — 1. Desta forma, o operador de médias moveis, é dado por:

OB)=1-0,B—0,B*—---—0,B1 (2.8)
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entao

U =0O(B)a; (2.9)

A Equacao apresenta uma versao trivial para o modelo M A(1):

Ut = ay — @1@15_1 (210)

2.3.3 Modelos mistos: auto-regressivos com médias moveis

Para diversos casos encontrados na pratica, pode ser necessario recorrer a uma grande
quantidade de parametros quando se trata de modelos unicamente AR ou MA. Neste caso,
a inclusao de termos auto-regressivos e de média mdveis em um tinico modelo pode ser uma
possivel solugao para obter um modelo com poucos parametros. Assim o modelo ARM A(p, q)

necessita de menos termos e pode ser escrito da seguinte forma:

[715 = ¢1Ut71 T+t (bpl?tfp +a; — Orag_y —--- @qa/tfq (2.11)

O modelo ARMA(1,1) é o mais simples, sendo dado por:

Uy = 61Ut + a; — Dras1 (2.12)

2.3.4 Modelo auto-regressivo integrado e de médias moveis

Uma determinada série temporal pode nao ser estacionaria quanto ao nivel, isto é, quando
esta oscila ao redor de um nivel durante algum tempo e depois salta para outro nivel tempo-

ral. A série pode nao ser estacionaria quanto a inclinacao, quando a variacao dos dados nao
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permanece a mesma para qualquer tempo da série temporal, isto é, a flutuacao aumenta ou

diminui ao longo do tempo [53] [18].

Os modelos vistos anteriormente sao necessarios quando a série é estacionaria. Para
os casos envolvendo séries temporais nao estaciondrias, ou seja, que alteram sua média ou
mesmo seu desvio padrao ao passar do tempo, pode-se utilizar o modelo ARIMA(p, d, q) para

torné-las estacionarias [53), [18]. O modelo ARIMA pode ser expresso da seguinte forma:
Y(B)AYW, = ©(B)a, (2.13)

onde o modelo ARIMA(p,d, q), sendo p e q as ordens de ¢(B) e ©(B) respectivamente, e
d é a ordem das diferencas. Em que, 1(B) representa o operador auto-regressivo de ordem
p, O(B) representa o operador médias méveis de ordem ¢, a; é o ruido branco, enquanto

A = 1— B representa o operador diferenca. Este operador diferenca pode ser definido como:

Ut - Ut,1 = Ut - BUt = (1 - B)Ut == AUt (214)
entao,
A’ = (1 - B)* (2.15)

Enfatizando que na maioria dos casos tomar uma ou duas diferencas é suficiente para

tornar a série temporal estaciondria [5].

2.3.5 Algumas aplicacoes modelos Box & Jenkins

Os modelos de Box & Jenkins sao apresentados nas varias obras da literatura de diversas
dreas de previsao de séries temporais. Felipe [10] relata a utilizacao de varios experimentos
com diversos modelos diferentes de previsao de séries temporais, aplicados a previsao da série
do preco didrio da soja no Norte do Parana. Nos estudos realizados pelo autor, o modelo

ARIMA(5,0,0) mostrou-se mais acurado em relagdo aos demais modelos.

Silva [45] estuda varidveis climéticas, mais especificamente, aborda previsoes direcionadas

para temperatura média mensal da cidade de Uberlandia. Entre os diversos modelos utili-
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zados pelo autor o modelo SARIMA(3,1,0)(0, 1, 1) mostrou-se mais adequado para prever a

série temporal de temperatura média mensal.

2.4 Redes Neurais Artificiais

A modelagem de Redes Neurais Artificiais (RNA) vem sendo estudada desde que se
reconheceu que o cérebro humano processa informacoes de maneira distinta do computador
digital convencional. O cérebro humano é um “computador”altamente complexo, nao-linear
e paralelo, capaz de organizar seus constituintes estruturais em neuronios, de tal forma, que
seja possivel realizar o processamento de atividades como reconhecer padroes, percepcao e
controle motor, dentre outras. O cérebro é mais rapido que qualquer computador digital

existente [24].

As RNAs foram inspiradas no cérebro humano. Elas sao aplicadas em diferentes areas
da ciéncia, para solucionar problemas, tais como: reconhecimento de padroes, classificagao,

previsao de séries temporais, entre outras [L7].

2.4.1 Redes neurais artificiais no problema de previsao de séries

temporais

Revisoes da literatura apresentam diversas técnicas computacionais para o problema de
previsao de séries temporais, entre as mais conhecidas estao as redes neurais artificiais como
apresentado nos trabalhos de Ferreira et al. [19], Zhang [56], Hill e William[25] e Tang et al.
[50], outros métodos computacionais utilizados sdo mostrados em Jain et al. [27] e Kim et
al. [31]. Os métodos computacionais apresentados podem ser vistos como especialistas que
auxiliam na tomada de decisao, quando esta diz respeito a prever o valor mais provavel de

um ponto futuro da série temporal.
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2.5 Medidas de desempenho

Na literatura existem diversas medidas de desempenho aplicadas a previsao de séries
temporais, como pode ser visto em muitos trabalhos [22] 39, 4T], 13]. Nessa dissertagao,
serd utilizado o Erro Quadratico Médio (EQM) para medir o desempenho dos modelos, no
entanto, poderia ser utilizada outra medida. A seguir é apresentada a equagao do EQM,
onde, n é o numero de observagoes, u; ¢ a série temporal no instante ¢ e u; é a série temporal
estimada pelo modelo de previsao, este podendo ser combinado ou individual. O EQM pode

ser escrito da seguinte maneira:

X 1 .
BQM (i, uy) = — > (uy — iy)? (2.16)
t=1
Existe ainda a diferenga relativa entre erros quadréticos médios (EQMg), dada pela
diferenca relativa entre o EQM de dois modelos quaisquer chamados neste trabalho por Ut“

e Uf Logo, o EQMpg pode ser escrito da seguinte forma:

_ EQMY — EQMY!
EQMYY

EQMg (EQMY", EQM™) (2.17)

Nesse sentido, o EQMpg é a média do EQMpg e quando a hipétese (EQMp = 0) é aceita,
tem-se que ambos os modelos ((7{‘ e Utb) sao estatisticamente iguais. Por outro lado, quando
a hipdtese (EQMp > 0) é aceita tem-se que o modelo Utb ¢ melhor, caso contrario, Ut“ é

melhor.

Neste trabalho o termo eficiéncia ou precisao sao utilizados para indicar o quao bom
pode ser um modelo de previsao. De modo geral, dados dois estimadores nao viesados U}
e UY, sendo Var(Up) < Var(UP), entao U é dito mais eficiente ou preciso do que U}, e a

eficiéncia relativa de U#, em relacio a UP é dada por [4]:

PSRN Var(U?

ef(UL UL = M (2.18)
Var(U?

Enquanto a acurécia é tida como sendo o grau de proximidade de uma estimativa de Ut“

em relagao ao valor real, em outras palavras, acuracia ¢ a distancia entre o valor estimado
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por U/ e o valor real, desta forma, é dito que quanto menor for a distancia, mais acurado é

o estimador. Tal medida de proximidade pode ser obtida pelo EQM [35].

2.6 Testes de hipoteses

2.6.1 Teste de Kolmogorov-Smirnov

O teste estatistico de Kolmogorov-Smirnov (KS) permite avaliar se uma amostra retirada
da populacao segue determinada distribuicao de probabilidade especifica, tal como: normal,
uniforme e exponencial, por exemplo. Embora seja possivel aplicar o teste qui-quadrado para
este fim, geralmente é melhor aplicar o teste KS que é uma alternativa mais poderosa do
que o teste qui-quadrado, nesta situacao [4]. Seja F'(z) a fungao de distribuigao acumulada,

para a qual se quer verificar o ajuste dos dados. As hipdteses sao [10]:
Hy: a amostra provém da distribuicao F'(x);

Hi: a amostra nao provém da distribui¢ao F'(x).

2.6.2 Teste t-Student

A t-Student é uma das distribuicbes mais importantes para a inferéncia sobre médias
populacionais. O teste t-Student é apropriado para comparar dois conjuntos de dados quan-
titativos, em termos de seus valores médios, quando estes seguem uma distribui¢ao normal.

Mais especificamente estuda-se neste trabalho as hipéteses [4]:
Ho: piy = po;

Hy: pin # po.

onde, p; € o valor esperado da diferenca relativa entre erros quadraticos médios e s = 0.
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2.6.3 Teste de Wilcoxon

O teste estatistico T' de Wilcoxon substitui o t-Student quando a amostra nao provém
de uma distribuicao normal. A ideia que norteia este teste é a de que se um tratamento A
qualquer produzir valores maiores do que outro tratamento qualquer nomeado como B, as
diferencas entre A e B (A — B) de sinal positivo serao maiores em numero e grau do que
as diferencas de sinal negativo. Se ambos os tratamentos tém o mesmo efeito, as diferengas
positivas e negativas devem se anular [7]. As hipéteses para duas médias quaisquer (1 e puz)

Sao:
Hy: pn = po;

Hy: pn # po.



Capitulo 3

Copulas

3.1 Fundamentos de cépulas

Uma variavel aleatéria é tida como uma varidvel que tem um tnico valor associado ao
espaco amostral determinado aleatoriamente a cada resultado do experimento realizado. Em
geral, o valor de uma varidvel aleatéria s6 é conhecido apods a realizacao de um experimento,

como o numero de caras obtidos apds o lancamento de duas moedas, por exemplo [4].

A distribuigao de probabilidade de uma varidvel aleatéria é a chance (probabilidade) de
cada valor da varidvel ocorrer [4]. Logo, a distribuicdo de probabilidade de cada varidvel

individualmente é chamada de distribuicao marginal.

Uma cépula pode ser definida como uma funcao que associa distribuigoes de probabilidade
marginais para formar uma distribuicao de probabilidade marginal multivariada, com a fina-
lidade de juntar todas as distribui¢coes marginais sem perda de informacao. Desta maneira,
assume-se que a distribuigdo multivariada possui as informagoes de todas as marginais [2].
O conceito de cépulas surgiu quando Sklar [47] apud Nelsen [36] percebeu que a fungao
de distribui¢ao acumulada multivariada Fy (yi, -, 4, ,yk) para qualquer conjunto de

variaveis aleatorias Y pode ser escrita da seguinte forma:

FY(ylu'” y Yyt 73//6) :C(Ula'” y Uiy * e 7Uk) (31>
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onde v; (1 = 1,2,--- k) dada pela Equagao , ¢ a distribuicao da i-ésima variavel em
Y = (Vi,---,Y;). A Equagao acima trata-se do teorema de Sklar, que fundamenta

copulas e, de forma geral, afirma que:

Teorema 3.1. Seja Y = (Yy,---,Y;, -+, Yr) um vetor de varidveis aleatdrias com fun¢ao
de distribuicao acumulada multivariada Fy e acumuladas marginais Fy,(y;), i = 1,2,--- | k.

Entao a copula C € uma funcdo acumulada k-dimensional, sendo escrita da sequinte forma:

Fy (Y1, y2, -+ k) = Clog, v, v, op) = PV <yn,- - Ya <y, Ve <) (3.2)

desta forma, se vi,vg, -+ ,v;, -+ , v forem continuos entao C' € unico. B

3.2 Conceitos Basicos

Cépulas sao fungoes que medem a dependéncia entre variaveis [36]. Mais especificamente
na modelagem estatistica, considerando um vetor envolvendo k variaveis aleatorias, Y =
(Yi,---,Y;, -+ Yy), tal que (i = 1,2,--- k). Em geral, uma cépula C(-) é uma fungao de
distribuicao acumulada conjunta que opera sobre as distribui¢coes acumuladas marginais das
varidaveis em Y, onde para uma dada instancia de Y,y = (y1, - , ¥, -, Ux), entdo C(-) é

dada pela distribui¢ao acumulada conjunta de Y onde:
vi = Fy, (yi) (3.3)

As distribui¢oes marginais de entrada da cépula C(-) estdo no intervalo [0,1], isto é, v; €
[0,1], (i =1,2,..., k). Desta forma, v; é o valor da distribui¢cao marginal dada pela varidvel
Y; em uma determinada instancia y;. Assim, resumidamente, copulas proporcionam um

modelo multivariado para (Y,---,Y;, -+, Yx) pelo mapeamento de (y1, -+ ,¥;, - ,Yx) para

(vi,+ v, -+, ug) via Equagao 3.3

Sobre a fungdo de densidade de probabilidade conjunta de Y, py(y1, -, ¥, -+, Uk),
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pode-se demonstrar que:

= c(Fvi (), Falw)) [ [oviw)  (34)

i=1

Py (yr, -, y)
Oyy - - - Oyy

py (Yt Vi Uk) =

onde, py;(y;) é a funcdo de densidade de probabilidade marginal de Y; e ¢(-) é a funcdo de

densidade de cépula.

3.3 Familias de Coépulas

Existem diversos tipos de familias de cépulas presentes na literatura [32]. Sendo que
neste trabalho serao apresentadas em particular apenas as cépulas das familias Eliptica e
Arquimediana, por fazerem parte do objeto de estudo realizado no decorrer desta dissertacao.
As cépulas Elipticas foram adotadas pelo fato de que entre elas existe a copula Normal e
esta serd apresenta neste trabalho em casos que deseja-se estudar a distribuicao normal
das marginais utilizando uma funcao multivariada normal e a familia Arquimediana foi
selecionada por apresentar cépulas simples de serem manuseadas como a Gumbel-Hougaard,
uma vez que, esta possui apenas um parametro de dependéncia, enquanto outras cépulas

possuem varios parametros, como a copula Normal que possui um matriz de dependeéncia.

As cépulas paramétricas possuem um ou varios parametros de dependéncia que medem
a correlacao entre as marginais, estes valores sao intervalados e tal intervalo ¢ dado por uma

restricao matematica previamente estabelecida pela cépula.

3.3.1 Copulas Elipticas e Arquimedianas

As cépulas Elipticas sao distribuicoes multivariadas que possuem diversas propriedades
similares a funcao de distribuicao normal multivariada. De fato, essa ultima é apenas uma
instancia da primeira. Estas se mostram atrativas por ser possivel mensurar estruturas de

dependéncia ndo normais conforme colocado por Leal [32].

A familia das copulas Arquimedianas sao capazes de captar a estrutura de dependéncia
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na cauda inferior ou superior de uma distribuicao, nos casos em que existem assimetria no

comportamento das variaveis em estudo.

Dentre as diversas copulas da familia Arquimedianas, destacam-se as de Gumbel, Clayton
e Frank. Por exemplo, a copula Gumbel-Hougaard por definicao possui apenas um parametro

de ajuste, tornando o manuseio dessa copula simples.

3.4 Coépula Empirica

As cépulas empiricas sdo baseadas no conjunto de n amostras (instancias) disponiveis,
independentes do vetor Y. Nelas, C(-) é aproximada pela distribuigdo nao paramétrica C,,(+)

[23]:

1 ¢ R (yea Ri(yr) Ry (yer)
Co(vy, -+ ,v5) = — Sp,y e, 2B gy I 3.5
(v n; (n+1 = n+1 ! n+1 vk (3:5)

onde, 1(-) denota a funcao indicadoraﬂ, Y+ representa a t-ésima observacao da varidvel Y; e
i(ys) a posicao (ordem ou rankin o valor y;; quando as observacoes da variavel Y; sao

Ri(v.i G d k d lor y; d b coes d 1Y

postas em ordem crescente. Um dos principais argumentos em favor da cépula apresentada

na Equagao [3.5| reside na sua simplicidade[23].

De modo a simbolizar o funcionamento da cépula empirica baseada em ordem (ranking),
foram elaboradas duas tabelas com dados ficticios. A Tabela apresenta instancias de
duas varidveis Y e Y, os vetores y: = (y11,42), (t = 1,---,5). A Tabela mostra os
rankings associados aos elementos de y;. Desta forma, R;(y;;) representara a ordem de y;;
quando as instancias da variavel Y;, forem ordenadas crescentemente. Pode-se observar que
o menor valor apresentado pelas instancias de Y; é y; ;1 = 0,0765, logo Ri(y11) = 1, ou seja,
a menor ordem possivel (dado que R; representa os rankings das instancias da variavel Y; e
Ry de Y3). O maior valor em Y) é yo1 = 0,876, logo Ri(y2,1) = 5 (o ntimero que representa

a maior ordem para Y;). Os demais casos seguem o mesmo raciocinio.

LA funcédo indicadora de um conjunto é responsével por indicar se o elemento pertence ao conjunto. Esta

podendo ser representada na matemética da seguinte forma 1(-).
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Tabela 3.1: Dados ficticios das variaveis Y] e Y; para ilustracao do funcionamento do ranking

das copulas Empiricas.

¢ 1 2 3 4 5
Ui 0,0765 0,876 0,161 0,210 0,428
Ve 2,729 0,200 0,548 0,246 0,551

Tabela 3.2: Ranking gerado a partir das variaveis Y] e Ys.

t 1 2 3 4 5
Ri(ye1) 1 5 2 3 4
Rg(ytyg) 5 1 3 2 4

Esta cépula é capaz apenas de modelar a tendéncia da dependéncia entre duas ou mais
varidveis (se positiva ou negativa), negligenciando aspectos mais especificos da forma funcio-
nal de tal dependéncia. Este comportamento pode ser explicado por uma possivel limitagao
desta cépula. Para maiores detalhes recomenda-se a leitura de R. T. A. Oliveira [3§] em
que sao apresentadas propriedades mais detalhadas sobre esta familia de copulas, através de
varias simulacoes. Além disso, os autores estudam a influéncia da estrutura das distribuicoes
acumuladas das marginais sobre a copula. Mais especificamente, sao estudadas as cépulas
empiricas onde é aproximada tanto por estimativas de estatisticas de ordem baseadas nos da-
dos (Equagao , quanto por distribuigdes paramétricas. Lima [33] busca estudar a cépula
Empirica aplicada a trés tipos diferentes de dependéncias entre duas variaveis, sendo levado

em consideracao a dependéncia linear, parabdlica e independéncia.

3.4.1 Copula de Cacoullos

A presente cépula é uma abordagem inovadora proposta nesta dissertacao que originou-
se quando Cacoullos [6] estendeu os resultados obtidos pela fungao proposta por Parzen

[43] para os casos multivariados. O Teorema 4.1, em Cacoullos [6], apresenta como foi
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possivel estender os resultados de Parzen para casos particulares onde o estimador de kernel
multivariado é produto de kernels univariados [49]. Em particular, para os casos onde o

kernel é Gaussiano o estimador multivariado pode ser expresso por:

B 1 1 & (T — T)HT — T)
f(T) = 2r P ;GXP [— e (3.6)

onde,

¢ = indice do padrao

ny = numero total de padroes de treinamento
T; = i-ésimo padrao de treinamento em 7T’

A = parametro de suavizagao

k¢ = dimensionalidade do espago de medigao

Nota-se que a funcao f(T) possui o parametro A conhecido como parametro de sua-
vizagdo, com A > 0. Specht, Donaldo F. [48] apud Specht [49] envolve discussoes sobre como
estimar o melhor valor do parametro de suavizacao A para um problema de classificacao,
onde o autor constata que na pratica nao € dificil encontrar um bom valor para A, e ainda
que a taxa de erro das classificacoes nao é alterada drasticamente com pequenas alteracoes

no parametro \.

A fungao f(T) é simplesmente a soma das distribui¢oes normais multivariadas centradas
em cada amostra (ponto) de treinamento [49]. A cépula proposta tem o funcionamento
similar ao algoritmo k-Nearest Neighbor (k-NN) [20]. O k-NN a partir de um conjunto
de exemplos (padroes de treinamento), consegue tomar decisoes com base nos exemplos de
treinamento para inferir sobre novos conjuntos de entrada (padroes de teste). Na literatura,
sao apresentados métodos de previsao de séries temporais utilizando o k-NN, como pode ser
visto em Ferreo [20] que propéem uma abordagem para sele¢ao de vizinho mais préximos
chamado como k-Nearest Neighbor - Time Series Prediction, este sendo uma derivacao do

k-NN utilizado como método de previsao.
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3.5 Coépula Gumbel

H&a diversos tipos de cépulas paramétricas a serem consideradas do lado direito da
Equacao 3.2 A titulo de ilustragao, a cépula C(-) é dita da familia de cépula Arquime-

diana se admite a representacao:

C(Ub U ’vk) = 9071[80('”1) T+t @(Uk)} (3'7)

onde, ¢(v;) é conhecida como a fungao geradora da cépula com inversa ¢~ (+). A familia das
copulas Arquimedianas abrange uma grande variedade de estruturas de dependéncia (tais
como: dependéncia linear, exponencial, parabdlica, entre outras). Em particular, as cépulas
Arquimedianas podem assumir dependéncia caudal assimétrica, sendo uma propriedade a
favor de sua aplicacao a modelagem de dados com estrutura de dependéncia assimétrica.

Quando a funcao geradora ¢é dada por:

o(v;) = (—1nv)?, Vo > 1 (3.8)

1
e 1(t) = exp R R Equacao 3.7 resulta na chamada cépula de Gumbel-

Hougaard [23].

Neste caso, a distribuicao acumulada conjunta da céopula de Gumbel-Hougaard é dada

pela seguinte equacao:

1

Fy(yi, - yyp) = Clvg, -+ ,u5) = exp { — [Z(— lnvi)el (3.9)

i=1
onde, v; é dado pela Equagao (3.3
Na copula de Gumbel-Hougaard, o grau de dependéncia entre as varidveis em Y é medida

unicamente a partir do parametro . Para § = 1 obtém-se a cépula de marginais indepen-

dentes e caso # — oo obtém-se a copula dedicada a dependéncia perfeita positiva. Desta
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forma, a cépula de Gumbel-Hougaard permite modelar desde situagoes de independéncia até
de dependéncia perfeita positiva. Ela trata de uma cépula de valores extremos e apresenta

dependéncia na cauda superior.

3.6 Copula Normal

A cépula Normal ou copula Gaussiana faz parte da familia das Elipticas, que é com-
pletamente simétrica e possui dependéncia zero para qualquer lado dos extremos da distri-
bui¢ao [3]. Sua dependéncia é medida pela matriz de dependéncia, em que, cada um dos
elementos da matriz sao usados para guardar o grau de dependéncia entre cada combinagao
de varidveis [44]. Segundo Renard e Lang [44] a cépula Normal é mais conveniente quando o
nimero de dimensdes, isto é, a quantidade de varidveis aleatdrias é maior que dois (k > 2).
O parametro de dependéncia 8 da cépula interpola entre -1 e 1, onde, (8 = 0) indica inde-

pendéncia, (f = —1) dependéncia perfeita negativa e (§ = 1) dependéncia perfeita positiva.

A cépula Normal pode ser escrita da seguinte forma:

O(Ub e 7vk) = (I)k<90_1(vl)a e 790_1<Uk)|ﬁ)7 (310)

onde, o ' (v;),i = 1,--+ ,k, é a fungao inversa da distribuicio acumulada unitdria e ®; é a

funcao de distribuicao acumulada multivariada dada por:

o™ (v1) o™ (vg)
Pp(o (1), -, 0 ()| B) = / e / O (vy) -+ P(vg)dvy - - - duy, (3.11)

Para os casos em que ¢~ '(v;) é a inversa da distribui¢io normal univariada, a cépula
Normal gera uma distribuicao Normal multivariada. Entretanto, basta que ao menos uma
das distribuigoes marginais nao seja normal para que a distribuicao conjunta resultante seja

diferente [11].

A vantagem da copula Normal consiste em sua simplicidade, uma vez que os dados
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tenham sidos transformados pela fungao ¢~!(v;). Renard e Lang [44] relatam que parti-
cularmente, uma cépula Normal nao é capaz de modelar apropriadamente as estruturas de
dependéncia mais complexas (em R. T. A. Oliveira [38] é apresentado experimentos com
alguns tipos de dependéncia, em que, constatou-se que a dependéncia parabdlica parece ser
mais dificil de modelar em relagao a linear), enquanto Panchenko [42] menciona que devido
esta cépula ser radialmente simétrica e ter dependéncia zero na cauda, a mesma, pode ser

inadequada para caracterizar a dependéncia entre séries financeiras.

3.7 Estimacao de parametros

Na literatura, existem diversos tipos de funcoes de estimacao e inferéncia sobre a copula
mais adequada aos dados observados [3, 29]. Em muitos trabalhos sio citados tanto métodos
nao-paramétricos como as cépulas empiricas, quanto paramétricos de méaxima verossimi-
lhanga (MV) e de maximizacdo a partir das distribui¢ées marginais, também conhecida
como (IFM), acronimo para “Inference function for margins” [23, 29]. H4 ainda as cépulas
semi-paramétricas, onde as marginais nao-paramétricas sao consideradas para o ajuste da
copula paramétrica [3]. Todas estas alternativas citadas serdo brevemente introduzidas a

seguir.

3.7.1 Método de maxima verossimilhanga

O método de méxima verosimilhanga (MMYV) é usualmente adotado para estimar tanto os
parametros das distribuigdes marginais quanto da cépula paramétrica C'(-). O MMV estima
simultaneamente os parametros das distribui¢coes marginais de Y e de C(+). Os estimadores

obtidos sao aqueles que maximizam a funcao de log-verossimilhanca resultante da Equacgao

diante dos dados evidenciados em y; [55]:
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L= Zln Py, ytla "7yt,i7"'7yt,k|a17"'7ai7"'7ak77))

= Zln (Fyi (yealan), -, By (gealaw) 7)) + D > 0 (py; (yealew) (3.12)

t=1 i=1

onde «; é o vetor que contém o conjunto de parametros de Fy,(y;) e v é o vetor de parametros
de dependéncia da cépula, tal como 6 (Gumbel-Hougaard) ou 8 (Normal), por exemplo. Por
sua vez, 0 vetor Yy = (Y1, .o, Yti, ---» Y.x) TePresenta a t-ésima instancia do vetor de varidveis
Y. Assim, via MMV, os parametros v e «; sao estimados simultaneamente, de forma a
maximizar a funcao L. Esta estimacao conjunta torna a obtencao de estimativas para os

parametros bastante complexa [32].

3.7.2 Funcgao de inferéncia de marginais

O método conhecido como funcao de inferéncia de marginais ou do inglés “Inference
Function for Margins” (IFM) permite separar o processo de estimagao em duas etapas. Pri-
meiramente, sao estimados os parametros das marginais («;) para, em seguida, serem es-
timados os parametros da cépula (7). Neste sentido, é comum que se adote o MMV em
ambas as etapas de estimacao, separando a soma da Equacao [3.12| em duas fungoes a serem
otimizadas em sequéncia [55]. Desta forma, o problema de inferéncia das marginais é tra-
tado primeiramente de maneira usual, e pode-se recorrer a testes de ajuste tais como o de
Kolmogorov-Smirnov (ver Simard [46]). Apenas em um segundo momento é que o modelo

de cépulas é, de fato, tratado.

Esta alternativa de inferéncia mostra-se interessante por diversos motivos. Em termos
praticos, pode-se estar interessado em estudar a dependéncia entre varidveis, cujo com-
portamento marginal tenha sido previamente modelado, tal como ocorre em problemas de
incerteza de modelos [21], por exemplo. Por outro lado, embora as estimativas obtidas via
IFM nao sejam necessariamente equivalentes as do MMV as diferengas sao despreziveis na
grande parte dos casos [32]. Por fim, destaca-se ainda o fato de que ao decompor o problema

de inferéncia, o IFM torna-se computacionalmente atrativas, ja que se reduz a sua complexi-



3. Cépulas 28

dade em relagao ao MMV. Para maiores detalhes sobre o IFM e sua comparacao com MMV,

sugere-se literatura mais especifica [32], 29].

3.7.3 Métodos semi e nao-paramétricos

Nos métodos nao-paramétricos, as cépulas sao construidas somente a partir da distri-
buicao de frequéncia dos dados e modelos matematicos paramétricos sao negligenciados.
Destas abordagem emergem as cépulas empiricas descritas na Equagao [3.5] Alguns autores
tém se dedicado a esclarecer a importancia desta abordagem, principalmente devido a sua

simplicidade de aplicacao e propriedades estatisticas [23].

Como ja destacado anteriormente, as copulas empiricas nao fazem uso de modelos pa-
ramétricos nem sobre as distribui¢oes marginais das variaveis em Y nem sobre a prépria
copula. Nelas, a distribuicao acumulada da variavel Y; é aproximada pela distribuicao de
frequéncias acumuladas de acordo com os dados, R;(y;;), por sua vez baseada na ordem das
observagoes em ¥, ;. As cépulas empiricas foram introduzidas primeiramente por Deheuvels
[14] apud Nelsen [36], chamadas na ocasiao de “fungdes de dependéncia empirica”. Es-
tas copulas tendem a ser computacionalmente eficientes e sao estimadores centrados para a

verdadeira cépula a medida que o tamanho da amostra n cresce 30, 26].

Sobre as cépulas semi-paramétricas, nelas as marginais sao usualmente aproximadas pela
distribuigao de frequéncias acumuladas R;(y; ;). Contudo, a cépula C(-), diferentemente do

método nao-paramétrico, se dd por um modelo matematico [3].

Embora pouco mencionada na literatura, é ainda possivel que a modelagem envolva
distribuicoes marginais paramétricas ajustadas aos dados e uma copula nao-paramétrica.
Para tanto, bastaria substituir, na Equacao [B.5] R;(y::)/(n + 1) pela fun¢do acumulada
marginal de Y;;, ajustada via MMV, por exemplo. No trabalho de R. T. A. Oliveira [3§],

esta modalidade de cépula é denominada de “semi-empirica”.



Capitulo 4

Modelo proposto

O presente Capitulo ird introduzir o conceito de combinacao de modelos de previsao de séries
temporais por meio de cépulas. O intuito de combinar preditores via copula, se mostra
interessante, quando se pensa em construir um estimador combinado, baseado no método
de maxima verossimilhanca. Resumidamente, sera apresentada a arquitetura da abordagem
proposta, em seguida, sao introduzidos os conceitos bésicos e definicoes da abordagem. E
finalmente, é mostrado o algoritmo de simulacao utilizado para proceder a agregacao das

previsoes.

4.1 Arquitetura da abordagem proposta

O presente estimador combinado pode ser especificado em trés partes (ver Figura {4.1)):
A abordagem Classica, Modelagem dos erros e Procedimento de Agregagao de modelos de
previsao através de copulas. O primeiro passo, isto é, a Abordagem Cléssica, sao obtidas
as previsoes realizadas por cada modelo de previsao de séries temporais, tal que, sao ex-
traidas k previsdes do banco de dados (BD) com seus respectivos lags relevantes, ou seja,
primeiramente sao extraidas as previsoes utilizadas para ajuste do estimador combinado,
para em seguida, retirar as previsoes para teste do modelo. A Abordagem Cléssica nao sera
objeto de estudo deste trabalho, visto que, o objetivo apresentado aqui é combinar preditores

pré-definidos. Para tanto, cada modelo pode ser visto como uma entrada para abordagem
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proposta. Assim, os modelos individuais podem ser considerados como caixas pretas, onde

os parametros e método utilizado para sua construcao sao negligenciados.

Abordagem Classica ————-—,

Lags

—

Lags

relevantes

Modelo,

Previsdog

2

relevantes

Modelo,

Previsdoy,

Calcular erro

Modelagem,
Erro FDA

\—l

Modelagem dos
Erros

Erro do
modeloq

Calcular erro

J%

Erro do Modelagem,
>
modeloy Erro FDA

Procedimentgde Agregacdo --

Combinacdo via

Copula

Previsdo

Figura 4.1: Arquitetura da abordagem proposta. A abordagem classica sao os modelos de

previsao comuns. A modelagem dos erros prepara os residuos para servir de entrada no

procedimento de agregacao onde sdo combinados para gerar uma previsao combinada [39].

No segundo passo ¢ realizada a modelagem dos erros cometidos pelos modelos que serao

utilizados como entrada para o passo de agregacao. Logo, o segundo passo inicia calculando

os erros cometidos por cada modelo através da Equacao .1 oud.2] por exemplo. Em seguida,

é calculada a funcao de distribuicao acumulada marginal dos erros para cada modelo, como

ilustrado na Figura {4.1|

Finalmente, o passo de agregacao das previsoes recebe como entrada as distribuigoes

acumuladas marginais dos erros de cada modelo em estudo. Este procedimento prove uma

combinagao eventualmente nao linear de previsoes.
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4.2 Conceitos basicos e definicoes

No contexto do presente trabalho, seja u; a série temporal de interesse no tempo t e seja
X = (Xe1,- -, Xeay -+, Xex) o vetor de k preditores para u;. Por sua vez, seja {u;};, as
observagoes da série temporal de tamanho n utilizadas para ajuste do estimador combinado
eseja Xy = (g1, -+ , X4, -+ ,Tr)) as respectivas previsoes, isto é estimativas de u; através
deste perfodo de tempo. Finalmente, seja {u:};7"}, os valores dos pontos futuros da série
temporal a serem preditos. Entao, é possivel inferir sobre as distribui¢oes marginais de X3 ;

e a respectiva distribui¢ao conjunta de X; a partir de {x;}; e {u;}7-, via cépulas, a fim de

construir um estimador combinado para ;.

Desta forma, seja E; = (Ey1,--- , Ei, -+, Eyy) o vetor aleatério de erros de Xy, que
pode ser formulado pelo erro aditivo ou multiplicativo, por exemplo, sendo o erro aditivo

dado pela seguinte equacao:

Eri = Xti — . (4.1)

Enquanto que o erro multiplicativo é escrito da seguinte forma:

Xt
= (42)

Assim, Ey; ¢é instanciado em funcao de {x;}7, e {u:}7,, isto através das equagoes:

Cri = Ty — U (4.3)
ou
L
;=0 4.4
€L = (4.4)

onde, {e:;}7_; é o conjunto de erros observados do i-ésima preditor, em relagao a série
temporal u;,. Por sua vez, e, = (.1, -+ , €4, ,€x) € 0 vetor de erros dos k preditores no

instante ¢.
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Neste contexto, a distribuicdo acumulada marginal dos erros de E; é dada por Fpg, ,(e:;)
e a distribuigdo acumulada conjunta marginal dos erros é dada por Fg, , ... g, (er1, -, €rk)

e a distribuigao acumulada marginal de X ; para erros aditivos, por exemplo, ¢ dado por:

FXt,i (a:t,i) = P(Xtﬂ' < .’Etﬂ') = P(Etﬂ' + up < wt,i) = P(Etﬂ' < Ty — Ut) = FEt,i (et,i) (45)

Assim a incerteza adjacente X;; pode ser descrita em termos da incerteza intrinseca a
E, ;. Da mesma maneira, é facil obter a funcao de densidade de probabilidade marginal de

X;; a partir de E;;. Para o erro aditivo, tem-se:

pXt,i(:Et,i) = pEt,i(et,i) (46)

A Equacao serd obtida da funcao de densidade de probabilidade de cépulas que sera
introduzida na Secao [£.3] deste Capitulo.

4.3 Coépulas

Como pode ser visto no Capitulo , uma cépula C(-) é uma fungao de distribuigao acu-
mulada multivariada cujas distribui¢goes marginais sao uniformes no intervalo unitario entre
[0,1]. Assim, de acordo com o formalismo de cépulas [36] para qualquer vetor E,, existe uma

distribuicao acumulada conjunta,

F (etn, - een) =C(Vi Svp,eee Vi S oy (4.7)
onde,

v; = Fg, (1) (4.8)

Portanto, V envolve distribuigdes marginais uniformes no intervalo [0, 1]¥, independen-

temente da distribui¢do marginal de E;; [23]. Além disso, a partir da probabilidade e fun-
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damentos de cépulas, tem-se que a funcao de densidade de probabilidade conjunta de E; é

dada por:

k
PEey by (€015 k) = gy iy, (P, (e01), -+ Fi,(enn)) [ [ e (e (49)
i=1

onde pg, ,(e;;) ¢ a funcdo de densidade de probabilidade marginal de E,; e cg, () representa

a funcao de densidade de probabilidade de copulas de E;.

No contexto deste trabalho, é suposto que cg,(-) € pg,,(e:;) sdo invariantes através do
tempo, uma vez que é assumida que a série temporal é estacionaria. Embora pareca restri-
tivo a primeira vista, deve-se ressaltar que tal suposicao esta de acordo com a maioria das
estratégias de modelagem de séries temporais. Na verdade, tem sido usualmente considerado
que o componente (Ey;, -+, Ey;, -+, E,;) sao independentes e identicamente distribuidos
(@id). De fato, tal suposigao tem sido uma condigdo necessaria para a adequagdo de pre-
ditores. Por outro lado, deve-se destacar que a abordagem proposta é capaz de lidar com
previsoes tendenciosas (estimativas com algum erro associado), como podera ser visto nos

casos de estudo a seguir, uma vez que X;; ¢ mapeado para E,;.

No decorrer deste trabalho, C' e ¢, introduzidos nesta Secao, assumirao diversos tipos de

copulas.

4.4 Inferéncia dos parametros de copulas

Como dito anteriormente, o IFM ¢ um estimador de maxima verossimilhanca (MV)
que se dividi em dois passos para estimar o valor dos parametros das marginais e da
copula, assim os parametros da copula é o vetor v e das marginais é o vetor de parametros

a; =(®iq1, -, , -, ;) onde z é quantidade de parametros.

A fungao de densidade de probabilidade da Equagao [4.9, pode ser generalizada para
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equacao a seguir:

k
PE, (et’alv Ty Oy 7) = CE, (FEz,l <€t71|041), e 7FEt,k (et,k‘&k)h/) HpEt,i(et,ilai) (410)

i=1

Desta maneira, a partir do conjunto de residuos (ej;,- - ,€,;), 0 primeiro passo é inferir
a; via MV sobre pg, ,(e;;|a;). Neste sentido, quando o erro seguir uma distribui¢do normal,

o vetor de parametros &; ¢ obtido por:

n

1 4.11
Oepy < Z(et,i - /l‘et,i)2 ( )

t=1

&i — {:u’et,i; O-em}

onde, ., , € o, , ¢ a média e desvio padrao de e;;. Quando o erro seguir uma distribuigao

log-normal é obtido da seguinte forma:

1 n
,ulog — E Z 1Og(6t,i>
t=1

n

1 (4.12)
Olog — E (log(et,i) - ,ulog)2
n—1
t=1
Qy < {:uloga Ulog}
onde, fiog € Olg € @ média e desvio padrao do log de e, ;.
Por sua vez, a partir das estimagoes de (a1, -, - ,0), diz que
(G, ,Q4j, -+, Q5 ,) sdo as estimativas dos parametros das marginais. Posteriormente

no segundo passo, ¢ estimado o parametro v, em que, 4 é o valor que maximiza a funcao de
cépulas, sendo obtido pela maximizacao de cg, (Fr,, (ex1|dn), -, Fr, , (err]dr)|y). Maiores

detalhes em relagdo ao método IFM pode ser visto em Joe and Xu [29].
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4.5 Combinacao de previsoes

Uma vez que as estimativas de (&, -« , &g, 7) sdo obtidas, pode-se reescrever a Equagao

[4.10] com uma explicita func¢ao de wu,; tal como:

DPE; (et|d17 e JOAZIW;?)
(4.13)

k
= cg, (F,, (er1lén), - Fi,, (eexldn)7) [ e, (erildn).
=1

Assim, a Equacao é utilizada enquanto o horizonte de previsao for (¢ > n), onde n
¢ o tamanho do horizonte de ajuste do modelo de copula. Durante o periodo de previsao
(isto é, o horizonte m) de x;; ¢é realizada a estimacao de u;. Entao, o estimador combinado
baseado no método de maxima verossimilhanca de wu;, faz uso do conjunto de parametros
(Gq,---,dy,7%) e do conjunto de previsoes dos k& modelos de predicao (xt1,--- , 1) para
prover o valor de u;, que maximiza a Equagao [4.13] No entanto, devido ao fato de que a
Equagao pode conduzir para um problema intrinseco de otimizacao, neste caso, algoritmos

de aproximacao sao requeridos.

4.6 Modelo Classico

De modo geral, o chamado modelo Classico neste trabalho refere-se ao preditor de séries
temporais que negligencia um maior estudo sobre a distribuicao dos erros cometidos pelos
modelos de previsao utilizados na agregacao. Neste sentido, o modelo Classico assume que a
distribui¢cao marginal dos erros sao normais e os erros foram gerados a partir de uma fungao
multivariada normal. A literatura ainda apresenta diversos autores como Firmino [22] e T.

F. Oliveira [41] que mostram meios de combinagao através do modelo Cléssico.
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4.7 Algoritmo de simulacao

As simulagoes foram conduzidas através do pacote de copulas implementado no software
R-Project [51] (versao 2.14.2), enfatizando que a semente aleatéria utiliza nos experimentos
simulados nas Secoes e foi zero, enquanto na Secao foi um. Salientando que
todos os algoritmos que serao apresentados neste trabalho sao deterministicos. Com base
na arquitetura da abordagem proposta vista na Figura |4.1| é possivel escrever o Algoritmo
que apresenta um pseudo-cédigo das simulagoes que serao mencionadas neste Capitulo.
Assim, para cada caso, se faz necessério instanciar esse algoritmo. Este algoritmo calcula os
erros de cada modelo de previsao (X1 e X;2, k = 2) por meio da fungdo CalculaErro(-),

que por sua vez, calcula o erro utilizando a Equacao [4.3| ou |4.4

Estima os parametros das marginais através da Equacao 4.11| ou [4.12] Posteriormente,
o Algoritmo constréi a distribuigdo marginal dos erros (via fungdo pnorm(-) ou plnorm(-)
implementada no software R) passando como argumento @; e os erros dos modelos. Em
seguida, os parametros da copula sao estimados através da Equacao em outras pala-
vras, os parametros sao estimados pelo método IFM. Logo apds, ¢ pode ser ajustado com
qualquer cépula retornada pela fungao AjustaCépula(-), com por exemplo Normal, Gumbel-
Hougaard ou Cacoullos. Finalmente, a fungdo CombinarPrevisdes(-) realiza a combinagao

das previsoes realizadas pelos modelos individuais (z41, -, Zeg)-

A escolha entre aplicar uma equacdo e outra para calcular o erro ou cons-

truir a distribuicao marginal ird depender da distribuicao dos erros das previsoes.
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Entrada: z;1, -, Tt g, ue, 0, m.

Resultado: Este algoritmo resulta em um vetor u; processado com as combinagoes
de k previsoes.

Inicio

Para i < 1 até k faga

Para t < 1 até n faca

e;; < CalculaErro (z¢;, u) ;
fim para
Q; < é o vetor de parametros estimado via IFM;

F,,, < ConstréiDistribuigdoMarginal (e;;,&;) ;

fim para

¥ < Ajusta o parametro da cépula utilizando F, ,,--- , Fe,, via IFM ;
¢ < AjustaCépula (G, -+, 4k, 7);
Parat + n+1 até n + m faga

Uy <— CombinarPrevisdes(zyq, - , Tk, Le S Fe G, Gy, 0)

I
fim para

retorna ;

fim

Algoritmo 1: Este é um algoritmo genérico para construir um estimador combinado

via copula, para prever a série temporal u;.

O Algoritmo [2| realiza a combinacao de k£ modelos de previsao ajustados a uma mesma
série temporal. Para tanto, foi definido um vetor 1 de tamanho (n; = 1000) igualmente
espagados entre o valor minimo e maximo dos modelos de previsao e a série temporal, isto é,
{41,212, u }7-,. Para cada modelo ¢ calculado o e;; de acordo com o erro adotado. Por fim,

a combinacao ocorre através do procedimento de calcular a funcao de densidade de probabi-

lidade de cépula passando como argumento os erros (e, -+ ,€x), as distribuigoes marginais
dos erros do conjunto de ajuste (F,,,--- , Fe,,) e os parametros das marginais (&, - - , &),

para posteriormente selecionar o elemento em [; que maximiza a funcao fl. Portanto, o ele-

mento selecionado em [, que maximiza a funcao de densidade de cépula é tomado como ;.
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Funcao CombinarPrevisdes(...)

Entrada: z,--- o, Fe, - Fe, 4,000 Gy,
Resultado:
Inicio

ny < 1000;

l; + é um vetor de tamanho qualquer n; com valores espagados uniformemente
entre o valor minimo e maximo de {1, -+, Tep, U }ry;
Parat < 1 até n,; faca
Para i < 1 até k faga
e; < CalculaErro (z;,1) ;

fim para

fl < c.densidade(ey,--- ,ex, Fe,,, -+, Fe,,, Q1,0+, Gi);
fim para
s < é o indice do maior elemento contido no vetor fl;

retorna [;

fim

fim

Algoritmo 2: Este algoritmo genérico realiza a combinagao das previsoes de £ modelos

individuas ajustados a uma mesma série temporal. Para tanto, a combinagao ocorre
utilizando os erros dos modelos através da funcao de densidade de copula para obter o

valor mais provavel para série temporal u; no instante ¢ + 1.

4.8 Exemplo de combinacao via modelo proposto

Nesta secao, serd ilustrado um pequeno exemplo envolvendo apenas trés pontos de uma
série temporal, com intuito de realizar a combinacgao de dois modelos individuais de previsao.
Nesse exemplo, serd mostrado alguns detalhes sobre os procedimentos de combinacao da

abordagem proposta para agregar previsoes.

Dadas as entradas para o Algoritmo , isto é, a série temporal (u; =
—3,26;—6,97; —10), os modelos individuais (x;; = 16,45;9,26;—15,41;0,55) e (212 =
—18,1;-35,3; —40,3;31,2) (t = 1,---,4), onde z4; e 242 (0,55 e 31,2) s@o as previsoes
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dos modelos individuais para a série temporal u; no instante (¢ = 4) desconhecido. Nesse

sentido, o tamanho do conjunto de treinamento e teste é n =3 e m = 1.

Calcular erro dos modelos individuais

Primeiramente, o Algoritmo [I] calcula os erros cometidos por cada modelo individual.
Para este exemplo, adotou-se o erro aditivo (sendo calculado pela Equacao . Os erros
obtidos de cada modelo foram (e;; = 19,7;16,23; —5,42) e (e;2 = —14,8;—28,3; —30, 3),

sendo e;; o erro de X, 1, bem como, e;2 € o erro de X; 5.

Estimar os parametros das marginais (&;)

Nesta etapa, é estimada a média e o desvio padrao dos erros de cada modelo individual
de previsao (e, e e;2) através da Equagao|d.11l Desta forma, os parametros (média e desvio

padrao) do modelo X;; sdo (& = 10,2;13,6) e para X;5 sao (Ge = —24,5;8,45).

Construcao das distribuicoes acumuladas marginais

Através dos erros e parametros das distribuigoes é possivel construir a distribuicao acumu-
lada marginal dos erros de cada modelo. Para este exemplo, sendo (Fequ =0,77,0,67;0,07)

e (F.,,=0,840,23;0,16) (j = 1,--- ,n).

Estimar parametro da cépula

O vetor de parametros da cépula é estimado via Equacgao £.10] A quantidade de
parametros do vetor v varia de acordo com a cépula, conforme mencionado anteriormente.
Neste exemplo, sera construido um estimador combinado utilizado a cépula de Gumbel-
Hougaard por possuir apenas um parametro. O valor estimado para ~ foi 2,22. Posterior-
mente, é construido o estimador combinado via cépula de Gumbel-Hougaard utilizando o

parametro vy estimado.
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Combinar previsoes

Passando os devidos argumentos para a fungdo CombinarPrevisdes(-) (ver Algoritmo ,
é possivel estimar o proximo ponto da série temporal. Para tanto, é criado um vetor [; com
n; = 1000 posigoes uniformemente espagadas entre o valor maximo e minimo do conjunto
{z¢1, 212, u}y, para este exemplo os limites minimo e méximo sao -40,32 e 16,50. Assim, o

vetor [; é preenchido com os seguintes valores (—40, 32; —40, 26; - - - ; 16,44; 16, 50).

Posteriormente, é calculado o erro de previsao de cada modelo individual através da
fungao CalculaErro(z;,!l;), porém, desta vez utilizando o vetor [; ao invés da série tem-
poral u;, em outras palavras, calcula-se o erro desta maneira (e;; = x3 — l; = 0,55 —
(—40,32);0,55 — (—40,26);--- ;0,55 — 16,50) (¢t = 1,---,mn;). Portanto, [; contém os
possiveis valores que a série temporal pode assumir. Desta forma, os erros obtidos sao

(ern = 40,87;40,82; -+ ; —15,95) e (e10 = 9,11;9,05; - - - ; —47, 66).

Em seguida, é obtida a densidade de cada erro (e;; e e;2) através da Equacao . No
Algoritmo [2| a densidade é armazenada no vetor fl. Com isso, as densidades obtidas sao
(l =4,24;4,46;--- ;1,02;1). Posteriormente, é obtido o indice (s) do elemento com maior
valor contido em fl, tal indice, é utilizado para obter o elemento no vetor I, com maior
probabilidade de ser o préximo ponto da série temporal. Neste exemplo, o valor retornado

para [s é -8,55.

Assim, por meio dos passos apresentados anteriormente, obtém-se a estimativa do estima-
dor combinado U, de -8,55 para o ponto futuro da série temporal, enquanto que os modelos
individuais X;; e X, previram 0,55 e 31,2. Na realidade o real valor da série temporal u;
no instante (¢ = 4) foi de -13,67. Dessa maneira, em termos do EQM o estimador combinado
obteve 25, enquanto X;; e X, resultaram em 202,2 e 2.013,3. Logo, podemos verificar que

o modelo proposto foi mais acurado quando comparado com os modelos individuais.



Capitulo 5

Experimentos e resultados

Este Capitulo apresenta alguns experimentos que fazem uso da cépula de Gumbel-Hougaard,
Cacoullos e Normal para combinar modelos de previsao de séries temporais individuais.
Sera mostrado o potencial destas cépulas para combinar as previsoes de modelos preditivos
gerados via simulagao. Primeiramente serd introduzido dois pequenos casos de estudo, em
que, cada caso leva em consideracao apenas uma unica série temporal. Na Secao [5.1| sera
apresentado um problema mais complexo que dedica-se a estudar varios modelos alternativos

de cépulas aplicadas a intimeras séries temporais.

5.0.1 Combinagao via cépula de Gumbel-Hougaard

Conforme mencionado anteriormente a copula Gumbel-Hougaard apresenta um modelo
que capta dependéncia positiva, ou seja, capta dependéncia na cauda superior entre as
varidveis. Esta fazendo parte da familia Arquimediana de cépulas [36], formulada a partir
da Equacao [3.9] onde v; é dada pela Equagao [£.8] Assim, é possivel genericamente acoplar

a dependéncia positiva das distribuicao marginais dos residuos.
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Caso de estudo

A fim de ilustrar a utilidade do estimador combinado, neste pequeno caso de estudo,
serao gerados dois modelos ARIMA de previsao de séries temporais, chamados de X;; e X, o,
deste modo (k = 2). A série temporal u; com 230 observagoes sendo (n = 200 e m = 30), foi
gerada a partir de um modelo ARIMA(1,1,1), onde tanto o parametro da parte AR quanto

MA obtiveram o valor 0,9.

Por sua vez, a série temporal u; divide-se em duas partes: A primeira parte utilizada na
fase de modelagem (treinamento) com n pontos (¢t < n), usados para construir o estimador
combinado, isto é, estes pontos sao usados para ajustar a cépula. A segunda parte utiliza
os ultimos m pontos (n < t < n + m) para realizar as previsoes. Portanto, foram definidos

os horizontes de ajuste e previsao que serao estudados nessa simulacao.

Os erros dos modelos X;; e X;,, isto é E;; e E; 9, obtidos por meio da Equacao ,
foram gerados através da cépula Gumbel-Hougaard com parametro § = 1,5 (O valor de 6
poderia ser qualquer outro, desde que, 1 < 6 < oo). Considerado que as marginais dos erros
seguem uma distribuigao normal, sendo que, F;; possui p = 10 e 0 = 10, enquanto o F; 5
possui i = —20 e 0 = 5. Entao, deve-se enfatizar que a partir desta configuracao marginal as
previsoes de X;; sao estatisticamente mais acuradas e menos eficientes que X; o, em outras
palavras, X;; ¢ mais acurado por possuir um EQM inferior e menos eficiente por variar mais

que X;o.

O método TFM é aplicado neste caso de estudo para ajustar os parametros (p e o) das

distribuicoes marginais dos erros, além de ajustar o parametro de dependéncia da cépula

Gumbel-Hougaard (6).

Além do método de combinacao de modelos via cépula chamado de (7,5, neste caso de

estudo, também apresentara os resultados do modelo construido utilizando combinacao linear

(ver Segao denominado de SA.

No Anexo [[] é exposto o cédigo-fonte utilizado neste caso de estudo.
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Resultados

A Tabela apresenta a qualidade dos modelos em termos do erro quadratico médio
e do desvio padrao dos residuos de cada modelo, correspondendo as partes de ajuste dos
modelos (treinamento) e a parte de previsao (teste). Pode-se ver que o estimador combinado
expressivamente supera os modelos ARIMA individuais, quando o balango entre a acuracia
e eficiéncia é levada em conta pelo EQM. Por sua vez, sobre a eficiéncia (desvio padrao dos
residuos), o estimador combinado parece ser um pouco pior que X;2. Tal comportamento
¢ principalmente por causa da incorporagao de X;; em U,, sendo que neste caso, X;; €

notavelmente menos eficiente que X, 5 estatisticamente.

No que diz respeito ao EQM para parte de ajuste, o primeira modelo X;; e o segundo
modelo X; 5 obtiveram 204, 588 e 414, 599, enquanto o estimador combinado e SA obtiveram
25,388 e 76,838. Para o conjunto de previsao, isto é, (t > n) o EQM obtido pelos modelos
foi 180.247 e 435.324, ja o estimador combinado e SA tiveram o desempenho de 20,850 e
69,217. Assim, o estimador combinado apresentou melhor desempenho neste caso de estudo

especifico.

Tabela 5.1: Erro quadratico médio e desvio padrao dos residuos dos modelos ARIMA indi-

viduais (z;1€ex;2), estimador combinado (U; e SA.

Estatistica Modelos | t<n |n<t<n+m

X1 204,588 180,247
EQM Xio | 414,599 435,324

U, | 25388 20,850

SA 76,838 69,217

X1 10,815 10,139
Desvio Padrao dos Residuos Xy 4,994 4,438

U, 5,050 4,569

SA 7,092 6,158

As Figuras e apresentam o desempenho dos modelos X; 1, X; o, Ut e SA. Particu-
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larmente, percebe-se a partir da Figura[5.2|que em termos de acuracia o estimador combinado

U, apresenta melhor ajuste a série temporal em estudo comparado com os demais modelos.

O presente caso de estudo teve o objetivo estudar o desempenho da copula de Gumbel-
Hougaard no problema de previsao de séries temporais e combinacao de modelos. Este
método traz a vantagem matemaéatica de modelar a dependéncia entre preditores por meio
de um tunico parametro. Enfatizando que para este caso especifico o estimador combinado

mostrou-se melhor em relagao aos demais preditores.

50 —

25

—25

—50

—75

Valor da série temporal

—100

—125

—150

—175

1 14 29 44 59 74 89 106 125 144 163 182 201 220

Tempo

Figura 5.1: A série temporal u,; representada por (—), os respectivos modelos individuais
ARIMA (X, e X;5) sdo representados por (%) e (A), e o estimador combinado U; e SA por

(O e o). A linha tracejada indica o inicio do horizonte de previsao (¢t > 200).
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Valor da série temporal

T T LI L T LI L T LI L T LI L T LI L T LI
201 204 207 210 213 216 219 222 225 228

Tempo

Figura 5.2: A série temporal u; representada por (—), os respectivos modelos individuais
ARIMA (X, e X;5) sio representados por (x) e (A), e o estimador combinado U; e SA
por (O e o). Nesta Figura, é levado em consideracao apenas o desempenho das previsdes no

periodo (¢ > 200).

5.0.2 Combinagao via cépula de Cacoullos

A cépula de Cacoullos proposta nesse caso de estudo, segue a mesma ideia apresentada
nas Secoes [4.1] [4.2] [4.3] e [4.5] onde sao utilizados os erros dos modelos para estimar o valor

de U,. O estimador combinado proposto pode ser expresso pela seguinte Equagao [49]:

n k
1 1 (Ui — Feti)Q
Clon ) = 5 myig Do [_ZT
t=1

=1

onde,
k = nimero de modelos de previsao de séries temporais

A = parametro de suavizagao
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n

= numero de observacoes da série temporal usada na parte de ajuste do estimador

combinado

v; = funcao acumulada marginal dos erros desconhecidos

Feti

= funcao acumulada marginal dos erros das observagoes de treinamento

Caso de estudo

A fim de ilustrar a utilidade da cépula de Cacoullos proposta nesta Secao, serd apresen-

tado em particular um caso de estudo para combinar as previsoes dos modelos de predicao

de séries temporais nomeados como X;; e X;o (t=1,--- ,n), onde (k = 2).

Serao realizados dois experimentos neste caso de estudo, onde cada experimento possui

suas particularidades, para ilustrar o desempenho da copula em diferentes situacoes. Para

isso, uma série temporal foi utilizada para cada experimento. Em ambos os experimentos é

adotado o erro aditivo (ver Equagao [4.3)), onde:

i

ii

No primeiro experimento, a série temporal foi gerada através do modelo ARIMA
(1,0,1) com parametros (AR=0,824) e (MA=0,15), em que, a série resultante possui
(n+m = 530) pontos. Por sua vez, a série temporal gerada foi dividida em duas partes,
sendo a primeira parte utilizada para ajuste do estimador combinado com (n = 500) pon-
tos (conjunto de exemplos do estimador). Por fim, a segunda parte fez uso de (m = 30)
pontos destinados ao conjunto de teste para avaliar o desempenho do estimador combi-
nado. Os modelos de previsao de séries temporais X;; e X; o, utilizados neste experi-
mento, foram obtidos através da soma da série temporal com os erros £} ; e E} o simulados
por meio da cépula Normal com parametro de dependéncia (5 = 0,2). Os erros gerados
seguem uma distribuicdo normal com média (pg,, e pg,, iguais a -20), e desvio padrao
(0g,, = 3) e (0, = 5). Nas simulacoes realizadas neste caso de estudo admiti-se que o

parametro da cépula de Cacoullos assume o valor (A = 0,5).

O segundo experimento foi ajustado igual ao primeiro, com excecao do tamanho da série
temporal e o parametro A da cépula. Neste contexto, o tamanho da série é (n +m =

130) pontos, dividida em (n = 100) pontos para o conjunto de ajuste e (m = 30)
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pontos para avaliar o estimador combinado. Este segundo experimento tem o objetivo
de avaliar quanto o valor do parametro de suavizac¢ao () pode influenciar no desempenho
do estimador combinado. Nesse sentido, o parametro de suavizagao assumira diversos
valores durante as simulagoes, de modo a obter o valor de A que minimiza o EQM do

estimador combinado.

Em ambos os experimentos o tamanho da série temporal, bem como, as partes de trei-
namento e teste foram definidas sem qualquer motivo especifico. Neste sentido, poderia ter

sido utilizado outras definigoes.

Neste experimento, além da combinacao via copula de Cacoullos também sera realizada
a combinagao dos modelos individuais através do método de combinagao linear SA. Desta
forma, almeja-se avaliar a robustez do estimador combinado comparado com os modelos

individuais e o método SA.

Uma instancia do Algoritmo [I] executa as simulagoes com a cépula de Cacoullos. Neste
caso de estudo nao foi usada a funcao de densidade de probabilidade de copulas previamente
implementada no pacote “copula”, disponiveis no software R-Project, uma vez que, a cépula
de Cacoullos é uma abordagem nao paramétrica proposta neste trabalho. Para tanto, o

Algoritmo [3] calcula a densidade de probabilidade da cépula de Cacoullos.

Sendo assim, a combinacao das previsdes via Algoritmo [2| ocorre por meio da funcao
de densidade de probabilidade da cépula de Cacoullos, vista no Algoritmo [3, ao invés de
utilizar uma funcao de densidade previamente implementada no R-Project para combinar

as previsoes.

O Algoritmo [3| constréi as distribuigoes marginais acumuladas dos erros desconhecidos,
isto é, realiza a extrapolacao dos pontos da série temporal de interesse, em que, [; no Algo-

ritmo [2 representa os possiveis valores que a série temporal pode assumir. Logo, [ interpola

entre o valor minimo e méximo do conjunto {x¢ 1,22 € us}y . Assim, (er,--- ,ex) sdo os
erros da diferenca entre (zy — Iy, -+ ,xp — ;) onde (t =1,--- ,ny), e seja (Fe,,, -+, Fe,,) O
conjunto de ajuste (treinamento) e (v;,--- ,vx) é o conjunto de teste da cépula. Enfim, este

algoritmo tem por finalidade calcular a densidade de probabilidade da cépula de Cacoullos.
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Funcao dCacoullos(...)

Entrada: e;,--- ,ep, Fe, o0, Fe,,, dn, oo i
Resultado: Resulta na densidade da cépula de Cacoullos.
Inicio

v; < ConstréiDistribuigioMarginal(ey, dy) ;

vk <— ConstréiDistribuigdoMarginal(ey, dy) ;

A<+ 0.5

1 L k (Ui - Fet,i)z
€ Qe g e P | T i gy |

retorna c Hle PE,,(eilds)
fim
fim
Algoritmo 3: Este algoritmo calcula a densidade de probabilidade da cépula de Ca-

coullos.

Resultados do experimento (i)

Nesta Subsegao serao exibidos os resultados obtidos através da combinacao das previsoes

de dois modelos de predigao de séries temporais (X;1 e X;2).

A Tabela mostra o desempenho de cada modelo para prever a série temporal. Ana-
lisando a tabela, fica claro a superioridade do estimador combinado em termos do EQM,

onde o valor obtido por Ut = 11 enquanto os modelos individuais X;; e X;2 obtiveram

aproximadamente 389 e 363, e o SA obteve 369 para (n <t < n+m).

AF igura apresenta o desempenho dos modelos (X1, Xt 9, U, e SA) para prever a série
temporal. Nesta figura, fica notavel a superioridade do estimador combinado representado

por (O), onde U, ajusta-se melhor a série temporal em relagao ao demais modelos.

A Tabela 5.2 apresenta ainda o EQM e desvio padrao de cada modelo de previsao. Como
pode ser visto, o modelo U; mostrou o menor desvio em relacao aos demais modelos, assim

como, a melhor acuracia.
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Figura 5.3: A série temporal u; representada por (—), enquanto (x) e (A) representam
respectivamente os modelos ARIMA individuais X;; e X;2, o estimador combinado ﬁt e
SA sdo ilustrado por (O e o). Esta figura leva em consideracao apenas o desempenho dos

modelos no periodo onde (t > n).



5. Experimentos e resultados 50

Tabela 5.2: Desempenho dos modelos individuais, SA e estimador combinado construido

via cépula de Cacoullos para o conjunto de exemplos (n = 500) e o conjunto de previsao

(m = 30).

Estatistica Modelos | n <t <n+m

Xia 389,096
EQM X, 363,240

U, 10,532

SA 369,405

X1 3,049
Desvio Padrao dos Residuos X, 4,698

U, 2,624

SA 2,992

Resultados do experimento (ii)

A Figura [5.4] apresenta os resultados alcangados através dos testes realizados variando o
valor de A entre 0,01 até 1 e de 1 até 100, mais especificamente a Tabela[5.3 mostra o valor do
parametro de suavizacao pelo EQM do estimador combinado. Analisando detalhadamente
a Tabela, pode-se observar que as simulagoes mostram os resultados obtidos em termos do
EQM através da combinagao dos modelos X;; e X;2. Quando o parametro de suavizagao
assume valores no intervalo (A = 1,2,---,100), a simulagdo A destina-se a analisar os
resultados obtidos através do conjunto de treinamento, enquanto a simulacao B refere-se ao
conjunto de teste. Ja as simulagoes C' e D sao referentes aos conjuntos de treinamento e de

teste, variando o valor do parametro de suavizagao no intervalo (A = 0,01;0,02;--- ;1).

No contexto deste trabalho, maximizar o desempenho do estimador combinado indica
minimizar o erro quadratico médio cometido pelo estimador combinado, enquanto minimizar
o desempenho segue o raciocinio inverso. Logo, pode-se notar na Figura que quando o
parametro de suavizacao varia entre (1 e 100) o valor que maximiza (Aczempio = 1 € Aeste = 1)

e minimiza (Aezempto = 26 € Ageste = 15) 0 desempenho do estimador combinado. Por outro
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lado, quando A varia entre 0,01 até 1, o valor que maximiza (Aezempio = 0,69 € Aieste = 0, 75)

e minimiza (Aezempio = 0,01 € Ageste = 0, 01) respectivamente.

Erro quadratico médio

Erro quadratico médio

Conjunto de exemplos (Simulagéo A)

6.95 7.00
| |

6.90
|

I [ [ [ [
0 20 40 60 80

100

Parametro de suavizacdo

Conjunto de exemplos (Simulagéo C)

15 20 25 30

10

I [ [ [ [ [
00 02 04 06 08 10

Parametro de suavizacéo

Erro quadratico médio

Erro quadratico médio

80 81 82 83 84

20 30 40 50

10

Conjunto de teste (Simulacéo B)

I [ [ [ [ [
0 20 40 60 80 100

Parametro de suavizacéo

Conjunto de teste (Simulacédo D)

I [ [ [ [ [
00 02 04 06 08 10

Parametro de suavizacédo

Figura 5.4: Parametro de suavizacao (\) pelo EQM do estimador combinado.

A Tabela mostra como a escolha incorreta para o parametro da copula pode levar

a resultados indesejaveis. Seja ﬁt* o estimador combinado ajustado com o valor de A que
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maximiza o desempenho de tal forma que conduz os resultados a obter um EQM menor.
Enquanto U;* é o estimador combinado ajustado com o parametro A\ que minimiza seu
desempenho. Neste contexto, U* conduz a resultados piores em relacao a U}, como pode

ser visto na Tabela (.3

Com base nos resultados apresentados nas Tabelas e ¢ razoavel dizer que o
parametro de suavizacao esta diretamente relacionado com o desempenho do estimador
combinado. Logo, a utilizacao de um parametro inadequado na combinacao de modelos
via cépula de Cacoullos conduz a resultados significativamente inferiores, comparado com os

resultados obtidos utilizando um parametro adequado de suavizacao.

Tabela 5.3: Avaliacao de desempenho baseada no erro quadratico médio do estimador com-
binado construido via cépula de Cacoullos, onde U; e U;* sao os estimadores combinados

ajustados com o valor de A que regula o desempenho do estimador.

Estatistica Modelos | n <t <n-+m
Ur 7,052
EQM (A =1,2,---,100) U 8,478
Ur 7,888
EQM (A =0.01,0.02---,1) U 51,637

Conforme mencionado por Donaldo F. [48] apud Specht [49] parece nao ser dificil encon-
trar um valor adequado para A quando este varia entre 1 e 100, bem como, os resultados
alcangados com um ajuste melhor nao sao expressivos. Porém, quando o intervalo de variagao
passa a ser entre 0,01 e 1, os resultados sao bem diferentes. Neste sentido, a discrepancia
dos resultados entre o estimador l?t* e (7;‘* sao mais expressivas, sendo notavel a necessidade

de estimar um melhor valor de A para (7,5**.

A Figura ilustra o desempenho obtido pelo estimador combinado (7;‘* ajustado com
o parametro A que minimiza o desempenho. Como pode ser visto, o estimador combinado
representado por (O), mostrou-se melhor comparado com os modelos individuais, embora te-
nha sido ajustado previamente com parametro de suavizagao que minimize seu desempenho.

Enquanto, os modelos individuais X;; e X;2 sao parecidos pois possuem a mesma média e
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desvios padroes similares. Apesar da figura apresentar apenas a parte de previsao da série,

o estimador combinado mostrou-se superior também na parte de ajuste para (t < n).

10
= (@]
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Figura 5.5: Ilustra o desempenho do estimador combinado Ut* * representado por (O) ajustado

com o parametro A que minimiza sua acuracia para estimar a série temporal ;.

A Figura [5.6] apresenta a mesma série temporal e os mesmos modelos de previsao indi-

viduais X;; e X;2, mostrados na Figura porém o estimador combinado U} foi ajustado

com um parametro A adequado, tal parametro foi obtido através da analise resultante da Ta-

bela . O estimador combinado Ut* desempenha melhor comportamento comparado com

os modelos individuais e a Tabela [5.4] comprova essa superioridade do estimador quando

ajustado de forma adequada. A Tabela [5.4 mostra ainda os resultados obtidos em termo do

EQM para os modelos individuais (X;; e X;5) e os estimadores combinados (U7 e U7*) para

as partes de previsdo (n <t < n +m) dos modelos.
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Figura 5.6: Desempenho do estimador combinado Ut* representado por (0) ajustado com o

parametro A que maximiza o EQM de U} para estimar a série temporal ;.

Tabela 5.4: Erro quadratico médio dos modelos individuais e dos estimadores combinados

via cépula de Cacoullos. Onde Ut* e Ut** foram ajustados com parametro A\ adequado e

inadequado.
Estatistica | Modelos | n<t<n-+m
Xia 390,851
EQM Xio 464,405
7 7,888
T 51,637

Este caso de estudo envolveu relativamente uma pequena quantidade de preditores e
apenas uma série temporal, mesmo assim, foi possivel ilustrar o potencial deste método de
combinacao. Logo, é razoavel dizer que para este caso de estudo em particular o estimador

combinado por meio da cépula de Cacoullos obteve resultados mais atrativos, comparado
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com os modelos individuais e o método de combinacao linear apresentado. No segundo
experimento, constatou-se que o parametro de suavizacao influéncia diretamente na obtencao

de bons resultados de estimagao.

5.1 Uma analise comparativa entre estimadores com-

binados

A presente Secao tem o objetivo de realizar uma anélise comparativa entre estimadores
combinados, chamados neste trabalho como modelo Correto, Classico, Cacoullos e Simple
Average (SA). O interesse deste caso de estudo é avaliar se existe vantagem em utilizar um

modelo ao invés de outro.

5.1.1 Caso de estudo

Este caso de estudo propoe através de simulagoes, analisar o desempenho dos estimadores
combinados. Desta forma, almeja-se avaliar se existe vantagem em estudar as distribuicoes
dos erros e de suas dependéncias. Neste sentido, o estimador combinado Correto é construido
levando em consideragao qual a distribuigao dos erros cometidos pelos modelos, e qual a
copula que respectivamente gerou os erros dos modelos. Enquanto o estimador combinado
Cléassico ¢ construido assumindo que a distribuicao dos erros segue uma Normal, assim
como, considera-se que os residuos foram gerados por uma cépula Normal. Além disso, sera
avaliado o desempenho do estimador combinado via cépula de Cacoullo e SA com os outros
estimadores. Neste caso de estudo foram simulados 1027 casos, em que, para cada caso foi
gerada uma série temporal e dois modelos individuais de previsao, para entao, combinar as

previsoes dos modelos.

Geracao de série temporal

E gerada uma série temporal u;, a partir de um modelo ARIM A(p, d, q), onde tanto os

argumento (p e ¢), quanto os parametros dos modelos AR e M A sdo gerados aleatoriamente



5. Experimentos e resultados 56

nos intervalos 0, 1 ou 2 para os argumentos p e ¢, enquanto, d sempre assume o valor
0 respectivamente. Neste trabalho a série temporal pode ser gerada apenas com valores
positivos, quando isto ocorre, é dito que a natureza da série temporal é log, caso contrario

a natureza ¢é dita original com a série assumindo valores negativos e positivos.

A série temporal gerada possui 1840 pontos. Sendo dividida em duas fases (ajuste
e teste), tal que, a fase de ajuste (treinamento) a série dispdem de n; pontos (n; =
(50, 100, 200, 400, 800, 1600)) (j = 1,---,6). Para a fase de teste, a série temporal conta
com m; pontos (m; = (9,18, 35,71,141,282)). Logo, para cada caso, a série temporal u; é
particionada em 6 partes, em que, cada parte é utilizada para combinar as previsoes reali-

zadas pelos modelos individuais.

Portanto, a amostra obtida da série temporal é divida em duas partes (n; e m;): sendo
que a primeira parte foi destinada a fase de ajuste do estimador combinado possuindo 85%
da amostra, enquanto a segunda parte utilizada para fase de teste possui os 15% restantes
da amostra. Mais detalhes serao apresentados na Subsecao sobre o procedimento de

simulacao.

Construcao de modelos individuais

As distribuicoes dos erros (E:; ¢ E; o) dos modelos individuais sao gerados aleatoriamente,
e podem seguir uma distribuicao log-normal ou normal. Neste contexto, quando os erros
seguirem uma distribuicao log-normal, estes sao obtidos por meio da Equacao 4.4, ou seja,
utiliza-se o erro multiplicativo, para evitar a obtencao de um erro negativo. Caso contrario,
quando a distribuicao for normal, utiliza-se o erro aditivo através da Equacao4.3] enfatizando

que poderia ter sido utilizado outro tipo de erro.

Desta forma, E;; e E;5 sao gerados aleatoriamente por meio da cépula Normal ou
Gumbel-Hougaard (sendo esta selecionada aleatoriamente). Entdo o modelo é construido
pela adicao de X;; = u; + E;; ou produto de X;; = u; x E;; para (i =1,--- , k). No caso de
estudo em questao, os erros dos modelos sao gerados pelas cépulas utilizando os respectivos
parametros § = 0,2 para Normal e # = 1,5 para Gumbel-Hougaard. Considerou-se a média

e desvio padrao dos erros sendo = 0,5 e 0 = 0,5 para o F;, enquanto F; 5 possui u = 10
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e o0 = 0,25. Enfatizando que, quando a natureza da série nao for original aplica-se o log nas
observacoes marginais. Entao, a partir deste ajuste o modelo X;; ¢é estatisticamente mais

acurado, porém menos eficiente que X 5.

Combinacao de previsoes

A série temporal é particionada em 6 partes (n; e m;) para (j = 1,---,6), em que, para
cada parte é realizada a combinacao das previsoes dos modelos individuais. Neste contexto,
o estimador combinado Correto é modelado a partir da mesma coépula que gerou os erros,
bem como, estuda a real distribuicdo dos erros dos modelos individuais (podendo ser log-
normal ou normal). Enquanto o estimador combinado Classico é construido assumindo que
os erros seguem uma distribui¢ao normal e que foram gerados a partir da cépula Normal.
Os parametros das marginais, assim como, da cépula sao obtidos por meio do método IFM
(ver Segao . Desta forma, os estimadores realizam a combinacao das predigoes obtidas

pelos modelos individuais X;; e X; .

5.1.2 Procedimento de simulacao

Este experimento foi conduzido através dos seguintes passos:

1. Neste primeiro momento, sao geradas as séries temporais u;, onde n..s = 1027 é a
quantidade de casos e consequentemente o niimero de séries que serao executados neste
experimento. As séries temporais sao geradas de forma aleatéria, neste contexto, tanto
os argumentos do modelo ARIMA (p, d e q) quanto os parametros (AR e MA) e a
natureza da série temporal sd@o obtidas de forma aleatéria (ver metodologia Box &

Jenkins [5]);

2. Em seguida, sao constituidos os modelos ARIMA de previsao da série temporal wu;.
Com base na natureza da série temporal sao gerados os residuos dos modelos. Quando
a natureza da série temporal for log entao a distribuigao dos erros E;; e E; 5 podem
seguir uma distribuicao log-normal ou normal, mas quando a natureza da série for

original a distribui¢ao dos erros por padrao ¢ normal. Logo, quando E;; for log-
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normal entao X;; = w, X E;;, senao X;; = u; + E;;. Enfatizando, que nos casos em
que as distribui¢oes marginais dos erros forem normais, entao a cépula geradora dos

residuos ¢ Gumbel-Hougaard;

3. A série temporal é originada com 1840 pontos, em que, serd particionada em 6 partes

e dividida entre o conjunto de ajuste (n;) e de teste (m;);

4. Em seguida, sao calculados os erros dos modelos ARIMA gerados no passo 2, levando

em consideracao a respectiva distribuicao dos erros;

5. Os parametros das distribui¢oes marginais dos erros (i e o), assim como, os parametros
de dependéncias da cépula, mais especificamente o parametro da cépula Gumbel-

Hougaard () e da cépula Normal () sdo estimados através do método IFM;

6. Posteriormente, o estimador combinado Correto é ajustado com base na cépula gera-
dora dos residuos e na distribuicao dos residuos. Em seguida, o estimador combinado
Classico ¢ ajustado admitindo-se que a copula geradora dos erros é normal, assim como,
as distribuicoes dos erros. Enquanto o estimador combinado Cacoullos é configurado
assumindo que as marginais sao normais e a cépula de Cacoullos que gerou os erros.

A estratégia SA utilizada neste trabalho nao necessita de qualquer ajuste;

7. Finalmente, os estimadores combinados sao utilizados para realizar a combinacao das
previsoes obtidas através dos modelos individuais. Nas simulagoes foram tidas em

consideragdo as previsdes quando (n; <t < m;).

5.1.3 Aplicacao do teste de hipdoteses

A comparacao realizada entre os estimadores foi baseada na andlise estatistica feita por
meio do teste de hipétese Kolmogorov-Smirnov (KS) e Wilcoxon ou t-Student. Para tanto,
foi utilizado o teste de normalidade através do KS para avaliar se o EQMpg segue uma
distribuicao normal, caso essa hipotese seja aceita é aplicado o teste de igualdade de médias
t-Student, caso contrario, aplica-se o teste Wilcoxon para verificar se o EQMpg do estimador
combinado U# é melhor em relacéo ao estimador U, uma vez que, U e U séo os estimadores

combinados estudados nesta Secao. O nivel de significancia adotado neste trabalho foi de

5%.
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Para calcular o p-valor do teste KS é utilizado o EQMpg dado pela Equacao [2.17], sendo
que para computar o EQM dos estimadores combinados, foi considerado apenas a parte
de ajuste da série temporal (¢ < n;). Enquanto no teste t-Student e Wilcoxon o EQM é

calculado utilizando a parte de previsao da série temporal (¢t > n;). A hipétese do teste KS:
Hy : 0 EQMg segue uma distribuicao normal,

H, : o EQMg nao segue uma distribui¢ao normal.

enquanto a hipétese para o teste t-Student ou Wilcoxon é dada por:
Hy: 0o EQMg = 0;

H, : 0 EQMg # 0.

5.1.4 Resultados

Nesta Subsecao serao apresentados os resultados obtidos pelo experimento proposto. A
Tabela [5.5] ilustra 13 possiveis situacoes que foram usadas neste trabalho, cada sigla repre-
senta uma situacao, bem como, a sigla NNG indica que o E;; e F; 5 segue uma distribuigao
normal e os erros foram gerados por uma respectiva céopula Gumbel-Hougaard. Logo, o
estimador combinado Correto é ajustado com a mesma situacao utilizada no teste, por sua
vez, o estimador combinado Cléssico ¢ sempre ajustado com a situacdo NNN (E;; e E} 5 sao
normais com cépula normal). A situagdo NNN é a tinica que nao foi gerada nas simulagoes,

uma vez que, através desta o estimador combinado Correto passaria a ser igual ao Classico.

Nesta Subsecao serao apresentados os resultados obtidos pelo experimento proposto. A
Tabela [5.5] ilustra 13 possiveis situagoes que foram usadas neste trabalho, cada sigla repre-
senta uma situacao, bem como, a sigla NNG indica que o E;; e E; 5 segue uma distribuigao
normal e os erros foram gerados por uma respectiva copula Gumbel-Hougaard. Logo, o
estimador combinado Correto é ajustado com a mesma situagao utilizada no teste, por sua
vez, o estimador combinado Cléssico é sempre ajustado com a situacdo NNN (E;; e E; 5 sao
normais com cépula normal). Por sua vez, a situagao NNC indica que a distribui¢ao dos
erros é normal e foram gerados a partir da cépula de Cacoullos. As situagoes NNN e NNC

sao as unicas que nao foram geradas nas simulagoes, uma vez que, através destas o estimador
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combinado Cléssico e Cacoullos passariam a ser iguais ao estimador Correto.

Neste contexto, a situacao LLG indica que os erros seguem uma distribuicao log-normal,
sendo que tais erros foram gerados a partir da céopula Gumbel-Hougaard. Por sua vez, a
sigla LNN representa a situacao quando a distribui¢ao do erro £} ; é log-normal, enquanto

E, 5 segue uma distribui¢ao normal com a cépula geradora dos erros sendo normal.

A Tabela [5.6] apresenta os resultados obtidos por meio dos testes realizados. A coluna
“Situacoes” expoe as siglas das situacoes listadas na Tabela |5.5) e a quantidade de casos que
tais situagoes acontecem sao exibidas na coluna “Amostra”, assim a situacao NNG ocorre
641 vezes neste experimento, por exemplo. A coluna “Conjunto de treinamento”mostra as
particoes da série temporal, em outras palavras, é expressa seis séries temporais com tama-
nhos distintos para treinamento do modelo combinado. O EQMy entre os dois estimadores
combinados que estdao sendo comparados é expresso na coluna “EQMg”. O p-valor do teste
KS é apresentado na coluna “Teste (KS)”. A coluna “Teste comparativo”apresenta o p-
valor obtido através do teste t-Student ou Wilcoxon. Conforme mencionado anteriormente,
a selecao do teste é feita com base no resultado do teste KS. Enquanto a coluna “Melhor mo-
delo” apresenta o nome do estimador combinado mais acurado, com base no teste de hipotese.
Neste sentido, de modo a exemplificar a interpretacao da tabela, quando a situacao for NNG
a amostra possuird 641 séries e dentre as séries temporais com conjunto de treinamento igual
a 50 o EQMp, obtido é de 1.744298¢-02, e o p-valor resultante do teste KS ¢ 1.905183e-03,
ou seja, passando no teste de normalidade, em seguida, é aplicado o teste t-Student que oca-
siona no valor de 1.752771e-01 exibido na coluna “Teste comparativo”, logo nao passando
no teste t-Student, fazendo com que os estimadores sejam considerados equivalentes como

pode ser visto na coluna “Melhor modelo”.
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Tabela 5.5: Combinacao de situagoes possiveis de acontecer.

Situagao Distribuigao do Ej; Distribuicao do Ej o Cépula
1. NNG Normal Normal Gumbel-Hougaard
2. LLG Log-normal Log-normal Gumbel-Hougaard
3. LLN Log-normal Log-normal Normal
4. LNG Log-normal Normal Gumbel-Hougaard
5. NLG Normal Log-normal Gumbel-Hougaard
6. LNN Log-normal Normal Normal
7. NLN Normal Log-normal Normal
8. LNA Log-normal Normal Gumbel-Hougaard ou Normal
9. NLA Normal Log-normal Gumbel-Hougaard ou Normal
10. LLA Log-normal Log-normal Gumbel-Hougaard ou Normal
11. AAN | Log-normal ou Normal | Log-normal ou Normal Normal
12. AAG | Log-normal ou Normal | Log-normal ou Normal Gumbel-Hougaard
13. AAA | Log-normal ou Normal | Log-normal ou Normal | Gumbel-Hougaard ou Normal
14. NNN ! Normal Normal Normal
15. NNC ! Normal Normal Cacoullos

Analisando a Tabela [5.6] observa-se que a situagdo NNG, para todos os conjuntos de

previsao o teste rejeita a hipdtese dos estimadores serem iguais (ver coluna “Teste compara-

tivo”), respectivamente aceitando que sao desiguais. Desta forma, através do EQMR(IAJ?, GE),

onde (U¢ =

estimador Correto e U? = estimador Cldssico) obtém-se que o estimador com-

binado Classico é melhor quando o (EQMy > 0)(ver coluna “EQMpg”), caso contrario, o

estimador combinado Correto mostra-se melhor. Assim, para a situacao NNG o modelo

Cléassico mostrou-se melhor.

LA situacdo NNN e NNC néo é levada em conta neste trabalho.
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Tabela 5.6: Sumério do teste comparativo entre os estimadores Correto e Classico.

Conjunto de

Situagoes Amostra A EQMg Teste (KS) Teste comparativo Melhor modelo
treinamento
50 1,744298e-02 1,905183e-03 1,752771e-01 Equivalentes
100 7,055493e-03 2,809238e-02 2,380341e-01 Equivalentes
NNG 641 200 8,487181e-03 7,329366e-01 1,37091e-03 Cléassico
400 4,531735e-03 3,426619e-01 1,266273e-02 Classico
800 5,499714e-03 4,729159e-01 2,862587e-05 Cléassico
1600 4,112164e-03 9,749134e-01 3,37382e-06 Cléassico
50 3,522292e4-04 4,022348e-01 1,383432e-02 Cléassico
100 3,942001e4-04 3,910546e-02 1,455192e-11 Cléassico
LLG 37 200 3,919392e+-04 2,659343e-02 1,455192e-11 Classico
400 5,161017e4-04 7,585391e-02 7,172114e-07 Cléassico
800 9,82697e4-04 5,062074e-01 7,548193e-06 Cléassico
1600 1,296791e+4-05 1,962315e-01 8,045482e-09 Classico
50 1,612239e4-05 2,39748e-03 5,463819e-15 Cléassico
100 9,234484e+05 4,932593e-10 3,73217e-15 Classico
LLN 83 200 6,413193e+05 1,7763e-05 2,549525e-15 Cléassico
400 9,548944e+05 2,23066e-11 3,73217e-15 Cléassico
800 3,700654e+05 4,233493e-05 7,999532e-15 Classico
1600 5,171036e+05 1,918828e-02 5,463819e-15 Cléassico
50 -5,342137e-01 8,181601e-08 9,561727e-13 Correto
100 -6,052963e-01 6,475187e-07 4,34591e-12 Correto
LNG ou NLG - 200 -7,240493e-01 4,955815e-08 1,032442e-12 Correto
400 -8,191863e-01 2,287429e-04 5,610203e-14 Correto
800 -9,521638e-01 1,895438e-05 5,38814e-14 Correto
1600 -9,249994e-01 7,90651e-04 1,032442e-12 Correto
50 -2,704842e-01 6,112777e-11 7,358434e-15 Correto
100 -3,099307e-01 3,957945e-13 1,12091e-15 Correto
LNN ou NLN 101 200 -2,908496e-01 1,240119e-13 9,201678e-17 Correto
400 -4,211137e-01 2,997602e-15 1,725317e-18 Correto
800 -5,025811e-01 4,440892e-16 1,895008e-19 Correto
1600 -5,038202e-01 0 2,770104e-19 Correto
50 -3,44844e-01 0 2,826894e-26 Correto
100 -3,932105e-01 0 2,34986e-26 Correto
LNA ou NLA 266 200 -4,129924e-01 0 5,811765e-28 Correto
400 -5,333522e-01 0 8,90339e-31 Correto
800 -6,293432e-01 0 8,879755e-32 Correto
1600 -6,225737e-01 0 2,552398e-30 Correto
50 4,88377e+04 0 7,903233e-06 Cléassico
100 2,797305e+05 0 8,48403e-06 Cléassico
AAN 274 200 1,942681e+-05 0 5,929988e-06 Cléassico
400 2,89256e4-05 0 2,242147e-05 Cléassico
800 1,120997e+4-05 0 6,049349e-05 Classico
1600 1,566405e+05 0 3,246653e-05 Classico
50 1,730703e+03 0 9,559718e-01 Equivalentes
100 1,936918e+03 0 6,434353e-01 Equivalentes
AAG 253 200 1,925798e4-03 0 5,936831e-01 Equivalentes
400 2,563588e4-03 0 8,862952e-01 Equivalentes
800 4,828567e+03 0 3,118549e-01 Equivalentes
1600 6,371927e+03 0 9,270181e-02 Equivalentes
50 1,429868e+04 0 2,598958e-01 Equivalentes
100 7,605127e+04 0 5,907136e-01 Equivalentes
200 5,324204e+04 0 5,442105e-01 Equivalentes
AAA 1027
400 7,903181e+04 0 9,490397e-01 Equivalentes
800 3,344814e+04 0 7,091643e-01 Equivalentes
1600 4,646306e+04 0 3,159928e-01 Equivalentes

De maneira geral, os resultados da Tabela mostram a robustez do modelo Cléssico

para a maioria das situacoes apresentadas. Bem como, a importancia de um modelo mais
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sofisticado, baseado em cépula, para os casos em que as distribuicoes dos erros sao diferentes
(isto é, log-normal ou normal). Assim, existe vantagem em estudar a distribuicao dos erros
dos modelos para construcao do estimador combinado com marginais distintas. E quando
as marginais sao iguais parece ser mais interessante utilizar o modelo Cléssico ao invés de
um modelo mais sofisticado. Para a situacao AAA onde é levando em consideragao toda a

amostra o teste aponta que os modelos sao equivalentes.

A Tabela 5.7 apresenta os resultados obtidos na comparagao entre o estimador combinado
Correto e o método SA. Os resultados alcangados neste experimento mostram a robustez do
estimador combinado Correto, este apresentando melhor desempenho para todas as situacoes

em relacao ao SA.

Tabela 5.7: Sumario do teste comparativo entre o estimador combinado Correto e o método

SA.
Situacgdes Amostra Conjunto de WR Teste (KS) Teste comparativo Melhor modelo
treinamento
50 -9,976922¢-01 1,445001e-08 1,219068e-106 Correto
100 -9,976813e-01 1,348504e-09 1,219068e-106 Correto
NNG 641 200 -9,976806e-01 1,887379e-15 1,219068e-106 Correto
400 -9,977058e-01 0 1,219068e-106 Correto
800 -9,976494e-01 0 1,219068e-106 Correto
1600 -9,968147e-01 0 1,219068e-106 Correto
50 -9,997267e-01 5,515292e-01 5,707076e-115 Correto
100 -9,997503e-01 2,033883e-01 9,742772e-124 Correto
LLG 37 200 -9,997218e-01 1,230578e-01 1,725708e-124 Correto
400 -9,996683e-01 1,690072e-01 2,218457e-128 Correto
800 -9,992777e-01 2,77593e-01 4,796294e-113 Correto
1600 -9,990643e-01 4,126628e-01 1,805801e-114 Correto
50 -9,989218e-01 3,414416e-03 2,549525e-15 Correto
100 -9,913086e-01 1,053302e-11 2,549525e-15 Correto
LLN 83 200 -9,951258e-01 9,960443e-05 2,549525e-15 Correto
400 -9,924205e-01 2,192579e-12 2,549525e-15 Correto
800 -9,973315e-01 1,63417e-06 2,549525e-15 Correto
1600 -9,956878e-01 1,359989¢e-02 2,549525e-15 Correto
50 -9,986059e-01 3,341714e-01 7,857503e-224 Correto
100 -9,853963e-01 1,413168e-01 5,642883e-76 Correto
LNG ou NLG 75 200 -9,983168e-01 6,471666e-01 2,640446e-202 Correto
400 -9,941575e-01 9,804422e-03 5,38814e-14 Correto
800 -9,940215e-01 8,286609e-09 5,38814e-14 Correto
1600 -9,908111e-01 1,308953e-13 5,38814e-14 Correto
50 -9,983127e-01 0 4,327318e-33 Correto
100 -9,643044e-01 0 8,666033e-32 Correto
LNN ou NLN 101 200 -8,809681e-01 0 1,557943e-30 Correto
400 -8,160397e-01 0 4,713855e-28 Correto
800 -5,275316e-01 0 1,117215e-24 Correto
1600 -4,747871e-01 0 9,090242e-27 Correto
50 -9,983954e-01 0 2,237277e-45 Correto
100 -9,702513e-01 0 4,484476e-44 Correto
LNA ou NLA 266 200 -9,140552e-01 0 8,315181e-43 Correto
400 -8,662609e-01 0 2,757497e-40 Correto
800 -6,590607e-01 0 9,051819e-37 Correto
1600 -6,202826e-01 0 5,346108e-39 Correto

Continua na préxima pégina.
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Tabela 5.7 — Continuagdo a partir da pagina anterior.

. ~ Conjunto de .
Situagdes Amostra EQMpg Teste (KS) Teste comparativo Melhor modelo
treinamento
50 -9,984972e-01 0 1,097486e-46 Correto
100 -9,724845e-01 0 2,199983e-45 Correto
200 -9,155487e-01 0 4,088673e-44 Correto
AAN 274
400 -8,694689e-01 0 1,377876e-41 Correto
800 -6,698433e-01 0 4,592678e-38 Correto
1600 -6,325782e-01 0 2,647414e-40 Correto
50 -9,978832e-01 1,495414e-10 6,466784e-125 Correto
100 -9,965593e-01 0 6,466784e-125 Correto
200 -9,978442e-01 0 6,466784e-125 Correto
AAG 753
400 -9,974488e-01 0 6,466784e-125 Correto
800 -9,973681e-01 0 6,466784e-125 Correto
1600 -9,963273e-01 0 6,466784e-125 Correto
50 -9,98047e-01 0 1,316857e-169 Correto
100 -9,901362e-01 0 2,64366e-168 Correto
200 -9,758881e-01 0 5,200232e-167 Correto
AAA 1027
400 -9,633042e-01 0 2,005783e-164 Correto
800 -9,099856e-01 0 1,272203e-160 Correto
1600 -8,992803e-01 0 3,977399e-163 Correto

A Tabela [5.8] mostra os resultados alcangados através da comparacao entre o estimador
combinado Classico e o método SA. Cabe ressaltar que embora o SA seja considerado simples
de implementar, este método pode nao ser a melhor opcao. Neste contexto, esta tabela é
produto da analise estatistica realizada entre o estimador combinado Cléssico e o método

SA, que mostra a superioridade do modelo Classico sobre o SA.

Tabela 5.8: Sumario do teste comparativo entre o estimador combinado Classico e o método

SA.

Situagdes Amostra Conjunto de WR Teste (KS) Teste comparativo Melhor modelo
treinamento

50 5,665208e+02 1,481106e-03 1,219068e-106 Cléssico

100 4,870775e+02 1,401665e-01 1,920725e-298 Cléassico

NNG 641 200 4,610131e+02 1,313739e-01 0 Cléassico
400 4,546338e+02 5,739065e-03 1,219068e-106 Cléssico

800 4,471312e+402 1,665335e-15 1,219068e-106 Classico

1600 4,37654e+02 0 1,219068e-106 Cléassico

50 1,480303e+-08 9,259242e-01 1,313911e-20 Classico

100 1,592232e+4-08 1,600703e-01 3,402387e-22 Cléassico

LLG 37 200 1,534423e+08 2,990009e-01 1,137924e-17 Cléssico
400 1,541636e+-08 1,472693e-01 2,880505e-23 Classico

800 1,392755e+-08 9,239975e-01 6,667966e-25 Cléassico

1600 1,371943e4-08 7,804424e-01 1,665578e-30 Cléassico

50 1,452251e+4-08 2,393037e-01 1,457166e-40 Classico

100 1,390058e+-08 4,655464e-01 5,436763e-42 Cléassico

LLN 3 200 1,347793e+4-08 2,879137e-01 9,216244e-45 Classico
400 1,387705e+08 1,949803e-01 1,826489e-52 Classico

800 1,443291e4-08 8,298695e-01 6,944107e-56 Cléassico

1600 1,349658e+4-08 4,852523e-01 1,925078e-53 Cléssico

50 3,575644e+02 1,451466e-07 2,178909e-13 Cléassico

100 2,061706e+02 1,18156e-06 1,250202e-12 Cléssico

200 1,474345e+02 1,530631e-07 4,34591e-12 Classico

LNG ou NLG 75

400 1,071667e+4-02 4,520249e-04 5,044162e-12 Cléassico

800 2,876726e+01 1,054879e-04 5,433402e-12 Cléssico

1600 1,990523e+-01 2,224301e-03 6,839831e-11 Classico

Continua na préxima pagina.
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Tabela 5.8 — Continuagdo a partir da pagina anterior.

Conjunto de

Situagdes Amostra EQMpg Teste (KS) Teste comparativo Melhor modelo
treinamento
50 5,560788e4-07 0 3,263828e-32 Cléssico
100 5,566566e+-07 0 9,361668e-32 Classico
200 5,311541e4-07 0 1,319004e-30 Cléassico
LNN ou NLN 191
400 5,613184e+07 0 5,276678e-29 Cléssico
800 5,526507e+07 0 4,487117e-29 Classico
1600 5,556474e+4-07 0 2,921591e-27 Cléassico
50 3,992906e+07 0 5,603416e-44 Classico
100 3,997051e+4-07 0 7,208939e-43 Cléassico
200 3,81393e+07 0 3,459423e-41 Cléssico
LNA ou NLA 266
400 4,030523e+4-07 0 2,704795e-39 Classico
800 3,968282e+-07 0 2,286226e-39 Cléassico
1600 3,9898e+07 0 1,730742e-36 Cléssico
50 8,275469e4-07 0 4,503253e-46 Cléassico
100 8,091104e4-07 0 9,441599e-46 Cléassico
200 7,785301e4-07 0 6,134809e-45 Classico
AAN 274
400 8,116472e+4-07 0 8,613986e-44 Classico
800 8,224432e4-07 0 7,663562e-44 Cléassico
1600 7,961689e+07 0 1,598726e-42 Classico
50 7,27425e4-06 0 7,435432e-125 Cléassico
100 7,82415e+06 0 8,896549e-125 Cléssico
200 7,540069e+06 0 1,014714e-124 Classico
AAG 753
400 7,5755e+06 0 1,031019e-124 Cléassico
800 6,843933e+06 0 1,03927e-124 Cléssico
1600 6,741662e+06 0 1,373561e-124 Classico
50 2,741217e+07 0 3,046009e-169 Cléssico
100 2,732348e+07 0 5,978258e-169 Classico
200 2,629932e4-07 0 1,688037e-168 Cléassico
AAA 1027 -
400 2,720885e+07 0 5,569505e-168 Cléssico
800 2,696049e+-07 0 5,316186e-168 Classico
1600 2,618452e4-07 0 3,444154e-167 Cléassico

A Tabelalb.9|apresenta os resultados obtidos por meio da comparacao entre os estimadores

combinados de Cacoullos e Correto. Conforme é mostrado na tabela, quando pelo menos

uma das marginais for normal e a cépula geradora dos erros for a Gumbel-Hougaard, parece

ser melhor optar pela utilizagao do estimador combinado Correto ao invés de Cacoullos.

Tabela 5.9: Sumario do teste comparativo entre o estimador combinado Cacoullos e Correto.

Conjunto de

Situagoes Amostra . EQMg Teste (KS) Teste comparativo Melhor modelo
treinamento
50 -6,31177e-02 0 2,744327e-18 Correto
100 -1,067695e-01 0 4,565168e-39 Correto
NNG 641 200 -1,310133e-01 0 1,48382e-63 Correto
400 -1,428077e-01 0 1,490683e-89 Correto
800 -1,448866e-01 0 1,744065e-95 Correto
1600 -1,552066e-01 0 3,841722e-100 Correto
50 4,95284e4-05 1,654141e-10 2,671817e-02 Cacoullos
100 2,646428e+05 1,804579e-10 2,998894e-02 Cacoullos
LLG 37 200 5,657813e+05 2,645869e-10 1,805728e-02 Cacoullos
400 6,291731e+05 4,503881e-10 6,860146e-03 Cacoullos
800 6,664634e+05 4,13249e-10 2,863003e-02 Cacoullos
1600 7,469809e+05 1,20962e-09 6,860146e-03 Cacoullos

Continua na préxima pagina.
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Tabela 5.9 — Continuagdo a partir da pagina anterior.

Conjunto de

Situagdes Amostra EQMpg Teste (KS) Teste comparativo Melhor modelo
treinamento
50 3,867537e+06 0 5,184099e-02 Equivalentes
100 6,857343e+06 0 9,05904e-03 Cacoullos
200 6,474513e+06 0 1,349569e-02 Cacoullos
LLN 83
400 8,389193e+06 0 4,622783e-03 Cacoullos
800 9,646193e+-06 0 2,196281e-03 Cacoullos
1600 3,472849e4-07 0 5,81328e-03 Cacoullos
50 -2,676673e-01 2,45818e-02 5,31443e-06 Correto
100 -2,4579e-01 1,891733e-05 3,002956e-07 Correto
200 -1,989513e-01 1,856607e-05 7,23755e-05 Correto
LNG ou NLG 75
400 2,399513e-02 2,109424e-15 3,850561e-10 Cacoullos
800 -2,547299e-02 1,110223e-15 1,890645e-11 Correto
1600 -6,750397e-02 1,110223e-13 1,557302e-09 Correto
50 2,052739e+01 0 3,277621e-02 Cacoullos
100 1,860659e+-02 0 3,212958e-06 Cacoullos
200 1,719235e+01 0 6,313735e-10 Cacoullos
LNN ou NLN 191
400 1,241764e+01 0 6,100976e-10 Cacoullos
800 3,485058e+01 0 3,800356e-14 Cacoullos
1600 1,643954e+-01 0 4,846967e-09 Cacoullos
50 1,466412e4-01 0 3,385242e-05 Cacoullos
100 1,335344e+4-02 0 2,709868e-11 Cacoullos
200 1,228878e+01 0 1,196165e-12 Cacoullos
LNA ou NLA 266
400 8,92319e+-00 0 1,020433e-17 Cacoullos
800 2,501711e+01 0 1,315192e-23 Cacoullos
1600 1,17853e+01 0 1,716112e-16 Cacoullos
50 1,171568e+06 0 1,571707e-03 Cacoullos
100 2,077354e+06 0 1,699745e-08 Cacoullos
200 1,96127e+06 0 3,312255e-11 Cacoullos
AAN 274
400 2,54126e+406 0 5,752777e-12 Cacoullos
800 2,922046e+06 0 9,724255e-16 Cacoullos
1600 1,051996e+4-07 0 6,657627e-11 Cacoullos
50 2,433658e+04 0 2,784553e-24 Cacoullos
100 1,300358e+-04 0 1,769557e-46 Cacoullos
200 2,780054e+04 0 2,522357e-65 Cacoullos
AAG 753
400 3,091542e+04 0 5,036239e-98 Cacoullos
800 3,274774e+4-04 0 4,005814e-104 Cacoullos
1600 3,67041e+04 0 1,83569e-107 Cacoullos
50 3,304138e+05 0 2,523779e-25 Cacoullos
100 5,63765e+4-05 0 2,778095e-52 Cacoullos
200 5,436433e+05 0 1,133977e-72 Cacoullos
AAA 1027
400 7,006667e+05 0 1,926756e-101 Cacoullos
800 8,036025e+05 0 1,878084e-113 Cacoullos
1600 2,833599e+4-06 0 1,169498e-108 Cacoullos

A comparagao realizada entre o estimador combinado de Cacoullos e o método SA ilus-

trada na Tabelal

10| mostra a superioridade do estimador construido via cépula de Cacoullos

em relacao ao SA. Nesta comparacao, o estimador combinado mostra-se melhor em todas

as situagoes, isto ocorre possivelmente pelo fato do estimador combinado ser uma aborda-

gem mais sofisticada, sendo capaz de corrigir o erro das previsoes, enquanto o método SA

apresentado neste trabalho é uma abordagem simples que mostra nao apresenta condicoes

de corrigir os erros das previsoes.
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Tabela 5.10: Sumaério do teste comparativo entre o estimador combinado Cacoullos e o

método SA.

Conjunto de

Situagodes Amostra . EQMpg Teste (KS) Teste comparativo Melhor modelo
treinamento

50 4,973836e+4-02 3,312729¢-04 1,965689¢-106 Cacoullos

100 4,238276e+02 2,016802e-08 1,911241e-106 Cacoullos

NNG 641 200 3,950153e+02 1,598721e-13 1,993491e-106 Cacoullos
400 3,861723e+02 0 2,251483e-106 Cacoullos

800 3,809736e+02 0 2,483986e-106 Cacoullos

1600 3,710793e+02 0 2,664587e-106 Cacoullos

50 8,371832e+08 1,70483e-10 1,455192e-11 Cacoullos

100 1,404222e4-08 2,064e-10 1,455192e-11 Cacoullos

LLG 37 200 6,7774e+08 2,467678e-10 1,455192e-11 Cacoullos
400 1,089393e+-09 2,821476e-10 1,455192e-11 Cacoullos

800 5,92405e4-08 3,01063e-10 1,455192e-11 Cacoullos

1600 2,76423e+08 3,640326e-10 1,455192e-11 Cacoullos

50 6,441463e+09 0 2,84408e-15 Cacoullos

100 3,296711e+10 0 2,949523e-15 Cacoullos

LLN 83 200 2,845792e+09 0 2,549525e-15 Cacoullos
400 1,138947e+10 0 2,84408e-15 Cacoullos

800 1,041464e+10 0 3,172087e-15 Cacoullos

1600 7,175308e+10 0 3,5637275e-15 Cacoullos

50 1,952936e+03 4,445507e-06 2,013529e-13 Cacoullos

100 1,444846e+03 7,516051e-05 2,266532e-13 Cacoullos

LNG ou NLG 75 200 9,768401e+02 6,476875e-04 2,013529e-13 Cacoullos
400 1,065601e+03 5,070376e-04 2,094616e-13 Cacoullos

800 7,013568e+02 1,723882e-04 1,652138e-13 Cacoullos

1600 5,209629e+02 5,160358e-02 1,451661e-17 Cacoullos

50 2,78019e+09 0 6,024276e-33 Cacoullos

100 1,202768e+09 0 9,651766e-33 Cacoullos

LNN ou NLN 191 200 1,355988e4-09 0 1,643616e-32 Cacoullos
400 1,314764e+09 0 1,543993e-32 Cacoullos

800 5,617149e+09 0 4,185145e-32 Cacoullos

1600 3,474575e+09 0 4,250629e-32 Cacoullos

50 1,996302e+-09 0 7,069937e-45 Cacoullos

100 8,636424e+08 0 1,434257e-44 Cacoullos

LNA ou NLA 266 200 9,736611e+08 0 2,624737e-44 Cacoullos
400 9,440604e+08 0 2,482091e-44 Cacoullos

800 4,033366e+09 0 6,262999e-44 Cacoullos

1600 2,494901e+09 0 8,362013e-44 Cacoullos

50 3,889262e+09 0 1,629012e-46 Cacoullos

100 1,082481e+10 0 2,637088e-46 Cacoullos

AAN 274 200 1,807279e+-09 0 3,039771e-46 Cacoullos
400 4,366591e+09 0 3,54207e-46 Cacoullos

800 7,070402e+09 0 1,007765e-45 Cacoullos

1600 2,415748e+10 0 1,198997e-45 Cacoullos

50 4,113711e+07 0 1,689599e-124 Cacoullos

100 6,900399e+06 0 1,689599e-124 Cacoullos

AAG 753 200 3,33024e4-07 0 1,730449e-124 Cacoullos
400 5,35297e+4-07 0 2,05353e-124 Cacoullos

800 2,910927e+07 0 2,128424e-124 Cacoullos

1600 1,358291e+4-07 0 2,723972e-124 Cacoullos

50 1,067803e+09 0 4,945369e-169 Cacoullos

100 2,893082e+09 0 7,290057e-169 Cacoullos

AAA 1027 200 5,065932e+08 0 8,558544e-169 Cacoullos
400 1,204239e+-09 0 1,125737e-168 Cacoullos

800 1,907702e+09 0 2,401415e-168 Cacoullos

1600 6,45509e4-09 0 3,366362e-168 Cacoullos
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Na comparacao entre o estimador combinado Cacoullos e o modelo Classico, aparen-
temente nos casos em que as marginais sao normais parece ser melhor utilizar o modelo
Cléssico para combinar as previsdes, como mostra a Tabela [5.11] No entanto, quando as

marginais nao sao normais aparenta ser melhor usar o estimador combinado Cacoullos.

s . . .
Tabela 5.11: Sumario do teste comparativo entre o estimador combinado Cacoullos e
;.
Cléssico.
. - Conjunto de JRE— .
Situagdes Amostra EQMpg Teste (KS) Teste comparativo Melhor modelo
treinamento
50 -6,930953e-02 0 1,40861e-16 Cléssico
100 -1,087513e-01 0 2,5688724e-39 Classico
200 -1,358013e-01 0 1,075428e-62 Cléassico
NNG 641
400 -1,457885e-01 0 1,641122e-88 Cléssico
800 -1,490224e-01 0 6,841014e-96 Cléssico
1600 -1,584363e-01 0 3,06152e-100 Cléassico
50 4,42622e4-00 1,674142e-10 8,349889¢-08 Cacoullos
100 -2,208374e-01 1,917076e-10 8,349889e-08 Cléassico
LLG 37 200 3,241928e+-00 2,452156e-10 8,349889e-08 Cacoullos
400 4,438508e+00 2,167601e-10 8,349889e-08 Cacoullos
800 2,74761e+00 2,591488e-10 8,349889e-08 Cacoullos
1600 9,556841e-01 2,951207e-10 8,349889e-08 Cacoullos
50 5,089585e+01 0 7,034528e-07 Cacoullos
100 2,935109e+02 0 5,069633e-07 Cacoullos
LLN 83 200 2,249587e+401 0 5,069633e-07 Cacoullos
400 9,472732e+01 0 1,11366e-07 Cacoullos
800 8,433328e4-01 0 7,930236e-08 Cacoullos
1600 3,158887e+02 0 7,930236e-08 Cacoullos
50 6,976141e4-03 9,091146e-10 3,977275e-06 Cacoullos
100 3,981723e+03 1,53856e-10 7,203233e-07 Cacoullos
200 2,217126e+03 3,297521e-09 1,279102e-09 Cacoullos
LNG ou NLG 75
400 1,076896e+-03 1,592666e-08 2,738444e-10 Cacoullos
800 5,661104e+-02 9,289235e-08 1,632454e-12 Cacoullos
1600 4,132163e+02 2,396591e-06 1,829437e-12 Cacoullos
50 1,632003e+-04 0 5,523001e-06 Cacoullos
100 3,095116e+03 0 3,778978e-06 Cacoullos
200 1,153781e+03 0 2,854864e-08 Cacoullos
LNN ou NLN 191
400 5,452696e+02 0 9,730572e-11 Cacoullos
800 3,959597e+02 0 2,875952e-13 Cacoullos
1600 3,556054e+02 0 1,755688e-13 Cacoullos
50 1,368547e+04 0 4,004693e-11 Cacoullos
100 3,345099e+03 0 1,750807e-11 Cacoullos
200 1,453597e+03 0 2,93979e-17 Cacoullos
LNA ou NLA 266
400 6,951643e+02 0 3,585243e-20 Cacoullos
800 4,439345e+02 0 2,709335e-25 Cacoullos
1600 3,718491e+4-02 0 2,132504e-25 Cacoullos
50 1,139179e+04 0 7,643122e-01 Equivalentes
100 2,246455e4-03 0 4,087223e-01 Equivalentes
200 8,110927e+02 0 3,282063e-02 Cacoullos
AAN 274
400 4,087914e+02 0 1,719527e-03 Cacoullos
800 3,015619e+02 0 2,465561e-05 Cacoullos
1600 3,435745e+02 0 9,817422e-06 Cacoullos
50 6,949932e4-02 0 1,840212e-11 Cacoullos
100 3,964825e+02 0 7,279042e-27 Cacoullos
200 2,20873e+02 0 3,537093e-36 Cacoullos
AAG 753
400 1,073546e+-02 0 1,12703e-51 Cacoullos
800 5,639365e+4-01 0 2,972295e-51 Cacoullos
1600 4,106909e+01 0 2,777422e-54 Cacoullos

Continua na préxima pagina.
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Tabela 5.11 — Continuagédo a partir da pagina anterior.

. ~ Conjunto de .
Situagdes Amostra EQMpg Teste (KS) Teste comparativo Melhor modelo
treinamento

50 3,54886e+403 0 2,299447e-08 Cacoullos
100 8,900487e+02 0 3,271266e-17 Cacoullos
200 3,783416e+4-02 0 1,138801e-19 Cacoullos

AAA 1027
400 1,877769e+02 0 3,766034e-25 Cacoullos
800 1,218037e+02 0 9,628096e-22 Cacoullos
1600 1,217765e+402 0 4,028628e-23 Cacoullos

5.2 Consideracoes finais

De modo geral, os resultados apresentados, mostram que é mais interessante utilizar o
modelo Correto ao invés da abordagem Cléssica para os caso em que as distribuicoes dos
erros dos modelos sao diferentes. J& para os casos quando as distribuicoes dos erros sao
iguais, o modelo Cléssico mostra-se melhor. Na comparagao entre o estimador combinado
de Cacoullos e Correto foi comprovado que nos casos especificos, isto é, quando pelo menos
uma das distribuigoes for normal e o erro for gerado a partir da cépula Gumbel-Hougaard
parece ser melhor optar por utilizar o estimador Correto ao invés de Cacoullos, por outro

lado, para as demais situagoes parece ser melhor usar o estimador combinado Cacoullos.

Entre o estimador combinado de Cacoullos e Cléssico, foi possivel comprovar que especi-
ficamente para os casos, em que, as distribuigoes dos erros sao normais é mais interessante
utilizar a abordagem Cldassica, porém nos demais casos o estimador combinado Cacoullos
mostra-se melhor. Nas comparacoes realizadas com o método SA, mostraram que os es-
timadores combinados utilizados nesta dissertacao foram superiores em todas as situacoes
simuladas. Cabe ressaltar, que isso pode ocorre pelo fato da combinacao SA nao ser capaz

de corrigir os erros dos modelos.



Capitulo 6

Conclusoes

Foi estudado o problema de previsao de séries temporais, descrevendo suas caracteristicas
basicas. Apresentou-se o estado da arte com relagao ao tema, detalhando alguns modelos de
predicao existentes na literatura. Desenvolveram-se algumas abordagens por meio do forma-
lismo matematico de copulas para aplicar ao problema de previsao de séries temporais. A
partir deste estudo, foram desenvolvidas diversas abordagens, implementadas através de lin-
guagem de programacao para combinar previsoes. Essas abordagens mostraram-se atrativas,

uma vez que foram capazes de produzir previsoes melhores que os modelos individuais.

Acredita-se que os resultados apresentados nos capitulos anteriores permitem dizer que
os objetivos desta dissertacao foram em grande parte alcancados. De modo geral, o estima-
dor combinado para os casos apresentados mostrou-se melhor que os modelos individuais,
assim, os experimentos computacionais realizados com os estimadores combinados propos-
tos mostraram-se uteis para tratar o problema previsao de séries temporais. Além disso, no
Capitulo 5| é apresentado um caso de estudo envolvendo iniimeras séries temporais e modelos
de previsao individuais, utilizados para estudar alguns estimadores combinados, com intuito

de investigar via andlise estatistica qual é o melhor estimador combinado.

Nesta dissertacao, outra contribuicao dar-se por meio de um caso de estudo que propoe
através de simulagoes, analisar se existe vantagem em estudar a distribuicao do erro do
modelo. Neste sentido, foram comparados dois modelos combinados de previsao de séries

temporais, denominados modelo Correto e Classico, sendo que, o primeiro é construido
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com base no estudo acerca da distribuicao dos erros e sobre qual processo gerou os erros.
Enquanto o segundo nao realiza tal estudo prévio, assumindo que as marginais dos erros sao

normais e os erros foram gerados por um processo multivariado normal.

A técnica de combinagao baseada na Equacao de Cacoullos mostrou-se promissora, uma
vez que, os experimentos mostraram que o estimador combinado via copula de Cacoullos
obteve melhores resultados quando comparados com os modelos de previsao individuais.
Nesse sentido, a combinacao de modelos de previsao por meio da copula de Cacoullos pode
fornecer valiosas informacoes para guiar na tomada de decisao, como previsao de chuva, valor

de agoes da bolsa de valores futuras, por exemplo.

Ainda no Capitulo [5| é ilustrado a utilidade do estimador combinado via cépula de
Gumbel-Hougaard, para combinar dois modelos previsao. Através do experimento com-
putacional realizado, é razoavel afirmar que o estimador combinado mostra-se como uma

alternativa vantajosa para combinacao de modelos.

No entanto, deve-se observar que a dissertacao apresentada, de modo algum, esgota a

possibilidade de melhoramento dos métodos de previsao.

6.1 Contribuicoes

Com base nos resultados apresentados nesta dissertacao é possivel responder os questio-

namentos introduzidos na Secao [1.3}

i A combinacao de preditores através do formalismo de cépulas é capaz de

apresentar previsoes estatisticamente eficientes e acuradas?

Os resultados apresentados no Capitulo [5| mostram que o formalismo de cépula é capaz
de produzir previsoes combinadas eficientes. Neste sentido, cépulas pode ser considerada
uma alternativa promissora para combinacao de modelos de previsao com finalidade de

realizar previsoes melhoradas.

ii O preditor combinado mostra-se mais eficiente e acurado em relagao aos mo-

delos individuais usados no procedimento de combinagao?
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Os estimadores combinados construidos através de cépulas sugerem melhor desempenho
em relacao aos preditores utilizados na combinagao. Porém, o estimador combinado pa-
rece apresentar uma variancia um pouco maior em relagao a pelo menos um dos modelos

individuais.

Construir um preditor combinado por meio da fungao multivariada de Ca-
coullos [6] é capaz de produzir previsoes eficientes e acuradas? E ainda, as

previsoes obtidas sao melhores em comparagao aos preditores individuais?

Os resultados alcancados com o estimador combinado ajustado com a fun¢ao multivariada
de Cacoullos, mostrou-se capaz de realizar previsoes eficientes e acuradas. A copula de

Cacoullos apresentou ser muito mais acurada em relacao aos modelos individuais e SA.

O ajuste do parametro de suavizagao da fungao multivariada de Cacoullos [6]

conduz a melhores previsoes?

De fato, o ajuste do parametro de suavizacao da cépula de Cacoullos possibilitou uma
significativa melhora na acuracia do estimador combinado para os casos que a variagao

do parametro era entre 0,01 e 1.

Existe vantagem em estudar os erros cometidos pelos modelos?

Constatou-se que o modelo Classico no qual negligéncia-se a distribuicao do erro mostrou-
se equivalente ao modelo Correto para os casos em geral. Porém, tal analise, ilustrou
que existe vantagem em estudar a distribuicao dos erros dos modelos, uma vez que,
nos casos mais especificos, isto é, quando as marginais dos modelos sao distintas, os
resultados mostram que um modelo mais sofisticado que estude a distribuicao dos erros

se faz necessario.

6.2 Limitacoes

Embora a abordagem proposta via cépulas tenha alcancado resultados expressivos, inclu-

sive comparado com outros métodos encontrados na literatura, como descrito na Secao [2.2]

ainda existem varios pontos que precisam ser estudados cuidadosamente e aprofundados.
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Um destes pontos é descobrir se outra cépula como de Clayton, por exemplo, é mais
robusta comparada com o modelo Clédssico. Intimeras andlises estatisticas sao necessarias
para encontrar quais sao os quadros que podem ser mais tteis utilizando uma determinada

copula. Maiores estudos sao precisos uma vez que estes sao desconhecidos.

Outra questao muito importante a ser considerada ¢ o tamanho da amostra utilizado no
teste estatistico. Atualmente, a amostra possui cerca de 6 mil séries temporais de diversos
tamanhos. Embora a quantidade de séries temporais parega ser bastante grande, pode nao

ser suficientemente apropriada para o estudo em questao.

Destaca-se ainda a desvantagem da alta complexidade em implementacao da abordagem
proposta em relacao as combinacoes lineares como SA, por exemplo. Outra desvantagem
consiste no tempo computacional gasto para combinar todas as previsoes dos modelos indi-
viduais, tal tempo é muito superior quando comparado com a combinacgao linear SA. Neste
sentido, enquanto a combinacao linear gasta aproximadamente 30 minutos para realizar todas
as combinagoes vista na Secao o estimador combinado via cépula (Gumbel-Hougaard ou
Normal) consome cerca de 12 horas e quando a combinagao dar-se pela cépula de Cacoullos

o consume computacional é ainda maior levando aproximadamente 288 horas.

6.3 Trabalhos futuros

Como trabalhos futuros, aponta-se a necessidade de explorar o potencial de outros tipos
de cépulas nao mencionadas neste trabalho. Pode-se ainda, replicar os experimentos reali-
zados nos capitulos anteriores, considerando a utilizacao de séries temporais do mundo real,

assim como, os modelos de previsao.

Ainda como trabalhos futuros, sugere-se a implementagao de um método de estimagao,
para estimar o parametro de suavizacao da copula de Cacoullos. A ideia é estimar o melhor
valor para o parametro de suavizacao, bem como, maximizar o desempenho da funcao de

copulas, e dessa maneira, melhorar a acuracia e eficiéncia do estimador combinado.

Vislumbra-se, ainda a possibilidade de desenvolver uma técnica de selecao de modelos

de predicao de séries temporais, para ser aplicada antes da abordagem de combinacao. Um
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vez que a incorpora¢ao de um modelo ruim na combinagao pode influencia diretamente na

acurdcia e eficiéncia do estimador combinado.

6.4 'Trabalhos publicados

Com esta dissertacao foram gerados os seguintes trabalhos:

1. Estudando Fundamentos de Modelos de Cépulas [3§];
2. Combination of Biased Artificial Neural Network Forecasters [41];

3. Combining Time Series Forecasting Models Via Gumbel-Hougaard Copulas [39].
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Apeéendice A

Calculos para obter a equacao de
estimacao dos pesos da combinacao

linear

f*(yt,h yt,2|ut, 2_1) = (2%)5 1det(2) exp [_%(Yt - ut)TE_l(Yt - ut):| (A-l)

onde, y; é o vetor de variaveis aleatérias, podendo ser visto neste caso como um modelo de

.~ , , . . 011 012 , . ca .
previsao, u; é a série temporal de interesse e X = é a matriz de covariancia
021 022

entre modelos.

F (e yralug, 871 = ¢ x exp?™) (A.2)
onde,
1 -1
= eg(w)=—(yr —w) X (y; —u A3
ERUNRTE) g(ay) (ye =) X7 (ye — w) (A.3)
df* . g(ue) g(ut)
g ¢ et x=g = =0 (A.4)
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Logo,
dg(uy)
—0 A5
- (A.5)
dg(uy) d 1 a* bty —
- ) _Z _ _ ’ A.
du du 9 [yt,l Uy Yo — W e d| |ys -, (A.6)
d 1 Ye1 — Wy
“du) 2 [a*(yt,l —w) + (Y —we) O (e — ) + d (Y2 — ut)] (A7)
u Yo — Wy
d 1 9 2
Tdul 2 [a* (We1 —a)” + (Y — ug) (Y2 — ) + 0" (Ye1 — W) (Y2 — W) + d* (Ye2 — W) ]
(A.8)

- diu {—% [a* (1 — u)? + (b* + A (er — W) (Y2 — )] + d* (yes — ut)2i| } (A.9)

d 1
~du {_5 [a* (o1 —w)? + (0" + ) [(Yeave2 — WY1 — Wyro +u?)] + d* (Yio — ut)Q} }
(A.10)
o 20*y,1 + (0 4 ) (Y1 + Yr2) +2d * Yoo o

2(a* + b* + ¢ + d*)

. 2a* +b* 4 ¢* b* + ¢* + 2d*
w5 w5 ) A

a* + b+ c* + d* a* + b* + ¢* + d*

Uy = w1Ye1 + WaYi 2 (A.13)
onde,
2a* +b* + ¢* b* + c* + 2d*
= = A.14
" (2(a*+b*+c*+d*)) e (2(a*+b*+c*+d*)) (4-14)

Assim, encontrando a*, b*, ¢* e d*, temos:

) a* b* _ ) 10
YT = entao, X7 Y = tomando,
c d* 01
011 012 s* t* a® b* s* t* 10 a*s* +b*u*  a*t* + b*o*

091 099 u* vt ¢ d| |ut vt 01 c's* +d*ut cftt + dFo*
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(A.15)
Portanto,
v* t*
* * —_
2_1 _ a b _ Hu* - v*5* u* —);U*S* % (_1)
¢t d* u _ 5
u*t* — v*s* t*u* — v*s*
_ 1 v* —t* - 1 022 —012 (A 16)
Wt —vrs* | _yr g 021012 — 022011 | —g9;  0O7q3 '
Temos,
1
c s s (2099 — 012 — 091)
we — 20" + 0" + ¢ _ 091012 — 099011
" 2(ar b+ o 4 a) 2
(092 — 012 — 091 + 011)
021012 — 022011
B 2092 — 019 — 091  opm—o01 05— 01 (A.17)
2(090 — 012 — 091 + 011) 011+ 022 — 2012 0% 4 05 — 2019
e
— +201)
—019 — O o
- — b* 4 C* 4 Qd* B 091015 — 0990711 12 21 11
2T 2@ + b+ e+ dY) 2
(092 — 012 — 091 + 011)
021012 — 022011
011 — 012 . 0%—012 (A 18)

011+ 099 — 2012 0% + 05 — 2079

Assim,

2 2
0'2—0'12 0'1 — 012

U%+U%—20'12 0'%"‘0'%—20'12



Anexo 1

Cddigo-fonte das simulacao via cépula

de Gumbel-Hougaard

Este anexo apresenta o cédigo-fonte utilizado para obter os resultados apresentados na
Secao[5.0.1} Se faz necessério a instalagao previa do pacote “copula”para execugao do codigo-

fonte presente neste anexo.

set.seed (0)

CombiningForecasts = function(mvdc, x1, x2, bounds){
1 = seq(from=bounds[1], to=bounds[2],length.out=1000)
x1 = rep(x1l, 1000); x2 = rep(x2, 1000)
£1 = dMvdc(cbind(x1-1, x2-1), mvdc)
s = which.max(£1)
max_1 = 1[s]

max_1

¥

generateGraphic = function(data, from, to){
min_y = min(autos_data[from:to,])
max_y = max(autos_data[from:to,])

plot_colors <- c("black","blue","green","purple","red")
pch <- c(NA,22,8,2,20)

1ty <- c(1,rep(1,4))

lwd <- c(3, rep(1,4))

plot (x=(from:to), y=autos_data$ulfrom:tol, type="n", pch=20

,col=plot_colors[1], ylim=c(min_y,max_y), axes=FALSE, ann=FALSE, lwd=lwd, lty=1)
axis (1, at=from:to, lab=from:to)

axis (2, las=1, at=25x-160:max_y)

box ()

if (from==1){
points(x=c(201:230), y=autos_data$ul[201:230], type="1", 1lty=1, col="black", lwd=1lwd+2)
lines(x=c(200,200) ,c(min_y,max_y), col="black", lwd=1, 1lty=5)



32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42

43
44
45
46
47
48
49
50

51
52
53
54
55

57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72

73
74
75
76
7
78
79

80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91

lines(x=(from:to), autos_data$ulfrom:to]l, type="1", pch=pch[1], 1lty=1tyl[1],
lines(x=(from:to), autos_data$uCombined[from:to]l, type="o", pch=pch[2], 1lty=1ltyl[2],
", pch=pch[3], 1lty=1tyl[3],
, pch=pch[4], 1ty=1tyl[4],
lines(x=(from:to), autos_data$SA[from:tol, type="o", pch=pch[5], lty=1ltyl[5],

"

lines(x=(from:to), autos_data$xl[from:to]l, type=

lines(x=(from:to), autos_data$x2[from:to]l, type="o

title(main="", col.main="red", font.main=4)
title (xlab= "Tempo", col.lab=rgb(0,0,0))
title(ylab= "S\’{e}ries Temporais", col.lab=rgb(0,0,0))

legend <- c(expression(ult]), expression(hat(u)[t]), expression(x[paste(t,1)]),

expression(SA))

legend (x=from+1, y=max_y, legend=legend, cex=1, col=plot_colors, pch=pch,

}

n = 200

m = 30

u = arima.sim(list(order = c(1,1,1), ar = 0.9, ma=0.9), n = (n+m)); u=ul-1]

mvdc = mvdc (copula = gumbelCopula(param=2, dim=2),margins = c("norm", "norm"),paramMargins
list (mean=-20, sd=5)))

copulaSample = rMvdc ((n+m), mvdc)

el = copulaSamplel[,1]
e2 = copulaSamplel[,2]

x1 = utel; x2 = ute2;
min = min(x1,x2,u)
max = max(x1,x2,u)

el = x1 - u

e2 = x2 - u

mean_El=mean(el)

mean_E2=mean (e2)

sd_El=sd(el)
sd_E2=sd(e2)

Fel=pnorm(el,mean=mean_E1, sd=sd_E1)

Fe2=pnorm(e2,mean=mean_E2, sd=sd_E2)

mvdc = mvdc(copula = gumbelCopula(param=2, dim=2) ,margins = c("norm", "norm"), paramMargins

, list(mean=mean_E2, sd=sd_E2)))

F = cbind (Fel,Fe2)
fitIfm = fitCopula(mvdc@copula, F, method="ml")
properties_fitIfm = summary(fitIfm)

thetalfm = properties_fitIfm$coefficients [1]

mvdc = mvdc(copula = gumbelCopula(param=thetalfm, dim=2),margins = c("norm", "norm"),paramMargins

sd_E1), list(mean=mean_E2, sd=sd_E2)))

uCombined = numeric(length(u))

bounds = cbind(min=min, max=max)

for(t in (n+1):(n+m)){
uCombined [t] = CombiningForecasts(mvdc, x1[t], x2[t], bounds)

SA = (x1+x2)/2;

autos_data = data.frame(u,x1,x2,uCombined, SA)
generateGraphic (autos_data,from=201,to=230)

¥

col=plot_colors[1],
col=plot_colors[2])
col=plot_colors [3])
col=plot_colors [4])
col=plot_colors[5])

list(list (mean=

list(list (mean_E1,

list(list (mean_E1,

expression(x[paste(t,2)]1),

sd=10) ,

sd=sd_E1)

sd=
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