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RESUMO

A finalidade da presente pesquisa foi investigar as concepgoes dos alunos do 3°
ano do Ensino Médio acerca dos significados do simbolo “=" em contextos aritméticos
e algébricos. Optamos em empregar o termo concepcdo fundamentado nos estudos que
, por sua vez, ¢ utilizado em todos

__9

foram analisados nos capitulos 1 e 2. O simbolo
os niveis do ensino de Matematica de maneira bastante versatil, de tal modo que, em
alguns casos, as qualidades do simbolo “=", dependendo do contexto em que esta
inserido, nem sempre sdo compativeis com a no¢do de igualdade. A literatura tem
investigado, principalmente, a interpretacdo dos alunos sobre o significado do simbolo
“=" em expressoes correspondentes aos contextos das operacdes aritméticas, das
igualdades aritméticas e das equagdes. Elaboramos dois instrumentos de investigagao

estava inserido,

__%

constituidos, cada um, de quatro itens, nos quais o simbolo
respectivamente, em expressdes correspondentes aos contextos das operagdes
aritméticas, das igualdades aritméticas, das equacdes e das fungdes. No instrumento 1,
as expressdes apresentavam a estrutura operacdo antes do “="
instrumento 2, as expressdes apresentavam a estrutura operagao depois do “=". Também
ressaltamos que apenas duas concepgdes dos alunos sobre o significado do simbolo “="
sdo generalizadamente reconhecidas na literatura: a operacional e a relacional. Em
nosso estudo, conseguimos definir cinco concepgdes a priori (a operacional, a igualdade
relacional, a equivaléncia em igualdade condicional, a funcional e a relacional nome-

, enquanto que, no

simbolo) e duas a posteriori (a simbolo separador e a operacional sintatico). Os
resultados que encontramos permitiram evidenciar um desencontro entre as concepgdes
dos alunos e o significado do simbolo “=" no contexto no qual ele est4 inserido. Em
outras palavras, a maior parte dos alunos que participaram da pesquisa apresentou
concepgdes ndo compativeis com o significado do simbolo “=”
estava inserido. Nossos resultados também indicaram que houve uma tendéncia maior
dos alunos em demonstrarem a concepg¢ao operacional e a concepgao relacional nome-
simbolo. Lembramos que a concepcdo operacional ¢ associada as caracteristicas

no contexto em que

9

particulares do simbolo no contexto das operacdes aritméticas, enquanto que a
concepgdo relacional nome-simbolo ndo ¢ associada a nenhum contexto em particular,
mas remete a relacdo entre o nome igualdade e o simbolo “=". Por ultimo, ressaltamos
que as concepgdes operacional e igualdade relacional, particularmente de natureza
aritmética, foram identificadas nas respostas referentes aos contextos algébricos das
equagdes ¢ fungdes, enquanto que as concepgdes equivaléncia em igualdade
condicional, funcional e operacional sintatico, ndo foram identificadas nas respostas

referentes aos contextos aritméticos das operagoes e igualdades.

Palavras-chave: Concepg¢des, Sinal de Igualdade, Contextos Aritméticos e Algébricos,
Algebra, Educagdo Matematica.




ABSTRACT

The goal of the present research was investigate the pupils ‘conceptions of the
3" High School year about the symbol “=" in arithmetic and algebraic contexts. We
have chosen to use the term conception establised in the analyzed studies in chaptersl
and 2. The symbol “=" is used in all teaching Mathematics levels in versatile way, so
that in some cases, the qualities of the symbol “=", depending the context that it is
inserted, neither always they are compatible to the equality notion. Literature has been
investigating, mainly, the interpretation of the pupils about the meaning of the symbol
“="in expressions corresponding to the arithmetic operations, of arithmetic equalities
and equations. We have elaborated two investigate ways produced, each one, from four
items, that the symbol “=" was inserted, respectively, into expressions corresponding to
the arithmetic operations contexts, of arithmetic equalities, of equations and functions.

__9

Way 1, the expressions presented the structure operation before , while the way 2,
the expressions presented operation structure after “=". We jut out as well that only two
pupils’ conceptions about the equality sign are generously recognized in Literature: the
operational and relational. During our study, we got to define five conceptions a priory
(operational, equality relational, equivalence in conditional equality, functional and
name — symbol relational) and two a posteriory (separator symbol and syntactic
operational). The found results showed a discordance between the pupils conceptions
and the meaning of “=" symbol in the context that it is inserted. Our results also
indicated there was a major tendency of students showing the operational conception
and the relational conception name-symbol. It is important to realize that the operational
conception is associated to own characteristics of the “=" symbol in the arithmetic
operations, while that the relational conception name-symbol isn’t associated to any
context in particular, but it send to relation between the equality name and the “=”
symbol. Finally, we jut out that the operational conceptions and equality relational were
found in answers refer to the algebraic context of equations and function, while that
equivalence conceptions in conditional equality, functional and syntactic operational,
they weren’t found in answers refer to the arithmetic contexts of operations and

equalities.

Key-words: Conceptions, Equality Sign, Arithmetic and Algebraic Contexts, Algebra,
Mathematics Education
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INTRODUCAO

O “=” é um dos simbolos mais utilizados na Matematica e em outras Ciéncias,
como a Fisica, por exemplo. No ensino de Matematica, a versatilidade com que ele ¢
empregado e principalmente sua presenca em todos os niveis de ensino confirmam a
relevancia deste simbolo. O significado mais comum e popular desse simbolo ¢ afirmar
que uma coisa ¢ igual a outra, dai o nome sinal de igualdade. Entretanto, alguns

€_9 L

questionamentos envolvendo o sentido e a maneira como o simbolo ¢ utilizado na

Matematica e, particularmente no ensino de Matematica, levou-nos a refletir sobre a

possibilidade de realizarmos nossa pesquisa com o olhar voltado para este simbolo.

9

O primeiro a utilizar o simbolo como sinal de igualdade foi o inglés Robert

Recorde, em 1557. Entretanto, este simbolo incorporou, ao longo dos tempos, uma
diversidade de utilizagdes que, em alguns casos, as qualidades do simbolo “=”,
dependendo do contexto no qual estd inserido, nem sempre sdo compativeis com a
no¢do de igualdade. Desta maneira, se levarmos em consideracdo os curriculos
tradicionais e a pratica usual do ensino de Matemadtica na Educagdo Basica, podemos
argumentar que existe certa linearidade na organizacao dos contetidos que fazem uso do

ce__9

simbolo no seu processo de ensino-aprendizagem.

Por exemplo, o simbolo “=" ¢ freqiientemente introduzido logo cedo, nos anos
5
iniciais do Ensino Fundamental, ¢ uma das primeiras utilizagdes desse simbolo na

escola ¢ no contexto das operacdes aritméticas, em expressoes do tipo “3 + 4 =". O

_9

simbolo ndo parece, nesta expressao, estar designando uma igualdade, pois um de

C_9 ~L

seus lados ndo ¢ dado. Conseqiientemente, em situagdes deste tipo, o simbolo ¢
freqlientemente utilizado como um comando para calcular e, em seguida, colocar a

resposta/resultado do célculo, adquirindo assim, status semelhante a um operador.

Em seguida, o “=" ¢ inserido no contexto das igualdades aritméticas (ex.: 3 +4 =
7) e, neste contexto, diferentemente do anterior, ndo ha lado faltando, nem tampouco o

e

=" indica que ¢ para calcular. Na verdade, o significado do simbolo

_9

numa
igualdade do tipo “3 + 4 = 7” indica uma relagao de igualdade que engloba as idéias de

identidade tinica de significado, ao nivel do niimero representado, e equivaléncia entre
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as diferentes representacdes simbolicas deste numero, como define Vergnaud (1994).

e_9

Em outros termos, o como simbolo relacional implica em uma comparacao entre os

lados de uma igualdade e pode ser entendido como “¢ o mesmo que”.

Convém ressaltar que ¢ na Aritmética, nos contextos das operagdes e das

69

igualdades, que os alunos encontram as primeiras utilizagdes do simbolo €, por um
longo periodo, aproximadamente até o 7° ano, estas utilizagdes sdo praticamente as
unicas. A linguagem aritmética, por sua vez, obedece a certas regras nas quais a
expressdo “7 + 5 =" ¢ admissivel, enquanto que “7 + = 5” ndo ¢ (FREUDENTHAL,

e

1983). Estas regras envolvem diretamente a utilizagdo do simbolo e, juntamente

Ce_9

com a instru¢ao habitual que, comumente, apresenta aos alunos o sempre depois da
operagdo, conduzem os alunos a compreenderem o significado deste simbolo no sentido
de anunciar simplesmente o resultado de um calculo (ex.: “e a resposta ¢”). Assim,
Brousseau, Davis e Werner (1986) afirmam que as criancas mais jovens sentem-se
confortdveis com a tarefa “3 + 2 =" ¢ também com a igualdade “3 + 2 = 5”, mas ndo sao

dispostos a aceitarem expressdes como, por exemplo, “5=3+27e¢“3+2=3 +2",

A partir do 7° ano, por meio dos estudos envolvendo o contexto das equagoes,
considera-se que os alunos estdo sendo introduzidos no ensino de Algebra. Se na
Aritmética o discurso e o raciocinio tratam a igualdade como um procedimento
(FREUDENTHAL, 1983; BROUSSEAU e ANTIBI, 2000) ¢ comum compreender o
“=" como o simbolo que mostra o lugar do resultado. Nessa direcdo, Freudenthal (1983)
levanta o questionamento sobre o que significaria o resultado numa expressao como “7
+ [J = 12”. Considerando que uma equagdo pode ser definida como uma igualdade
condicional (TAYLOR, 1910)', ¢ possivel entender a expressdo “7 + [I = 12 como
similar a equagdo “7 + x = 12”. Nesta perspectiva, argumentamos que a idéia de que o

€C__9%

mostra o lugar do resultado ndo ¢ compativel com o contexto das equagdes, pois,

__

em “7 +x=12”, oresultado € 5 e ndo 12. Assim, o simbolo numa equacao como ““7
+ x = 12” ao invés de indicar o resultado, na verdade denota uma relagao de
equivaléncia em igualdade condicional que permite, para certos propositos, substituir
um item por outro (GATTEGNO, 1974) e resolver, entdo, a equagdo, determinando-se o

valor da incégnita.

! Para Taylor (1910), uma igualdade pode ser distinguida em condicional e incondicional que ele
denomina de equagdo e identidade, respectivamente.
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No ensino de Matematica brasileiro, o simbolo “=" passa a ser utilizado no
contexto das func¢des geralmente a partir do nono ano. Uma expressdo tal como “y = 3x
+ 5” pode ser entendida como um exemplo de fungdo afim. Nessa expressdo, o simbolo
“=" ndo esta indicando o lugar do resultado, como no contexto das operagdes
aritméticas; nao representa uma relacao de igualdade, como no contexto das igualdades
aritméticas; também nao corresponde a uma relagdo de equivaléncia, como no contexto
das equacdes, pois, ndo € possivel, por meio da utilizacdo das propriedades reflexiva,
simétrica e transitiva, determinar o valor das varidveis x e y. Deste modo, o simbolo “="
numa expressao como “y = 3x +5”, indica uma relagdo com caracteristicas particulares
que implica na idéia de dependéncia causal entre as variaveis dependente e

independente, ou seja, indica que o valor de y depende, ou esta em fung¢ado de x.

__

Entdo, o que queriamos demonstrar até 0 momento, ¢ que o simbolo tem seu
significado modificado ao longo da Educagdo Basica, em razdo do contexto no qual esta
inserido. No entanto, ¢ possivel que este fato ndo seja elucidado na sala de aula.
Brousseau e Antibi (2000), por exemplo, levantam a hipdtese de que € possivel que, no
decorrer da vida escolar de um aluno, ndo seja realizado nenhum estudo explicito sobre
os significados do sinal de igualdade. Os autores acrescentam, ainda, que os proprios
professores podem ndo ter verdadeira consciéncia destes significados. Dessa maneira,

entendemos que estas consideragdes sinalizam a abertura para diversas possibilidades de

pesquisas sobre o sinal de igualdade.

Por exemplo, poderiam ser realizados estudos investigando como este simbolo ¢
introduzido e abordado nas diferentes expressdes nas quais ele ¢ utilizado (e.g.
operacdes, igualdades, identidades, equacdes, fungdes, formulas); como os livros
didaticos tratam os significados do sinal de igualdade; como os professores e/ou os
alunos compreendem este simbolo; qual a importincia de compreender bem as

9

caracteristicas do significado do simbolo na expressdao em que ele esta inserido; se

existem dificuldades e erros comuns que podem remeter & compreensao do significado
9

do sinal de igualdade; se a ndo compreensao dos aspectos que permeiam o simbolo

pode gerar dificuldades e encaminhar os alunos a cometerem erros.

Outros estudos poderiam ser realizados com a finalidade de utilizar modelos
teoricos, tais como, Concepgdes, Transposicdo Didatica, Contrato Didético, Relacdo ao

Saber, para nortear a investigacdo do funcionamento dos aspectos que permeiam o sinal
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de igualdade enquanto objeto matematico que ¢ colocado no ambito das aulas de
Matematica, em todos os niveis do Ensino Bésico, e até mesmo no ensino Superior. Por
ultimo, ressaltamos que também poderiam ser realizados estudos com a finalidade de
investigar os aspectos de continuidades e rupturas envolvendo os significados do sinal

de igualdade em Aritmética e Algebra.

Em nossa pesquisa bibliografica, evidenciamos que o sinal de igualdade vem
sendo investigado hd mais de trinta anos no cendrio internacional das pesquisas em
Educacdo Matematica, enquanto que, no cendrio nacional, ndo conseguimos encontrar
pesquisas que tenham, especificamente, utilizado o sinal de igualdade como objeto de

pesquisa.

Percebemos também que, mesmo as possibilidades de investigagdo sobre o sinal
de igualdade sendo bastante amplas, encontramos, basicamente, apenas dois focos de
investigacdo: um engloba o estudo das compreensdes dos alunos ou concepgdes sobre o
significado do sinal de igualdade (e.g. BEHR, ERLWANGER e NICHOLS, 1976;
1980; SHOECRAFT, 1989; CAMICI et. all., 2002; FREIMAN ¢ LEE, 2004; McNEIL ¢
ALIBALIL 2005; KNUTH et. all., 2006; OKSUZ, 2007; CAVALCANTI e CAMARA
DOS SANTOS, 2007a; 2007b) e o outro engloba estudos experimentais acerca de como
fornecer condigdes para que o aluno compreenda adequadamente a nogdo de igualdade e
o significado do simbolo “="

DENMARK, BARCO & VORAN, 1976; KIERAN, 1981; SAENZ-LUDLOW e
WALGAMUTH, 1998; MOLINA, 2006; JONES e PRATT, 2005; THEIS, 2003).

, superando ou evitando, assim, concepgdes erroneas (e.g.

Na década de setenta, Behr, Erlwanger e Nichols (1976) realizaram entrevistas
com criancas de seis a doze anos de idade com o objetivo de verificar se estas criangas

69

consideravam o como simbolo operacional ou relacional. Eles utilizaram expressoes
de acdo dotipoa+b =101 e [] =a+b e expressdes de ndo acdo como 3 = 3 (sem sinais
de operagao) e 2 + 1 =1 + 2 (com sinais de operagao em ambos os lados da igualdade.
Behr, Erlwanger e Nichols (ibid.) concluiram, entdo, que os alunos consideram o “="
como um sinal de fazer algo, e que ha uma forte tendéncia em ndo aceitar expressoes

nas quais ndo ha sinais de operagdo precedendo-o.

Nesta mesma década, Denmark, Barco e Voran (1976) desenvolveram um
estudo experimental com alunos da 1? série no qual o foco era o conceito de igualdade.

Estes autores organizaram atividades centradas na idéia de equilibrio de balangas de
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dois pratos. Os autores verificaram que a primeira concepgao do sinal de igualdade nao

foi relacional, mas sim operacional. Outro ponto evidenciado, foi que os alunos, ao final

e

do estudo, adquiriram certa flexibilidade na aceitagdo do uso do como simbolo
relacional em uma variedade de situagdes, como, por exemplo, 3=3,3+2=4+1,5=

4 + 1, porém, em algumas ocasides, prevalecia ainda uma concepg¢ao operacional.

Baroody e Ginsburg (1983) avaliaram a compreensdo do sinal de igualdade de
trés grupos de alunos da primeira, segunda e terceira série da escola primadria, que
haviam recebido instru¢do baseada num curriculo matematico denominado Wynroth,
que define o sinal de igualdade como uma expressdo de equivaléncia numérica, ou seja,
como ‘o mesmo numero que’. Apds o periodo de desenvolvimento do curriculo
(aproximadamente sete meses), Baroody e Ginsburg (ibid.) entrevistaram os alunos
individualmente sobre a veracidade ou ndo de sentencas numéricas de acdo e de nao
acdo, ¢ se a forma das sentencas lhes era familiares ou ndo. Mesmo os resultados
demonstrando que a instrugdo obteve certo éxito, no que diz respeito ao
desenvolvimento da compreensdo do sinal de igualdade como simbolo relacional, estes

CC__9%

autores afirmam que, psicologicamente, o simbolo ndo foi facilmente separado da

visdo operacional.

Saenz-Ludlow e Walgamuth (1998) também analisaram a interpretacdo de
igualdade e do sinal de igualdade de uma turma de alunos da 3% série que participaram
de um ensino experimental baseado no sécio-construtivismo. Elas verificaram que os

__9

alunos inicialmente interpretaram o como um comando para a realizacdo de uma
operacdo aritmética, e que foi menos natural para eles interpretd-lo como um simbolo

relacional para comparar duas quantidades.

Theis (2003) realizou um estudo com a finalidade de descrever o processo de
compreensdo do sinal de igualdade de trés alunos do primeiro ano do ensino
fundamental 1. No pré-teste ele verificou que era generalizada a interpretacdo do sinal
de igualdade como simbolo operacional. Suas conclusdes também confirmam a
tendéncia que vem sendo demonstrada em relagdo a persisténcia dos alunos em
recorrerem a uma interpretacdo operacional do sinal de igualdade. Nesse sentido, ele
realga que as criangas sao muito reticentes, de inicio, em aceitar outro significado do

sinal de igualdade diferente daquele que construiram anteriormente.
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Elucidamos que as pesquisas de Denmark, Barco e Voran (1976), Behr,
Erlwanger e Nichols (1980), Baroody e Ginsburg (1983), Saenz-Ludlow e Walgamuth
(1998), Theis (2003) sdo centradas numa problematica que envolve a interpretacdo dos

e

alunos acerca do significado do simbolo no ambito das séries iniciais, isto &,

particularmente nos contextos aritméticos. Em sintese, estes estudos tém relatado que o

e__9

simbolo ¢ interpretado, pelas criancas das séries iniciais, primeiramente como um
sinal de fazer algo antes que como um simbolo relacional (DENMARK, BARCO &
VORAN, 1976; BEHR, ERLWANGER e NICHOLS, 1976; 1980; GINSBURG, 1977,

SAENZ-LUDLOW e WALGAMUTH, 1998; THEIS, 2003).

Acreditamos que o que vem justificando as pesquisas sobre o sinal de igualdade
¢ o fato de que ¢ possivel que as concepgdes dos alunos nao sejam sempre compativeis

9

com os significados do simbolo no contexto no qual estd inserido, e isto acaba
configurando-se como uma dificuldade que pode leva-los ao erro. Nesse sentido, as
reformas curriculares NCTM (2000) e PERNAMBUCO (2006), entre outras, que vém
sendo realizadas nos ultimos anos, defendem que algumas idéias algébricas, ou o
pensamento algébrico, deve ser desenvolvido logo nas séries iniciais do Ensino
Fundamental. Esta ateng¢io ao estudo da Algebra desde cedo pode ser entendida como
uma conseqiiéncia das dificuldades e erros recorrentes que t€m sido evidenciados pelas

pesquisas realizadas na problematica da Algebra escolar nas ultimas décadas.

Algumas das dificuldades dos alunos que se iniciam em Algebra correspondem &
interpretagao de simbolos como + e “=" (BOOTH, 1995). Particularmente, o estudo da
Algebra, no que diz respeito ao sinal de igualdade, requer dos alunos uma compreensao
bidirecional reconhecendo que este simbolo indica uma relacdo de equivaléncia. Em

_9

outras palavras, deve haver uma ampliagdo do significado do uma vez que sua
interpretagdo como simbolo operacional, quando utilizada em outros contextos, pode
conduzir o aluno a escrever expressdes inaceitaveis como “4 + 3 =7 x 3 = 217
(BROUSSEAU e ANTIBI, 2000); escrever a solugdo de um problema contendo duas
operagdes (23 + 31 = 54 e 54 — 14 = 40) sobre uma unica linha (23 + 31 = 54 — 14 = 40)
(VERGNAUD, CORTES e FAVRE-ARTIGUE, 1987); colocar 12 ou 17 na (| referente

aexpressdo 8§ +4 =[] +5 (FALKNER, LEVI e CARPENTER, 1999), etc.

Segundo Brousseau e Antibi (2000), este significado operacional do simbolo

“=", freqiientemente caracterizado por sua utilizagdo na Aritmética das séries iniciais
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para anunciar simplesmente o resultado de um célculo, conduz a uma interpretacao
bastante afastada da que se espera mais tarde em Algebra. Booth (1995) também
ressalta que a idéia de que o sinal de igualdade possa ser visto como indicador de uma
relacdo de equivaléncia, ao invés de um simbolo operacional, pode nio ser percebida de
imediato pelo aluno. No entanto, esta autora destaca que esta idéia ¢ realmente
necessaria para a compreensao algébrica, sendo necessario também acentuar seu valor

bidirecional.

Compreendemos que tais consideragcdes justificam as pesquisas que
investigaram as concepgdes dos alunos das séries do Ensino Fundamental II sobre o
significado do simbolo “=". Kieran (1981), por exemplo, verificou que, no contexto das
equagdes, alunos de doze a catorze anos consideram o sinal de igualdade como um
simbolo unidirecional que precede uma resposta numérica. Tal fato também foi
anteriormente constatado pelos estudos de Wagner (1977 apud BOOTH, 1995) com

alunos de dezessete anos de idade.

Demonty e Vlassis (1999) analisaram os resultados de uma prova de matematica
que foi aplicada no inicio do primeiro ano do ensino secundario (na Bélgica). A prova,
por sua vez, envolvia diversos dominios matematicos implicados na aprendizagem da
Algebra e foi destinada a avaliar as aquisigdes pré-algébricas de uma populagdo de 1083
sujeitos. Entre outros aspectos investigados, os autores verificaram que o sinal de

igualdade ¢ considerado numa perspectiva operacional como o “comego do resultado”.

Knuth et all (2006) realizaram um estudo com 177 alunos da 6* a 8" séries com a
finalidade de investigar, entre outras coisas, a compreensao do sinal de igualdade na
igualdade aritmética 3 + 4 = 7. No geral, os resultados obtidos demonstraram que a

e

maior parte dos alunos compreendeu o significado do como um simbolo

operacional. Apenas na 7* série € que o percentual de alunos que compreendem o “="
como um simbolo operacional foi menor que o percentual de alunos que compreendeu o
“=" como um simbolo relacional.

Cavalcanti e Camara dos Santos (2007b) solicitaram que alunos da 6* série

Ce_9

analisassem e respondessem qual o significado do simbolo em quatro expressoes
diferentes, sendo duas igualdades aritméticas, 14 + 8§ = 22 ¢ 22 = 13 + 9, e duas
equacdes, 2x = 14 + 8 e 13 — 9 = 2x. No geral, os autores verificaram que a maior parte

dos alunos compreendeu o “=" como simbolo relacional e ndo como operacional, como
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outras pesquisas relataram. Contudo, Cavalcanti ¢ Camara dos Santos (ibid.) também
esclarecem que a diferenca entre os percentuais de respostas categorizadas como

operacional e relacional foi, de certo modo, bastante proximo.

Uma hipdtese para estes resultados encontrados por Cavalcanti e Camara dos
Santos (op. cit.) pode ser encontrada em McNeil e Alibali (2005). Estas autoras
conduziram um estudo para analisar como a compreensdo do sinal de igualdade
modifica-se em funcdo da experiéncia em Matematica e da variacdo de contextos. Os
participantes desta pesquisa foram alunos com diferentes niveis de experiéncia
matematica (55 alunos de 1* a 6 série, 25 da 7* série, 35 da graduacdo em Psicologia e
12 da pos-graduacdo em Fisica). McNeil e Alibali (ibid.) solicitaram que os

__9

participantes examinassem o simbolo em um dos trés seguintes contextos: (a) sinal

de igualdade sozinho “="; (b) em um problema de adi¢do “4+8 +5+4=__ ou(c) em

2

um problema de equivaléncia “4+ 8 +5=4+ ",

Segundo McNeil e Alibali (op. cit.), algumas conclusdes apontam que “o modo
de modificagdo do conhecimento nos alunos interpretando o sinal de igualdade depende
do contexto no qual o conhecimento ¢ elicitado” (p. 301). Em outros termos, o contexto
influenciou as interpretagcdes dos alunos sobre o sinal de igualdade. Particularmente, isto
foi mais observado com os alunos de 7% série, para quem a interpretacdo relacional

estava apenas comegando a emergir, com o estudo das equagdes.

Em linhas gerais, as décadas de pesquisas sobre o sinal de igualdade tornaram

_9

reconhecida a necessidade de que o seja adequadamente compreendido pelos
alunos, principalmente aqueles que estdo iniciando os estudos em Algebra. A hipotese
subjacente ¢ que a idéia de que o sinal de igualdade seja compreendido como indicador
de uma rela¢do de equivaléncia em vez de um simbolo operacional, ¢ imprescindivel
para o desenvolvimento do pensamento algébrico do aluno. No entanto, como Kieran

(1981) e Booth (1995) enfatizaram, a idéia do “=" como sinal de fazer algo persiste por

todo o Ensino Fundamental.

__9

Concordamos que a interpretacdo do como indicador de equivaléncia ¢
relevante para os alunos aprenderem Algebra. Contudo, consideramos que apenas isto
ndo ¢ suficiente, pois, acreditamos que, no contexto das fungdes, uma outra

e

interpretacao do simbolo seria mais adequada, no caso, como indicador de uma

relagdo dindmica que implica em uma dependéncia entre variaveis.
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Além do mais, acreditamos que as concepgoes dos alunos sobre o significado do
simbolo “=" deveriam ser apoiadas no contexto no qual este simbolo estd inserido.
Nesse sentido, apoOs analisarmos criteriosamente os estudos ja realizados acerca das

_9

concepcdes dos alunos sobre o significado do simbolo , achamos que alguns

aspectos ainda poderiam ser investigados nesta diregao.

Por exemplo, as pesquisas que investigaram as concepgdes dos alunos sobre o

ce__9

significado do simbolo abordaram apenas o contexto das operacgdes aritméticas, das

igualdades aritméticas e das equagdes. Nao encontramos nenhum estudo que tenha

__9

verificado a concep¢ao dos alunos sobre o significado do no contexto das fungdes.

Outro aspecto que verificamos ¢ que apenas duas concepgdes dos alunos sobre o

€C__9

significado do simbolo sdao generalizadamente reconhecidas e discutidas, no caso,
uma operacional e outra relacional. Também ndo encontramos estudos realizados,
especificamente, sobre as concepgdes de alunos do Ensino Médio sobre os significados

do simbolo “=".

Deste modo, esclarecemos que o foco da nossa pesquisa insere-se na
problematica dos estudos acerca das concepgdes dos alunos sobre o significado do
simbolo “=". Como ndo encontramos estudos especificadamente com alunos do Ensino
Meédio, escolhemos este nivel para realizarmos nossa pesquisa. Baseado no que

__9

discutimos sobre a utilizacdo do simbolo na Educagdo Bésica, acreditamos que
quatro contextos, dois aritméticos (operacdes e igualdades) e dois algébricos (equagdes
e fungdes) envolvem significados distintos deste simbolo e que deveriam ser

compreendidos pelos alunos.

Dados estes esclarecimentos, escolhemos como problema de pesquisa, as
concepgdes dos alunos do 3° ano do Ensino Médio sobre o significado do simbolo “="
em contextos aritméticos e algébricos. Para conseguirmos atingir este objetivo,
escolhemos quatro contextos, sendo dois aritméticos (operagdes e igualdades) e dois
contextos algébricos (equacgdes e funcdes). Assim, buscamos identificar alguns aspectos
especificos tais como, as concepgdes dos alunos sobre o significado do simbolo “=" no
contexto das operacdes aritméticas, das igualdades aritméticas, das equagdes e das

fungdes. Ressaltamos ainda, que também procuramos identificar se as estruturas das

__9 9

expressoes (operagdo antes do ou operacao depois do ) influenciavam estas

concepgoes.
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A organizagdo da presente pesquisa foi estrutura nos seguintes capitulos: quadro
teorico das concepgoes; quadro teorico do sinal de igualdade; metodologia de
investigacdo, andlise dos dados e discussdo dos resultados, e consideragoes finais.
Com o intuito de facilitar a compreensdo da pesquisa que realizamos, descreveremos

sucintamente, cada um dos respectivos capitulos que a constitui.

O primeiro capitulo corresponde ao quadro tedrico das Concepgdes, primeira
parte da fundamentacdo tedrica de nossa investigacdo. Neste capitulo, realizamos um
estudo sobre as utilizagdes do termo concepgdo, o termo concep¢do como uma nogao
teorica em Educacdo Matematica e, por fim, apresentamos como procedera a utilizacdo

deste termo na presente pesquisa.

O segundo capitulo corresponde ao quadro teérico do Sinal de Igualdade. Neste
quadro tedrico, realizamos um estudo sobre a historia do sinal de igualdade, conceitos
matematicos associados ao sinal de igualdade, significados do sinal de igualdade, os
significados do sinal de igualdade na perspectiva dos alunos (concepgdes), € por ultimo,
concluimos este quadro tedrico com algumas consideragdes gerais sobre o sinal de

igualdade.

\

O terceiro capitulo corresponde a nossa metodologia de investigacdo. Neste
capitulo, realizamos uma contextualizagdo, articulando nossa problematica com nosso
quadro tedrico. Em seguida, descrevemos nossas categorias de andlise e o método que

vamos utilizar na concretiza¢ao de nosso estudo.

O quarto capitulo ¢ a andlise dos dados e discussdo dos resultados. Neste
capitulo, categorizamos os dados obtidos na aplicagdo dos instrumentos de investigagao
e discutimos os resultados encontrados a luz dos aportes teoricos do capitulo referente a

fundamentacao teodrica.

O quinto e ultimo capitulo concerne as consideracdes finais. Neste capitulo,
apresentamos um resumo do nosso estudo, enfatizamos os principais resultados obtidos
na analise dos dados e indicamos algumas reflexdes para futuras pesquisas, que podem
esclarecer aspectos que ndo contemplamos e aprofundar a discussdo sobre

problemadticas envolvendo o sinal de igualdade.



CAPITULO 1
CONCEPCOES
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CAPITULO 1
QUADRO TEORICO DAS CONCEPCOES

Nosso objeto de pesquisa se insere na problematica do estudo das concepgdes
dos alunos acerca do sinal de igualdade. Para dar conta desta investigacao,
consideramos relevante a escolha de um quadro tedrico que permita uma discussdo
sobre o significado do termo “concepg¢ao”. Dessa maneira, realizamos um estudo acerca
da utilizagdo deste termo nas pesquisas em Educacdo Matematica com a finalidade de

esclarecer como ele foi utilizado na presente pesquisa.

1.1 Utilizacoes do termo concepcio

Nas investigagdes em Didatica das Ciéncias Fisicas, por exemplo, no periodo de
1980 a 1990, é comum encontrarmos uma pluralidade de termos como, representagoes,
concepgoes, misconceptionsz, estrutura alternativa, raciocinio espontaneo, modelo
espontaneo, dando a entender sentidos muitos proximos uns dos outros (TIBERGHIEN,

2005 apud LIMA 2006).

O termo concepcdo ¢ utilizado de maneira bastante diversificada em muitas
pesquisas em Educagdo Matematica. Dossey (1992) utiliza, em um mesmo estudo, o
termo concepcdo com sentidos diferentes, sem, contudo, defini-lo formalmente. Por
exemplo, entre outros tipos de uso do termo concepg¢do, o autor discute concepgoes da
Matematica, relacionando a natureza da Matematica aos trabalhos de Aristoteles,
Platdo, Kant, Descartes, dos estudiosos dos séculos XIX e XX, e, das visées modernas.
Em seguida aborda as concepgdes de professores de Matematica apontando que estas
podem influenciar bastante a maneira que a Matematica ¢ caracterizada no ensino na

sala de aula.

2 . .- ~ N . A
Desse ponto em diante utilizaremos a tradugao para o portugués, como: concepgao erronea;
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Camara dos Santos (2002) discute trés concepgdes sobre o ensino-aprendizagem
de Matematica: (1) a concepgdo baldista que parte da idéia de que, “no momento de
entrar em contato com um novo objeto de conhecimento matematico, a cabega do aluno
se apresenta como um balde vazio” (p. 11) que deve ser preenchido pelo conhecimento
ensinado pelo professor. (2) a concepg¢do escadinha, como modelo representativo da
pedagogia por objetivos e instru¢do programada, apoiada na linha behaviorista de
pesquisas em psicologia. (3) a concep¢do socio-construtivista, fundamentada nos
trabalhos em psicologia genética e social e em Didatica da Matematica. Na verdade, a
escolha do termo concepgdo aqui utilizada parece ser pragmatica, como mostra a citagao
abaixo:

O presente texto tem por objetivo colocar em evidéncia algumas concepgoes
mais freqiientes sobre o que significa ensinar e/ou aprender em matemdtica,
a concep¢do baldista, a concep¢do escadinha e a concepgdo socio-
construtivista. Pelo seu carater didatico, o texto apresenta, sem duvida, um
aspecto carictural dos trés modelos. Consegiientemente, ndo pretendemos
aqui tratar de “teorias da aprendizagem”, que encontrariam lugar em
estudos mais aprofundados e mais amplos; por esse motivo preferimos

utilizar o termo “concep¢do”, ao invés de “teoria” (CAMARA DOS
SANTOS, 2002, p. 11).

As concepgdes de ensino-aprendizagem de Matematica, as quais este autor as
vezes chama de modelos, remetem a teorias de aprendizagem, que, pelo carater didatico
do texto, ndo seria adequado tratar sem um devido aprofundamento. Camara dos Santos

(ibid.) justifica, assim, a utilizacdo do termo concepgao, ao invés do termo teoria.

Usiskin (1995) empregou o termo concepgdo para distinguir a natureza da
Algebra da Escola Média do ponto de vista dos contextos mateméticos nos quais as
variaveis’ aparecem. Esse autor afirma que hd uma relagio intrinseca entre as
finalidades do ensino da Algebra, as concepcdes acerca dessa matéria e a utilizagdo de
variaveis:

As finalidades da algebra sdo determinadas por, ou
relacionam-se com, concepg¢oes diferentes da algebra

que correspondem a diferente importancia relativa
dada aos diversos usos das variaveis (USISKIN, 1995.

p. 13).

3 Usiskin (1995) explica que, na Algebra da Escola Média, as letras sdo comumente chamadas de
variaveis. Assim, a palavra variavel ¢ usada de maneira ampla e engloba os sentidos das letras na Algebra
da Escola Média.
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Podemos argumentar que, em Usiskin (1995), o termo concepgdo parece remeter
a natureza e estrutura da Algebra Escolar do Ensino Médio. Dependendo dessa natureza,
que ¢ determinada pelos diversos usos das varidveis, tém-se diferentes concepgoes.
Nessa diregdo o autor define quatro concepgdes: Algebra como aritmética generalizada;
Algebra como um estudo de procedimentos para resolver certos tipos de problemas;

Algebra como estudo de relagdes entre grandezas e Algebra como estudo das estruturas.

Fiorentini, Miorin e Miguel (1993, apud CURY et. al. 2002) utilizam o termo
concepgio para duas finalidades: a caracterizagdo da Algebra enquanto ramo da
Matemética e a caracterizagio do ensino de Algebra no Brasil, numa perspectiva

histdrica.
1) Caracterizagdo da Algebra enquanto ramo da Matematica

No que concerne a esta utilizagdo, os autores distinguem quatro tipos de
concepgoes: concepgdo processologica; concepgdo lingiiistico-estilistica; concepg¢do

lingiiistico-sintdtico-semdntico e concepgdo lingiiistico-postulacional.

- Na concepcdo processologica, a Algebra ¢ considerada como um conjunto de
procedimentos, como, técnicas, artificios, processos, métodos, etc., para resolu¢do de

determinados problemas.

- Na concepgao lingiiistico-estilistica, a Algebra ¢ considerada como uma linguagem
especifica e artificialmente criada para expressar os procedimentos de resolucdo de

problemas.

- A concepcdo lingiiistico-sintatico-semantico considera a Algebra como uma
linguagem especifica e concisa, contudo o seu aspecto principal ndo reside propriamente

em seu dominio estilistico, mas em sua dimensao sintatico-semantica;

- Na concepcao lingiiistico-postulacional, a Algebra ¢ considerada como uma linguagem
simbolica, mas imprime aos signos lingiiisticos um grau de abstrag@o e generalidade que

lhes permite abarcar as estruturas comuns a todos os ramos da Matematica.

2) Caracterizagdo do ensino de Algebra no Brasil, numa perspectiva historica
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Com relagdo a esta utilizagao do termo concepg¢ao, Fiorentini, Miorin e Miguel
(1993) analisaram elementos historicos e distinguiram trés concepgdes de Educacdo

Algébrica.

a) A concepg¢do lingliistico-pragmatica referente ao ensino baseado em técnicas
que enfatiza o transformismo algébrico dissociado das situacdes reais. Esta
concepcao foi predominante durante o século XIX e estendeu-se até a metade do

século XX.

b) A concepcdo fundamentalista-estrutural centrada nos estudos das
propriedades estruturais das operagdes para justificar logicamente cada
passagem usada no transformismo algébrico, mas procurando dar uma
fundamentagdo aos varios campos da Matematica e predominante nas décadas

de 1970 e 1980.

c) A concep¢do fundamentalista-analégica que surgiu apds o fracasso da
Matematica Moderna e ¢ caracterizada pela recuperagdo do valor instrumental da
Algebra, mas fazendo uso de recursos analégicos, geométricos (uso da nogdo de
area para ensinar produtos notaveis) ou fisicos (uso da balanca de dois pratos

para ensinar resolugdo de equagdes).

Lins e Gimenez (1997) também utilizam concepcao para falarem do ensino de
Algebra, apontando a existéncia de diversas Concepcées da Educacdo Algébrica. Para
caracterizar e distinguir tais concepgoes, eles se fundamentam na idéia de atividade
algébrica’. Um fato interessante, ¢ que estes autores apresentam um topico como “As
diversas concepgoes da educagdo algébrica” (p.105), mas quando vao discuti-las eles

empregam os termos: tendéncias, abordagem e visao.

Por exemplo, eles utilizam a expressdo “tendéncia letrista” para relatar a
Concepcao de Educagao Algébrica (CEA) fundamentada no calculo com letras (p. 105).
Em seguida, a expressdo “abordagens facilitadoras™ ¢ utilizada para mencionar a CEA
fundamentada ainda numa linha letrista, mas, acrescida de outros elementos (pp. 107-
108). Encontramos, ainda, a expressao “visdo de educacdo algébrica” relatando a CEA

Algebra como Aritmética generalizada (p. 110).

* A atividade algébrica consiste no processo de producdo de significados para a algebra (LINS e
GIMENEZ, 1997).
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A exemplo de Lins e Gimenez (1997) que, para discutirem as CEA empregaram
os termos tendéncia, abordagem e visdo, podemos argumentar que ¢ comum
encontrarmos na literatura em Educagcdo Matematica, diferentes termos teoricos, tais
como, concep¢ao, crencas, modelos, visdo, opinido, etc., empregados simultanecamente

sem que seja realizada uma distingao clara de seus significados.

Em seu trabalho, Molina (2005) apresenta resultados das pesquisas de Ruiz
(1993) e Flores (1998) acerca da nogao de concepg¢ao em Didatica da Matematica. Para
estes autores, o termo concepcao tem sido abordado com sentidos proéximos a outros
termos relacionados, como por exemplo, crengas, modelo, representagdo, a ‘defini¢do

de um conceito’ e a ‘imagem de um conceito’.

Cury (1994), pesquisando as concepgdes de Matematica dos professores e suas
formas de considerar os erros dos alunos’ , realiza um estudo tedrico sobre os
significados dos termos concepgdo e crencas. Nesse estudo, Cury (ibid) evidencia que
alguns autores ndo diferenciam o termo concepcdo de outros. Ela afirma que Ernest
(1991), por exemplo, ndo fez uma distingdo clara entre os termos concepg¢do, crenga,

opinido (ou ponto de vista, visdo) e modelo®.

Ernest (1991) apud Cury (1994), considerando que o conhecimento ¢ um fator
importante, contudo insuficiente para estabelecer as diferencas entre as praticas, faz as

seguintes consideragdes:

Os componentes principais das crengas dos professores de matemdtica sdo:
sua opinido ou concep¢do sobre a natureza da matemdtica; seu modelo ou
opinido sobre a natureza do ensino de matematica; seu modelo ou opinido
sobre o processo de aprendizagem de matematica (ERNEST, 1991, p.250
apud CURY, 1994, p. 31).

Em seguida acrescenta:

A concepgdo do professor sobre a natureza da matematica é seu sistema de
crengas relativamente a matemdatica como um todo. Tais pontos de vista
formam a base da filosofia da matematica, embora as opinides de alguns
professores podem ndo ter sido elaboradas em filosofias completamente
articuladas.(...) As concepgoes do professor sobre a natureza da matemdtica
de forma alguma tém que ser opinides conscientemente definidas; antes, elas

> Tese de Doutorado.
6 . A . . . .
Em inglés, conception, belief, view € model, respectivamente.
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podem ser filosofias implicitamente mantidas (Ibid., p.250 apud CURY,
1994, p. 31).

Na primeira citagdo, o autor da a entender que o termo crengas englobaria outros
termos como, concepgao, opinido e modelo, enquanto que na segunda, o autor parece
indicar que as concepcdes € que englobam as crengas, de forma a tornar-se sinébnimo de

sistema de crengas (CURY, 1994).

Na literatura em Educagdo Matemadtica encontramos também diversos termos e
expressdes que parecem serem derivados do termo concepgdo, como, por exemplo,
preconception7, concepgdo erronea, concepgoes alternativas, concepcdes espontaneas,
concepgdes ingénuas, todas se referindo a um mesmo objeto, isto ¢, ao conhecimento

dos alunos, contudo, evidenciando aspectos particulares entre si.

Sierpinska (1989 apud LABRANA, 2001) usa o termo concep¢io espontinea
para analisar aspectos intuitivos dos aprendizes a respeito de determinados conceitos
matematicos. Joshua (1989) denomina de concepgdes ingénuas dos estudantes as
apreciacoes incorretas que sao utilizadas como base ativa de raciocinios e praticas, e que

muitas vezes tornam-se dificuldades a uma aprendizagem correta.

Encontramos também uma distingdo entre as concepgdes iniciais, referida por
Labrana (2001) como pré-concep¢do, que sdo prévias ao ato educativo concreto, e
outras que s3o “derivadas do ato de ensino” e que podem ser subdivididas em:
concepgoes controladas-provocadas e incontroladas-interpretacoes pessoais derivadas
do processo de ensino (EL BOUAIZZAUI, 1988 apud LABRANA, 2001, p. 22).
Dolores e Valero (2004), por sua vez, afirmam que:

as concepgoes dos estudantes, exteriorizadas por meio de diversas formas de
representacoes lingiiisticas, tém sido estudadas pelos investigadores em
diversos campos e tém envolvido conceitos como o0s obstaculos
epistemologicos (Bachelard, 1988, Sierpinska, 1992), os ontogenéticos e os
obstaculos didaticos (Brousseau, 1997), as imagens conceituais (Tall e
Vinner, 1981), as concepgdes espontineas (Pozo, 1996, Farfan, 1997), as

concepges pré-cientificas, as concepgoes alternativas (Confrey, 1990;
Mevarech e Kramarsky, 1997) (DOLORES e VALERO, 2004, p. 48).

Kaldrimidou e Tzekaki (2005) realizaram um estudo acerca da utilizacdo do
termo concep¢do nas pesquisas e apontam que ele vem sendo utilizado para quatro

finalidades:

T .z ~
Pré-concepgao;
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A. O termo concepg¢do ¢ usado para se referir as multiplas aproximagdes
(expressdes e sentidos) de um conceito matematico. Nessa categoria, incluem-se
varias pesquisas que empregam concep¢do para discriminar entre diferentes
aspectos de um conceito matematico, conforme sua definicdo ¢ o contexto no
qual ele aparece. Ela explica que um exemplo desta utilizagdo pode ser
encontrado no estudo de Selden e Selden (1992);

B. O termo concepgao ¢ utilizado para identificar a diferenga entre o sentido que o
estudante constrdéi sobre um conceito matematico e o proprio conceito.
Concepcao esta relacionada, nesse caso, ao conhecimento do sujeito. Segundo as
autoras, o estudo de Breidenbach et. al. (1992) pode ser citado como um
exemplo deste uso do termo concepgao;

C. O termo concep¢do ¢ empregado relatando o conhecimento do sujeito, mas
numa diferente perspectiva: expressando diferengas nas formas que uma pessoa
concebe os elementos epistemoldgicos e estruturais da Matematica. Nesse caso,
Kaldrimidou e Tzekaki (2005) indicam Sierpinska (1992) como exemplo da
utilizagdo do termo concep¢do nessa diregao.

D. O termo concepgdo ¢ empregado como sindnimo de palavras como idéias ou
crengas, descrevendo assim, convicgdes dos estudantes e professores acerca da
Matematica e de seu ensino. As autoras citam os estudos de Thompson (1992) e

Borasi (1990) como exemplos dessa ultima utilizacdo do termo concepgao.

A andlise de Kaldrimidou e Tzekaki (2005) permitiu esclarecer que o termo concepgao
foi utilizado na literatura com multiplos sentidos, relatando, as vezes, elementos

diferentes e opostos:

Sumarizando, pode-se argiiir que, um estudo sistemdtico da literatura revela
que os pesquisadores usam o termo ‘“‘concepgdes’’ referindo a elementos
diferentes e algumas vezes opostos: os conceitos matemdticos, mas também
os elementos epistemologicos ou idéias mais gerais sobre a natureza da
Matematica; conceitos especificos, mas também todos os conceitos
matematicos; o conteudo de Matemdtica, mas também o conhecimento
matematico;, o conhecimento individual, mas também o conhecimento
compartilhado entre grupos ou individuos (KALDRIMIDOU e TZEKAKI,
2005, p. 4/ 1248).

Como conseqiiéncia desses multiplos usos e sentidos, Kaldrimidou e Tzekaki
(2005) sugerem alguns questionamentos acerca da natureza das concepgdes, entre 0s

quais, destacamos os seguintes:
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» Elas sdao elementos do conhecimento conceitual e/ou dos processos de
conceitualizacdo (construgdes mentais individuais), ou sdao ferramentas na
analise da aprendizagem (constru¢do dos pesquisadores);

= FElas sdo integradas aos conceitos matematicos especificos (por exemplo,
fungdes, numeros, etc.) ou podem ser descrigdes de outros elementos

matematicos (por exemplo, defini¢des, campos, regras).

Concordamos com as consideracdes atribuidas acima por Kaldrimidou e Tzekaki
(2005). Contudo, acrescentamos uma breve sintese destacando alguns aspectos comuns

nas pesquisas discutidas até o momento:

= A utilizagdo de uma pluralidade de termos distintos para uma mesma finalidade,
no caso, referente as concepgdes dos estudantes;

= A utilizagdo de uma pluralidade de termos para relatar uma mesma finalidade
sem distingui-los. Por exemplo: crengas, concepgdes, visdo, etc, para discutir as
convicgdes de professores e/ou alunos acerca da natureza da Matematica;

» A utilizagdo do termo concepcdo para diferentes finalidades: o conhecimento
dos alunos; as convicgdes dos alunos e professores acerca da Matematica e do
ensino da Matematica; aspectos epistemologicos da Matematica, da Algebra;
aspectos do ensino-aprendizagem da Matematica e do ensino de Algebra;

= A falta de defini¢do formal do significado do termo concepcao;

= (Certa tendéncia em utilizar o termo concep¢ao de maneira muito ampla.

Nesse sentido, Godino, Batanero e Font (2006) apontam que um dos principais
problemas “meta-didaticos” que deve ser tratado nas pesquisas em Educacao
Matematica ¢ relativo a falta de precisdo das nogdes tedricas que vém sendo utilizadas
nessa area de conhecimento, particularmente as noc¢des usadas para analisar os
fendmenos cognitivos. Esses autores citam uma variedade de noc¢des que sdo
empregadas sem a devida atencdo, precisdo e depuragdao de significado:
“conhecimentos, saberes, competéncias, concepgoes, conceitos, representacdes internas,
conceito-imagem, esquemas, invariantes operatorios, significados, praxeologias, etc” (p.

2).

Na década de noventa, alguns estudos apontaram a necessidade de definir o que
¢ concep¢do na pesquisa em Didatica da Matematica. Artigue (1990), por exemplo,

aborda a falta de formalizacdao e de defini¢do tedrica do termo concepgdo. Ela afirma,
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que os autores que utilizaram esse termo, ndo perceberam a necessidade de
apresentarem uma definicao didatica. Balacheftf (1995), por sua vez, indica que o termo
concepgdo ¢ freqiientemente utilizado na literatura, porém, como um instrumento, sem

ascender ao posto de objeto de estudo em si mesmo.

1.2 Concep¢ao como nocao tedrica em educacio matematica

No tépico anterior, apresentamos alguns contextos e utilizacdes do termo
concepgdo nas pesquisas em Educacdo Matematica, demonstrando sua versatilidade e a
tendéncia dos pesquisadores em utilizd-lo com um sentido amplo, ou como uma nog¢ao
do senso comum, ficando evidente, assim, a necessidade de formalizar este termo como
uma nogao tedrica. Entretanto, definir o termo concep¢do como um conceito tedrico nao
parece ser uma tarefa simples. Por esta razdo, apresentaremos algumas pesquisas que
discutiram, de maneira mais aprofundada, o termo concep¢do no contexto da literatura

em Educacdo Matematica.

A partir deste momento, os estudos que vamos discutir adotam abordagens
diferentes dos até entdo apresentados e a palavra concepgdo, anteriormente utilizada no
sentido de instrumento, sem defini¢do teodrica, adquire outra funcionalidade, atingindo
assim, o status de objeto de estudo, ele mesmo. A apresentacdo dos numerosos estudos
que de alguma forma apresentam uma defini¢do do termo concepcao pode ser feita de
diferentes formas. Poderiamos, por exemplo, apresenta-los levando em consideracdo a
ordem cronoldgica ou os contextos estudados, tais como, concepgdes de professor e
concepgdes de alunos. Em nossa pesquisa, escolhemos apresentd-los em dois
momentos: um tratando das concepgdes dos professores, e, outro das concepgdes dos

alunos.

1.2.1 Concepgao dos professores

Segundo Cury (1994), no contexto das concepc¢des do professores sobre a

Matematica, Thompson (1992) apresenta a seguinte definigao:
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A concepgdo de um professor sobre a natureza da matemdtica pode ser vista
como as crengas conscientes ou subconscientes daquele professor, os
conceitos, significados, regras, imagens mentais e preferéncias relacionadas
com a disciplina. Essas crengas, conceitos, opinides e preferéncias
constituem os rudimentos de uma filosofia da matematica, embora para
alguns professores elas podem ndo estar desenvolvidas e articuladas em uma
filosofia coerente (THOMPSON, 1992, p.132).

Na citacdo acima, a palavra concep¢do ¢ definida de maneira muito ampla,
parecendo incluir as crengas, conceitos, opinides, preferéncias, e, a0 mesmo tempo,
relaciona a concep¢do do professor sobre a natureza da Matematica a um tipo de

filosofia da Matematica.

Guimaraes (1993) citado por Cury (1994) fez uma revisdo das pesquisas sobre
concepgdes, na qual encontrou uma variedade de termos utilizados pelos pesquisadores,
tais como, concepgdes, crengas, convicgdes, perspectivas, pontos de vista, preferéncias e
principios, todos remetendo a sentidos proximos. Em seguida, apresenta sua maneira de
definir concepgao:

[...] um esquema teorico, mais ou menos consciente, mais ou menos explicito,
mais ou menos consistente, que o professor possui, que lhe permite
interpretar o que se lhe apresenta ao seu espirito, e que de alguma maneira o

predispoe, e influencia a sua acdo, em relagio a isso (GUIMARAES, 1993,
p-20).

Como podemos perceber, Guimaraes (ibid) indica, em sua defini¢do, a influéncia
da concepcdo do professor em sua acdo, ou, em outras palavras, em sua pratica

pedagogica.

Ponte (1992) explica que “as concepcdes tém uma natureza essencialmente
cognitiva” (p. 1), atuando como uma espécie de filtro. Ele ainda aponta, também, a
relacdo entre as concepgoes € a pratica pedagogica do professor, discutindo que, se por
um lado as concepcdes sao indispensaveis, pois estruturam o sentido que damos as
coisas, por outro elas atuam como elemento bloqueador em relagdo a novas realidades
ou a certos problemas, limitando, assim, as nossas possibilidades de atuagdo e

compreensao.

Em relagdo a formagdo das concepgdes, Ponte (ibid.) esclarece que elas sdo
formadas em um processo que ¢ simultaneamente, individual e social. Individual, como
resultado da elaboracdo sobre a nossa experiéncia, e social, como resultado do confronto

das nossas elaboragdes com as dos outros. Decorrente desse fato, as concepcdes que
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podemos ter sobre a Matematica “sdo influenciadas pelas experiéncias que nos

habituamos a reconhecer como tal e também pelas representagdes sociais dominantes”

(PONTE, 1992, p. ).

No mesmo texto, Ponte (ibid.) discute algumas distingdes em relagdo ao
conhecimento, as crengas e as concepgdes. Sobre os conhecimentos, de um ponto de
vista macro, estes podem ser: conhecimento cientifico, conhecimento profissional e
conhecimento vulgar. Conforme o autor, as “diferencas entre estes diversos tipos de
conhecimento traduzem-se apenas pela diferente articulagdo entre as crengas de base e

os outros tipos de pensamento (baseados no raciocinio e na experiéncia)” (p. 8).

Dessa maneira, ndo hé necessidade de distinguir, como incompativeis, as crencas
e o conhecimento. As crencas podem ser vistas, nesta perspectiva, como uma parte do
conhecimento, relativamente pouco elaborada, ao invés de dois dominios disjuntos. Nas
crengas predomina uma “elabora¢do mais ou menos fantasista e a falta de confrontagao
com a realidade empirica” (p. 8). Ponte (ibid) explica, também, que no conhecimento de
natureza pratica sdo predominantes os aspectos advindos das experiéncias, enquanto que

no conhecimento de natureza tedrica predomina a argumentacao racional.

As concepgdes, por sua vez, sdo consideradas, nesse contexto, como o pano de
fundo organizador dos conceitos, constituindo algo como “mini-teorias” (CONFREY,
1990, p. 20 apud PONTE, 1992), em outras palavras, quadros conceituais que
desempenham um papel semelhante ao dos pressupostos tedricos gerais dos cientistas.

Ponte (1992) ilustra, na figura 01, a relagdo entre concepgdes, conhecimento e crengas.

yd Concepeoes /]

Conhecimento

/

Crencas

Figura 01: Concepgoes, conhecimento e crengas (PONTE, 1992, p. 3)
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Em outro estudo, Ponte (1994) ressalta que o conhecimento diz respeito a uma
ampla rede de conceitos, imagens e capacidades inteligentes que os seres humanos
possuem. Nessa perspectiva, o autor afirma que as crengas e as concepcdes sio

consideradas como parte do conhecimento.

As crengas podem ser entendidas como as verdades pessoais e incontestaveis
mantidas por todos, procedendo da experiéncia ou da fantasia, com um forte componente
afetivo (PAJARES, 1992 apud PONTE, 1994). As crengas afirmam que algo ¢ verdadeiro
ou falso, tendo, portanto, uma natureza preposicional. As concepgdes, por sua vez, sao
como construgdes cognitivas, que podem ser consideradas estruturas implicitas da

organizagdo dos conceitos, de cunho essencialmente metaférico (PONTE, 1994).

1.2.2 Concepgdes de alunos sobre conceitos matematicos

Para Margolinas (1993), o termo concep¢do ¢ amplamente utilizado para fazer

referéncia ao conhecimento dos alunos, como podemos perceber na citagdo abaixo:

A palavra mais utilizada na literatura diddtica, em todas as “escolas” é
concepgdo, e ela intervém desde que o discurso se situe no nivel das
operagoes do pensamento do aprendiz, e de forma mais ampla, da
aprendizagem (MARGOLINAS, 1993, p. 101).

De fato, ndo podemos ignorar uma vasta quantidade de estudos que se dedicaram
a tratar a no¢do de concep¢ao de uma maneira tedrica mais formalizada, principalmente,
na perspectiva da Didatica da Matematica. Mesmo assim, adiantamos que ndo existe
uma definicdo consensual das concepgdes dos alunos acerca de conceitos matematicos,

também, neste dominio.

Um dos problemas referentes a falta de consenso sobre a utilizacdo do termo
concepgdo como nog¢do tedrica, ou mesmo em relacao a sua formalizagdo pode ser a
concorréncia com diversos outros termos teodricos, como, representagdo, modelo,
conceito, etc., que sdo empregados para relatarem o conhecimento dos alunos. Sobre

este problema de vocabulério, Margolinas (1993 apud LIMA, 2006), pde em evidéncia
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os termos utilizados nas diferentes teorias francesas para tratar do conhecimento dos

alunos:

Gerard Vergnaud forjou o conceito de teorema em agdo que “designa as
propriedades das relacdes apreendidas e utilizadas sujeito em situagdo de
solugdo de problema” [...]. Guy Brousseau utilizou antes a palavra “modelo
implicito” (...). Yves Chevallard (...) introduziu o termo de “rela¢do ao
saber”. [...] (MARGOLINAS, 1993, p. 100).

Realizamos em seguida uma revisdo de algumas discussdes sobre a nocao de
concepcao em estudos que investigaram as relagdes entre os alunos e os conceitos
matematicos particulares, como, a constru¢ao de conceitos, a compreensdo dos alunos,
ou, o sentido que os alunos atribuem a conceitos matematicos. Entendemos, entdo, que
as pesquisas sobre esta tematica identificam-se com nossos objetivos e com as

caracteristicas de nossa pesquisa.

Iniciamos, assim, com as consideragdes de Godino, Batanero ¢ Font (2006)
sobre a utilizacdo do termo concepcdo como parte integrante do modelo teodrico de
Enfoque Onto-Semidtico (EOS). Os autores explicam que “no EOS a nocdo de
concepgdo ¢ interpretada mediante o par (sistema de praticas pessoais, configuracdo
cognitiva)”. Nessa dire¢do, apresentamos em seguida o significado do termo concepgao
proposto Godino, Batanero e Font (ibid.) na perspectiva deste modelo tedrico.

Em termos semioticos, quando questionamo-nos sobre o significado de
“concep¢do” de um sujeito sobre um objeto O (ou sustentada no ambito de
uma institui¢do), atribuimos como conteudo “o sistema de praticas

operativas e discursivas que esse sujeito manifesta, nas quais se coloca em
Jjogo o referido objeto” (GODINO, BATANERO e FONT, 2006. p. 18) .

Mudando o contexto teérico, encontramos nas pesquisas francesas em Didatica
da Matematica, diversos pesquisadores que discutiram a questdo da definicao do termo
concep¢do como uma nocgdo teodrica. Os estudos de Brousseau (1988; 1997; 2000 e
Brousseau e Antibi, 2000), por exemplo, apresentam varias consideragdes acerca das
concepgdes. Segundo Brousseau e Antibe (2000), por exemplo, “uma das hipdteses
fortes da Teoria das Situagdes e da Teoria dos Campos Conceituais ¢ que elas postulam

a existéncia de concepgdes [BROUSSEAU (1983, 1986, 1987), VERGNAUD (1990)]”
(p. 18).

Deloustal-Jorrand (2001) desenvolvendo investigacdes sobre implicacdo e
raciocinio matematico, utiliza a expressdo Conception Causale de l'implication para se

referir a todas as regras, praticas e saberes ligados a interpretagdo da expressdo A
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implica B, isto €, por que A ¢ a causa de B. Contudo, ela utiliza em seu trabalho a

seguinte defini¢do de concepgdo proposta por Brousseau na década de oitenta:

um conjunto de regras, de praticas, de saberes que permitem resolver uma
classe de situacoes e de problemas de forma satisfatoria, enquanto que existe
outra classe de situagdes onde esta concepgdo fracassa, ou seja, que sugere
respostas falsas, isto é, que os resultados sejam obtidos de maneira dificil e
em condigdes desfavoraveis (BROUSSEAU, 1986).

Em outro estudo, sobre a génese experimental da nogdo de divisdo como modelo
de conhecimento numérico, Fliickiger (2000) utiliza uma outra citagdo de Brousseau

acerca de concepgao:

Uma concepgdo permite tratar (reconhecer e resolver) uma subclasse de
situagoes consideradas como comparadveis (identificadas) a ajuda dos
mesmos esquemas, dos mesmos termos e com procedimentos aproximados,
Justificados por "raciocinios semelhantes" ou tratados com o auxilio de
propriedades e de reconhecimentos logicamente e fortemente ligados
(BROUSSEAU, 1988, p. 54).

Na década de 90, num texto sobre a Teoria das Situagdes Didaticas, Brousseau
(1997) aborda novamente o tema concepcdo. Ele indica que as concepcdes sao
determinadas por sua estrutura ldgica interna, mas também pela freqiiéncia e pela

eficacia com a qual sdo mobilizadas. Nesse sentido, o autor destaca:

As concepgdes podem ser determinadas teoricamente como conjuntos de
conhecimentos e de saberes freqiientemente solicitados juntos para resolver
situagoes, empiricamente como modelos de respostas coerentes, dada por
uma parte importante dos sujeitos sobre uma classe de situagdo (p, 18).

Nesse sentido, Brousseau (ibid.) explica que algumas concepgdes adquiridas ndo
desaparecem, prontamente, para dar lugar a uma concepc¢ao melhor, ou mais adequada.
Assim, as concepgdes podem ser resistentes, provocando, conseqiientemente, erros e

constituindo-se em obstaculos.

Um obstaculo, por sua vez, manifesta-se por erros. Os erros de um mesmo
sujeito sdo vinculados, entre eles, por uma fonte comum que, conforme Brousseau
(1997), refere-se a “uma maneira de conhecer, uma concepgao caracteristica, coerente e
até mesmo correta, um conhecimento antigo e que teve éxito em um dominio de agdes”
(p.- 19). Em outro artigo, Brousseau (2000) afirma que “a justificacdo dos erros pelo
jogo de concepgdes aparece em Didatica da Matematica em Salin (1976) e Brousseau
(1976), que véem ali a prova da existéncia de obstaculos epistemologicos em
Matematica” (p. 19). Dessa maneira, vemos nos trabalhos de Brousseau, uma tendéncia

a inter-relacionar obsticulos e concepcdes, tendéncia que ¢ confirmada quando ele
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afirma que “um obstaculo serd um conhecimento, uma concep¢ao, ndo uma dificuldade

ou falta de conhecimento” (BROUSSEAU, 1989, p. 43).

Por 1ultimo, destacamos que Brousseau (2000) também parece chamar de
concepgdes algo como o funcionamento dos conhecimentos. Enquanto os
conhecimentos agrupam-se em teorias e conceitos, nos “saberes” das instituicdes
superiores, os conhecimentos dos alunos, por sua vez, “agrupam-se em concep¢oes que
caracterizam uma maneira de compreender e utilizar uma no¢ao matematica em certo

campo de situacdes” (p. 16).

Artigue (1990) também realizou um amplo estudo sobre a utilizagdo do termo
concepgdo. Antes de apresentar sua acepgdo ao termo, a autora ressaltou que o termo
“modelo” foi utilizado em algumas situagdes (DOUADY, 1980; BESSOT e RICHARD,
1977) com um sentido bem préximo do que se entendia por concepcao. A autora
também aponta para o fato de que Vinner e Tall (1981), para diferenciar o nivel
declarativo (definicdo do conceito) do procedimental (esquema conceitual),
introduziram as nog¢des de conceito defini¢do e conceito imagem, respectivamente. A

nog¢ao de conceito imagem também era muito proxima do significado de concepgao.

Artigue (1990), entdo, coloca em evidéncia duas necessidades distintas, as quais
responde a no¢do de concepgao:

- colocar em evidéncia a pluralidade dos pontos de vista possiveis acerca de

um mesmo objeto matemadtico, diferenciar as representagées e modos de

tratamento que lhe sdo associados, destacar a sua adapta¢do mais ou menos
adequada a resolugdo de tal ou tal classe de problemas;

- ajudar o pesquisador em didatica a lutar contra a ilusdo de transparéncia
da comunicag¢do didatica veiculada pelos modelos empiristas da
aprendizagem, permitindo-lhe diferenciar o saber que se quer ensinar e os
conhecimentos realmente construidos pelo aluno (ARTIGUE, 1990, p. 265).

Ressaltamos que estas duas necessidades realgadas por Artigue (ibid.) acerca da
no¢do de concepgao, permitem compreender o porqué de o termo concepgao ser tao

utilizado nas pesquisas em Didatica da Matematica.

Anteriormente, Vergnaud apud Artigue (1990) estabeleceu uma relagao proxima
entre os termos conceito e concepcdo. Segundo Lima (2006), este autor utiliza o termo
“concepgdo” para designar o objeto analogo do conceito, em um dado momento. Na
Teoria dos Campos Conceituais (VERGNAUD, 1990), um conceito ¢ definido pela
triade (S, I, &):
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S: O conjunto das situacoes que ddo sentido ao conceito (a referéncia);

I: O conjunto dos invariantes sobre os quais se apoiam a operacionalizagdo
dos esquemas (o significado),

&: O conjunto de formas de linguagem que permitem representar
simbolicamente o conceito, as suas propriedades, as situagoes e o0s
procedimentos de tratamento (o significante) (VERGNAUD, 1990, p. 145).

A Teoria dos Campos Conceituais (TCC) ¢ uma teoria bastante consolidada nas
pesquisas em Educacdo Matematica. De fato, ela ¢ amplamente utilizada, em especial,
para fundamentar a anélise do conhecimento do aluno. No que diz respeito a utilizagao
da nogao de concepgao, na perspectiva de Vergnaud, destacamos os estudos de Grenier
(1988) e Tahri (1993). Grenier (1988), por exemplo, elucida que a nog¢do de concepgao,
segundo Vergnaud, da conta do estado dos conhecimentos de um aluno relativo a um
conceito (matematico) e, “exprime-se em especial sob a forma de um conjunto de regras

de acdo levadas a efeito numa classe de situagdes-problema” (GRENIER, ibid., p. 2).

Uma questao importante levantada pelos pesquisadores em Didatica em relagao
a no¢do de concepgdo, concerne o seu dominio de validade. De fato, uma concepg¢do
tem sempre um dominio de validade ndo vazio, isto €, existe um conjunto de situagdes
problemas que ela permite resolver. Assim, segundo Grenier (op cit.) quanto maior o

seu dominio de validade, mais estavel sera a concepgao para o aluno.

Balacheff e Gaudin (2002), citando o estudo de Vinner (1983) sobre o conceito
imagem de funcdo dos alunos, apontam que ele identificou oito componentes das

concepgdes dos estudantes sobre funcao, os quais relacionamos a seguir:

= A correspondéncia que constitui a funcdo deve ser sistematica, deve ser
estabelecida por uma regra, e, a propria regra deve ter as suas proprias
regularidades;

» Uma fung¢do deve ser um termo algébrico;

* Uma fungdo ¢ identificada com uma das suas representagdes graficas ou
simbdlicas;

* Uma fungdo deve ser dada por uma regra;

= A funcdo pode ter diferentes regras de correspondéncia para dominios disjuntos,
contanto que esses dominios sejam dominios regulares (como intervalos);

* Uma regra da correspondéncia, que ndo seja uma regra algébrica, ¢ uma func¢io

apenas se a comunidade matematica oficialmente anunciou-a como uma fungao;
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= O grafico de uma fungdo deve ser regular e sistematico;
* Uma fung¢do ¢ uma correspondéncia individual (um-a-um).

Conforme Balacheff e Gaudin (2002), esses componentes do conceito imagem
de fungdo, da maneira como estdo apresentados, ainda ndo estdo organizados em
concepgdes, pois, faltam-lhes indicacdes sobre o “dominio de validade™ e sobre a
maneira pela qual podem ser implementadas em uma situacdo de resolucdo de

problema.

Balacheff e Gaudin (op. cit.) explicam que os métodos trivialmente utilizados

para atribuir uma concep¢ao ao aluno sao apenas trés:

- a andlise de entrevistas ou questionarios, nos quais, o aluno ¢ questionado se existe,
por exemplo, uma fun¢do correspondente a uma respectiva especificacdo dada (e.g.

VINNER E DREYFUS, 1989);
- a modelagem de algumas situacdes (e.g. BREIDENBACH et al. 1992);
- a pergunta direta: o que é fungdo para vocé? (VINNER e DREYFUS 1989).

A producdo dos alunos ¢, assim, bastante dificil de analisar (BALACHEFF e
GAUDIN, 2002).

Em Balacheff (1995), encontramos uma formaliza¢do para o termo concepgao,
no ambito do modelo cK¢ Concepgdao, Conhecimento e Conceito, proposto para
modelizar o estado de conhecimento do aluno sobre uma determinada no¢ao, em um
dado momento da sua aprendizagem. Segundo Lima (2007), uma concepcao ¢ definida,
neste modelo, como “uma estrutura mental atribuida a um sujeito por um observador do
seu comportamento e a aprendizagem ¢ compreendida como a passagem de uma

concepe¢do a uma outra” (p. 5).

Uma concepgdo C, por sua vez, ¢ caracterizada pelo quadruplo (P, R, L, ),
sendo que P corresponde a um conjunto de problemas sobre o qual a concepgdo C ¢
operatoria, R é um conjunto de operadores que permitem o tratamento do problema, L ¢

um sistema de representagdo que permite a representagdo dos problemas e dos

8 . . .
Sobre este fato, Balacheff (2002) explica que observando os aspectos descritos acima, pode-se notar que
varios deles estdo relacionados a um sistema de representagao, algébrico ou grafico.
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operadores e X é uma estrutura de controle que assegura a nao contradi¢do da

concepgao (LIMA, 2007).

Lima (2006) explica que a definicdo de concepcao proposta por Balacheff
(1995) ¢ ancorada, por um lado, na Teoria das Situacdes Didaticas (TSD) de Brousseau
(1998), tendo em vista que leva em consideragdo a intera¢ao “sujeito<>meio”. Por outro
lado, esta definicdo se apoia na Teoria dos Campos Conceituais (TCC) de Vergnaud

(1990)’.

A formalizacdo de concepcao no modelo cK¢ parece uma ampliagdo da triade
(S, I, &) que define a nog¢do de conceito na TCC e, por conseguinte, a nogdo de
concep¢do como andlogo ao conceito. Em linhas gerais, uma das inovagdes que
podemos identificar no modelo cK¢, corresponde as estruturas de controle (X), que tém
a funcdo de julgar a validade e a adequagao da agdo realizada pelo sujeito que resolve
um problema. Enquanto na TCC o controle estd inserido nos invariantes, no cK¢ as

estruturas de controle (X) ¢ um dos quatro conjuntos que definem uma concepgao.

O esquema a seguir ilustra a relagdo estabelecida por Balacheff (1995) entre

conceito, conhecimento e concepgao no quadro teorico cK¢.
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K [ ]
connaissance S
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conception

(P’ R’ L’ Z)
Figura 02 — Esquema do quadro tedérico cK¢ (BALACHEFF, 1995, p. 30)

Particularmente, no que concerne as concepgdes, na perspectiva da modelizagao,

Balacheff explica:

? Para obter mais informagoes sobre o modelo cK¢ proposto por Balacheff, consultar Lima (2006).
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Propomos retornar ao conceito de concepgdo para resolver o problema de
modeliza¢do posto pela coexisténcia num sujeito de estruturas mentais
contraditorias, do ponto de vista de um observador das suas produgoes, e
contudo, coerentes quando sdo colocadas no contexto das producoes
particulares no referencial do sujeito (em geral uma classe de situagbes ou
de tarefas)” (BALACHEFF, 1995, p. 19).

Segundo Lima (2007), o estudo acerca das concepgoes dos alunos na perspectiva
da modelizagdo de conhecimentos ¢ reconhecidamente objeto de estudo tanto das
Ciéncias Cognitivas quanto da Informatica. No campo da Didéatica da Matematica esta
problematica ainda é considerada uma interrogagdo. No entanto, vale ressaltar que esta
interrogacao vem sendo respondida, em parte, pelos resultados obtidos nos estudos de

Lima (2006), Gaudin (2005) e Miyakawa (2005).

1.3 A utilizacdo do termo concepcio em nossa pesquisa

Segundo Maia (2002), em relagdo a analise cientifica do conhecimento, seja ele
de senso comum ou escolar, ¢ imprescindivel que utilizemos um referencial que nos
ajude na identificagdo de categorias deste ou daquele tipo de conhecimento. Por esta

razdo realizamos este estudo acerca do termo concepgao.

Na primeira parte deste estudo demonstramos que o termo concep¢do vinha
sendo freqiientemente utilizado, nas pesquisas em Educacdo Matematica, de maneira
muito ampla e diversificada, junto a outros termos e sem uma defini¢ao teorica. Nesta
segunda parte, apresentamos uma discussdo centrada na finalidade de definir a nocdo de

concepcao, particularmente a no¢ao de concepgao de alunos.

A formalizagdo de concepgdo proposta no modelo cK¢ por Balacheff (1995) nos
parece bastante pertinente, tendo em vista a sua aplicabilidade na modelizagao de
conhecimentos de alunos, como mostra os resultados de pesquisas recentemente
realizadas (GAUDIN, 2005; MIYAKAWA, 2005; LIMA, 2006; 2007). Porém, em
nossa pesquisa, ndo pretendemos investir numa tal modelizacdo, e por este motivo, ndo

adotaremos este modelo como quadro de referéncia.

A formalizagdo proposta por Vergnaud apud Artigue (1990), estabelece a nogao

de concepcdo como objeto analogo ao conceito em um dado momento. Nessa dire¢do, o
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estudo de concepcdes envolveria o estudo da triade (S, I, &), na qual, S corresponde ao
conjunto das situagdes, I ao conjunto dos invariantes e & diz respeito ao conjunto das
representacdes. Esclarecemos que, em nosso estudo, ndo planejamos realizar o estudo

desta triade e, portanto, ndo utilizaremos o termo concep¢ao nesta acepgao.

Neste estudo, optamos por analisar as producdes dos alunos, em termos de
concepgdes, a luz dos estudos repertoriados neste quadro tedrico e nos resultados das
pesquisas que investigaram as compreensdes dos alunos acerca do significado do

simbolo “=", que apresentaremos no capitulo subseqiiente.



CAPITULO 2
SINAL DE IGUALDADE
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CAPITULO 2

QUADRO TEORICO SOBRE O SINAL DE IGUALDADE

Na Matematica, pode-se dizer que unido a um conceito hd um nome na lingua
natural, e, um simbolo para representa-lo. Essa conceitualizacdo, nomeacdo, e
simbolizacao da atividade dos matematicos ndo aconteceu imediatamente, mas com o
passar dos séculos, envolvendo diversas civilizagdes (SAENZ-LUDLOW &
WALGAMUTH, 1998). Por outro lado, o processo inverso de interpretar simbolos no
ambito dos conceitos matematicos desafia, conforme Saenz-Ludlow e Walgamuth

(ibid.), todos os aprendizes.

Nessa perspectiva, os estudantes de Matematica sdo aculturados na Matematica
da escola tendo que aceitar os simbolos convencionais ja no lugar. Contudo, essa
aceitacdo de um simbolo, em si mesmo, ndo ¢ sempre acompanhada por seus
respectivos significados, uma vez que, a interpretacdo dos simbolos matemadticos ¢

acompanhada pela influéncia reciproca entre a lingua natural e os sinais simbolicos.

Para matematicos, a atividade de fazer de um simbolo um conceito matematico,
bem como a atividade de interpretagdo desses simbolos, sdo processos reversiveis e
auto-organizaveis. J4 para os estudantes, o processo de interpretacdo dos simbolos
transforma-se em uma atividade intelectual complexa. (SAENZ-LUDLOW &
WALGAMUTH, 1998).

e

O simbolo “=", como qualquer outro simbolo matematico, pode ser entendido

como uma representacdo de um conceito ou de uma idéia matematica (MOLINA, 2006).

c__9

Atualmente, uma expressdao que contenha o simbolo ¢ denominada genericamente

9

de igualdade e, conseqilientemente, o simbolo recebe o nome de sinal de igual ou

69

sinal de igualdade. E importante ressaltar que a utilizagdo do simbolo como sinal de
igualdade aconteceu pela primeira vez em 1557, no livro The Whetstone of Witte, de

Robert Recorde, isto é, ha 450 anos.

__%

Como ja dissemos, grande parte das situagdes que dao sentido ao simbolo

sdo aquelas em que o utilizamos para afirmar que uma coisa é igual a outra. No entanto,
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podemos argumentar que, em razao da versatilidade das utilizagdes do simbolo em

Matematica e no ensino de Matematica, nem sempre esse simbolo aparece denotando

Ce__9

igualdade. Em outras palavras, ao longo das experiéncias escolares o incorpora
J ~ C. . . 1
outras utilizagdes e significados provenientes dos diferentes contextos'® em que aparece,
, , . . 11 . . .
e por outro lado, € possivel que nem sempre estes significados = sejam identificados nas
concepgdes dos alunos. Por esse motivo, a relacdo que existe entre o ensino de

9

Matematica, os significados do simbolo e as concepgdes dos alunos parece ser

bastante complexa.

Devido a essa complexidade, resolvemos organizar nosso quadro tedrico sobre o
sinal de igualdade, em cinco topicos: Histéria do sinal de igualdade, conceitos
matematicos associados ao sinal de igualdade, significados do sinal de igualdade, os
significados do sinal de igualdade na perspectiva dos alunos (concepgdes) e

consideracdes gerais sobre o sinal de igualdade.

2.1 Historia do sinal de igualdade

C__9%

E dificil pensarmos em Matematica sem o simbolo “=" representando a
igualdade. Contudo, a Histéria nos mostra fatos interessantes de encontros e
desencontros entre o “=" e a igualdade. Se por um lado, a igualdade nem sempre foi

ce_9

representada pelo “=", por outro, o simbolo “=" ja teve diversos outros significados.

Antes de iniciarmos nosso estudo sobre a histéria do sinal de igualdade
esclarecemos que, no desenvolvimento histérico da Algebra, notam-se as seguintes
periodizagdes: Algebra retorica; Algebra sincopada e Algebra Simbodlica. A primeira
referente a utilizacdo da linguagem vernacula da época paleobabilonica (entre 2000 e
1600 a.C.); a segunda representada também por esse tipo de linguagem, porém, com

alguns termos técnicos escritos na forma de abreviaturas, a terceira relativa a

10 . . et . . T
O sinal de igualdade ¢ utilizado em diversos contextos, entre os quais destacamos os aritméticos, das

operacdes (ex. 3 + 4 =) e igualdades aritméticas (ex. 3 + 4 = 7), e os algébricos, das equacdes (ex. x + 5 =
10) e das fungdes (ex. y =3x + 5).

1 Como significado entendemos algo associado a utilizagdo, ou finalidade do sinal de igualdade em
alguma expressao que represente um dado contexto matematico.
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substituicdo das palavras e abreviaturas por sinais simbolicos e pela introducao do uso

sistematico de letras para representar valores desconhecidos (PUIG, 1998).

Em relagdo a maneira como a igualdade foi expressa ao longo dos tempos,
podemos dizer que aconteceu algo semelhante. A igualdade ja foi expressa
retoricamente por palavras, tais como: aequales, aequantur, esgale, faciunt, fera egale,
phalam, ghelijck, ou gleich (CAJORI, 1993; BOYER, 1974; CONTADOR, 2006); por
abreviagdes como aeq para aequales ou aequantur, e, pha para phalam; e, por diferentes

simbolos.

Cajori (1993) indica que podemos encontrar no papiro de Rhind'?, um simbolo

semelhante a este 5% significando “it gives” (d4), classificando-o praticamente como
uma marca para igualdade em uma equacdo linear. Na aritmética do manuscrito
Bakhshali'’, encontra-se, a contragdo pha (para phala) para indicar o resultado de uma

operacdo, assim, “pha serve como um sinal de igualdade” (CAJORI, 1993, p. 79).

Conforme Cajori (ibid), varios matematicos utilizaram, regularmente, simbolos
. . . 14 [ d
como sinais de igualdade. Diofanto'* utilizou um simbolo semelhante a este L ; O

presente simbolo ) foi utilizado por al-Qalasadi'’; Regiomontanus'® utilizou um

travessao horizontal , assim como foi utilizado, posteriormente na Italia, por Luca

Pacioli, Ghaligai, e outros. Entretanto, Pacioli utiliza o travessdo para varios propdsitos,
além do de expressar igualdade, e Ghaligai expressava a igualdade por travessdes

( =— —— —); um Unico travessao ( — ) era utilizado também para separar fatores.

A repeticdo de um simbolo, simplesmente para preencher um intervalo, ¢
encontrado muito tempo depois em conexdao com o sinal de igualdade ( = ). “Assim,
John Wallis, em sua Mathesis universalis ([Oxford, 1657], p. 104) escreve: 1 +2 -3 =
= = 0" (CAJORI, 1993, p. 113). Ja Hieronymo Cardan, por sua vez, deixava algumas

12 Papiro egipcio datado de aproximadamente 1620 a.C., conhecido também como papiro de Ahmes.

Manuscrito datado aproximadamente de 400 d.C., encontrado por um agricultor proximo da aldeia
Bakhshali, na india. The Bakhshali Manuscript, Indian Antiquary, Vol. XVII (Bombay, 1988). (nota de
CAIJORI, 1993).

* Matematico e filosofo grego que viveu entre 150 e 300.
15 Matematico arabe (1412-1486).
' Matemitico e astronomo alemio (1436 — 1476).
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vezes, um espaco em branco no lugar onde colocamos, comumente, o sinal de igualdade

(CAJORI, 1993).

CC__9

O sinal de igualdade, como o conhecemos atualmente, pelo simbolo , SO foi
introduzido em 1557, pelo inglés Robert Recorde'” em seu livro The Whetstone of

Witte'®, que é considerado o primeiro tratado inglés sobre Algebra.

Figura 03 - Robert Recorde

Robert Recorde (1510-1558) foi um dos mais importantes matematicos do
século XVI. Também foi jurista e médico do rei Edward VI e da rainha Mary. Ele
escreveu um livro de Medicina (bastante influente) e quatro de Matematica. O mais
importante deles foi o livio The Whetstone of Witte (Pedra de afiar da inteligéncia)
publicado em 1557 (GARBI, 2006), que ¢ considerado o primeiro tratado inglés sobre
Algebra.

A figura 04, a seguir corresponde a pagina do livro de Recorde na qual aparece

CC__9%

pela primeira vez, o simbolo moderno de igualdade. Observe que o simbolo que
utilizamos atualmente ¢ uma versao ligeiramente menos longa do simbolo inventado por

Recorde.

17 Matematico e médico inglés (1510 to 1558).
A pedra de afiar o conhecimento.
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Figura 04 - Pagina do livro The Whetstone of Witte na qual aparece
o simbolo “=" um pouco mais alongado

Cajori (1993) explica que nos livros impressos antes da introdugdo do simbolo
de Recorde, a igualdade era expressa por algumas das palavras citadas anteriormente, ou
pela forma abreviada aeq. Segundo Contador (2006), Recorde utilizou o simbolo “="

com o objetivo de substituir aequales (empregada desde 1500) ou sua forma abreviada

aequ (empregada a partir de 1550).

Observando a figura acima, as setas indicam o simbolo “=" e o trecho em
destaque corresponde a justificativa de Recorde ao escolher esse simbolo para

igualdade: “bicause noe .2. thynges, can be moare equalle (Por que duas coisas nao

podem ser mais iguais).
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As expressoes que aparecem na figura 04, conforme Meavilla (2001), sdo

traduzidas para o simbolismo moderno da seguinte maneira:

1. 14x +15=71

2. 20x — 18 =102

3. 26x” + 10x = 9x* -10 + 213
4, 19x + 192 = 10x*+ 108 — 19x
5. 18x + 24 = 8x* + 2x

6. 34x% — 12x = 40x + 408 + 9x*

__9

Recorde introduziu o simbolo como sinal de igualdade no capitulo dedicado
a resolucdo de equagdes algébricas, com a finalidade de facilitar a manipulacdo que
ocorre no processo de resolucdo das equacdes, evitando, assim, a repeti¢ao tediosa da

expressdo “is equalle t0”".

O sinal de igualdade estd associado, de certo modo, com a manipula¢ao das
equagdes, possibilitando assim trabalhar com a combinagao de operagdes no decorrer do
processo de resolucdo. Essas operacdes correspondem a adicdo e subtracdo dos termos
homogéneos em ambos os lados da equacado, a divisdo e multiplicagdo de uma equagao
por uma incégnita (introduzida por Cardano), e, a adicdo e subtragdo de duas equagdes
(introduzido por Cardano e aperfeigoado por Peletier e Buteo) (HEEFFER, 2004; 2007).
Dessa maneira, Heeffer (2004) afirma, entdo, que “o sinal de igualdade simboliza a

equagdo algébrica” (p. 17).

Em outro estudo, Heeffer (2007) argumenta que o conceito de equacdo emergiu
totalmente em 1560, aproximadamente. Este autor também afirma que os simbolos sao
introduzidos em conseqiiéncia do pensamento simbdlico. Dessa maneira, a invengao e
utilizagdo do simbolo de igualdade fornecem evidéncia histérica da introducdo de um
simbolo representando um conceito matemadtico recentemente emerso (HEEFFER,

2007).

A introdugdo do sinal de igualdade como simbolo de equagdo conclui o estagio
basico do desenvolvimento em diregdo a Algebra simbdlica, como iniciado na

Alemanha até ao fim do décimo quinto século (HEEFFER, 2007). Heeffer (ibid.) realga

P igual a.
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ainda, que “o tempo da introdu¢do do sinal de igualdade, em 1557, coincide
perfeitamente com as nossas analises conceituais dos manuais de Algebra do décimo
sexto século” (p. 18). Assim, este autor referiu-se ao sinal de igualdade como a joia da

coroa da Algebra simbolica.

__9

Um fato curioso ¢ que, a propagac¢do da utilizagdo do simbolo como sinal

de igualdade, ndo aconteceu de maneira imediata, nem tdo pouco, sem complicagdes.
Foi apenas no século XVII, especificamente em 1631, que o simbolo de Recorde
recebeu o reconhecimento mais geral na Inglaterra, sendo adotado com o simbolo para
igualdade em trés importantes trabalhos: Artis Analyticae Praxis, de Thomas Harriot’s;

Clavis Mathematicae, de William Oughtred’s; e, Trigonometria de Richard Norwood’s

c__9

(CAJORI, 1993). Em relacao ao periodo entre o aparecimento do simbolo para

igualdade (por Recorde) e seu reconhecimento por meio dos trabalhos supracitados, ¢
importante ressaltar que alguns matematicos ndo usaram nenhum simbolo, em

particular, para expressar igualdade. Pelo que discutimos até o momento, podemos

CC__9

destacar que nem sempre a igualdade foi representada pelo simbolo

Por outro lado, o simbolo “=" foi utilizado por outros matematicos do continente

europeu para outras finalidades que nao correspondiam a um sentido compativel com o

__9

de sinal de igualdade. Em 1951, Francis Vieta utilizou o para designar uma

diferenca aritmética. Ja Descartes, em 1638, utilizou-o para designar o sentido de mais

ou menos, hoje representado pelo simbolo “+”. Johann Caramuel empregou o simbolo

C__9

como sinal de separacdo em fragdes decimais, como por exemplo, o que para nds

hoje em dia se expressa como 102,857, ele expressava como 102=857. Georg H.

e

Paricius, em 1706, fez uso dos simbolos, , ., &—,como simbolos gerais para separar

nimeros que ocorrem num processo de resolver problemas aritméticos. Frangois

C__%

Dulaurens, em 1667, e, Samuel Reyher, em 1698 usaram o para designarem linhas

__9%

paralelas. Dessa maneira, o simbolo adquiriu cinco utilizacdes diferentes entre os

escritores do continente europeu (CAJORI, 1993).

__9

Uma possivel razdo para o simbolo ndo se popularizar imediatamente, como

sinal de igualdade, ¢ o fato de ele ter assumido essas diferentes utilizacdes. Nesse

__9

sentido, Cajori (op. cit.) esclarece que o simbolo esteve ameagado de ser descartado
completamente, como sinal de igualdade, em favorecimento de algum outro simbolo

que ndo apresentasse tal desvantagem.
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Voltando para o primeiro aspecto, diversidade de simbolos para igualdade,

Ce__9

observamos que, mesmo depois de Recorde utilizar o simbolo para igualdade,
durante os séculos XVI e XVII ndo houve um consenso a proposito da utilizagdo de um
unico simbolo para igualdade. Isto ¢, paralelamente, os matematicos europeus

utilizavam diferentes simbolos para igualdade (CAJORI, 1993).

Apresentamos em seguida um resumo no qual aparecem alguns dos simbolos
utilizados por distintos matematicos europeus no decorrer dos séculos XVI e XVII. Na
Franca, em 1559, J. Buteo utilizou o simbolo “[” como sinal de igualdade. Na
Alemanha, em 1571, Willhelm Holzmann, também conhecido como Xylander, utilizou
linhas paralelas “ || ” verticais para representar igualdade, na versdo da aritmética da

obra de Diofanto. Ja Leonard e Thomas Digges, em 1579, na Inglaterra, inventaram um

novo simbolo para igualdade “9“@”, que parece ser uma variagdo do simbolo de

Recorde.

No decorrer do século XVII, os matematicos também inventaram diferentes
simbolos para igualdade. Hérigone inventou, em 1634, o simbolo “2|2”, empregando-o
em sua obra Cursus mathematicus. Hérigone também utilizou “3|2” e “2|3” no sentido
de “maior que” e “menor que”, respectivamente. Apesar de esses simbolos
apresentarem uma logica atraente, Hérigone, ciente do potencial das possiveis confusdes

que estes ocasionariam, em outra parte do Cursus mathematicus, acaba utilizando o

simbolo “L1” para expressar igualdade.

O simbolo “X2”, inventado por René Descartes em 1637, aparece em seu

célebre trabalho Géométrie como sinal de igualdade. Ressaltamos que este simbolo teve

uma grande repercussao em sua ¢época. O simbolo “I"1”, que parece uma inversao do
simbolo utilizado por Hérigone, foi utilizado por F. Dulaurens em 1667 na obra
Specimina mathematica. Na obra Mathesis biceps vetus et nova, escrita por Johann
Caramuel em 1670, a igualdade aparece representada pelo simbolo “A”, que indica
uma possivel associacao das duas primeiras letras da palavra latina &qualis que, designa

igualdade.

Na edicao de 1679 do trabalho de Fermat, Varia opera mathematica, o simbolo

“0” parece sugerir o sentido de igualdade, contudo, ele ndo o utiliza em seus
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manuscritos, sendo que nas margens dessa obra aparece o simbolo “{” parecendo

também denotar igualdade (CAJORI, 1993).

C__%

Como vimos, diversos simbolos concorreram com o simbolo para

representar igualdade. Mas, a grande rivalidade pela popularizacdo de um simbolo para

e

o posto de sinal de igualdade foi, na verdade, entre o simbolo proposto por Recorde
e o simbolo “307, utilizado por Descartes em 1637. Sobre o simbolo de igualdade de
Descartes, alguns especulam que ele ¢ uma inversao e alteragdo da combinagao das
primeiras letras da palavra equalis. Uns mais pragmaticos sugerem que, em uma
publicag¢do astrondmica, esse simbolo foi utilizado para representar a palavra Taurus

(CAJORI, 1993).

Em Cajori (ibid, pp. 299-307), discute-se, de maneira pormenorizada, os
aspectos sobre a competitividade dos simbolos para igualdade. Dessa maneira,
adiantamos que ‘““a vitoria final do = sobre 20 parece dever-se, principalmente, a
influéncia de Leibniz, durante o periodo critico no fim do século XVII” (CAJORI,
1993, p. 306). O simbolo de Recorde ¢, assim, adotado universalmente. A situacdo que

acabamos de discutir durou aproximadamente 150 anos.

Sintetizando, ressaltamos que os aspectos historicos que discutimos sobre o sinal

de igualdade nos mostram fatos interessantes de encontros e desencontros entre o

C__9%

simbolo e a igualdade. Se por um lado, a igualdade nem sempre foi representada

__9 9

pelo “=”, por outro, o simbolo jé foi utilizado por diversos matematicos europeus
com finalidades diferentes das comumente associadas ao sinal de igualdade. Outro
aspecto que destacamos diz respeito ao fato de que mesmo quando o sinal de igualdade
foi representado por outros simbolos, até antes do “=" de Recorde, ele ja era utilizado
para indicar o resultado, além de indicar igualdade. Isto quer dizer que, historicamente,
o sinal de igualdade, independente do simbolo que o representava, ja serviu tanto num
sentido relacional, designando igualdade, quanto num sentido operacional, indicando o

resultado de uma operagao.

__%

Por ultimo, realcamos a relevancia que o simbolo como sinal de igualdade,

proposto inicialmente por Recorde, adquiriu no desenvolvimento da Matematica ao

longo dos anos. Hoje em dia, € praticamente estranho pensarmos em Matemadtica sem o

e

simbolo representando a igualdade. Nesse sentido, lembramos que, em 2007, o

CC__9

simbolo completou 450 anos de historia como sinal de igualdade sendo que nesse
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periodo o adquiriu status de um simbolo que ¢ indispensavel, quer seja para a

Matematica, ou para o ensino de Matemadtica, quer seja para outras Ciéncias. Nesses

__9

termos, o simbolo pode ser considerado como um dos principais simbolos

matematicos ja inventados.

2.2 Conceitos matematicos associados ao simbolo “="

Como ja mencionamos na introdugdo desse quadro tedrico, genericamente, uma

e

expressdo que contenha o simbolo ¢ comumente chamada de igualdade, e,

__9

conseqiientemente, o simbolo recebe o nome de sinal de igual ou sinal de
igualdade. Entdo, por extensdo, podemos dizer que uma utilizagdo comum do simbolo
“=" ¢ designar igualdade. Contudo, Freudenthal (1983) explica que, em Matematica, por
causa dos diversos ambitos nos quais se podem considerar um objeto matematico, nao
existe uma unica no¢do de igualdade, sendo a miudo, uma questdo de defini¢do. Por
exemplo, ha ocasides nas quais, coisas que nao sao iguais, como as expressoes 2/3, 4/6,

6/9, etc., passam a ser iguais ao definir-se uma relacdo de equivaléncia que as agrupem

em uma mesma classe de equivaléncia.

Considerando que, em Matematica e no ensino de Matemdtica podemos ter

C__9

diversos tipos de igualdades, ou que o simbolo ¢ também utilizado para designar
outros conceitos como identidade e equivaléncia, indicamos que ndo ¢ suficiente
restringirmos o significado do sinal de igualdade apenas ao conceito de igualdade. Por
essa razdo, consideramos tanto necessario quanto conveniente, discutir alguns aspectos
relativos aos diferentes tipos de igualdades, uma vez que acreditamos que o estudo dos

diferentes tipos de igualdades ajuda a contextualizar os significados do sinal de

igualdade.

2.2.1 Igualdades e tipos de igualdades

Conforme a natureza dos elementos contidos numa igualdade, ¢ possivel

obtermos diferentes tipos de igualdades (FREUDENTHAL, 1983; GODINO e FONT,
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2003). Nessa dire¢do, podemos encontrar na literatura diversos estudos tratando, por
exemplo, de diferentes defini¢des para igualdade; diferentes nog¢des utilizadas, as vezes
como objetos distintos, as vezes como sindnimos de igualdade (por exemplo, igualdade,
equivaléncia e identidade); definicdes de conceitos matematicos como casos
particulares de igualdades, como acontecem, por exemplo, com o conceito de equagao.
Estas consideragcdes sdo importantes por que designam diferentes atributos para o

9

simbolo

Wilhelmi, Godino e Lacasta (2007), por exemplo, explicam que dados dois
nimeros reais, a € b, ndo ha uma forma unica de responder a pergunta: representam a e
b o mesmo numero? As nogdes de igualdades entre dois numeros, a = b, podem, entdo,
serem definidas segundo as relagdes especificas do dominio matematico de referéncia, a
saber, “aritmética, algebra, teoria das fungdes, R como um corpo ordenado, R como
espaco métrico, R como espago topoldgico, andlise e calculo numérico” (p. 3). Dessa

maneira, os autores apresentam oito defini¢des de igualdade:

1. Igualdade como equivaléncia - Defini¢ao aritmética;

2. Igualdade de ordem - Dominio R como um corpo ordenado;

3. Igualdade métrica - Dominio R como espago métrico;

4. Igualdade conectiva - Dominio R como espago topologico;

5. Igualdade algébrica - Definicao algébrica;

6. Igualdade funcional - Teoria das fungdes;

7. Igualdade como processo de passagem ao infinito - Dominio da analise
matematica;

8. Igualdade numérica - Dominio do célculo.

Desse modo, os autores discutem as definicdes de igualdades acima,
distinguindo cada uma delas como um emergente sistema de praticas matematicas
relativas a um determinado campo de problemas, que inclui objetos lingiiisticos, nogdes

e técnicas operatdrias especificas.

No contexto das concepgdes de Algebra da Escola Média, Usiskin (1995) utiliza
em seu trabalho cinco igualdades, todas com os mesmos atributos, no sentido de que

tratam de um produto de dois numeros que ¢ igual a um terceiro.
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A=b.h [1]
20 = 5x [2]
sen x = cos x tan x [3]
1 =n.(l/n) [4]
Y =kx [5]

A primeira, Usiskin (1995) denominou de féormula, a segunda de equagdo, a
terceira de identidade, a quarta de propriedade, e, a Gltima, de fun¢cdo. Em cada uma das
cinco igualdades, ¢ evidente a diferenca respectiva a natureza da utilizagdo das letras e

e

do simbolo )

Godino e Font (2003) num ponto de vista semelhante, reconhecem que ¢
possivel obter diferentes tipos de igualdades, a depender da natureza dos elementos que

CC__9

constituem a expressao (no sentido de niimeros, letras e um simbolo ). Assim, eles
distinguem no contexto da Algebra, trés tipos de igualdades. O primeiro tipo de
igualdade refere-se as expressdes nas quais aparecem variaveis (letras) e a expressao ¢
verdadeira para qualquer valor assumido pelas variaveis. Nesse caso, a igualdade (a+b)
= a’+ b’ + 2ab, por exemplo, é denominada de identidade. Diferentemente, no segundo
tipo, as igualdades sdo verdadeiras apenas para certos valores das variaveis (letras), que
na verdade sdo entendidas como incognitas, tal como a + 3 =7, 0u 5 + x = 12, e as
expressoes sao denominadas de equagdo. O terceiro tipo de igualdade ¢ utilizado para
expressar uma relagdo de dependéncia entre duas ou mais variavel. De tal modo, a

igualdade e = 1/2gt>, é denominada de férmula. Semelhantemente, Usiskin (1995), tal

como mencionamos antes, denominou de formula a igualdade A =b x h.

Ja para Taylor (1910), a igualdade ¢ “a afirmacdo de que duas expressodes
denotam o mesmo numero” (p. 135). Segundo este autor, o nome igualdade ¢ preciso e
descritivo, tal como s3o identidade e equa¢do como nomes de uma igualdade
incondicional e uma igualdade condicional, respectivamente. De outra forma, podemos
dizer que Taylor (1910), distingue dois tipos de igualdades: igualdade condicional,

denominada de equagdo, e igualdade incondicional, denominada de identidade.

Taylor (ibid.) apresenta algumas diferengas caracteristicas entre identidades e
equagdes. Por exemplo, os numeros, em uma equacdo, sdo classificados como

conhecidos e desconhecidos. Numa identidade, os niimeros ndo sdo classificados como
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conhecidos e desconhecidos. Uma equacdao ¢ uma igualdade condicional, ou seja,
mantém-se verdadeira apenas para um nimero limitado de valores das incognitas. Uma
identidade ¢ uma igualdade incondicional, isto ¢, mantém-se verdadeira para todos os
valores de suas letras, ou todos os valores entre certos limites. Uma equagdo ¢é para ser
resolvida, devendo-se encontrar os valores desconhecidos. Uma identidade ¢ para ser
comprovada mostrando que seus membros sdo expressdes idénticas. Na resolugdo de
equacdes utilizamos os principios da equivaléncia. Na comprovagdo de uma identidade
utilizamos os principios das expressdoes idénticas. Por ultimo, as equacdes sdo,
principalmente, uteis na declaracdo e resolucdo de problemas. Identidades, por sua vez,

sdo principalmente uteis na transformagao e solug¢ao de equacdes (TAYLOR, ibid.).

2.2.2 Algumas relagdes entre igualdade, identidade e equivaléncia

Gattegno (1974), na citagdo abaixo, realiza uma distingdo entre os termos

igualdade, identidade e equivaléncia:

(...) identidade é uma espécie muito restritiva de relacdo concernente a
semelhanga real, a igualdade se refere a um atributo que ndo muda, e a
equivaléncia se refere a uma relagcdo mais ampla onde se aceita que para
certos propositos é possivel substituir um item por outro (p. 83).

Em seguida, Gattegno (op. cit.) afirma que a equivaléncia ¢ a relagdo mais

completa e flexivel, sendo, portanto, a mais util.

Molina (2006) também faz uma distingdo dos termos igualdade, identidade e
equivaléncia, para indicar as nogdes que ela utilizard em sua investigacdo. Assim ela

apresenta as seguintes distingodes:

- Igualdade ao modo grafico de relacionar na escritura duas
expressoes ou representagoes que referem a um mesmo objeto matemdatico,
escrevendo entre elas um sinal de igual, assim como a relagdo entre elas. No
contexto da aritmética, ditas expressoes sdo cadeias de numeros ligadas
entre Si por sinais operacionais.

- Egquivaléncia a toda relagdo que cumpra as propriedades
reflexiva, simétrica e transitiva. Em particular, a igualdade é uma relag¢do de
equivaléncia. Especialmente destacamos a relag¢do de equivaléncia definida
para as equagdes, afirmagoes ou formulas, considerando-se equivalentes
quando sdo simultaneamente verdadeiras ou falsas para cada conjunto
admissivel de valores de certos parametros.
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- Identidade as expressoes aritméticas ou algébricas que contém um
sinal de igual e implica em ambos os membros o mesmo objeto, representado
do mesmo modo (p. 115).

Entendemos que a distingdo proposta por Molina (2006) ¢ compativel com a de
Gattegno (1974), particularmente no que diz respeito a identidade como uma nog¢ao

bastante restrita e a equivaléncia como uma relagdo mais ampla.

Prosseguindo, Baruk (1992) estabelece em seu dicionario de Matematica, a

seguinte definicao de igualdade:

Uma igualdade é uma afirmagdo de que os seus dois membros sdo
expressoes de um mesmo objeto, numero, vetor, figura, etc. Se for possivel,
substituindo essas expressées por expressoes equivalentes, transformar a
igualdade em identidade, ela é verdadeira, se ndo, é falsa (BARUK, 1992, p.
398).

Na definicdo proposta por Baruk (1992), podemos observar que a autora
distingue os termos igualdade, identidade e equivaléncia, ficando evidente que as idéias
de equivaléncia e identidade surgem como conseqiiéncias do processo de definir a

nogao de igualdade.

Em diversos outros estudos ndo encontramos, também, uma distingdo explicita
dessas trés nogoes, surgindo entdo, espécies de relagdes entre igualdade, identidade e

equivaléncia.

No campo da Ldgica, por exemplo, Frege explica que duas coisas sdo iguais se
uma delas pode ser substituida por outra sem perda da verdade. Sobre a igualdade
matematica, Frege esclarece que esta ¢ uma forma de identidade, e ndo de igualdade,
pois enuncia uma relacdo entre dois nomes para objetos, ndo entre 0s signos que 0s
designam. Uma igualdade matematica ¢ verdadeira quando os simbolos a ambos os
lados do sinal de igualdade se referem ao mesmo niimero. Assim, conforme Frege, a
igualdade matematica assinala identidade de significado (KENNY, 1997 apud
MOLINA, 2006).

Fregoso (1977), ainda na perspectiva da Logica, define a igualdade entre objetos
como uma relagdo, identificando-a com a nogao de identidade. Por exemplo: dados A e
B dois entes, objetos ou idéias quaisquer, se diz que 4 é igual a B, denotando-se A = B,
se toda propriedade que tenha A, tenha também B e, reciprocamente, toda propriedade
que tenha B, tenha também A. Nesse caso também se diz que 4 é idéntico a B ou que A

¢ o mesmo que B. Em caso contrario, deve-se escrever A # B, e se diz que A ¢ distinto
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de B, A ndo ¢ igual a B, ou, A ¢ diferente de B (FREGOSO, 1977 apud MOLINA,
2006). Dessa maneira, podemos sugerir que as defini¢des citadas por Kenny (1977) e
Fregoso (1977), indicam uma relacdo bastante proxima entre as no¢des de igualdade e

identidade.

Diferentemente, encontramos autores que ao definirem a nocdo de igualdade
parecem relaciona-la diretamente com a nocdo de equivaléncia. Bouvier ¢ George
(2000), por exemplo, definem a igualdade, de maneira genérica, como uma relagdao
binéria que associa simbolos que representam um mesmo objeto matematico, sendo que
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esta relacao, denotada com o simbolo , € reflexiva, simétrica e transitiva, isto €, uma
relacdo de equivaléncia. Diaz (1990), Chavez e Le6n (2003), no ambito da Aritmética e
Garcia (1992), no dominio da Algebra e Aritmética, também consideram a igualdade
como a expressdo de uma relacdo de equivaléncia que se representa pelo sinal de

igualdade (MOLINA, 2006).

Encontramos também na literatura, identidades como tipos especificos de
igualdades. Taylor (1910) denominou de identidade um tipo de igualdade identificada
como incondicional. J4 Fitting & Fitting (1990)*° chamaram de identidade igualdades
dotipo,2.x=x+x,¢, (5§ +x)+y=5+(x+Yy), que sdo afirmadas para dar resultados
verdadeiros sempre que as letras contidas nelas sejam substituidas por qualquer nimero
que escolhamos. Usiskin (1995), por sua vez, também denominou de identidade a

igualdade sen x = cos x tan Xx.

Outra relagdo bastante proxima entre as noc¢des de identidade e igualdade ¢
encontrada em Moreux (1923). Esse autor denominou de identidade a expressao 33 +
10 = 43, justificando “por que ¢ evidente que as quantidades separadas pelo sinal “="
sdo idénticas sob formas diferentes” (p. 9). Ja equacdo, ele definiu como um caso
particular de identidade. Na expressdo 2x + 24 = 78, por exemplo, para que a igualdade
entre ‘2x + 24’ e ‘78’ seja verdadeira, ha a condi¢dao de que ‘x’ tem que ser igual a 27.
Moreux (1923) chama a igualdade 2x + 24 = 78, de identidade condicional. Em outras
palavras, uma identidade na condicdo de ‘x’ igual a 27, pois (2 x 27) + 24 = 78. O autor
explica que “é esta identidade condicional que se denomina equagdo” (ibid., p. 9).

Moreaux (1923) assinala, ainda, que o sinal “=" separa dois membros da equagao:

2 hitp://comet.lehman.cuny.edu/fitting/bookspapers/pdf/unpubbooks/NumbersBook.pdf
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Primeiro membro: 2x + 24,
Segundo membro: 78

E, temos que os dois membros da equagdo sdo iguais, em razao da situagdo que
acabamos de discutir. Na explicagdo de Moreaux (1923), uma equagdo ¢ um caso

particular de uma identidade.

Se compararmos as definicdes de equagdo propostas por Moreaux (1923) e
Taylor (1910), a primeira impressdo ¢ a de que os termos identidade e igualdade estdo
sendo utilizados para uma mesma finalidade, que corresponde a qualificacdo de
equacdo. Entretanto, esclarecemos que enquanto Moreaux (1923) ndo distingue, em
suas consideragdes, os termos identidade e igualdade e estabelece equacdo como um
tipo especifico de identidade, Taylor (1910) distingue-os, estabelecendo que a

identidade, assim como a equagdo, sdo tipos de igualdades.

Dessa maneira, concordamos com a afirmac¢ao de Molina (2006), na qual explica
que, em razdo da diversidade de relagdes que existem entre os termos igualdade,
identidade e equivaléncia, em alguns casos, os termos igualdade e equivaléncia sao
utilizados pelos autores como sindnimos, em outros, igualdade e identidade ¢ que sdo

utilizados como sindnimos.

2.3 Significados do sinal de igualdade

€C__ 9

E dificil olharmos para o simbolo € nao pensarmos imediatamente em
igualdade. Entretanto, o sinal de igualdade apresenta diversos usos sofisticados na
Matematica que fica até complicado compreender, ou mesmo aceitar o seu significado

__9

como igualdade. Dessa maneira, podemos argumentar que o simbolo tem diversos

significados a depender do contexto no qual aparece e da maneira como ele ¢ utilizado.

As possibilidades de discutirmos os diferentes significados do sinal de igualdade
nos contextos aritméticos e algébricos sdo bastante amplas. Por essa razdo, optamos por
escolher quatro contextos, dois aritméticos e dois algébricos, que consideramos chaves

no ensino de Matematica da Educacdo Basica. Os contextos aritméticos sdo as
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operagdes ¢ as igualdades, usualmente representadas por 3 + 4 =" ¢ 3 + 4 = 7°,
respectivamente. Os contextos algébricos correspondem equagdes e fungdes,
representadas comumente por expressdes como x + 5 = 10 e y = 3x + 5,

respectivamente.

Esclarecemos também, que vamos utilizar o termo significado do sinal de
igualdade como algo correspondente as caracteristicas particulares da utilizacdo do

€%

simbolo a depender do contexto no qual ele aparece, e, consequentemente, do
conceito matematico que a expressao representa. Nestes termos, o significado do sinal
de igualdade ndo se confunde, necessariamente, com as concepgdes dos alunos sobre o

_%

sinal de igualdade. Isto ¢, o simbolo pode ter um determinado significado em uma
expressao que representa um contexto particular e os alunos nao reconhecé-lo, podendo
apresentar entdo, outras concepgdes que nao correspondem ao significado particular do
sinal de igualdade naquela expressao. Por exemplo, a literatura demonstra que os alunos

__9

podem demonstrar uma concep¢ao do significado do simbolo como um sinal de
fazer algo (simbolo operador) mesmo em situagdes que este simbolo esta representando
uma relacdo de igualdade ou de equivaléncia, como no caso das igualdades aritméticas e

das equagdes.

__9

2.3.1 O significado do simbolo nas operacgdes aritméticas

__% ZL

No senso comum, podemos dizer que o significado genérico do simbolo ¢
igualdade. Entretanto, o sinal de igualdade em Matematica e no ensino de Matematica,
ao longo dos anos, parece que incorporou uma variedade de outros significados. A
comegar pela maneira que esse simbolo ¢ introduzido nas atividades de Matematica,

podemos dizer que seu significado nao ¢ bem designar igualdade.

Logo cedo, nas séries iniciais do Ensino Fundamental, as criancas comecam a
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estudar a linguagem aritmética, na qual surge o simbolo . Conforme Freudenthal
(1983), a linguagem aritmética ¢ tdo formal que os problemas precisam obedecer a

certas regras, tais como:

7+5=
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¢ admissivel, enquanto que
7+=5
nao é.

Considerando que o ensino de Matematica na primeira etapa do Ensino
Fundamental ¢, quase sempre, centrado no estudo dos niumeros e operagdes aritméticas,

__9

atividades utilizando o simbolo ,comoem 7+ 5=e7—5=, por exemplo, sdo
bastante comuns. Nesse sentido, o sinal de igualdade apresenta um significado
operacional correspondendo a uma acdo a ser realizada ou indicando o lugar no qual se
deve colocar o resultado. De fato, ¢ extensa a literatura que reconhece o significado
operacional (eg. FREUDENTHAL, 1983; BROUSSEAU e ANTIBI, 2000;
VERGNAUD, CORTES e FAVRE-ARTIGUE, 1987; KIERAN, 1981, MOLINA,

2006, CAVALCANTI e CAMARA DOS SANTOS, 2007a; 2007b).

Brousseau e Antibi (2000) explicam que os primeiros usos do simbolo “=" sdo
introduzidos nas séries iniciais e, € comum observar que tanto o raciocinio e o discurso
tratam a igualdade como um procedimento, no qual “o simbolo ‘=" anuncia

simplesmente o resultado de um célculo” (p. 30).

__9

Conforme Freudenthal (1983), em uma operagdo como 4 + 3 =, o simbolo
apresenta um aspecto assimétrico. Um lado ¢ dado e o outro deve ser preenchido. As
operacgdes, por sua vez, sdo lidas, prioritariamente, como tarefas a serem executadas ou
como perguntas. Por exemplo, as perguntas: quanto ¢ 4 + 3 e quanto ¢ 7 — 4?7 As tarefas:
adicione 3 a 4, e, subtraia 4 de 7, muitas vezes sdo resumidas, ou representadas pelas
operacdes 4 + 3 = e 7 — 4 =. Dependendo de como se I€, a entonacdo interrogativa

sugere expectativas como:
— “ap0s a tarefa: a execugao,
— apos a pergunta: a resposta” (FREUDENTHAL, ibid., p. 466).

Jones (2006) explica o significado operacional do sinal de igualdade por meio de
uma analogia entre uma operacao aritmética e um filme. Os numeros, por exemplo, sdo
os atores, os operadores (+,—, X, +) correspondem ao script, e, o sinal de igualdade,

representa o diretor que conduz a agdo, ou, como Jones (ibid.) realca, grita: “Acao!”.



67

De fato, em muitas das atividades envolvendo operagdes aritméticas o sinal de
igualdade ¢ utilizado como comando para executar algo, ou para indicar o local da
resposta. A propria estrutura das operagdes que sdo comumente estudadas nas séries
iniciais reforga essa caracteristica. Os dois exemplos que apresentamos a seguir ilustram

s

o significado operacional do “=”, real¢ando sua utilizagdo como um comando ou

proposta para calcular algo, ou indicando o local onde se deve colocar a resposta.
1. Resolva as operagoes:
a)3+4=

b)8-5=

c)10+2=

d)2x6=

2. Arme e efetue:

a) 2354 +1658=_
b) 4562 -2413 =
c)68450+2 =
d) 3 x 1257 =

O exemplo 1 ilustra uma atividade comum nos estudos iniciais das operagdes
aritméticas, e, muitas vezes, corresponde também a introdu¢do do simbolo “=". Nesse
sentido, podemos dizer que, o proprio enunciado da questdo, resolva as operagdes,

_9

implica um significado do simbolo como um comando, ou melhor, que se deve

resolver algo.

Depois de terem resolvido muitas atividades tais como a ilustrada no exemplo 1,

os alunos vao resolver atividades como a apresentada no exemplo 2. Nesse tipo de

e

atividade, o enunciado, arme e efetue, também sugere associar o a idéia de resolver

algo. Entretanto, ¢ comum que o aluno seja orientado a armar, efetuar e depois voltar
para o item a, por exemplo, e ‘dar a resposta’, ou ‘colocar o resultado’, no caso, 2354

C__9%

+ 1658 = __ 4012, em outras palavras, o indica o lugar da resposta. Esse tipo de

instrucdo prioriza um significado operacional do sinal de igualdade, que, como ja
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mencionamos antes, tem um carater assimétrico, no qual um lado ¢ dado e o outro deve

ser preenchido.

2.3.2 O significado do simbolo “=" em igualdades aritméticas

Dando continuidade ao que foi discutido no item anterior, esclarecemos que, o
que estamos considerando como igualdade aritmética, corresponde a expressao analoga
a uma operagdo aritmética com seu resultado. Por exemplo, as operagdes do exemplo 1

com seus respectivos resultados:

3+4=7
8-5=3
10+2=5
2x6=12

Nesse sentido, Molina (2005) afirma que, durante a aprendizagem da Aritmética,
os estudantes encontram e manejam igualdades numéricas contendo as operacdes
basicas de adi¢do, subtragcdo, multiplicagdo e divisdo. Contudo, estas igualdades
correspondem, em sua maior parte, a igualdades de agdo. Em outras palavras,
igualdades que possuem ao menos um sinal de operagdo (+, —, x, =), €, as operagdes
aparecem expressas em apenas um lado da igualdade, como por exemplo, a igualdade 3
+ 4 = 7. Conforme Molina (ibid), as igualdades que os estudantes comumente
encontram nas séries iniciais apresentam a operacao do lado esquerdo e o resultado do

lado direito.
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O simbolo , nessas igualdades aritméticas (de agdo), ndo esta
necessariamente significando algo a ser realizado, pois ja tem uma resposta, ou seja, ndo
¢ dado um lado e o outro deve ser preenchido, como explica Freudenthal (1983) no que

C__9

se refere as operagdes do tipo 3 + 4 =. Contudo, isso ndo garante que o “=" ndo

apresente um significado operacional nas igualdades aritméticas.
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De fato, se observamos a luz do significado operacional que discutimos no

__9

contexto das operagdes aritméticas, podemos pensar que o indica que algo foi
realizado. Com efeito, em 3 + 4 = 7, o sinal de igualdade ndo significa que uma agao
devera ser realizada como em 3 + 4 =, mas indica que os numeros 3 ¢ 4 foram somados

resultando no nimero 7.
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A idéia de que o indica o lugar do resultado, associado ao significado
operacional, também ¢ valida para as igualdades que apresentam a operacao do lado
direito do sinal de igualdade e o resultado do lado direito. Freudenthal (1973) indica,
nesse sentido, que “a velha e natural interpretacdo de 2 + 7 = 9 ¢: considerando 2,
adicionando 7, o resultado ¢ 9” (p. 301). Contudo, Freudenthal (ibid.) relata que essa
interpretagdo tem sido rejeitada. Assim, 2 + 7 € visto como um numero, €, a exXpressao

total ¢ lida como uma afirma¢do pronunciando que dois nimeros sdo iguais, isto €, o

nimero representado por 2 + 7 € igual ao numero representado por 9.

Em outro texto, Freudenthal (1983) indica que “o sinal de igualdade ¢ entendido
para significar uma identidade” (p. 465), em termos que os seus lados, esquerdo e
direito, correspondem a nomes da mesma coisa. O autor ilustra sua posi¢ao

9

demonstrando que os lados, esquerdo e direito do correspondem a4 mesma coisa
tanto em 7 + 5 = 12 quanto em 12 = 7 + 5. Isso ainda ¢ valido para 7+ 5=5+ 7 ou

também para 12 = 12.

No que se refere ao significado do sinal de igualdade para indicar identidade,

acrescentamos que o National Committee on Mathematical Requirements (NCMR)?'

2,

publicou na revista The Mathematics Teacher™ em 1921, um relatério preliminar™

sobre a utilizagdo dos termos e simbolos na Matematica Elementar. Entre as
consideracdes que o relatorio apresenta sobre simbolos utilizados em Algebra,

destacamos a seguinte parte:

Com respeito a distingdo entre os simbolos = e = como representando
respectivamente identidade e igualdade, o Comité chama a atengdo ao fato
que, enquanto a distingdo é geralmente reconhecida, o uso consistente dos
simbolos ¢é raramente visto na pratica. O Comité recomenda que o simbolo =

21 " . C A .
Comité Nacional de Exigéncias Matematicas;
22 o
O Professor de Matematica;

2o primeiro esbogo desse relatorio foi preparado por um sub-comité constituido por David Eugene
Smith (presidente), W. W. Hart, H. E. Hawkes, E. R. Hedrick e H. E. Slaught. Ele foi revisado pelo
Comité Nacional em uma assembléia realizada nos dias 29 e 30 de dezembro de 1920.
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ndo seja empregado em exames para o proposito de indicar identidade. O
professor, contudo, pode usar ambos os simbolos se desejar NCMR, 1921,
p. 115).

CC__9

Ao que parece, desde a década de 1920, o simbolo j4 era comumente

utilizado, também, para representar identidade. Em outras palavras, mesmo existindo

um simbolo especifico para identidade, no caso, o simbolo =, observamos que o

ce__9

simbolo também incorporou o significado de identidade.

Numa posi¢ao proxima a discutida por Freudenthal (1983), Hafstrom (1961),

9 ¢ L9

explica que, em Matematica, o simbolo ¢ utilizado como uma relagdo do tipo “¢” ou
“¢ igual a”, que deve ser claramente entendida. Nesse sentido, no contexto dos ntimeros
naturais, ele propoe a seguinte defini¢ao:
Se a e b sdo simbolos de numeros naturais, entdo escrevemos a = b se, e
apenas se, a e b sdo simbolos do mesmo numero natural. Se a e b sdo

simbolos de numeros naturais diferentes, escrevemos um # (HAFSTROM,
1961, p. 6).

Dessa maneira, um niumero pode ser propriamente representado por qualquer um
dos diversos simbolos. Por exemplo, 6 + 3,4 + 5, ¢ 0 + 9, todos simbolizam o mesmo
nimero natural, assim como o simbolo 9. Conseqiientemente, quando escrevemos 4 + 5
= 9, estamos utilizando o simbolo de igualdade “=” da mesma forma que usamos
quando escrevemos “Chicago = The windy City” (HAFSTROM, op. cit., p. 6), ou por
exemplo, Recife = a Veneza brasileira. Em ambos os casos, o simbolo ou o nome a
esquerda significa a mesma coisa que o simbolo ou nome a direita do sinal de

igualdade.

Enquanto Freudenthal (1983) indicou que o sinal de igualdade significa

identidade por causa da idéia de que ambos os lados da igualdade correspondem a
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mesma coisa, Hafstrom (1961) associou o simbolo as propriedades Reflexiva,

Simétrica e Transitiva:

1) a = a (Propriedade Reflexiva);
2) a=D>, entdo, b = a (Propriedade Simétrica)

3) a=Dbeb=c, entdo, a = c (Propriedade Transitiva)

Conseqiientemente, Hafstrom (1961) explica que, por causa dessas trés
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propriedades, podemos considerar o como uma relacao de equivaléncia. Hafstrom
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(1961) enfatiza, ainda, outras propriedades relacionadas a igualdade e, também ao
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O axioma da substituicdo, por exemplo, parte do principio de que, se temos a = b, ¢ uma
funcao f(a) existe, entdo, f(a) = f(b). Esse autor explica que, na pratica, ao utilizarmos as
propriedades da igualdade (Reflexiva; Simétrica; e, Transitiva), invocamos esse

‘principio da substitui¢cao’, no qual, temos:
. Se a=b, e f(a) = g(a), entdo, f(a) = g(b).

Em outras palavras, se a = b, entdo, b pode ser substituido no lugar de a em
qualquer expressdo sem modificar o valor dessa expressdo. Contextualizando, a
igualdade 7 + 5 = 12 ¢ uma afirmag¢do verdadeira. Temos também, 8 + 4 = 12. Entao,
podemos, pelo principio da substituicdo, trocar 12 por 8 + 4, obtendo a afirmacao,

também verdadeira, 7 + 5 =8 + 4 (HAFSTROM, 1961).

Se a = b, podemos, também, adicionar ¢ em ambos os lados da igualdade,
conservando-a como verdadeira, e temos, a + ¢ = b + ¢. Assim, podemos dizer que, se 7
+ 5 = 12 é uma afirmagdo verdadeira, entdo, adicionando 3 em ambos os lados,
conservaremos a igualdade como verdadeira, e teremos, ‘7 + 5 + 3 = ‘12> + 3; se
adicionarmos 5 nos dois membros da equacdo, ‘x + 3° = ‘10°, teremos uma outra
equacdo equivalente, pois, o valor da incognita x ndo muda em, ‘x + 3’ +5= ‘10" + 5.
Do mesmo modo, poderiamos ter adicionado — 3 a ambos os membros, ¢ chegariamos a,
x +3 -3 =10 - 3, encontrando em seguida x = 7. Esse tipo de procedimento ¢ bastante

utilizado, por exemplo, na resolug¢do de equacdes.

As consideragdes de Hafstrom (1961) assim como as de Freudenthal (1983),
parecem remeter a idéia de nome para um numero. Essa idéia foi defendida, desde a
década de sessenta, pelo School Mathematics Study Group™* (SMSG). Kieran (1981)
explica que essa idéia foi adotada pela maioria dos livros textos atuais” de Matematica
da Educagio Elementar’®, supondo que, um jovem aprendiz, pode assimilar uma
concepcao de equivaléncia do sinal de igualdade. De acordo com Kieran (ibid.), “‘¢
outro nome para’ ¢ uma relacdo de equivaléncia definida pelos pares de numeros

ordenados [(a, b) R (c,d)sea+b=c+d]” (p. 319).

24 Yo
Grupo de estudo Matematica Escolar.
25 Considerar o os livros textos atuais referentes ao ano de 1981.

26 . \ ~ . . . . .
Quando nos referirmos a Educagdo Elementar estaremos considerando o equivalente as cinco primeiras
séries do Ensino Fundamental.
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Vergnaud (1994), por sua vez, reconhece e distingue as posi¢des de Freudenthal
(1983), referente ao sentido do sinal de igualdade como identidade, e de Hafstrom
(1961) e Kieran (1981) no que concerne ao sentido do sinal de igualdade como
equivaléncia. Assim, Vergnaud (1994) explica que a relacdo de igualdade ¢ uma relagao
simétrica, transitiva e reflexiva e, conseqlientemente, uma relacdo de equivaléncia,
porém, tem uma particularidade suplementar de afirmar que o que esté a direita do sinal

de igualdade ¢ a mesma coisa do que esta a esquerda.

Em outras palavras, uma relacdo de igualdade ndo afirma somente uma
equivaléncia, mas também uma identidade. Vergnaud (ibid.) elucida isso por meio da
analise de um exemplo numérico. Na igualdade 3 + 4 = 7, as propriedades das relagdes

de equivaléncia sdo verdadeiras e utilizaveis:

=

— simétrica 3+4=7 7=3+4

— transitiva 3+4=17 - 3+4=5+2
7=5+2

— reflexiva 7="1
3+4=3+4

Ao mesmo tempo, dizer que na igualdade 3 + 4 = 7 trata-se do mesmo ntimero a
direita e esquerda do sinal de igualdade, significa que a expressdo simbolica 3 + 4
representa 0 mesmo numero que representa o simbolo 7 (VERGNAUD, 1994). Em
outros termos, esclarece ainda esse autor, a igualdade pode ser entendida de duas

maneiras:
- como uma identidade no nivel do niumero representado,

- como uma equivaléncia entre as diferentes representagdes simbolicas deste

numero.

Por conseguinte, a relacdo de igualdade representa, ao mesmo tempo, a
identidade unica de significado e a equivaléncia dos diferentes significantes, ou seja, ela

pode ser entendida nesses dois niveis (VERGNAUD, ibid.).
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2.3.3 O significado do simbolo nas equagoes

Freqiientemente, o conceito de equagao ¢ ensinado no sétimo ano do Ensino
Fundamental, juntamente com a introducao de letras com a finalidade de representarem
valores desconhecidos, recebendo assim, o nome de incdgnitas. E comum também
considerar que, o inicio dos estudos das equagdes, representa a transi¢do da Aritmética

para a Algebra.

Dando seqiiéncia com nossa discussdo, voltamos a acepc¢do indicada por Taylor
(1910) que, partindo da nogdo de igualdade, caracteriza equagdo como uma igualdade
condicional, isto ¢, verdadeira para certos valores desconhecidos. Dessa maneira,
iniclamos com o questionamento de Freudenthal (1983) acerca do significado
operacional do sinal de igualdade em operacdes como 7 + 5 =, no qual ele discute que,
se o sinal de igualdade mostra o lugar do resultado, entdo, qual o sentido do resultado

em7+ =127

C__%

Realmente, o resultado ¢ 5, ao passo que, se depois do vem o resultado,
quem estd ocupando o lugar do resultado ¢ o nimero 12. A idéia de que o sinal de
igualdade indica o lugar da resposta ¢ valida num dominio de situagdes nas quais os

Ce__9

nimeros desconhecidos ndo estdo imediatamente apos o Por exemplo, se
observarmos as expressoes abaixo, podemos perceber que essa idéia ¢ aceitavel para a
expressdo a, pois o lado esquerdo pode ser entendido como uma questdo’’ e o lado

direito como o lugar da resposta, mas ndo para as demais expressoes:

a)3+4=__
b) +4=7
)3+ =7
d)3+4=2+_
e)3+4=__  +5.

*"Na acepcdo de Freudenthal (1983), como discutimos no contexto das operagdes aritméticas.
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Essas expressdes podem ser entendidas como exemplos de igualdades
condicionais, pois, cada uma depende de certo nimero para ser verdadeira. Na
expressao a, esse nimero € 0 7,na b € o0 3, na ¢, o nimero € 4, nad € o 5 e, na expressao
e, o numero desconhecido correspondente € o 2. Se substituirmos os espagos vazios ()
por letras, em particular pelo x, teremos assim, algumas representacdes algébricas

prototipicas de equagdes:

a)3+4=x
b)yx+4=7
c)3+x=7
d)3+4=2+x
e)3+4=x+5.

Dessa forma, o significado operacional do sinal de igualdade tdo utilizado no
estudo da Aritmética das séries iniciais, ndo funciona adequadamente para o estudo das
equagdes, uma vez que, nao ¢ comum que o lado esquerdo represente uma questao € o
lado esquerdo o local da resposta. Brousseau e Antibi (2000) ratificam esse fato quando
apontam que esse significado operacional, comumente caracterizado pela utilizacdo do

Ce_9

simbolo nas séries iniciais para anunciar simplesmente o resultado de um célculo,

tem uma utilizagdo bastante afastada da que se espera mais tarde em Algebra.

Na verdade, esse impasse faz parte de um quadro mais amplo que envolve
aspectos de ruptura e continuidades entre Aritmética e Algebra. Diversos estudos tém
investigado as relacdes que se estabelecem entre esses dois dominios matematicos
(GALLARDO e ROJANO, 1988; FILLOY e ROJANO, 1989; DA ROCHA FALCAO,
1992; LINS e GIMENEZ, 1997; VERGNAUD, CORTES e FAVRE-ARTIGUE, 1987,
HERSCOVICS e LINCHEVSKI, 1994; LINCHEVSKI e HERSCOVICS, 1996).

Gallardo e Rojano (1988) e Filloy e Rojano (1989) discutem a demarcagao entre
Aritmética e Algebra em termos da utilizagio de incognitas em ambos os lados da
igualdade, ou, mais precisamente, da equagdo, surgindo o termo “didactic cut™®. Ja

Herscovics e Lichenvski (1994) e Lichenvski e Herscovics (1996) defendem essa

28 4L
Corte didatico;
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distingdo em termos da falta de habilidade do estudante ao operar com ou sobre
incognitas, denominando essa falta de habilidade de “cognitive gap ™. A maioria das
pesquisas que citamos no paragrafo anterior sugere o significado do sinal de igualdade,

entre as rupturas e/ou diferencas mais evidentes entre Aritmética e Algebra.

Se ndo ha uma precisdo consensual sobre 0 momento particular da demarcagao
entre Aritmética e Algebra, podemos ao menos argumentar que a literatura apresenta
certo consenso em considerar o conceito de equagdo como um marco importante para
apontar uma possivel demarcagdo. O conceito de equagdes também €, por conseguinte,
tema central nas discussdes acerca dos aspectos de rupturas entre Aritmética e Algebra.
Verdadeiramente, ¢ ampla a literatura dos ultimos trinta anos sobre o conceito de
equagao ou sobre o sinal de igualdade que reconhece, em linhas gerais, que existe no
conceito de equacdes o aspecto de mudanca de significado ou mesmo ruptura do
significado operacional do sinal de igualdade, comumente associado ao campo
aritmético (e.g. HERSCOVICS e KIERAN, 1980; KIERAN, 1981; 1992; FUSON,
1992; GODINO e FONT, 2003; WARREN e COOPER, 2005; GODFREY e
THOMAS; 2004; McNEIL e ALIBALI, 2005; McNEIL et. al., 2006;).

Rastreando o significado do sinal de igualdade no contexto das equagdes,
podemos argumentar que este remete a propria finalidade de Recorde ao introduzir o

9

simbolo como sinal de igualdade. Como abordamos no topico atinente a histdria do

e

sinal de igualdade, a primeira utilizagdo do simbolo como sinal de igualdade surgiu

num livro de Algebra escrito por Robert Recorde em 1557. Mais especificamente,

__9

Recorde utilizou o simbolo no capitulo referente a resolu¢do de equagdes algébricas
com o intento de facilitar o processo de transformagdo/simplificagdo das equagdes,
evitando assim a tediosa repeticio da expressdo “is equalles t0”*° (RECORDE, 1557;

HEEFFER, 2004; 2007).

Conforme Heeffer (2007), o processo de transformagdo e simplificacdo as
equacdes envolvia as operagdes combinatorias que sdo possiveis em uma equacao,
quando se trata de sua resolug¢do. Essas operacdes incluem: a adi¢do ou subtragdo dos
termos homogéneos dos dois lados da equacdo, a divisdo ou multiplicacdo de uma

equagao por uma constante (introduzido por Cardano) e, a adi¢ao ou subtragdo de duas

29 ..
Lacuna cognitiva;
30 & .
E igual a.
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equagdes (introduzido por Buteo). Heeffer (op. cit.) afirma, nesses termos, que o “sinal

de igualdade simboliza a equacao” (p. 17).

A perspectiva subjacente a essas consideracdes de Heeffer (2007) parece
concordar com o sentido de equivaléncia proposto por Gattegno (1974), segundo o qual
distingue equivaléncia como uma relagdo na qual ¢ aceitavel, para certos propositos, a
substitui¢ao de um item por outro. A equivaléncia assume, entdo, o principal significado
do sinal de igualdade no contexto das equagdes. Nessa direcao, o sinal de igualdade ao
invés de apresentar uma caracteristica unidirecional e assimétrica, deve apresentar uma
caracteristica bidirecional e simétrica; ao invés de apresentar uma utilizagdo

operacional, precisa ser utilizado como uma relagdo de equivaléncia.

2.3.4 O significado do simbolo “=" nas fungdes

O conceito de fungdo, assim como o de equagdo, ¢ um dos principais na Algebra
Escolar. Freqiientemente, ele é formalmente introduzido na 9° ano do Ensino
Fundamental, e uma boa parte do primeiro do Ensino Médio ¢ destinada ao ensino desse

conceito.

Conforme Meira (1997), fungdes sao comumente definidas como uma “relagdo
especial entre dois conjuntos” (p. 63). De fato, Freudenthal (1983) reconhece que, uma
relacdo f, por exemplo, “¢ uma funcdo de A em B se para todo a € A existe exatamente
um elemento b € B tal que a, b € f* (p. 497). Entretanto, o proprio Freudenthal (ibid.)
demonstra uma perspectiva alternativa, na qual as fun¢des sdao definidas em termos de
uma dependéncia causal entre variaveis. Em outras palavras, as fungdes podem ser
entendidas, como um ato que transforma cada elemento de A em um elemento de B

(FREUDENTHAL, 1983; MEIRA, 1997).

A definicdo de fungdo enquanto relacdo enfatiza a existéncia de
correspondéncias entre conjuntos, sugerindo uma compreensao estdtica de fungdes. Ja a
outra defini¢do de fungdes, apresenta, mais adequadamente, as propriedades dindmicas
da dependéncia entre variaveis, no sentido de que as transformacdes aplicadas na

varidvel independente provocam mudancas na variavel dependente (MEIRA, 1997).
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No que diz respeito a representacao da relacdo entre as variaveis dependente e
independente, no conceito de fung¢do, Meira (ibid.) explica que, formalmente,
consideram-se trés sistemas simbolicos distintos. O primeiro corresponde a tabelas
contendo listas de pares ordenados que satisfacam a dependéncia; o segundo refere-se
aos graficos da funcdo no plano cartesiano, ou diagramas de setas que estabelecem
relacdes entre conjuntos; € o ultimo, concerne as equacdes em duas variaveis,
comumente representadas por y = ax + b, onde a indica uma constante de

proporcionalidade e » uma constante aditiva.

Tomando como base a igualdade y = 3x + 5 como uma maneira de representar o
conceito de funcdo afim e considerando a idéia de que ambos os lados da igualdade
representam a mesma coisa, podemos levantar o seguinte questionamento: ¢ adequada,
no contexto das fungdes, a afirmacdo de que y e 3x + 5 sdo nomes para a mesma coisa,
ou para o mesmo numero? De fato, Freudenthal (1983) e Hafstrom (1961) utilizaram a
afirmacdo vernacula nomes para a mesma coisa, assim como o School Mathematics
Study Group defendeu a idéia nomes para o mesmo numero como qualidades

associadas aos lados de uma igualdade.

E importante ressaltar que Freudenthal (1983), assim como Hafstrom (1961)
utilizaram esta afirmac¢do no ambito das igualdades aritméticas, como por exemplo, 3 +
4=70u3+4=5+2. Assim, Freudenthal (1983) também alertou que esta férmula,
nomes para a mesma coisa, ndo corresponde a diversas outras expressdes contendo o

ce__9

simbolo . Por exemplo, se em x + 4 = 10, podemos dizer que ‘x + 4’ ¢ a mesma
coisa que ‘10’, ou s@o nomes diferentes para a mesma coisa, estamos admitindo que ‘1
+ 4 ="°10"; 2+ 4 = ‘10’ etc., em sua maior parte, afirmagdes falsas, com exce¢ao
para X = 6 que, satisfaz em ‘x + 4’ = ‘10, a formula ‘nomes diferentes para a mesma
coisa’. Essa afirmacao vernacula ¢ igualmente falsa para o conceito de fungdo, uma vez

que, ¢ absurdo dizer que, em y = ax + b, temos ‘y’ e ‘ax + b’ como ‘nomes diferentes

para a mesma coisa’.

e

Ponte (2006), por sua vez, aponta que o simbolo numa funcgao, tal como y =

k.x, ndo estd indicando algo que seja para resolver ou calcular. Nesse sentido, nosso
interesse no momento ¢ discutir o significado do sinal de igualdade no contexto das
funcdes, e, para tal, achamos conveniente observar, de maneira articulada, o uso do

e

simbolo e a idéia de dependéncia entre varidveis. As caracteristicas particulares
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desta articulacdo sugerem, entdo, que o sinal de igualdade seja utilizado como um
simbolo que indica uma relacdo funcional (GODINO e FONT, 2003; MOLINA, 2006)
ou uma igualdade funcional (ROJANO, 2002). Nesse sentido, entendemos que o

_9

atributo mais adequado do simbolo no contexto das fungdes € indicar uma relagao
dinamica que implica na idéia de dependéncia causal entre as variaveis dependente e

independente.
2.3.5 Outras utilizagdes e significados do sinal de igualdade

A literatura reconhece uma variedade de outros usos e significados do sinal de
igualdade. Como o proposito de nossa pesquisa nao depende necessariamente de uma
discussdo em profundidade desta questdo, citaremos apenas alguns destes significados a

titulo de ilustracao.

Anglada (2000 apud MOLINA, 2006), identificou, a partir de um estudo em
livros didaticos do terceiro ciclo da Educagdo Priméaria e primeiro ciclo da Educagdo
Secundaria da Espanha, varios usos do sinal de igualdade, entre os quais destacamos a

utilizagdo do sinal de igualdade para: relacionar duas expressdes que representam um

, 1 . :
mesmo numero como —= 0,5; conectar duas notacdes alternativas, como por exemplo

7 . a4 2 ~ .
em §= 7 + 5; designar equivaléncia EZ E; conectar expressoes verbais com sua

traducdo numérica, tal como, 20% de 4000 = 4000 x 127%; definir um objeto

matematico, como em 5° = 1; relacionar quantidades adjetivas por meio de unidades de
medidas (ex.: 100 cm = 1 m); designar um objeto (ex.: area do retdngulo = a.b), que
Usiskin (1995), por exemplo, denominou de férmula; associar a um objeto uma

quantidade adjetiva (ex.: A =30 m?).
Molina (2006) reconhece outros significados do sinal de igualdade, entre eles,
indicador de uma aproximacao (ex.: %: 0,333), assinalagdo de um valor numérico (ex.:

x = 4), significado impreciso como indicador de certa correspondéncia nao
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necessariamente matematica (ex.: uma bicicleta = 358; Tom = 13 anos ou idade de Tom
= 13 anos). Outros exemplos desta utilizagdo imprecisa do sinal de igualdade podem ser

ilustrados nas figuras abaixo:

Figura 05 —uso impreciso do sinal de igualdade (CAPENTER, FRANKE e LEVI, 2003;
MOLINA, 2006, p. 146)

L-&}"’Mmf‘u@ W L’..a-:'f'.iﬁu}ef = 0 ¥,

O — G KR NI
SR — D A o

5 48 W
5 48 we ﬁg

Figura 06 —uso do simbolo “=" em livro didatico da Educacao
Primaria (MOLINA, 2006, p. 147).

Freudenthal (1983) também reconhece outras utilizagdes do sinal de igualdade.
Ele explica que, devido ao automatismo das regras associadas as transformagdes em
Algebra, o sinal de igualdade ¢ utilizado de maneira assimétrica e unilateral voltado
para uma reducdo, como por exemplo, em (a + b).(a — b) = . O autor discute, ainda, que
este padrao, de buscar a redugdo, ndo acontece apenas em expressoes algébricas, mas
também, na ordem de resolucao de equacgdes. Isto fica evidente na seguinte seqiiéncia de

passos na resolugio da equacio x> — 3x + 2 = 0:
x> —3x+2=0,

x> -2 3)(-|-2+2— 2 =0,
2 4 4
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3, 1
X——)—-—=0,
<=2V =7

3o, 1
X— =) =—,
(x=2)r=7

3 1 1
X——=—ou— —,

2 2 2

X = % =2 ou 1 (FREUDENTHAL, 1983, p. 482). O mesmo ¢ valido para o problema

. . 2 2 , . -~ . . L
de simplificar a” — 3ab + 2b”, onde os varios passos sdo justificados por sinais de

igualdade:

a’—3ab+2b° =

3 3 3
=a’-2. Zab+(=b)’+2b°—(=b)’=
a ;b () (5D

—a- bR (Lpp=
=@=-3b"=(7b)

3,1 3.1
=(@@a-2b+-b).(a-~b-—b)=
@=2b+20b).(a=-b=-2b)

= (a—b) . (a — 2b). Neste caso, como o que permanece igual em varios passos nao ¢
numérico, mas um valor considerado como verdadeiro, assim poderia ter sido utilizado,
ao invés do “=”, o simbolo < (FREUDENTHAL, op. cit.). Nos dois exemplos, o

__9

simbolo pode ser entendido também em termos de conectar (link entre os passos da

resolugao).

Por tultimo, em relagdo a outros significados do sinal de igualdade, ainda
podemos levantar a hipotese que, em razao da maneira como a Matematica ¢ geralmente
ensinada, o sinal de igualdade ¢ utilizado como simbolo que serve para separar ou unir,
por exemplo: em uma equagdo, a incognita e seu valor (ex.: X = 2) ou o primeiro
membro e o segundo membro (ex.: 2x + 2 = 10 + 8); em uma igualdade aritmética, a
operagdo e seu resultado (ex.: 5 + 7 = 12); em uma fungdo, a variavel dependente, da

variavel independente (ex.: y = ax + b).
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2.4 Os significados do sinal de igualdade na perspectiva dos alunos (concepg¢oes)

Nos topicos anteriores, estudamos alguns aspectos historicos, matematicos e
didaticos que dizem respeito ao simbolo “=". Neste topico, o tema central corresponde
aos significados do sinal de igualdade na perspectiva dos alunos. Dessa maneira,
iniciamos ressaltando que nos Ultimos 30 anos, o interesse pelas concepg¢des dos alunos
sobre o sinal de igualdade ¢ freqlientemente expresso em diversas pesquisas, tanto no

campo da Aritmética quanto da Algebra.

Analisando alguns aspectos destes estudos, ¢ possivel distinguirmos dois focos.
Um referente ao estudo das concepcdes dos alunos sobre o significado do sinal de
igualdade como objeto de estudo central (e.g. BEHR, ERLWANGER e NICHOLS,
1976; 1980; KIERAN, 1981; BAROODY e GINSBURG, 1983; SAENZ-LUDLOW ¢
WALGAMUTH, 1998; JONES e PRATT, 2005; JONES, 2006; KNUTH et. al., 2006;
SEO e GINSBURG, 2003; CAMICI et. al. 2002; FREIMAN e LEE, 2004; THEIS,
2003; MOLINA, 2005; 2006; OKSUZ, 2007; CAVALCANTI ¢ CAMARA DOS
SANTOS, 2007a; 2007b), e outro, referente a estudos diversos (concepcdes de
equagdes, transicdo aritmética-algebra, dificuldades da Algebra Inicial (Early Algebra),
desenvolvimento do pensamento relacional, etc.) que fazem referéncia as concepgdes do
sinal de igualdade (eg. GRUGEON, 2000; FARMAKI, KLAOUDATOS e VERIKIOS,
2005; WARREN e COOPER, 2005; MEDINA, 1999; MCNEIL, 2004; LINS LESSA,
1996; BRITO LIMA, 1996).

No presente topico discutiremos, entdo, algumas pesquisas que investigaram os
significados do sinal de igualdade na perspectiva dos alunos. Entendemos assim, que a
compreensao dos alunos, ou sua interpretacdo sobre o significado do sinal de igualdade,
sdo compativeis ao que estamos considerando como concepg¢des dos alunos sobre o

sinal de igualdade.

Podemos argumentar que este interesse pelas concepc¢des dos alunos sobre o
sinal de igualdade justifica a hipotese de que nem sempre os alunos compreendem o
significado do simbolo “=" de maneira satisfatdria no contexto no qual ele aparece. A

partir deste fato, varias pesquisas tém relatado, entre outras coisas, concepgoes erroneas
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sobre o significado do sinal de igualdade no campo aritmético, mas, sobretudo, no

campo algébrico.

Reconhecemos o quanto ¢ ampla a literatura sobre o sinal de igualdade na
perspectiva dos alunos. Sendo assim, varias pesquisas foram realizadas nestes trinta
anos em diversos paises, com diferentes séries e finalidades. Assim, optamos por
organizar o presente estudo sobre os significados do sinal de igualdade na perspectiva
dos alunos em quatro partes: na primeira parte discutiremos os estudos realizados com
alunos na etapa inicial do Ensino Fundamental (1° ao 5° ano); na segunda parte, aqueles
referentes a segunda etapa do Ensino Fundamental (6° ao 9° ano); na terceira etapa,
vamos considerar outras pesquisas que investigaram o sinal de igualdade em séries tanto
do Ensino Fundamental I quanto do II, de nivel superior (poés-médio, como curso
técnico ou graduagdo) e pos-graduacdo. Por fim, a quarta parte ¢ uma breve sintese

sobre as idéias principais que emergiram deste estudo.

2.4.1 Estudos com alunos nas séries do Ensino Fundamental |

Nas séries iniciais, o foco de ensino ¢ a Aritmética. Os contextos nos quais os
alunos comumente utilizam o simbolo “=" sdo as operagdes aritméticas (ex. 3 +4=_ )
e as igualdades aritméticas (ex. 3 + 4 = 7). Na década de setenta, especificamente em
1976, gostariamos de ressaltar duas investigacdes sobre a compreensdo de criangas

€%

jovens sobre o simbolo e o conceito de igualdade. Uma das investigacdes foi
realizada por Behr, Erlwanger e Nichols (1980) e a outra por Denmark, Barco ¢ Voran
(1976). Enquanto a investigagdo de Behr, Erlwanger e Nichols (1980) procurou
diagnosticar como as criangas compreendiam o sinal de igualdade, a investiga¢do de
Denmark, Barco e Voran (1976) organizou um ensino experimental para auxiliar no

_9

desenvolvimento da compreensdao do conceito de igualdade e do simbolo como

simbolo relacional.

Behr, Erlwanger e Nichols (1980) realizaram entrevistas com criangas de seis a
doze anos de idade com a finalidade de investigar se estas criangas consideravam o sinal
de igualdade em termos de operagdo ou de relagdo. Assim, os autores explicam que

_9

como um simbolo operador, o simbolo seria um “sinal de fazer algo” (p. 15). Como
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simbolo relacional, o implicaria em uma ‘“comparag¢ao dos dois membros de uma

sentenca de igualdade” (p. 15).

Antes de falarmos sobre os resultados esclarecemos que, Behr, Erlwanger e
Nichols (1980) realizam algumas distingdes referentes as expressdes contendo o
simbolo “=". Num primeiro momento os autores informam que a maioria dos trabalhos
das criangas com idades entre seis e sete anos ¢ baseada em expressdes numéricas
abertas. Por exemplo, na aprendizagem dos fatos basicos da adicdo, espera-se que as
criangas resolvam operagdes como 3 + 4 = []. Na mesma dire¢do, Freudenthal (1983)
esclarece que operacdes aritméticas, nas quais, um lado ¢ dado e o outro deve ser
preenchido, sdo compreendidas e lidas, prioritariamente, como tarefas a serem
executadas ou como perguntas. Assim, a operagdo 3 + 4 = poderia ser entendida como
uma tarefa tal como, adicione quatro a trés, ou lida de maneira interrogativa como,

quanto € 3 +47?

Num segundo momento, Behr, Erlwanger e Nichols (1980) distinguem as

e

expressoes contendo o simbolo como sentengas de acdo ou ndo agdo. As sentengas
de agdo sdo aquelas que apresentam sinais de operagao apenas em um lado do sinal de
igualdade como, por exemplo, as igualdades 2 +3 =5¢ 5 =2 + 3. As sentengas de ndo

__9

acdo sdo aquelas que apresentam sinais de operacdo em ambos os lados do ou ndo
apresentam sinais de operacdo em nenhum dos lados da igualdade. Nesse sentido os
autores explicam que sentengas sem sinal de operagdo (3 = 3) ou mais que um sinal de
operagdo (3 + 1 =1 + 2) ndo sugerem a¢do, mas antes requerem um julgamento do tipo,

verdadeiro/falso.

Os resultados obtidos nas entrevistas demonstraram que as criangas consideram

9

0 como um sinal de fazer algo (p. 15). Behr, Erlwanger e Nichols (1980) explicam
que quando as criangas observaram operagdes aritméticas do tipo a + b = [, tal como 3
+ 4 = [, percebiam-na como um estimulo ao calculo no qual a resposta seria colocada

na caixinha.

Em operagdes do tipo [] = a + b, tal como [] = 4 + 5 destacamos que alguns
alunos reagiam afirmando que estava para tras (isto ¢, ao contrario) e acabavam re-
escrevendo para 5 + 4 =[], ou [1 + 4 = 5. Outros alunos, por exemplo, dadas as
operacbes =1+2e =345, escreveram 3 =1+ 2 e 8§ =3+ 5. No entanto, a maior

parte dos alunos invertiam a leitura para “dois mais um igual a trés” e “cinco mais trés
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igual a oito” (p. 14). Quando Behr, Erlwanger e Nichols (1980) questionaram as
criangas sobre 3 = 5 ou 3 = 3, elas apresentaram respostas tipicas, como a de Eve, de
seis anos de idade, que ndo aceitou a igualdade 3 = 5 e modificou-a para 3 + 2 = 5,
enquanto que para 3 = 3 ela modificou para 0 + 3 = 3. Shoecraft (1989) também
reconhece que muitos alunos freqiientemente alteram expressoes do tipo 8§ = 3 + 5 para

3+5=8eb6=6para6+0=06.

€%

Em relagdo as igualdades com sinais de mais nos dois lados do simbolo , as
reagdes nas respostas indicaram que as criangas esperam que depois do sinal de
igualdade venha uma resposta. Por exemplo, quando o entrevistador apresentou a
igualdade 2 + 3 =3 + 2 a uma crianca de seis anos de idade reagiu modificando para 2 +
3 =5. Quando lhe colocaram a igualdade 1 + 5=5+ 1 elamudouparal +5=1+5¢
depois para 1 + 5 =1 + 5 =, afirmando que “uma resposta devera ser escrita no lado

direito do segundo sinal de igualdade” (BEHR, ERLWANGER e NICHOLS, ibid., p.
15).

Outros pesquisadores, entre eles, Denmark, Barco ¢ Voran (1976), também
observaram em suas pesquisas as dificuldades dos alunos em aceitarem o significado

__9

relacional do simbolo em expressdes com operagdes nos dois lados do sinal de
igualdade. Segundo Denmark, Barco e Voran (1976), quando ha operacdes dos dois
lados da igualdade, freqiientemente os alunos consideram-nas como dois problemas
separados. Na mesma dire¢ao, Shoecraft (1989) aponta que muitos dos alunos tendem a
re-escrever a expressao 2 +7=4+5S5para2+7=9,4+5=9catépara2 +7+4+ 5=
18. Nesse caso, os alunos parecem sentir a necessidade de obter o esquema operagao =

resposta, no qual o sinal de igualdade ¢ sempre seguido por uma resposta.

Em linhas gerais, as criangas ndo aceitaram igualdades de ndo acdo
modificando-as para igualdades de acdo, considerando que depois do sinal de igualdade

vem o resultado. Neste sentido, Behr, Erlwanger e Nichols (1980) concluiram que além
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das criangas considerarem o como um sinal de fazer algo, existe uma forte

9

tendéncia, verificada em todas as criangas, na qual o simbolo ¢ aceitavel apenas nos

casos em que um, ou mais, sinais de operagdes (+, — , X, +) o precede. Assim, as
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criangas aceitariam o simbolo em expressoes como, 3 +4 =; 5+ 8 —3 + 2 = mas

nao em expressoes como 3 =3 ou7 =3 +4.
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A ndo aceitacdo de mais de um nimero apos o sinal de igualdade, como foi
discutido no estudo Behr, Erlwanger e Nichols (1980), pode ser associada ao que Collis
(1974) referiu como uma limitacdo em relagdo a aceitagdo da falta de fechamento.
Segundo Collis (ibid.), as criangas com idades entre 6 ¢ 10 anos de idade esperam que,
por exemplo, dois niimeros conectados por um sinal de operacao (4 + 5) seja trocado
por um terceiro nimero (9). Em outras palavras, estas criancas ndo aceitam uma
igualdade como 4 + 5 = 6 + 3 e de tal maneira algumas até a reescreveram como 4 + 5 =
9, pois necessitam ver ap6s o sinal de igualdade um unico nimero como resultado da

e

operacdo entre os numeros do lado esquerdo do . Na perspectiva deste autor, as
criancas com idades entre dez e treze anos estariam em uma fase de transi¢do para uma
compreensdo matematica mais abstrata e s6 apos os treze anos de idade ¢ que eles

poderiam aceitar o sinal de igualdade como um simbolo de equivaléncia.

O estudo de Denmark, Barco e Voran (1976) consistiu num ensino experimental
para um grupo de alunos da 1* série, com foco no conceito de igualdade. Assim, os
autores organizaram atividades nas quais utilizaram a idéia do equilibrio das balancas
para permitir que os alunos representassem e respondessem diferentes operagdes de
adicdo e subtragdo. Esta experiéncia permitiu que os alunos adquirissem certa

e

flexibilidade na aceitacdo do uso do como simbolo relacional em uma variedade de
situagdes, como por exemplo,3=3,3+2=4+1,5=4+ 1, porém, em outras situacoes
prevalecia ainda uma concepc¢do operacional. Numa primeira andlise, poderiamos
discorrer que este estudo de Denmark, Barco e Voran (1976) contraria o estudo de
Collis (1974), pois foi possivel verificar que as criancas da 1? série passaram a aceitar o

“="em expressoes como 5 =4 + 1, apos dois meses de instrugao.

No entanto, Denmark, Barco e Voran (1976) apontam que a primeira concepgao
do sinal de igualdade nao foi relacional, mas sim operacional. Na verdade, Os autores
ainda explicam que os dados obtidos na execucdo deste experimento ndo possibilitam
argumentar conjecturas conclusivas de que, estudantes da primeira série apos passarem

e

por experiéncias de ensino nas quais encontre o simbolo em diversos tipos de
expressoes, adquiram uma conceptualizacdo da igualdade como uma relagdo de

equivaléncia.

Baroody e Ginsburg (1983) também realizaram um estudo investigando os

efeitos da instrucdo sobre a compreensdo das criancas sobre o sinal de igualdade. Os
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autores explicam que uma igualdade do tipo ‘a + b = ¢’ pode representar uma
combinagdo de dois niimeros para obtencdo de um terceiro. Analogamente, uma
igualdade do tipo ‘a = b + ¢’ pode indicar uma decomposi¢do de um nimero em dois
numeros diferentes. Entretanto, Baroody e Ginsburg (idid.) explicam que

psicologicamente, o simbolo “=" nao ¢ facilmente separado da visao operacional.

Neste estudo, Baroody e Ginsburg (ibid.) avaliaram a compreensdo do sinal de
igualdade de trés grupos de alunos da primeira, segunda e terceira série da escola
primaria, que haviam recebido instrucdo baseada num curriculo matematico
denominado Wynroth. Neste curriculo, o sinal de igualdade era definido como uma

expressdo de equivaléncia numérica, ou seja, no sentido de ‘o mesmo numero que’.

Apbs o periodo de desenvolvimento do curriculo (aproximadamente sete meses),
Baroody e Ginsburg (1983) entrevistaram os alunos individualmente sobre a veracidade
ou ndo de sentengas numéricas de a¢ao e de ndo acdo, assim como se a forma das
sentencas lhes era familiares ou ndo. Os resultados demonstraram que a instrugdo
obteve certo éxito no que diz respeito ao desenvolvimento da compreensdo do sinal de
igualdade como simbolo relacional. Outro ponto evidenciado ¢ que, parte dos alunos

__9

que demonstraram tal compreensdo do “=", em varias ocasides fizeram isto de maneira
incoerente, sendo observado maior coeréncia entre alunos da primeira série. Os autores
explicam que a vantagem dos alunos da primeira série em relacdo aos alunos das demais
séries, foi influenciada pelo ensino que os alunos da segunda e terceira série haviam
recebido, por exemplo, nas séries anteriores ao periodo de instrugdo, pois nestas séries,

o curriculo ndo teria sido 0 mesmo.

Saenz-Ludlow e Walgamuth (1998) também analisaram a interpretagdo de
igualdade e do sinal de igualdade de uma turma de alunos da 3% série que participaram
de um ensino experimental baseado no sécio-construtivismo. Elas verificaram que os
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alunos inicialmente interpretaram o como um comando para a realizacdo de uma
operagdo aritmética e que foi menos natural para eles interpretd-lo como um simbolo
relacional para comparar duas quantidades. Segundo estas pesquisadoras, as criancas
tém dificuldades em desligarem-se de sua concepg¢do inicial de operador, e ainda
defendem seu ponto de vista de maneira insistente. O segundo corresponde aos

numMerosos regressos para a antiga concepg¢ao do sinal de igualdade ao longo de toda a
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seqliéncia. Por fim, o terceiro corresponde ao fato de que dois dos trés participantes

tiveram tendéncias a voltarem para uma concepcao operacional do sinal de igualdade.

Mais recentemente, Theis (2003) realizou um estudo com a finalidade de
descrever o processo de compreensdo do sinal de igualdade de trés alunos do primeiro
ano do primdrio. Segundo este autor, durante o primeiro ano primario, a maior parte dos
alunos tem dificuldades em compreender adequadamente o simbolo “=".
Conseqlientemente, muitos alunos ndo reconhecem este simbolo como um indicador de
uma relagdo de igualdade ou equivaléncia, mas sim como um operador ap6s o qual ¢
necessario que se escreva uma resposta. Este fato seria reforcado pela utilizagdo
predominante nos livros escolares, de expressdes do tipo ‘a + b =  ’. Theis (ibid.)
indica que duas dificuldades principais podem ser geradas por esse motivo: a primeira
corresponde a ndo aceitagdo freqliente das igualdades ndo convencionais, e a segunda
refere-se a falta de condigdes dos alunos para completarem corretamente expressoes que

b

nao correspondem a estrutura ‘a+b=_".

Em linhas gerais Theis (2003) aplicou um pré-teste para recolher, inicialmente,

€%

dados referentes as compreensdes de onze criangas sobre o e, posteriormente,
selecionar trés participantes. Apds a escolha dos trés participantes foi realizado um
ensino individualizado dentro de um quadro de experimentacdo didatica. Theis (ibid.)
esclarece que as atividades apoiaram-se no modelo de andlise conceptual das relagdes
de equivaléncia e igualdade de Bergeron e Herscovics (1988). Ainda, no que se refere a
elaboragdo das atividades de ensino, Theis (2003) tentou estabelecer relagdes entre a
escrita matematica e a representagdo concreta. No final, foi realizado um pos-teste

semelhante ao pré-teste para verificar a extensdo das aprendizagens realizadas pelos trés

participantes.

Entre os aspectos mais importantes constatados na pesquisa de Theis (2003)
destacamos os referentes aos erros das criangcas no inicio da aprendizagem do
significado do sinal de igualdade e as possibilidades das criangas de primeiro ano
correspondentes ao progresso de suas aprendizagens sobre o sinal de igualdade como

uma relacdo de equivaléncia.

Com o pré-teste, foi verificado que a concepg¢do operacional do sinal de
igualdade foi generalizada. Tal constatacdo segundo Theis (op. cit.), ndo surpreendeu

uma vez que todos os pesquisadores que investigaram o sinal de igualdade chegaram a
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conclusdes similares. Além disso, o autor acrescenta que este fendmeno nado se limita ao
inicio das aprendizagens dos nimeros e das operacdes, mas prolonga-se além da escola
priméaria. De inicio, esta concep¢do exerceu grande influencia nos alunos quando estes
foram trabalhar com expressdes ndo convencionais. Com exce¢do da estrutura ndo
convencional ‘a = a’, todos os alunos rejeitaram igualdades que nao correspondessem a
estrutura ‘a + b = ¢’. Dificuldades andlogas ja foram anteriormente demonstradas nos

estudos que discutimos anteriormente.

e

No entanto, Theis (2003) verificou que certas criancas também aceitam o
como indicador de uma relagdo em estruturas do tipo ‘a = a’, semelhantemente ao que ja
foi evidenciado em outros estudos como os de Labinowicz (1985) e de Daneau et. al.
(2000). Nesse sentido, Theis (2003) argumenta partindo da hipotese de que este
fendmeno deve-se ao fato de que “a Unica ocasido que permite as criangas terem um
ensino explicito do sinal = em Luxembourg®' implica em tais estruturas” (p. 307).
Assim, as criangas sdo levadas a comparar diferentes quantidades e a inserir os simbolos
“<) > ou “=" entre dois numeros, ¢ ¢ neste contexto que se fala explicitamente do
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significado do simbolo . Em sintese, Theis (ibid.) descreve que as dificuldades das
criancas situam-se principalmente ao nivel da compreensdo formal das relagdes de
equivaléncia e de igualdade enquanto que a natureza dos erros corresponde

essencialmente a linguagem matematica.

Quanto ao progresso da compreensdo do sinal de igualdade como simbolo
relacional pelos alunos de primeiro ano, Theis (2003) afirma que seus resultados sao
compativeis e juntam-se aos dos estudos de Falkner, Levi e Carpenter (1999), de
Carpenter e Levi (2000) bem como de Behr, Erlwanger e Nichols (1980). As conclusdes
destes estudos, por sua vez, sugerem que ¢ possivel, por meio de um ensino adequado
do sinal de igualdade nas primeiras séries, que as criangas progridam para uma
compreensdo mais adequada deste simbolo. Mesmo assim, Theis (2003) afirma que para
todos os participantes de sua pesquisa, este progresso ndo aconteceu facilmente,
sugerindo, entdo, que “a aprendizagem do sinal = é um potente obstaculo cognitivo para

alunos no primeiro ano dos estudos” (p. 308).

31 Ville de Luxembourg - local da escola na qual o pesquisador realizou sua investigagao.
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No que diz respeito ao obstaculo cognitivo referente a aprendizagem do sinal de
igualdade, Theis (op. cit.) aponta trés fendmenos diferentes que sugeriram tal
constatacdo. O primeiro corresponde ao fato de que as criangas sdo muito reticentes, de
inicio, em aceitar outro significado do sinal de igualdade diferente daquele que
construiram anteriormente. Lembramos que fenomeno semelhante também foi
evidenciado por Saenz-Ludlow e Walgamuth (1998) e Baroody e Ginsburg (1983). O
segundo corresponde a tendéncia das criangas em regressarem, ao longo de toda a
sequencia, para a antiga concep¢ao do “=". Por fim, o terceiro corresponde ao fato de
que dois dos trés participantes tiveram tendéncias a permanecerem com uma concepgao

operacional do sinal de igualdade.

Até o momento, a maior parte das pesquisas que discutimos sobre o significado
do sinal de igualdade na perspectiva dos alunos, investigou aspectos associados as
atividades aritméticas das séries iniciais. Outros estudos investigam, por exemplo,
aspectos da transi¢do Aritmética-Algebra, como ¢é o caso dos que defendem a proposta
Early Algebra, entre eles, Falkner, Levi e Carpenter (1999), Carpenter, Levi e
Farnsworth (2000), NCTM (2000), Schiliemann, Carraher e Brizuela (2007), Molina,
Castro ¢ Ambrose (2006), Molina (2006). Esta proposta, por sua vez, consiste,
essencialmente, em uma mudanca curricular baseada no desenvolvimento do
pensamento algébrico desde as séries iniciais. Entre os aspectos mais importantes
destacados pelos pesquisadores para o desenvolvimento do pensamento algébrico, esta a

construcao de uma concepgao relacional para o sinal de igualdade.

Uma questdo bdsica reconhecida pelos estudos inseridos no contexto Early
Algebra é a existéncia de concepgdes erroneas sobre o significado do sinal de igualdade.
Tais concepgdes errdneas, por sua vez, sdo apontadas como dificuldades para a
aprendizagem de conceitos algébricos, como por exemplo, o de equagdes, uma vez que

cC__9%

seria imprescindivel reconhecer o como uma relacdo de equivaléncia. Dessa
maneira, discutiremos a seguir, alguns estudos que evidenciaram concepgdes erroneas

sobre o significado do sinal de igualdade.

Molina (2006) investigou o desenvolvimento do pensamento relacional e da
compreensao do sinal de igualdade por alunos da terceira série. Conforme a autora, seu

trabalho de investigacdo ¢ um experimento de ensino transformativo e dirigido por uma
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conjectura, nos termos de Confrey e Lachance (2000). Em linhas gerais, Molina (2006)

descreve sua investigagdo na problematica da proposta Early Algebra.

Antes de discutirmos os resultados que ela encontrou sobre o sinal de igualdade,
esclarecemos que a autora quando se refere as expressdes contendo o simbolo “=”
distingue igualdades e sentengas. Quanto as igualdades, elas podem ser abertas (ex. 5 +
7 =3+ ) e fechadas (ex. 5 + 7 =3 + 9) e tém que ser proposi¢des verdadeiras,
enquanto que as sentengas podem ser proposicdes verdadeiras ou falsas (assim, 5 + 3 =
10 seria uma sentenga falsa) e, ainda, podem ser classificadas como de a¢do e de nao
acdo. Por ocasido, particularmente podemos dizer que toda sentenga verdadeira ¢ uma

igualdade. Neste sentido, remetemos ao que discutimos anteriormente em Behr,

Erlwanger e Nichols (1980) quando falamos em igualdades de acdo e de ndo agao.

Quanto aos resultados obtidos correspondentes aos conhecimentos dos alunos
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sobre o simbolo , Molina (op. cit.) ressalta que foram identificados quatro
significados associados ao sinal de igualdade: operador, expressdo de uma acdo,
equivaléncia numérica e similitude numérica. Os dois primeiros significados
apresentam um carater operacional enquanto que os dois ultimos apresentam um carater
relacional. Os trés primeiros significados do sinal de igualdade coincidem com os que
foram descritos na revisdo bibliografica que ela realizou, no entanto, o ultimo

significado, denominado pela autora de similitude numérica, foi adicional, isto €, ndo

foi reconhecido em sua revisao bibliografica.

Molina (2006) verificou que os alunos de sua pesquisa estavam fazendo uso de

um significado operador nas seguintes situagdes:

1) Em igualdades abertas e sentencas de acdo — quando aceitam e resolvem
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corretamente igualdades e sentencas contendo operagdes no lado esquerdo do € nao
resolvem ou fazem de forma incorreta as que apresentam as operacdes no lado direito.
Por exemplo, um aluno que reconhece 37 + 22 = 300 como uma sentenca falsa, mas que

ndo consegue resolver ou resolve incorretamente uma questdo como [ =25 —12;

2) Em igualdades abertas de ndo agdo — quando somam todos os termos da
igualdade (ex. da a resposta 26 para a igualdade 12 + 7 =7 + []), ou ignoram um dos
termos e somam os demais (ex. dd a resposta 12 em 8 +4 = [ + 5; d4 a resposta 19 em

12+7=T7+ 1)
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3) Em sentencas de nao acao verdadeiras e falsas — quando os alunos insistem
em que o lado direito do “=" deve ter um unico nimero correspondendo ao resultado da
operacao expressada no lado esquerdo. Assim uma igualdade 6 + 4 + 18 = 10 + 18 ¢
considerada falsa, sendo justificada por um dos alunos como “(6 + 4 + 18 = 10 + 18):
Falsa porque 6 + 4 + 18 = 118”. Ainda nesta perspectiva, os alunos também insistem
que um dos termos do lado direito seja o valor numérico do membro esquerdo. Por
exemplo, 18 — 7 =7 — 8 foi considera falsa “porque 18 — 7 ndo sdo 77, 53 + 41 = 54 +
40 também foi considerada falsa “porque 53 + 41 ndo sdo 40” (p. 438). Embora com
menor freqiiéncia, Molina (2006) também evidenciou que um aluno operou com todos
os numeros sem deixar claro o modo pelo qual determina a veracidade ou falsidade da
sentenga 75 + 23 = 23 + 75. Tal aluno respondeu “verdadeira porque setenta e cinco
mais vinte e trés ¢ igual a vinte trés mais setenta e cinco e ddo cento e noventa e um”,

calculando a parte, 75 +23 +23 + 75 = 191, mediante o algoritmo da soma (p. 438).

Por conseguinte, Molina (2006) verificou que os alunos utilizaram o simbolo
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como um simbolo que indica a expressdao de uma agao nas seguintes situagdes:

1) Resolveram corretamente igualdades e sentengas numéricas de agao (podendo
cometer algum erro de calculo). Em igualdades abertas de ndo agdo o aluno coloca, por
exemplo, a resposta 17 para a igualdade 14 + [ = 13 + 4. Ao operar com o lado direito
da igualdade da a resposta 12 para [1 +4 =15+ 7, ignorando 0 4 e somando 5 ¢ 7. O uso
do significado expressdo de uma agdo permite que os alunos resolvam corretamente
igualdades e sentencas de acdo, porém nao igualdades ou sentengas de nao agdo, ao nao
interpretarem o sinal de igualdade como expressdo de uma equivaléncia numérica,
explica Molina (op. cit.). Quanto a diferenca entre a acdo dos alunos que manifestaram
apenas o significado operador e os que manifestaram apenas o significado expressao de

uma agao correspondem a:

...rejeicdo ou aceitagdo, por parte do aluno, de sentencas e igualdades de
agdo com as operagoes no membro direito e a consideragdo das igualdades
ou sentengas unicamente da esquerda para a direita ou, também, da direita
para a esquerda (p. 438).

Entendemos que o significado de operador estd especificamente ligado ao
aspecto unidirecional no qual a operacdo ou cadeia de operagdes ficam no lado esquerdo
do “=" e o resultado disposto no lado direito (ex. 4 x 5 =20; 7+ 5x 2 =24). Jao
significado expressdao de uma acao pode ser entendido como um simbolo operador ou

separador de uma operacdo ou cadeia de operacdes e seu resultado, contudo, aceitando-
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se que tanto as operagdes quanto o resultado disponham-se num lado ou outro do
(ex. 25 = 12 + 13; 12 + 13 = 25), diferentemente do significado operador que ¢

unidirecional e aceita somente a ordem operagao = resultado.

O significado equivaléncia numérica, por sua vez, foi reconhecido quando os
alunos estavam utilizando o sinal de igualdade e resolvendo corretamente (podendo
cometer alguns erros de calculo) igualdades e sentencas numéricas de ndo agdo, como
por exemplo, indicando que 12 ¢ a resposta para 12 + 7 =7 + []. Molina (2006) explica
que além de encontrar de maneira adequada o nimero que verifica a igualdade, as

9

explicagdes dos alunos também confirmam a utilizacdo do simbolo em termos de

uma equivaléncia numérica.

Por ultimo, os alunos foram considerados como fazendo uso do significado
similitude numérica quando estes abordaram sentengas de acao e de ndo agdo, nas quais
se repetiam termos ou apareciam expressdes similares em algum sentido. Nesta dire¢ao,
este significado foi reconhecido nas respostas dos alunos ao justificarem a veracidade
ou falsidade de uma sentenca, com base na mismidad®* dos nimeros ou na semelhanca
das expressoes envolvidos sem, contudo, importarem-se com as operacdes que
aparecem ou a posi¢do dos nimeros em relagdo ao sinal de igualdade. Na verdade, este
significado baseia-se em aspectos estéticos das sentengas ou igualdades, ndo sendo logo
de inicio identificado isoladamente nas respostas numéricas, mas sim a partir da analise

das explicacdes dos alunos (MOLINA, 20006).

Exemplificando, um dos alunos considerou a igualdade 122 + 35 — 35 = 122
explicando “verdadeira porque cento e vinte e dois ¢ igual a cento e vinte e dois e trinta
e cinco ¢ igual a trinta e cinco” e “verdadeira porque os niimeros € as quantidades sdo
iguais” (p. 442). Pode-se perceber que este aluno estd levando em consideracdo a
repeti¢ao de numeros, porém sem dar importancia as operacdes que os relacionam, nem

CC__9

tampouco sua posi¢ao referente ao

32 Algo como idéntico; semelhanca real.
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2.4.2 Estudos com alunos nas séries do Ensino Fundamental 11

Cavalcanti e Camara dos Santos (2007b) solicitaram que quatorze alunos
cursando a 6* série do Ensino Fundamental analisassem e respondessem qual o

cC__9

significado do simbolo em quatro expressoes diferentes, sendo duas igualdades
aritméticas, 14 + 8 =22 ¢ 22 =13 + 9, e duas equagdes, 2x = 14 + 8 ¢ 13 — 9 = 2x. As
respostas dos alunos foram classificadas em operacional, relacional, outras e em

branco/ndo responderam.

Os dados demonstraram que 40% dos sujeitos escreveram respostas associadas a
uma concepc¢ao relacional do sinal de igualdade (ex. “o lado esquerdo e direito tem o
mesmo valor”, “mesma coisa”) enquanto que 29% escreveram respostas associadas a
uma concepg¢do operacional (ex. “mostrar a resposta, resposta da soma”, “resultado”,

“resposta”.). Quanto ao restante do percentual, 13,5% ndo responderam e 17,5%

escreveram outras respostas.

Cavalcanti e Camara dos Santos (op. cit.) esclarecem que boa parte das respostas

€9

classificadas como outras se referiam ao simbolo como “igual”, “igual da equagao”,

“igual da soma”. Respostas deste tipo ndo deixavam claro se o aluno estava

9

considerando o como simbolo operacional nem relacional, mas antes sugeria uma

outra no¢ao, possivelmente associada apenas ao reconhecimento do nome do simbolo.

Knuth et al. (2006), por sua vez, realizaram uma pesquisa com 177 alunos da 6*
a 8" séries com a finalidade de investigar, entre outras coisas, a compreensao do sinal de
igualdade. Um dos itens desta pesquisa apresentava uma a igualdade 3 + 4 = 7 e uma

ce__%

seta apontando para o simbolo . Em seguida, os alunos tinham que responder trés
perguntas: (a) A flecha acima aponta para um simbolo. Qual o nome deste simbolo? (b)
O que este simbolo significa? (c) O simbolo pode significar algo mais? Se sim, por

favor, explique.

A categorizacao das respostas dos alunos da pesquisa de Knuth et al. (op. cit.)
foi de maneira semelhante a realizada no estudo de Cavalcanti e Camara dos Santos
(2007b). Os resultados em linhas gerais, por conseguinte, revelaram que quase metade

e

dos sujeitos interpretou o significado do simbolo numa perspectiva operacional,

enquanto que um pouco mais de um ter¢o dos sujeitos interpretaram-no como simbolo
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relacional. Ressaltamos que Knuth et al. (2006) classificaram as respostas do tipo
“significa igual”, “significa igual a”, assim como certas tradugdes diretas (ex. 3 +4 =7 -

“trés mais quatro igual a sete”) como outras respostas.

Comparando os resultados obtidos no item (a) do estudo de Cavalcanti e Camara
dos Santos (2007b), correspondente & compreensdo dos alunos sobre o simbolo “=" na
igualdade 14 + 8 = 22, com os provenientes dos estudos de Knuth er al. (2006),
particularmente, advindos das respostas dos alunos da 6 série, observamos, conforme
tabela 01, que mesmo havendo certas diferengas percentuais entre os dois estudos, € alto

9

o indice de alunos que interpretaram operacionalmente o simbolo “=".

Knuth et al. (2006) Cavalcanti e Camara dos Santos (2007b)
Igualdade: 3 +4 =7 Igualdade: 14 + 8 =22
Alunos: 6* Série Alunos: 6* Série
Tipos de respostas % Tipos de respostas %
Operacional 53 Operacional 43
Relacional 32 Relacional 43
Outras 15 Outras 7
Nao responderam 0 Nao responderam 7

Tabela 01 — Comparagédo entre o estudo de Knuth et al. (2006) e o de
Cavalcanti e Camara dos Santos (2007b).

Estes resultados sugerem que na 6* série hd ainda uma forte tendéncia,
evidenciada nos dois estudos supracitados por aproximadamente metade das respostas

__9

dos alunos, em interpretar o em igualdades do tipo, “operagdo = resultado” como
um simbolo operacional. Este fato confirma também, que a concepcdo operacional do
sinal de igualdade reconhecida, pela maioria das pesquisas como conseqiiéncia dos

estudos aritméticos nas séries iniciais, persiste para as séries do Ensino Fundamental II.

Oksuz (2007) investigou a compreensdo de igualdade e do sinal de igualdade de
vinte e cinco alunos da 5% série e vinte e cinco alunos da 6* série de uma escola da zona
urbana dos Estados Unidos. Neste estudo, ela elaborou seu instrumento com varios itens
inspirados em outros ja utilizados em diversas pesquisas anteriores. Os resultados
confirmam algumas das conclusdes de estudos como os de Behr, Erlwanger e Nichols
(1980), Kieran (1981), Saenz-Ludlow e Walgamuth (1998) e Falkner, Levi e Carpenter

(1999), como por exemplo, que varios alunos ndo conseguem ler igualdades do tipo 6 =
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6 e que tendem a colocar a resposta diretamente depois do simbolo de igualdade.
Entretanto, seus dados ndo permitiram confirmar outras conclusdes como a de que os
alunos geralmente consideram igualdades do tipo 6 + 2 = 5 + 3, como duas sentengas

separadas 6 +2 =8¢ 5+ 3 =8.

Demonty e Vlassis (1999) analisaram os resultados provenientes da aplicagdo de
uma prova de matematica aplicada no inicio do primeiro ano do ensino secundario (na
Bélgica). A prova, por sua vez, envolvia diversos dominios matematicos implicados na
aprendizagem da Algebra e foi destinada a avaliar as aquisi¢des pré-algébricas de uma
populacao de 1083 sujeitos. Os itens referiam-se essencialmente ao sinal de igualdade,
ao sentido das letras e do simbolismo algébrico, a modelizagdo e as nogdes de area e de
perimetro. Conforme Demonty e Vlassis (ibid.), a andlise dos resultados permitiu
verificar que o sinal de igualdade ¢ considerado numa perspectiva operacional como o
“comeco do resultado” (p. 17). Os autores ilustram esta afirmag¢do com os resultados

obtidos na seguinte questao:

Eu multipliquei o numero 15 por 7, seguidamente retirei 3 do produto
Escreva em so um calculo o que é descrito no enunciado acima

Na ocasido, 63% completaram a operagdo colocando o sinal de igualdade e o
resultado, sendo que estas informagdes ndo figuram no enunciado. Demonty e Vlassis
(1999) sugerem em relagdo a aprendizagem da Algebra, faz-se necessario a intervengio
de uma nova concepgao para o sinal de igualdade, pois em uma equagao, por exemplo,
j& ndo conveniente ver o segundo membro como a resposta do primeiro, nem tampouco
o sinal de igualdade significa, como em alguns casos aritméticos, “da o resultado” (p.

17).

Vergnaud, Cortes e Favre-Artigue (1987) também confirmam que o sinal de
igualdade ¢ utilizado de maneira inapropriada pela maior parte dos alunos no inicio do
ensino secundario pois, para estes alunos, este simbolo conserva um significado de
anuncio de um resultado que provém de um célculo aritmético. Os autores explicam que
a solucdao de um problema comportando duas operacdes tais como 23 + 31 = 54 ¢ 54 —
14 = 40, ¢ escrito freqiientemente em uma sé linha como 23 + 31 = 54 — 14 = 40. Dessa
maneira, “o sinal de igualdade traduz entdo uma relagdo que ndo ¢ nem simétrica, nem

transitiva” (p. 260).
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2.4.3 Outros estudos™

Kieran (1981) realizou um estudo, analisando as ultimas pesquisas que tinham
sido realizadas naquela época, no qual discutiu as compreensdoes das nog¢des de
equivaléncia ou ndo equivaléncia do sinal de igualdade entre alunos de diferentes niveis
de ensino. Neste artigo, ela sintetiza as principais conclusdes, sobre o sinal de
igualdade, de alguns estudos que j& discutimos como os de Behr, Erlwanger e Nichols
(1976) e Denmark, Barco e Voran (1976). Kieran (1981) também discute alguns

resultados encontrados na investigacao de Ginsburg (1977).

Conforme Kieran (1981), Ginsburg (1977) verificou que as criangas das séries

ce__9%

iniciais do Ensino Fundamental interpretam + e em termos de acdes a serem
executadas. Por exemplo, algumas criangas Iéem 3 + 4 = [ como “trés e quatro fazem
oito” e [1 = 3 + 4 Iéem “espago em branco ¢ igual a trés mais quatro” e entdo
acrescentam que estd ao contrario € modificam [1 =3 + 4 para 3 + 4 = [] (GINSBURG,
1977 apud KIERAN, 1981). Estas consideragdes provenientes do estudo de Ginsburg
(ibid.) sdo semelhantes aos resultados encontrados por Behr, Erlwanger e Nichols
(1980), que sugerem a existéncia de uma forte tendéncia entre as criangas em nao

cC__9

aceitar expressoes sem sinais de operagao precedendo o simbolo .

Continuando, Kieran (1981) ressalta que os estudos de Herscovics e Kieran
(1980) e Kieran (1979; 1980) utilizaram uma seqiiéncia de ensino experimental
envolvendo seis estudos de caso para a construcdo do sentido referente as equacdes
algébricas nao triviais. Conforme Kieran (1981), quando os sujeitos de 12 a 14 anos
foram solicitados a falarem sobre o significado do sinal de igualdade e a escreverem
exemplos utilizando-o, comumente descreveram o sinal de igualdade em termos de
resultado e os exemplos envolviam uma operagdo do lado esquerdo e o resultado do

lado direito.

33 . . . . . . L .
Vamos considerar as pesquisas que investigaram o sinal de igualdade em séries tanto do Ensino
Fundamental I quanto do II, no Ensino Médio, Superior e na p6s-graduacao.
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Kieran (1981) destaca ainda, a necessidade de ampliacao das noc¢des envolvendo
o sinal de igualdade para incluir aspectos referentes as multiplas operagdes sobre ambos
os lados da igualdade. De fato, se esta ampliacdo ndo for previamente realizada, ¢
possivel que os alunos tragam com eles, para o estudo das equagdes algébricas, a idéia
decorrente de uma concepgao operacional, de que o resultado esta sempre do lado
direito do sinal de igualdade. Dessa maneira, equagdes como 5x + 10 = 25 seriam
adequadas em relacdo a esta idéia, enquanto que 5x + 10 = 2x — 8, por exemplo, ndo

seria.

Segundo Kieran (1981), a ampliacao das no¢des envolvendo o sinal de igualdade
foi realizada por meio da estrutura das igualdades aritméticas com operagdes em ambos
os lados da igualdade, tais como 2 x 6 = 4 x 3 (mesma operagdo) e 2 x 6 = 10 + 2
(operagoes diferentes), que foram denominadas de “identidades aritméticas™ (p. 321).
Neste direcdo, a autora explica que o sinal de igualdade foi mais percebido como um
simbolo relacional do que como um sinal de fazer algo. Conforme Kieran (ibid.), o
significado relacional do sinal de igualdade estudado nas igualdades aritméticas e sua
introdu¢do nas equagdes algébricas, foram indispensaveis na construgdo de um

__9

significado adequado para o simbolo em relagdo as equagdes ndo triviais.

Kieran (1981) também demonstra que alunos de nivel superior quando realizam
calculos para encontrar a derivada de uma fun¢do, frequentemente parecem interpretar o
sinal de igualdade apenas como um link conectando os passos da resolucdo, como

podemos observar no protocolo abaixo, proveniente do estudo de Clement (1980).

Figura 07 — utilizagdo do sinal de igualdade como uma
espécie de link (CLEMENT, 1980 apud KIERAN,1981).
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Freudenthal (1983) também discutiu que em certas situacoes, particularmente
em Algebra, o sinal de igualdade pode ser utilizado em termos de conectar’® os passos
da reducdo de uma expressao algébrica ou a seqiiéncia de passos na resolugdo de uma

equacao.

Voltando aos estudos de Kieran (1981), podemos dizer que ela reconhece que os
alunos apresentam duas concepgdes principais sobre o significado do sinal de igualdade.
Uma operacional na qual o sinal de igualdade ¢ compreendido como sinal de fazer algo,
e, uma relacional, construida nas igualdades aritméticas com operagdes em ambos 0s
lados da igualdade e indispensavel para a compreensdo das equagdes ndo triviais. Estas
duas concepgdes sdo, atualmente, amplamente reconhecidas na literatura sobre este
assunto. Entretanto, a autora afirma que “a idéia de que o sinal de igualdade ¢ um ‘sinal
de fazer algo’ (um simbolo operador) persiste por toda a escola elementar e mesmo na
junior high school>™ (p. 317). Além destas duas concepgdes, ela levanta evidéncias de
mais uma concepg¢ao correspondente ao fato dos alunos utilizarem o “=" para separar os

passos de um calculo.

Diversos estudos vém confirmando que a concepgao do sinal de igualdade como
operador realmente persiste por diversas séries do ensino fundamental e até¢ em séries
mais adiantadas que ja foram introduzidas ao estudo de Algebra. Falkner, Levi e
Carpenter (1999), por exemplo, participaram de um projeto, juntamente com um grupo
de quinze professores, com o objetivo de definirem qual instrucdo algébrica seria
adequada para jovens criangas. Para avaliarem a compreensdao dos alunos sobre o
significado do sinal de igualdade, alguns destes professores solicitaram, a principio, que

os alunos de 1* & 6* séries, resolvessem a seguinte questao:
8+4=0+5

Todos os alunos da 6 série escreveram respostas erradas indicando que o
resultado seria 12 ou 17. A maior parte dos alunos das demais séries também indicou 12
ou 17 como resultado desta questdo. Nesse sentido, Falkner, Levi e Carpenter (op. cit.)
reconhecem que, assim como foi documentado nos estudos de Behr, Erlwanger e

Nichols (1976), Erlwanger e Berlanger (1983) e Saenz-Ludlow e Walgamuth (1998), as

34 Exemplificamos melhor esta particularidade no topico anterior, “outras utilizagdes do sinal de
igualdade”.

3 Equivalente as duas ultimas séries do Ensino Fundamental II.
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criancas em séries elementares comumente pensam que o significado do sinal de
igualdade corresponde a execu¢do do calculo que o precede e que o numero depois do
sinal de igualdade ¢ a resposta do célculo. Em sintese, estas criangas geralmente ndo
reconhecem o sinal de igualdade como um simbolo que exprime uma relacdo “¢ o

mesmo que” (FALKNER, LEVI e CARPENTER, 1999, p. 233).

Camici et al. (2002) analisaram as respostas de mais de trezentos alunos, do
ensino primario e secundario da Itdlia, referentes a uma questao bastante reconhecida na
literatura sobre o sinal de igualdade. Eles solicitaram aos alunos que colocassem no
quadradinho o nimero que verifica a igualdade 11 — 6 = [1 — 11. O objetivo foi verificar
se as respostas dos alunos indicavam interpretagdes especiais do sinal de igualdade.
Assim como nos demais estudos, a resposta que teve maior freqiiéncia, isto ¢ 81,5%, foi

c__%

a indicagdo do numero proveniente do célculo da operagao antes do “=".

Segundo Camici ef al. (op. cit.), a resposta 5 demonstra um comportamento
procedimental®®, tipo “11 — 6 “fazem’ 5 e isto deve ser escrito depois do sinal =" (p. 6).
Assim, os autores denominaram este tipo de resposta como procedimental. A resposta
correta, no caso 16, foi escrita apenas por 4,5% dos participantes e foi denominada de
resposta relacional. As resposta 6 ¢ — 6 foram indicadas por 2% e 4% dos sujeitos,
respectivamente. Ambas foram incluidas no que os autores denominaram de resposta
simétrica. A resposta do tipo simétrica parece ter sido inspirada na simetria dos
nimeros em relacdo ao sinal de igualdade sem, contudo, considerar a relagdo entre
numeros e operagdes, comoem 11 —6=6—-11oull —6=—-6—11. Camici ef al (ibid.)
analisaram as respostas 14 e 15, correspondentes a 1,5%, e consideraram como
possiveis erros de calculo, mas que na verdade poderiam sugerir uma resposta
relacional. Nessa direcdo, os percentuais relativos foram: resposta procedimental
(81,5%), resposta relacional (6%) e resposta simétrica (6%). O restante das respostas foi

classificado como outras.

Mevarech e Yitschak (1983) realizaram um estudo com cento e cinqlienta alunos
do collége’” para investigar 4 maneira que estes alunos compreendem o sinal de
igualdade. E importante ressaltar que a maior parte destes alunos ja havia estudado no

ensino secundario, geometria, algebra e trigonometria. Os pesquisadores aplicaram um

36
Procedurale

37 SN . \ ~
Curso técnico equivalente a graduagao.
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teste constituido de questdes de multiplas escolhas, equagdes para resolver e questdes

__9%

abertas. A conclusdo foi que 56% dos alunos consideraram o como simbolo
relacional e 44% consideraram como um estimulo & resposta, ou seja, como um

operador.

McNeil e Alibali (2005) conduziram um estudo para analisar como a
compreensdo do sinal de igualdade modifica-se em fun¢do da experiéncia em
matematica e da variagdo de contextos. Os participantes desta pesquisa, alunos com
diferentes niveis de experiéncia matematica (55 alunos de 1* a 6 série, 25 da 7° série, 35
da graduacdio em Psicologia ¢ 12 da pos-graduacio em Fisica®), foram solicitados a

e

examinarem o simbolo em um dos trés seguintes contextos: (a) sinal de igualdade
sozinho “="; (b) em um problema de adicdo “4 +8 +5+4 =__ ou(c) em um problema

de equivaléncia “4+8+5=4+_ .

Todos os alunos de 1* a 6 séries interpretaram o sinal de igualdade como um
simbolo operacional com o significado indicando a resposta ou o total, em todos os
contextos. Os alunos da 7* série interpretaram como um simbolo operacional nos
contextos (a) e (b) e, como relacional no contexto (c). Segundo McNeil e Alibali (op.
cit.), algumas conclusdes apontam que “a maneira da modificagdo do conhecimento nos
alunos interpretando o sinal de igualdade depende do contexto no qual o conhecimento

¢ elicitado” (p. 301).

Em outros termos, o contexto influenciou as interpretagdes dos alunos sobre o
sinal de igualdade. Particularmente, isto foi mais observado com os alunos de 7* série
pois, as idéias que emergiram recentemente, no que diz respeito a interpretacao
relacional, foram ativadas, justificam McNeil e Alibali (2005). Os alunos de graduagado

9

e pos-graduagdo, por sua vez, interpretaram o como simbolo relacional em todos os
contextos. Nessa direcdo, as autoras indicam que os dados fornecem evidéncias de que,

com bastante experiéncia, a interpretagao relacional pode substituir a operacional.

Outro fato que nos chamou a atencdo, em especial, foi a classificacdo que
McNeil e Alibali (op. cit.) utilizaram para categorizar as respostas dos alunos. Elas
codificaram defini¢des sobre o sinal de igualdade em trés categorias: visdo operacional

2% ¢

do sinal de igualdade (ex. “a respostas”, “o total”, “adiciona todos os nimeros”); visdo

38 Elementary school, Seventh-grade, Undergraduate e Graduate
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29 ¢¢

relacional do sinal de igualdade (ex. “duas quantidades sdo a mesma”, “equivalente a”)
e, visdo “ndo especificada” do sinal de igualdade (ex. “igual”, “iguais”). Os alunos de
1* 2 6 série e os estudantes da graduacdo escreveram respostas identificadas como visdo
ndo especificada do sinal de igualdade em todos os contextos. Os alunos da 7* série
escreveram respostas assim nos contextos (a) e (b) e os alunos de pos-graduagdo nao

escreveram respostas deste tipo.

2.5 Consideragdes gerais sobre o sinal de igualdade

Na construgdo deste quadro tedrico acerca do sinal de igualdade, discutimos,
inicialmente, alguns aspectos historicos envolvendo a nocao de igualdade e o simbolo
“=. Em seguida, discutimos alguns conceitos matematicos associados ao simbolo “=".
Um dos primeiros aspectos que evidenciamos, nesta perspectiva, foi a nog¢do de
igualdades e os diferentes tipos de igualdades. Ainda no ambito dos conceitos
matematicos associados ao simbolo “=”, discutimos algumas relacdes estabelecidas

entre as nogdes de igualdade, identidade e equivaléncia.

Por conseguinte, passamos a tratar dos principais significados do simbolo “="
em contextos aritméticos e algébricos. Nesta dire¢do, para iniciarmos nosso estudo
sobre estes significados, determinamos quatro contextos, dois aritméticos (operacdes
aritméticas e igualdades aritméticas) e dois algébricos (equagdes e fungdes). Assim,
discutimos as caracteristicas e atributos do sinal de igualdade, bem como o significado
respectivo deste simbolo em cada contexto. Além dos principais significados do

9

simbolo em Aritmética e Algebra, também destacamos alguns outros significados

que correspondem ao sinal de igualdade.

Por ultimo, realizamos uma revisdo dos estudos precedentes ao nosso, que
pesquisaram os significados do sinal de igualdade na perspectiva dos alunos, isto €, os
aspectos que envolvem as compreensoes € concepcdes dos alunos sobre os significados

do sinal de igualdade.

Para concluirmos este quadro tedrico, gostariamos de ressaltar que, Wilhelmi,

Godino e Lacasta (2007), tém discutido que a pratica matemadtica, para evitar que cada
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tipo de igualdade seja designado com um termo diferente, tem assumido um fendmeno
de homonimia com relacdo a no¢do de igualdade. Dessa maneira mantém-se o nome
igualdade e o simbolo “=" em todos os contextos nos quais ¢ utilizado, aceitando, assim,
o significado especifico que se atribui @ no¢do de igualdade, em cada um destes

contextos.

Segundo Brousseau e Antibi (2000), o fato de ndo assinalar aos alunos que o

ce__9

simbolo pode ter diferentes significados, depende da transposicdo didatica®. Os
autores esclarecem que isto pode ser explicado em termos de uma preocupacgdo acerca
da simplificacdo do ensino. Dessa maneira, alguém, por exemplo, “permite assim, que
os alunos acreditem, implicitamente, que o sinal “=" tem sempre o mesmo status” (p.
31). Pode ser também que, durante o curso escolar de um aluno, nenhum estudo
explicito seja realizado sobre os diferentes status do sinal de igualdade, explicam
Brousseau e Antibi (ibid.). Estes autores apontam, ainda, que “mesmo os professores

podem entdo, frequentemente, ndo terem verdadeira consciéncia das diferentes regras do

sinal ‘="" (p. 31).

Estas consideragdes de Brousseau e Antibi (2000) e Wilhelmi, Godino e Lacasta
(2007) parecem indicar que as concep¢des dos alunos podem assim, ndo
corresponderem sempre de maneira compativel com os significados e regras do sinal de
igualdade nos contextos no qual ele estd sendo investigado. Dessa maneira, concluimos
nosso quadro tedrico sobre o sinal de igualdade, e a0 mesmo tempo, nosso capitulo

correspondente a Fundamentacao Teorica.

39 Esta nogao foi introduzida por Michel Verret (1975), mas nos referimos ao sentido de Yves Chevallard
(1985) que, em linhas gerais, trata da trajetoria que o saber cientifico cumpre ao transformar-se em saber
a ser ensinado (objeto de ensino) e, por conseguinte, em saber aprendido.



CAPITULO 3
METODOLOGIA



104

CAPITULO 3
METODOLOGIA

3.1 Introducio

Antes de descrevermos nossos instrumentos de investigagdo e o campo empirico,
achamos apropriado apresentarmos uma breve contextualizagdo articulando nosso
objeto de estudo ao quadro tedrico que fundamenta a presente pesquisa. Nessa direcao,
elucidamos que nosso objeto de estudo corresponde a investigagao das concepgdes de
um grupo de alunos sobre o significado do sinal de igualdade. Para a investigagao desse
objeto de estudo, faz-se imprescindivel o esclarecimento de aspectos referentes a
natureza das “concepgdes”, enquanto nog¢ao tedrica associada a fendmenos cognitivos, e
ao sinal de igualdade enquanto objeto matematico que tem ampla utilizagdo no ensino

da Matematica.

No que concerne a utilizagdo do termo concepgao nas pesquisas em Educagao
Matematica, oportunamente discutimos, no capitulo referente & Fundamentagao Teoérica,
que este vem sendo utilizado praticamente como uma noc¢ao de senso comum. Nao
obstante, encontramos freqiientemente na literatura a utilizacdo de uma pluralidade de
termos, por exemplo, concepg¢do, representagao, esquemas, modelos, crengas, dando a
entender sentidos muito proximos uns dos outros. Evidencia-se, desta maneira, uma
espécie de imprecisdo que, suscita a necessidade de um devido cuidado com a utilizagao
de certas nogdes tedricas nas pesquisas em Educacdo Matematica, em particular as que

investigam fendmenos didaticos.

Entretanto, o termo concepgao, a partir da década de 80, vem recebendo certa
atencdo, deixando de ser utilizado apenas como uma no¢do de senso comum
(ferramenta) e passando, em alguns casos, a objeto de estudo em si. Reconhecemos que
diversos pesquisadores realizaram estudos e formalizaram defini¢cdes teodricas para a
no¢ao do termo concepc¢do. Balacheff (1995), por exemplo, definiu a nocdo de

concepcdao no contexto da modelizagdo de conhecimentos. Vergnaud apud Artigue



105

(1990), por sua vez, numa linha psicoldgica, formaliza a no¢cdo de concep¢do como
analoga ao conceito matematico a um dado momento. Ao mesmo tempo esclarecemos
que, atualmente, ainda ndo existe um consenso acerca da utilizacdo de uma defini¢ao
unica nas pesquisas em Didatica da Matematica. Nessa dire¢do, como dissemos
anteriormente, optamos por utilizar o termo concep¢do com base nos estudos

repertoriados no quadro tedrico que desenvolvemos nos capitulos 1 e 2.

Em relagdo ao sinal de igualdade, podemos argumentar que este objeto

CC__9

matematico ¢ representado pelo simbolo e pelos diversos contextos nos quais ele
ganha significado (operagdes aritméticas, igualdades aritméticas, equagdes, fungdes,
etc.). Ao mesmo passo, associam-se ao sinal de igualdade, diversos atributos (maneiras
de ser utilizado) que permitem distinguir estes significados. Admitimos que seja
possivel encontrar uma variedade de situagdes nas quais podemos escrever diversas
expressoes utilizando o sinal de igualdade. Contudo, decidimos escolher apenas os
quatro contextos supracitados para elaboracdo do instrumento de investigagdo.

Compreendemos que estes quatro contextos assumem posi¢des destacadas no periodo

de estudo da Educacao Basica.

O estudo das equagdes, no ensino de Matematica brasileiro ¢ freqlientemente
considerado como a introdugdo da Algebra Escolar. Nesse sentido, as operagdes e as
igualdades, tais como, 3 + 4 = e 3 + 4 = 7, respectivamente, correspondem a contextos
de natureza aritmética, enquanto que as equacdes ¢ fungdes, tais como as respectivas
expressoes, X + 5=12 e y=3x + 5, correspondem a contextos de natureza algébrica. As
operacdes aritméticas, bem como as igualdades aritméticas sdo ensinadas desde cedo,
podendo ser consideradas como a via de introdug¢do do sinal de igualdade e, por
extensdo, de seus significados. E importante ressaltar que, comumente, estes contextos

representam boa parte dos estudos de Matematica do Ensino Fundamental.

A partir do 7° ano, o sinal de igualdade ¢ utilizado nas equagdes, sendo
consensual, entre as pesquisas que investigam o ensino de equacdes e problematicas

__9

associadas a compreensdo dos significados do simbolo “=", a necessidade de amplia¢ao
de um significado operacional, para um significado referente a uma relagdo de
equivaléncia. Ao final do Ensino Fundamental, o sinal de igualdade ¢ também utilizado

no contexto das fungdes. Mesmo ndo havendo relatos na literatura, podemos argumentar
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que, com o estudo das fungdes, seria também necessdria uma outra ampliagdo em

relacdo aos significados do sinal de igualdade.

3.2 Categorias de analise

A utilizagao do sinal de igualdade nas expressdes que representam cada contexto
¢ caracterizada, por sua vez, por diferentes atributos. Com base nessas caracteristicas e
em outros aspectos evidenciados na revisao da literatura, apresentamos, em seguida, as
categorias de analise, definidas a priori, que nortearam a elaborag@o dos instrumentos de

investigagao.

A primeira categoria ¢ a concep¢do operacional. Nesta concepcao, o sinal de
igualdade ¢ utilizado como simbolo que indica uma agao a ser realizada ou o local onde
se coloca o resultado. Essa utilizagdo ¢ comum no célculo de operacdes aritméticas. Por
exemplo, na operagdo aritmética 3 + 4 =, o sinal de igualdade indica, a0 mesmo tempo,

que a soma deve ser realizada e o local onde se deve colocar a resposta.

e

A utilizagdo do em operagdes aritméticas ndo sugere, necessariamente, uma
igualdade, pois ele ¢ assimétrico, ou em outras palavras, um lado ¢ dado e o outro deve
ser preenchido, como explica Freudenthal (1983). Outra possivel caracteristica das
operacdes aritméticas que reforca este significado ¢ a freqiliente utilizagdo dos sinais

operatorios antes do sinal de igualdade (3 +4 =; 5+ 9 + 8 +10 =; etc.).

A segunda categoria € a concepgdo igualdade relacional. Diferentemente da
operacdo aritmética 3 + 4 =, o simbolo “=" na igualdade aritmética 3 + 4 = 7, ndo ¢
assimétrico, pois os dois lados sao dados, nem indica que se deve efetuar um calculo.

__9

Em linhas gerais, podemos dizer que o estd representando uma relacao de igualdade
estabelecida entre os lados, esquerdo e direito, de uma igualdade aritmética. Vergnaud
(1994) explica que uma relagdo de igualdade representa, a0 mesmo tempo, uma
identidade unica de significado e uma equivaléncia dos diferentes significantes; em

outras palavras, ela se interpreta a esses dois niveis.

Do ponto de vista dos alunos, Behr, Erlwanger e Nichols (ibid.) apontam que o

__9

simbolo seria considerado um simbolo relacional se fosse compreendido como

indicando uma comparacdo entre os dois membros de uma igualdade. Em nossa
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opinido, estas duas posi¢cdes ndo sdo incompativeis, e englobam a idéia de que os dois

lados da igualdade tém o mesmo valor, ainda que os simbolos sejam diferentes.

A terceira categoria corresponde a concep¢do equivaléncia numa igualdade
condicional. O sinal de igualdade nesta concepcdo refere-se a uma relacdo de
equivaléncia em uma igualdade condicional, comumente denominada de equacdo. Uma
relacdo de equivaléncia apresenta as propriedades simétrica transitiva e reflexiva, e
conforme Gattegno (1974), esta relacdo permite que, para certos propdsitos, um item

seja substituido por outro.

A compreensdo do significado de equivaléncia ¢ particularmente, nestes termos,
imprescindivel na resolugdo das equagdes, pela razdo de que esta relacdo permite

e

manipular as expressdes de um lado e outro do simbolo sem que a igualdade se
modifique, pois estas expressoes sao equivalentes. A distingdo basica que realizamos
entre esta concep¢do e a anterior, ¢ que a concepgdo equivaléncia em igualdade
condicional corresponde a um caso particular da concep¢do igualdade relacional,
vinculado especificamente ao conceito de equivaléncia no contexto algébrico. Em

outras palavras, ¢ como se fosse uma concepg¢ao igualdade relacional, mas com uma

ligagdo direta ao conceito de equivaléncia no contexto algébrico.

A quarta categoria ¢ a concepgdo funcional e, por sua vez, faz referéncia ao
significado do sinal de igualdade em expressdes que representam o conceito de fung¢ao.

9

A idéia subjacente ¢ que o significado do simbolo “=", numa fun¢do como y = 3x + 5,
nao ¢ o mesmo que em 3 +4 =3 +4 =7, x + 5 = 12, respectivamente, operagao
aritmética, igualdade aritmética e equagdo. De fato, o principal atributo do sinal de
igualdade numa fun¢do como y = 3x + 5 ¢ indicar uma dependéncia causal entre uma

variavel dependente (no caso, y) e uma variavel independente (no caso, x).

A quinta categoria, diferentemente das demais, ndo faz referéncia ao significado
do sinal de igualdade no contexto no qual ele esta inserido. Na verdade, observamos que
alguns estudos (ex. CAVALCANTI e CAMARA DOS SANTOS, 2007b; KNUTH et.
al., 2006; McNEIL e ALIBALI 2005) que investigaram questdes semelhantes as que
propomos em nossos instrumentos, verificaram que parte dos alunos escrevia tipos de

e

respostas para o significado do simbolo “=", em uma determinada expressdao, que ndo
permitiam precisar qual concepcao do sinal de igualdade (operacional ou relacional)

estava subjacente nestas respostas.
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Estas respostas corresponderam a certas tradugdes diretas da expressao (ex. 3 + 4
= 7 — significa “trés mais quatro igual a sete”), e afirmagdes de que o significado do

69

simbolo em tal expressdo significa, apenas, “igual”, “igualdade”. Cavalcanti e
Camara dos Santos (2007) e Knuth et. al. (2006) classificaram tais respostas como
outras, enquanto que McNeil e Alibali (2005) classificaram-nas como uma visdo ‘“ndo

especificada” do sinal de igualdade”.

Na presente pesquisa, também optamos em nao classificar tais respostas como
outras. No entanto, também nao iremos utilizar a denominacdo de McNeil ¢ Alibali
(ibid.), pois consideramos que os alunos ao responderem que o significado do simbolo
“=" ¢ “igual”, “igualdade”, estdo, na verdade, especificando sua visdo sobre este
simbolo que, ao nosso ver, corresponde a um tipo de relacdo que estamos chamando,

neste momento, de nome-simbolo, que ¢ muito forte no que diz respeito ao simbolo “="

e o nome igualdade.

e__9

Na verdade, em nossa opinido, ¢ dificil olharmos para o simbolo € nao

pensarmos em igualdade de maneira imediata ¢ sem qualquer controle, sugerindo até
que este tipo de associacdo acontece de maneira automatica. Conseqiientemente, ¢

CC__9

provavel que este tipo de rea¢do espontanea ao significado do simbolo ao invés de
ndo permitir que identifiquemos a concepg¢ao dos alunos, possa na verdade apontar um
outro tipo de concepc¢do dos alunos sobre o sinal de igualdade, diferente daquelas que
necessitam que seja identificada, nas respostas dos alunos, uma especificacio da relagao

€9

entre o significado do e o contexto no qual ele aparece.

Sintetizando, podemos dizer que esta concep¢do dos alunos, que vamos
denominar de relacional nome-simbolo, diferencia-se das demais concepgdes porque, ao
contrario das outras concepg¢des, a relacional nome-simbolo ndo se apdia em aspectos

e

semanticos, no que diz respeito ao reconhecimento do significado do simbolo em
razao do contexto no qual estéd inserido. Entendemos assim, que estes tipos de respostas,
que estamos discutindo na quinta categoria correspondem, particularmente, ao processo

__9

de relacionar espontaneamente o nome igualdade ao simbolo , seja qual for o

contexto no qual ele esteja inserido.
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O quadro abaixo, sintetiza as categorias de analise, que definimos a priori’’, e

ilustra as idéias bdsicas que foram utilizadas na elabora¢do dos instrumentos de

investigacdo e as categorias de analise.

Contextos Categorias de Expressoes Principal finalidade do | Principais
analise (a priori) | (exemplos) simbolo “=" caracteristicas do
simbolo “="
Operagdes | Concepgao 8+7= Indicar um célculo a ser | Aspecto assimétrico
aritméticas | Operacional realizado, ou, o local do | (um lado ¢é dado, o
8+7+5+9= | resultado. outro precisa ser
preenchido/encontrado)
Igualdades | Concepgéo 6+5=11 Indicar que o que esta Relagdo de igualdade
aritméticas | Igualdade no lado direito do “=" ¢ | que inclui: identidade
Relacional 5+7=4+38 igual, idéntico ou Ginica de significado e
equivalente ao que estd | equivaléncia dos
15=7+8 no lado esquerdo. diferentes significantes.
Equacdes Concepgdo x+5=14 Indicar que a expressdo | Indica uma relagdo de
Equivaléncia em ou numero que estd no | equivaléncia em
igualdade 5+x=4+38 lado direito do “=" ¢ igualdade condicional
condicional equivalente a expressdo
5=x+8(etc) ou numero a esquerdo.
Fungdes Concepgdo y=2x+3 Indicar uma Relagdo de dependéncia
Funcional dependéncia causal entre a variavel
2x+3=y entre variaveis dependente e
independente
Todos Concepgao Qualquer uma Nao tem finalidade Nao tem caracteristicas
Relacional contendo um especifica especificas
Nome-Simbolo simbolo “="

Quadro 01 — Sintese com as principais idéias que fundamentaram
a elaboracdo dos instrumentos de investigagido

No préximo topico,

caracterizaremos 0S

apresentando uma breve analise preliminar de cada questao.

instrumentos de

investigagao

40 1o .o . ~ . (1 o o .
Utilizamos a designacdo das categorias de analise como a priori apenas para indicar a temporalidade

anterior a aplicagdo dos instrumentos. Ndo confundir, portanto, com a acepgao deste termo no dmbito da

idéia da Engenharia Didatica.




110

3.3 Método

J& esclarecemos, em relacdo ao sinal de igualdade, os contextos que utilizamos
para a elaboragdo dos instrumentos de investigacdo. Neste topico vamos discutir o tipo
de instrumento, bem como descrever cada um dos seus itens situando suas respectivas
finalidades. Assim, antes de optar por este ou aquele método, refletimos bastante sobre
nosso objeto de estudo e podemos argumentar que a investigagdo das concepcdes dos

alunos ndo ¢ uma tarefa simples.

Levando em consideragdio o tempo para realizar a pesquisa empirica, a
organizagdo ¢ analise de dados e a redagdo desta dissertacdo, compreendemos que o
método mais adequado a estas circunstancias seria por meio da aplicagdo de
questionarios abertos. Nestes questionarios, os alunos analisariam algumas situagdes e
responderiam questdes referentes ao significado do sinal de igualdade em uma
determinada expressdo representando um dado contexto (operagdes aritméticas,

igualdades aritméticas, equagoes, funcgoes).

Dessa maneira, elaboramos dois questiondrios que denominamos de
instrumentos de investigagdo. Quanto a aplicacdo destes instrumentos, ressaltamos que
eles foram distribuidos ao grupo de alunos de maneira que eles respondessem apenas
um dos instrumentos. Isto ¢, cada aluno recebeu apenas um instrumento do tipo 1 ou um
instrumento do tipo 2. Assim, esclarecemos que eles nao tiveram acesso ao outro tipo de
instrumento. Antes de apresentarmos cada instrumento de pesquisa, esclarecemos que as
questdes ndo perguntavam aos alunos diretamente qual a sua concepcao do sinal de
igualdade, pois entendemos que o termo concepc¢do ndo faria talvez tanto sentido.
Assim, elaboramos questionamentos sobre como eles compreendiam determinada

e

expressao e sobre como eles compreendiam o significado do simbolo na respectiva

expressao.

3.3.1 Instrumentos de investigagdo

Os dois instrumentos foram compostos, cada um, por quatro expressoes que

representam os quatro contextos que estamos discutindo ao longo deste capitulo. A
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variavel que diferencia um instrumento do outro corresponde a presenga de um simbolo
de operacdo (no caso, o simbolo + de adi¢do) antes ou depois da igualdade. Por
exemplo, se no instrumento 1 a expressao correspondente a igualdade aritmética fosse 5

__9

+ 7 = 12 (simbolo operatério + antes do simbolo “="), no instrumento 2, seria 12 =5 +

7 (simbolo operatério + depois do sinal de igualdade).

Podemos dizer que a finalidade tanto do instrumento 1 quanto do instrumento 2,
em particular, € recolher dados referentes as concepgdes dos alunos sobre o sinal de
igualdade em diferentes contextos. Entretanto, a finalidade dos dois instrumentos, a
titulo de comparagdo, corresponde a obtencdo de dados que possibilitem identificar se
existe alguma diferenca nas concepgdes dos alunos quando o sinal operatorio precede (5

+ 7 =12) ou sucede o simbolo “=" (12 =5+ 7).

Nos instrumentos 1 e 2, apresentamos quatro expressoes referentes a cada
contexto, operagdo aritmética, igualdade aritmética, equacdo e fungdo. O comando geral
solicitava que os alunos observassem cada expressdo e respondessem a dois
questionamentos: 1) Como vocé explica esta expressao? 2) Qual o significado do

€C__%

simbolo nesta expressao?

Achamos importante ressaltar que uma das influéncias para elaboragdo das
questdes dos instrumentos 1 e 2 foi uma das questdes utilizadas por Knuth ez. a/l. (2006)
num estudo envolvendo a compreensdo dos alunos sobre o sinal de igualdade. A
questdo, que apresentamos a seguir, questionava aos alunos, entre outras coisas, 0

e

significado do simbolo em uma igualdade aritmética.

Figura 08 — (KNUTH et. all. 2006, p. 300)
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3.3.1.1 Instrumento 1

O item a, conforme figura 09, corresponde a uma expressao representando uma
igualdade aritmética. O objetivo deste item ¢ identificar as concepgdes dos alunos sobre
o significado do sinal de igualdade numa igualdade aritmética na qual o simbolo de

ce__%

operagdo + encontra-se no lado esquerdo do simbolo

a) 14 +8=22
A

/
1) Como vocé explica essa expressio? ,”
/

/

/
. . 4 /, ~
2) Qual o significado do simbolo ‘=’ nessa expressao?

Figura 09 - Item a do instrumento 1

9

Na igualdade aritmética 14 + 8§ = 12, o simbolo representa uma relagdo de

e

igualdade indicando que o que estd no lado direito do ¢ igual, idéntico ou
equivalente ao que esta no lado esquerdo. Entretanto, por causa da operagdo 14 + 8 estar
no lado esquerdo do sinal de igualdade, e o resultado 22 no lado direito, € possivel que
os alunos percebam o sinal de igualdade como um sinal que mostra o lugar da resposta,

ou em outras palavras, indica o resultado.

O item b, conforme figura 10, apresenta uma expressdo representando uma
igualdade condicional, isto ¢, uma equagdo. O objetivo deste item ¢ identificar a
concepcao dos alunos sobre o significado do sinal de igualdade em uma equagao na qual

9

o simbolo de operagdo + encontra-se no lado esquerdo do simbolo

b)15+9=x
Pl

/
1) Como vocé explica essa expressao? 7

/
/
/
/

2) Qual o significado do simbolo ‘<’ nessa expressio?

Figura 10 - Item b do instrumento 1



113

O principal atributo do sinal de igualdade no contexto das equagdes ¢ indicar
uma relacdo de equivaléncia em uma igualdade condicional. A rela¢do de equivaléncia ¢
justificada como o significado mais pertinente por permitir, como ja mencionamos
antes, a substituicdo de itens e, consequentemente, a manipulacdo de incdgnitas, a
simplificacdo e resolugcdo das equacdes. Semelhantemente ao item a, pode ser que os

alunos percebam o sinal de igualdade como sinal que mostra o lugar do resultado.

O item ¢, conforme figura 11, diz respeito a uma expressao representando uma
fungdo. O objetivo deste item ¢ identificar as concepgdes dos alunos sobre o significado
do sinal de igualdade numa funcdo na qual o simbolo de operagdo + encontra-se no lado

esquerdo do simbolo “=".

c)2x + 8=
) / y

A . ~ /
1) Como vocé explica essa expressao? 7
/

/

/
2) Qual o significado do simbolo ‘=’ nessa expressao?

Figura 11 - Item ¢ do instrumento 1

O sinal de igualdade em uma fung¢ao, por sua vez, esta associado a dependéncia
entre as variaveis dependente e independente. Argumentamos que, enquanto na equagao

69

o simbolo ¢ uma relacdo estatica, na funcdo, esta relagdo ¢ dindmica e mais
complexa. Contudo, ¢ também valida a possibilidade dos alunos perceberem o sinal de

igualdade como um sinal que mostra o lugar da resposta.

r

O item d, conforme a figura 12, ¢ o unico no qual o simbolo “=" ¢ assimétrico,
isto ¢, um lado ¢ dado e o outro deve ser preenchido. O fato de que um lado deve ser
preenchido e que o simbolo de operagdo + vem antes do sinal de igualdade, ndo sugere
um significado em termos de relagdo entre um lado e outro. Portanto, o significado do

=" esta associado a realizacdo de um célculo, indicando que se deve resolver, ou

indicando o local do resultado.
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d)10+5=
<
//
1) Como vocé explica essa expressdao? 7

/
/

/
7/

2) Qual o significado do simbolo ‘=" nessa expressao?

Figura 12 - Item d do instrumento 1

A finalidade do item representado na figura 12 ¢ identificar as concepgdes dos
alunos sobre o sinal de igualdade em uma operagdo aritmética com o simbolo de

operagao + antes do “=". Em seguida, vamos descrever as questdes do instrumento 2.

3.3.1.2 Instrumento 2

As mesmas consideragdes relatadas para o instrumento 1, sdo validas para o
instrumento 2 excetuando-se as que se referem ao simbolo de operagdo + preceder o

e

simbolo Em outras palavras, as expressdes € os contextos sao 0S mesmos
modificando apenas a ordema+b=oua+b=cpara=a+bouc=a+ b, naqual o
simbolo operatorio + fica sempre depois do sinal de igualdade. Entendemos que ¢

dispensavel descrever cada item, e, portanto, apenas apresentamo-los.

No item a, a expressao representa uma igualdade aritmética sendo formada pelos
mesmos simbolos da expressdo do item a do instrumento 1, invertendo-se apenas os

lados da igualdade, conforme ilustra a figura 13.

a)22=14+8
/4

1) Como vocé explica essa expressio?,”
/

/
/

/
2) Qual o significado do simbolo ‘=" nessa expressao?

Figura 13 - Item a do instrumento 2
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No item b, a expressdo corresponde a uma equacdo formulada a partir da
inversdo dos lados da equacdo apresentada no item b do instrumento 1. A figura abaixo

ilustra o item b do instrumento 2.

b) 15 Xt 9

//
1) Como vocé explica essa expressao? /
/

4
7

/
. , /) N
2) Qual o significado do simbolo ‘=’ nessa expressao?

Figura 14 - Item b do instrumento 2

A expressdo do item ¢ representa uma funcao. Se considerarmos que y =ax +b ¢
a maneira usual de representar as fungdes, podemos dizer que a expressao do item ¢ do
instrumento 1 ¢ que foi formulada a partir da inversdo dos lados da funcdo ilustrada na

figura abaixo.

c)y:2x+8
/

A . ~ /
1) Como vocé explica essa expressao?,
/

/
/
/

2) Qual o significado do simbolo ‘=’ nessa expressao?

Figura 15 - Item ¢ do instrumento 2

Por ultimo, como podemos observar na figura abaixo, no item d, temos uma
expressdo, em termos, bem incomum, no sentido de que ndo ¢ usualmente encontrada

nas aulas de Matematica, tampouco nos livros didaticos.

d =10+5
/4
1) Como vocé explica essa expressio?,”
/

/
/

/
2) Qual o significado do simbolo ‘=" nessa expressao?

Figura 16 - Item d do instrumento 2
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A expressao representada na figura 16 corresponde a uma operacao aritmética na
qual, a operacdo encontra-se depois do sinal de igualdade, oposto ao item d do
instrumento 1, no qual a operacao ficou, como de costume, antes do sinal de igualdade.
E possivel que a expressdo = 10 + 5 ndo faga muito sentido em Matematica, pois nio

ce__9

tem nada antes do simbolo e, comumente, sempre que vemos o simbolo “=" em
qualquer que seja a expressao, hd também um niimero, expressdo, incognita ou variavel
antes deste simbolo. Contudo, lembramos que Freudenthal (1983) elucida que o simbolo
“="_numa expressao como 3 + 4 =, tem um carater assimétrico. Em outras palavras, um
lado ¢ dado e o “=" indica que o.outro lado deve ser encontrado. Neste sentido,
acreditamos que, assim como em 3 + 4 =, na expressao = 10 + 5 podemos considerar
que, na falta de um numero ou expressdao no lado esquerdo, o “=" também pode, de

certo modo, sugerir que o outro lado seja encontrado.

3.4 A aplicacao dos instrumentos e os participantes da pesquisa

Em qual série podemos aplicar estes questionarios? Refletindo acerca deste
questionamento, excluimos os alunos do Ensino Fundamental por que o conceito de
funcdo s6 ¢ introduzido no ultimo ano desta etapa da Educagdo Basica, e queriamos
evitar a investigacdo de alunos que estivessem estudando, no momento, contetdos
correspondentes a um dos contextos. A razdo de evitarmos a investigacdo das
concepgdes dos alunos que estivessem estudando um dos contextos que fundamentaram
a elaboracdao dos instrumentos, diz respeito a uma premissa basica correspondente ao
contrato didatico*' que se estabelece entre o professor e os alunos em relacdo ao saber

ensinado que, comumente, gera expectativas dos alunos em relacdo ao saber em jogo.

Podemos argumentar, assim, que a maneira linear na qual se organizam e

lecionam os contetidos em sala de aula sugere uma temporalidade destes conteudos. Por

1 Remetemos a acepgdo de Contrato Didatico aos estudos de Brousseau (1986) no quadro da Didatica da
Matematica Francesa que, em linhas gerais, diz respeito as regras/clausulas, em parte explicitas, mas,
principalmente implicitas, que determinam o papel e a responsabilidades tanto do professor quanto do
aluno, na gestdo de um saber.
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exemplo, agora ¢ tempo de fun¢io™, e tudo que se fala nas aulas de matematica neste
periodo refere-se ao conteudo fungdo. Acreditamos que seja possivel o estabelecimento
de uma espécie de expectativa dos alunos em relagdo ao contetido que esta sendo
ensinado e que, conseqiientemente, as concepgdes dos alunos sejam influenciadas por

esta expectativa.

Nestes termos, ndo se adequariam ao perfil dos sujeitos para a presente pesquisa,
os alunos do Ensino Fundamental e os alunos do 1° ano do Ensino Médio, pois ainda
estariam estudando o conceito de funcdo. Assim, poderiamos escolher entdo, os alunos
do 2° ou 3° ano do Ensino Médio. Por fim, optamos por aplicar nossos questionarios aos
alunos do 3° ano do Ensino Médio, pelo fato de que, em tese, ja estudaram estes quatro

contextos e nao seriam influenciados pela expectativa do contetido matematico.

A quantidade de sujeitos participantes da pesquisa levou em consideracdo a
articulacdo entre nosso objeto de pesquisa, a no¢do de concep¢do € 0OS NOSSOS
instrumentos de investigagdo. Se tivéssemos como objetivo investigar o
desenvolvimento das concepgdes individuais dos alunos sobre o significado do sinal de
igualdade, poderiamos ter optado em trabalhar com um nimero pequeno de alunos,
assim como fez Theis (2003) em sua pesquisa, na qual selecionou, entre onze alunos,
apenas trés para aprofundar seu estudo sobre a compreensao dos alunos do primeiro ano

do primario sobre o sinal de igualdade.

Dessa maneira, lembramos que nosso objeto de pesquisa ndo corresponde ao
estudo do desenvolvimento nem aos mecanismos correspondentes as concepgoes dos
alunos. Em outras palavras, nossa pretensao foi investigar quais as concepgdes dos
alunos sobre o significado do sinal de igualdade emergem quando estes analisam o

e

simbolo em diferentes contextos. Esclarecemos que as respostas a este
questionamento ndo representardo uma generalizacdo da concepgdes dos alunos sobre o
sinal de igualdade, mas sim descreverdao as concep¢des dos alunos no ambito de um

grupo que representa os alunos do 3° ano do Ensino Médio.

42 Esta temporalizag@o acontece, em sua maior parte, implicitamente, contudo, ndo é incomum o fato de,
quando um aluno pergunta sobre um assunto diferente do que se esta estudando, o professor intervir
explicando que retomara ou falara sobre este assunto em outro momento, pois agora ¢ aula de...fungdes,
por exemplo.
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Acrescentamos ainda que estudos como os de McNeil e Alibali (2005) e Knuth
et. al.(2006) utilizaram questdes semelhantes a algumas das que utilizamos em nossos
instrumentos para investigarem a interpretagdo de grupos de mais de cem alunos sobre o
significado do sinal de igualdade. Portanto, pensamos em aplicar nossos instrumentos

de investigagdao em cinco turmas de alunos cursando o 3* ano do Ensino Médio.

Em relagdo a aplicagdo dos instrumentos, visitamos duas escolas publicas da
regido metropolitana do Recife. Adiantamos que a opgao por escola publica nao teve
nenhuma razdo em especial, apenas observamos a facilidade de acesso aos sujeitos.
Num primeiro momento, dirigimo-nos a dire¢do destas escolas com oficios de
encaminhamento apropriadamente emitidos pelo Programa de Pés-graduagdao em Ensino
das Ciéncias da Universidade Federal de Pernambuco. As diregcoes das duas escolas
foram muito gentis e acolhedoras, autorizando-nos a realizagdo da nossa pesquisa. Em
seguida, conversamos com os professores € combinamos os detalhes de horarios para

realizacdo da pesquisa.

Os instrumentos foram distribuidos aos alunos aleatoriamente, de modo que cada
aluno respondesse um instrumento tipo 1 ou um instrumento tipo 2. Ao final, tinhamos
distribuido cento e duas copias do instrumento 1 e cento e trés copias do instrumento 2.
Como todos os alunos responderam, totalizamos, duzentos e cinco protocolos para
analise dos dados. Ainda, ¢ importante destacar que contamos com a colaboracdo de
varios professores na organizagdo das turmas e durante a aplicacdo dos instrumentos.
Concluimos entdo, a descrigdo de nosso quadro metodoldgico, informando que
participaram da presente pesquisa, duzentos e cinco alunos cursando o 3° ano do Ensino

Meédio, de duas escolas publicas da regido metropolitana do Recife.
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CAPITULO 4

ANALISE DOS DADOS E DISCUSSAO DOS RESULTADOS

Neste capitulo apresentamos os dados coletados com os instrumentos que
utilizamos na parte empirica deste estudo, e analisamos os resultados obtidos. Como foi
ressaltado no capitulo anterior, utilizamos dois instrumentos de investigacdo. A
elaboracdo dos instrumentos de investigacdo foi baseada no que foi discutido no quadro
teorico do sinal de igualdade, de maneira que se articulasse e atendesse aos propositos

da acepg¢ao do termo concepgao que optamos nesta pesquisa.

A hipédtese subjacente a elaboragdo dos instrumentos ¢ que as concepgdes dos
alunos dependiam dos contextos em que o sinal de igualdade era expresso. Assim,
esperavamos identificar, com a aplicagdo destes instrumentos, a0 menos cinco
concepgdes dos alunos sobre o sinal de igualdade que, definimos a priori, no capitulo
anterior. Sao elas: a operacional, a igualdade relacional, a equivaléncia em igualdade
condicional, a funcional, correspondentes aos contextos, operacdes aritméticas,
igualdades aritmética, equagdes e funcdes, respectivamente, € a relacional nome-
simbolo que ndo corresponde diretamente a nenhum dos contextos, mas por outro lado

pode ser identificada em todos eles.

Numa primeira andlise que realizamos, utilizamos como referéncia para
organizacdo dos dados provenientes da parte empirica, as cinco concepgdes supracitadas
como categorias de analise. Contudo, ap6s refletirmos bastante sobre a dificuldade de
associarmos boa parte das respostas nestas categorias, percebemos que elas ndo seriam
suficientes para representar as concepgoes dos alunos sobre o sinal de igualdade, pois

ficava evidente a existéncia de outras concepgoes.

As concepgoes definidas a priori, com exce¢do da concepgdo relacional nome-
simbolo, sdo associadas as caracteristicas do simbolo “=" em um contexto particular.
No entanto, varias das respostas dos alunos indicavam outras concepg¢des que ndo se

69

associavam, exclusivamente, as caracteristicas do simbolo em um contexto
particular, nem se enquadravam como concepg¢do relacional nome-simbolo. Nesse
sentido, apos uma revisao das respostas dos alunos que nao correspondiam as categorias

de concepgodes definidas a priori, pudemos avancar e distinguir mais duas categorias de
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concepgoes que denominamos de: Concepgdo Simbolo Separador e Concepgdo

Operacional Sintdtico.

A concepgao simbolo separador surgiu quando os alunos escreveram respostas
que identificavam o significado do “=" como sinal de separar, ou indicar a separacao,
por exemplo, entre as letras e os numeros numa equagdo, os membros, uma incognita e
outra numa fun¢do. Em linhas gerais, podemos caracterizar esta concep¢do como a
interpretagdo do sinal de igualdade em termos de separar ou unir, por exemplo: a
incognita e seu valor (ex.: X = 2); o primeiro membro e o segundo membro de uma
equacdo (ex.: 2x + 2 =10 + 8); em uma igualdade, a operacao e seu resultado (ex.: 5 + 7

= 12); a variavel dependente, da varidvel independente (ex.: y = ax + b).

Poderiamos cogitar também que, em casos mais particulares, tais como na
redu¢do de uma expressao algébrica, na resolugdo de uma equagdo, no célculo da
derivada de uma fungdo, esta concepcdo poderia incluir a idéia correspondente a
interpretacdo do sinal de igualdade apenas como um link entre os passos destes
processos, assim como foi demonstrado nos estudos de Freudenthal (1983), Kieran

(1981) e Clement (1980).

A concepg¢do que denominamos de operacional sintatico surgiu quando os alunos
escreveram respostas que identificavam o simbolo “=" como um simbolo para mostrar o
resultado da incognita, ou para dar o valor de X, por exemplo. Assim, esclarecemos que
0 nome operacional sintdtico ¢ baseado na idéia de operacional, porque sugere acao e
resultado, e sintatico, pela razdo de que o resultado da incognita, produto final da
resolucdo de uma equagdo, envolve a utilizacdo de regras sintdticas associadas a
manipulacdo de incognitas e determinacdo de seus valores. Por ltimo, destacamos que
as respostas correspondentes a esta concepgdo apareceram exclusivamente associadas

aos contextos algébricos (equagdo e funcao).

Dessa maneira, as respostas dos alunos serdo categorizadas em sete categorias de
concepgoes, sendo que cinco foram definidas a priori e duas a posteriori, conforme
discutimos acima. As respostas que ndo forem identificadas nestas categorias serdo

classificadas como ndo identificadas.

Quanto a discussao dos resultados obtidos na aplicacdo dos instrumentos 1 e 2,

voltamos ao que foi explicado no capitulo da Metodologia, particularmente, no topico
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correspondente aos instrumentos de pesquisa, e ratificamos que a finalidade principal de
cada instrumento, em particular, foi recolher dados referentes as concepgdes dos alunos
sobre o sinal de igualdade em diferentes contextos. Nao obstante, destacamos que uma
outra finalidade foi referente a articulacao dos dois instrumentos, a titulo de comparagao
e cruzamento de dados, para identificar se existe alguma diferenga nas concepcoes dos
alunos quando o sinal operatorio precede (a + b = ¢) ou sucede o simbolo “=" (¢ = a +

b), ou em outras palavras, quando invertemos a estrutura da expressao.

A analise dos dados esta organizada em duas partes. Na primeira parte, ao invés
de discutirmos os resultados dos instrumentos 1 e 2 de maneira isolada, resolvemos
analisar os itens aos pares correspondentes a cada contexto. Para exemplificarmos,
vamos considerar a analise dos itens referentes ao contexto das operacdes aritméticas.
Assim, vamos analisar, inicialmente, o item d do instrumento 1, e em seguida o item d
do instrumento 2. Ao final da andlise particular de cada item utilizado para investigar o
contexto das operagdes aritméticas, realizaremos um cruzamento dos dados obtidos no
item d do instrumento 1, com os dados obtidos no item d do instrumento 2. O proposito
deste cruzamento dos dados ¢ verificar se hd diferengas nas concepcdes dos alunos

9

sobre o simbolo quando invertemos a estrutura da expressdo. Concluiremos entdo,
com uma discussdo acerca dos resultados gerais, levando-se em conta os dados
referentes a cada concepgao no contexto das operacoes aritméticas. Em outras palavras,
juntaremos os dados obtidos no item d do instrumento 1 com os obtidos no item d do
instrumento 2. Dessa maneira, o que estamos considerando sao os resultados obtidos no

contexto das operagdes aritméticas, ndo se levando em consideracdo a forma da

expressao. Esta seqiiéncia de analise serd a mesma em todos os contextos.

Na segunda parte da analise discutiremos, inicialmente, os resultados obtidos no
em todos os contextos do instrumento 1, os resultados obtidos em todos os contextos do
instrumento 2 e, em seguida, também realizaremos um cruzamento destes dados. Por
ultimo, concluiremos com a discussdo dos dados gerais obtidos nos dois instrumentos,

ressaltando os percentuais alcangados em relagdo a cada concepgao.

Enquanto os quatro itens que constituem tanto o instrumento 1 quanto o 2 foram
ordenados na seqiiéncia: igualdades aritméticas, equagdes, fungdes e operagdes
aritméticas, a ordem que vamos seguir na presente analise dos resultados sera:

operacdes aritméticas, igualdades aritméticas, equagdes e fungdes.
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Para ilustrar as concepcdes dos alunos, apresentaremos figuras com recortes dos
protocolos da pesquisa empirica. Os protocolos dos instrumentos 1 vdo ser numerados
de 1 a 102, enquanto que os do instrumento 2 serdo numerados de 1 a 103. Os
protocolos serdo identificados por meio de um codigo correspondente a combinagdo do
numero do instrumento com o nimero do protocolo. Por exemplo, o protocolo 57 do
instrumento 1 sera identificado pelo codigo instrumentol/57. Dados estes
esclarecimentos, iniciaremos com os resultados dos itens dos instrumentos 1 e 2

correspondentes ao contexto operagdes aritméticas.

4.1 Operacoes aritméticas

O sinal de igualdade, no contexto das operagdes aritméticas, tem uma
caracteristica bem particular, no sentido de que um lado ¢ dado e o outro deve ser
encontrado (FREUDENTHAL, 1983). Nessa direcdo, utilizamos dois itens, um em cada
instrumento, modificando apenas a estrutura da expressdao. Assim, o contexto das
operagdes aritméticas foi representado, no instrumento 1, pela expressdo “10 + 5 =7
(item d). No instrumento 2, a expressdo que representou o contexto das operacdes
aritméticas foi “= 10 + 5” (também item d). Ressaltamos que, a expressdao “10 + 5 ="
pode ser considerada um exemplo prototipico das operagdes aritméticas. Por outro lado,

a expressao “= 10 + 5” nao €.

Podemos dizer que ndo ¢ comum encontrarmos situagdes nas quais o simbolo
“w__9 ~ 4 . / ~ ey ~
=" ndo ¢ precedido por nenhum nimero, operagdo, letra, etc. Utilizamos, entdo, esta

expressdo, por que tinhamos como um dos objetivos, verificar se as concepgdes dos

__9

alunos sobre o significado do simbolo nos diferentes contextos nos quais ele

__%

aparece, sao influenciadas pela estrutura da expressdo (operacdo antes do ou

operagdo depois do “="). Nesse sentido, entendemos que mesmo ndo sendo uma
expressdo trivial, o aspecto referente a idéia de que um lado ¢ dado e o outro deve ser
preenchido, também seria valido para esta expressdao. Entdo, a hipdtese subjacente é que
se uma concep¢ao operacional fosse orientada por este aspecto, em relagdo ao

significado do simbolo “=" em “10 + 5 =7, também seria em “= 10 + 5.
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4.1.1 Item d do instrumento 1: “10 +5="

No instrumento 1, o item correspondente ao contexto das operagdes aritméticas
foi a expressao 10 + 5 =. Nesta expressdo, apenas no lado esquerdo do sinal de
igualdade aparece a soma 10 + 5. Conforme Freudenthal (1983) este simbolo, nesse
caso, tem um carater assimétrico, pois enquanto um lado é dado, subtende-se que o

outro lado deve ser preenchido.

No ensino de Matematica ¢ comum que, nas operagdes aritméticas, o sinal de
igualdade seja sempre precedido pelos simbolos operacionais. Entdo, expressdes na
forma 10 + 5 = sdo modelos prototipicos das operagdes aritméticas. Nesse sentido,
Brousseau e Antibi (2000) explicam que um dos primeiros usos do simbolo “=" ¢
introduzido na escola primaria (ensino fundamental I) tratando-o como um

procedimento no qual sua func¢ao ¢ anunciar o resultado de um célculo.

Em relagdo aos resultados, identificamos nas respostas dos alunos, trés
concepgdes, a operacional, a igualdade relacional, e a relacional nome-simbolo,

conforme tabela abaixo.

Expressio | Operacio aritmética

Concepcoes 10+5=

Operacional 63,7%
Igualdade relacional 2,0%
Relacional nome-simbolo 23,5%
Nao identificada 9,8%
Nio respondeu 1,0%
Total 100%

Tabela 02 — Operacao aritmética (instrumento 1)

A porcentagem de respostas ndo identificadas foi de 9,8% e o de respostas em
branco foi de 1,0%. A maior parte dos alunos, isto ¢, quase dois tergos, apresentaram
uma concep¢ao operacional do sinal de igualdade. Em relacdo ao nosso estudo,

__%

consideramos que os alunos vao ter uma concepgao operacional do simbolo quando
suas respostas relacionarem-se com as idéias de mostrar a resposta, o resultado, ou que

se deve calcular, resolver, dar o resultado do calculo, por exemplo. Os protocolos
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instrumento1/26 ¢ instrumento1/71 ilustram a idéia de resultado que corresponde a

principal idéia da concepgdo operacional.

Quadro 02 — Protocolo (instrumento1/26)

Como podemos observar no protocolo instrumentol/26, o aluno deixou claro

Ce__9

que ndo interpretava o simbolo em termos de igualdade, mas sim em termos de

resultado final. A idéia de finalizar sugere a obtengdo de um resultado, que por sua vez,

decorre do calculo da operagdo. Esta interpretacdo do significado do simbolo

demonstra assim, uma concep¢ao operacional do sinal de igualdade.

Quadro 03 — Protocolo (instrumento1/71)

O significado do sinal de igualdade como simbolo operador ¢ intrinsecamente

€% ce__9

ligado a idéia de que antes do vem a operagdo que vai ser realizada e depois do

¢ o lugar onde colocamos o resultado. Esta idéia ¢ bem evidenciada na interpretagdo do

9

significado do simbolo representada no protocolo acima.

Voltando a nossa revisdo da literatura sobre o sinal de igualdade, podemos dizer
que todas as pesquisas relatam ou reconhecem as idéias que estamos utilizando para

classificar as respostas dos alunos como uma interpretacdo que remete a uma concepgao
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operacional. O desenvolvimento deste tipo de concepcdo em relagdo ao sinal de
igualdade no contexto das operacdes aritméticas do tipo 10 + 5 = | pode ter varias
razdes, entre elas, as proprias caracteristicas que envolvem a maneira de utilizar este

simbolo em tal contexto.

Freudenthal (1983) indica que operagdes aritméticas deste tipo sdo semelhantes,
lingiiisticamente, a tarefas a serem executadas ou questdes a serem respondidas. Assim,
o sinal de igualdade em uma expressdao como 3 + 4 =, corresponderia tanto a um
comando de executar a tarefa, no sentido de adicione 4 a 3, quanto a questdo

interrogativa, quanto é 3 + 47?7

Varios pesquisadores t€ém demonstrado que algumas destas idéias sdo acionadas
quando os alunos t€ém uma concepc¢dao operacional. Conforme Stacey e Macgregor
(1997), as criangas que passam anos estudando questdes como 12 x 3 =,4 +5 =, 100 —
98 =, acreditam que o simbolo “="
10). Diversos estudos (GINSBURG, 1977; BEHR, ERLWANGER e NICHOLS, 1980;

KIERAN, 1981; SAENZ-LUDLOW e WALGAMUTH, 1998; THEIS, 2003)

¢ como um comando para “execute isto agora” (p.

reconhecem que o sinal de igualdade ¢ interpretado pelos alunos primeiramente como

um sinal de fazer algo e ndo como um simbolo relacional.

Numa pesquisa realizada com alunos em diferentes niveis de experiéncia
referentes a Matematica (1* a 7* série, graduacdo e pds-graduagdo), McNeil e Alibali
(2005) evidenciaram que o grupo de alunos de 1* & 7* série apresentou, em relacdo ao
significado do sinal de igualdade na operacdao de adicdo 4 + 8 + 5 +4 = | uma

CC__9%

concepgdo operacional, interpretando o simbolo , hesta operacdo, em termos de “a

2 (13

resposta”, “o total”, “adiciona os nimeros” (p. 293). Nesse sentido, ressaltamos que

nossos resultados foram semelhantes.

Alguns pesquisadores apontam que os alunos, influenciados por uma concepcao
operacional, podem acabar escrevendo igualdades inaceitaveis, tais como, “4+3=7x 3
= 21”7 (BROUSSEAU e ANTIBI, 2000, p. 30) ou escrevendo em uma s6 linha duas
operagdes do tipo 23 + 31 = 54 e 54 — 14 = 40 como “23 + 31 = 54 — 14 = 40”
(VERGNAUD, CORTES e FAVRE-ARTIGUE, 1987). O sinal de igualdade, nestas
duas escritas, traduz uma relagcdo que nao ¢ nem simétrica, nem transitiva, explicam os
pesquisadores. Em outras palavras, uma concepg¢ao operacional as vezes pode conduzir

os alunos a utilizarem apenas a idéia na qual o sinal de igualdade ¢ considerado como
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um simbolo que anuncia o resultado da operagao que vem antes dele, de modo que eles

ignoram as propriedades simétrica e transitiva.

Outros pesquisadores classificaram a concepgdo operacional como concepgao
erronea quando esta leva os alunos a cometerem erros semelhantes. Falkner, Levi e
Carpenter (1999) e Camici et. al. (2002), por exemplo, constataram que muitos dos
alunos tanto do Ensino Fundamental I quanto do Ensino Fundamental II respondem
erroneamente quando sdo solicitados a colocar no quadradinho o niumero que verifica a
igualdade de uma expressao do tipo, 8 +4 =[] + 5. Em ambos os estudos, a maior parte
dos alunos escreveu respostas que sugeriam a influéncia de uma concep¢ao operacional,
uma vez que o resultado encontrado era resultado da operagdo do primeiro membro.

Considerando este exemplo, a maior parte escreveu o resultado de 8 + 4, no caso, 12.

Salientamos que as consideracdes que acabamos de retomar, referentes a nossa
revisdo da literatura, podem ser facilmente articuladas com as idéias representadas nos
protocolos instrumentol/71 ¢ instrumentol/26, que por sua vez ilustram a

__9

interpretagdao do significado do simbolo , ha operacdao 10 + 5 =, na perspectiva de

uma concepgao operacional.

Dando seqiiéncia a analise das outras concepgdes, verificamos que quase um
quarto dos alunos apresentou a concep¢ao que denominamos de relacional nome-
simbolo. Esta concepcdo foi identificada quando os alunos escreveram respostas

__9

interpretando o simbolo apenas como, igual, igualdade, sinal ou simbolo de

igualdade.

Em nossa revisdo da literatura, percebemos que alguns estudos (ex. KNUTH et
al 2006; CAVALCANTI ¢ CAMARA DOS SANTOS, 2007b) que investigaram como

e

os alunos interpretavam o simbolo em determinadas expressdes, classificavam
respostas deste tipo como outras, pois suas categorias principais eram a operacional e a
relacional. Um outro estudo (MCNEIL e ALIBALI, 2005), por sua vez, classificou
respostas deste tipo como visdo “ndo especificada” do sinal de igualdade®, no sentido
de que ndo ¢ possivel identificar o contexto nem a concepcdo (operacional ou
relacional) do aluno sobre o sinal de igualdade, quando o aluno apenas escreve que o

69

significado do simbolo em determinado contexto ¢ “igual” ou “igualdade”.

43 Unspecified equal view of the equal sign (p. 292).
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Por conseguinte, a resposta do aluno representada no protocolo

instrumento1/60 exemplifica esta caracteristica da concepgao relacional nome-simbolo.

Quadro 04 — Protocolo (instrumento1/60)

Observando a resposta do aluno no que diz respeito a expressdo 10 + 5 =,
percebemos que ele identifica-a como uma conta de somar, ja em relagao ao significado

cC__9

do simbolo nesta expressao, o aluno apenas escreve referindo-se a ele como
simbolo de igualdade. Analisando esta resposta, mesmo estando escrito o termo
igualdade, ndo ha elementos suficientes para justificar que o aluno esté interpretando o
sinal de igualdade como simbolo relacional. Dessa maneira, como ja discutimos antes,
apenas podemos cogitar sobre a possibilidade deste aluno estar relacionando ao simbolo

“="_ o nome igualdade, sem, contudo, pensar nele em termos de relagao.

Por tltimo, os resultados demonstram que, mesmo nao havendo nenhum ntimero
ou opera¢do do outro lado do sinal de igualdade, condi¢cdo necessaria para que se
estabeleca uma relacdo, 2,0% dos alunos apresentaram a concepc¢do igualdade
relacional. Isto €, a auséncia de numero ou operacao, ou no caso, do resultado, no outro
lado da igualdade, nao impediu que o sinal de igualdade fosse considerado uma relagao

entre os dois lados da igualdade.

(Y

Segundo Behr, Erlwanger e Nichols (1980), o simbolo seria considerado um
simbolo relacional se fosse compreendido como indicando uma comparacdo entre os
dois membros de uma igualdade. Vergnaud (1994), por sua vez, explica que uma
relagdo de igualdade representa, ao mesmo tempo, uma identidade tnica de significado
e uma equivaléncia dos diferentes significantes, em outras palavras, ela se interpreta a

esses dois niveis.
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Assim, entendemos que as concepg¢des dos alunos correspondiam a uma
concepe¢do igualdade relacional se, em suas respostas conseguissemos identificar idéias
decorrentes das consideragdes dos autores supracitados, como por exemplo, que o sinal

de igualdade indica que ambos, lado esquerdo e o direito, t€ém o “mesmo valor”.

Quadro 05 — Protocolo (instrumento1/98)

No protocolo acima, entendemos que, mesmo o aluno admitindo que a expressao

C__9 4

esteja sem resultado, ele escreve que o simbolo o significado do simbolo ¢
estabelecer uma relagdo de igualdade com o resultado. Podemos argumentar que,
quando este aluno fala em resultado, ndo remete, necessariamente, a uma concepgao
operacional. Ele utiliza o termo resultado para referir-se a um dos lados da igualdade
que estabelece relacdo com o outro, ndo no sentido de que o sinal de igualdade mostra

ou leva ao resultado. Ressaltamos que este aluno também escreveu respostas

relacionando os dois lados da igualdade em todos os itens do instrumento 1.

Quadro 06 — Protocolo (instrumento1/67)
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No protocolo instrumentol/67, a explicacio do aluno foi semelhante a
explicagdo escrita no protocolo instrumentol/98. Na resposta do aluno sobre o
significado do simbolo “=", particularmente na parte que ele destaca “vai ser porque
ainda nao houve conclusio no calculo”, percebemos que “conclusdo do calculo” parece
remeter ao numero do segundo membro. Esta idéia encaminha-nos a pensar na
concepcao operacional. Contudo, mesmo o aluno pensando no segundo membro como
conclusdo do célculo, a idéia que nos parece mais enfatizada no que concerne ao
significado do sinal de igualdade, ¢ a de que o primeiro e o segundo membro tém o
mesmo valor. Por essa razdo, entendemos que este aluno compreende o sinal de

igualdade como simbolo relacional.

4.1.2 Item d do instrumento 2: “= 10 + 5

Neste item, apresentamos a expressao = 10 + 5, inversa da expressdao 10 + 5 =,
correspondente ao item d do instrumento 1. Se por um lado, a expressdao 10 + 5 = ¢
bastante comum para as criangas nas séries iniciais, podemos argumentar que a
expressdo = 10 + 5, ndo é. Na categorizagdo dos dados, identificamos nas respostas dos
alunos trés concepgdes do sinal de igualdade, a operacional, a relacional nome-simbolo

e a simbolo separador.

Expressio Operacio aritmética

Concepcoes =10+5

Operacional 38.8%
Relacional Nome-simbolo 33,1%
Simbolo Separador 2,9%
Nio identificada 20,4%
Nao respondeu 4,8%
Total 100%

Tabela 03 — Operacdo aritmética (instrumento 2)

Os percentuais de Nao respondeu e respostas Nao identificadas foram de 4,8% e

20,4%, respectivamente. Ressaltamos que este item foi o que apresentou maior
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percentual de respostas Nao identificadas. Em linhas gerais, considerando os
percentuais de Nao respondeu e Nao identificadas, podemos conjeturar que
aproximadamente um quarto dos sujeitos teve dificuldades em interpretar o significado

do sinal de igualdade na expressao =10 + 5.

Particularmente, alguns alunos demonstraram que, para eles, esta expressao era,
de certo modo, absurda, como podemos observar na reposta de um dos alunos, ilustrada

no protocolo abaixo.

d) = 10+5
b
/ -
1) Como vocé explica essa expressao? A8 1150 Tads v
7 : ey
ks j / ok / I - -
Onlig Q€ unal g T" e i ':;r"'-"--‘ a? @ S ( L0 oot iy Blal
i
//
2) Qual o significado do simbolo ‘=" nessa expressao? ;- Hoglf o

WS P

Quadro 07 — Protocolo (instrumento2/58)

Quando o aluno vai explicar a expressdo = 10 + 5, ele escreve que “antes do
sinal de igualdade, deve estar o numero “0”. Pois ndo ¢ preciso colocd-lo”. Esta
explicacdo, juntamente com sua resposta sobre o significado do simbolo “=", na qual ele
ressalta que “ndo indica nada pois se antes dele tem um 0”, encaminha-nos a uma futura

reflexdo sobre a possibilidade desta expressdao realmente ser ou nao absurda.

Continuando, verificamos que a maior parte das respostas, isto ¢&,
aproximadamente 40%, indicam que os alunos estavam com uma concepgao
operacional. Como ja tinhamos verificado na revisdo da literatura que alguns
pesquisadores, como por exemplo Ginsburg (1977) e Behr, Erlwanger e Nichols (1980),
tinham utilizado expressdes do tipo [| = a + b para investigarem a compreensdo dos
alunos sobre o sinal de igualdade, ndo percebemos a possibilidade de que nossos alunos
pudessem ter tantas dificuldades ao interpretarem a expressdo = 10 + 5 e o simbolo “=",

nesta expressao.

De fato, nao haviamos considerado, na analise preliminar dos instrumentos que
realizamos na metodologia, que a auséncia de numero, operagdo ou mesmo da caixinha

, no lado esquerdo do “=" pudesse levar os alunos a pensarem que esta auséncia seria
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representada pelo 0. A caixinha realmente pode dar um sentido para o aluno, por que em
certas ocasides ¢ comum o professor utilizd-la para indicar nimeros ocultos (incognitas)

que devem ser descobertos e colocados dentro delas.

Por exemplo,em 3 +4 =1[1,3+ [J=7e [] +4=7, os alunos podem ver estas
caixinhas como um lugar para se colocar um numero, e esta interpretagdo até pode ser
aceitavel em [ = 3 + 4. Particularmente, por causa da expectativa de que depois do “="
vem o resultado, os alunos até podem aceitar expressoes do tipo 10 + 5 =, sem, contudo,

e

interpretarem a auséncia de termo apods o como associada ao 0. Realmente,
verificamos que nenhum aluno, de nossa pesquisa fez esta associagdo no item d do
instrumento 1. Isto €, a tendéncia maior ¢ que os alunos associem esta auséncia a
indicacdo de uma tarefa, que corresponde a encontrar o resultado da operagdo 10 + 5 e
ndo ao numero 0. No entanto, esta auséncia de niumero, de operagdo ou de uma caixinha

, no lado esquerdo, provocou em alguns sujeitos de nossa pesquisa, dificuldades na
«»

compreensdo da expressdo = 10 + 5 e na interpretacdo do significado do simbolo

nesta expressao.

\IVERISHELTE 2 /)

1) Como vocé explica essa expressio?
7

/ ST s

. . ’ f -~
2) Qual o significado do simbolo ‘=" nessa expressio?

Quadro 08 — Protocolo (instrumento2/47)

O protocolo instrumento2/47 ilustra que o aluno ndo aceitou a expressao = 10 +

_9

5, nem reconheceu significado algum em relagdo ao simbolo nesta expressao.
Possivelmente esta reacao deve-se ao fato de que, ndo havendo niimero, operacdo ou
caixinha antes do sinal de igualdade, o aluno considera improvavel a afirmagdo

implicita “nada igual a zero”.

Como ja mencionamos, Ginsburg (1977) e Behr, Erlwanger e Nichols (1980)
investigaram a compreensao de criangas com seis a doze anos sobre o sinal de igualdade

em expressdes do tipo (1 = a + b, como por exemplo, [1 = 3 + 4. Ambos os autores
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verificaram que criangas com idades entre seis € doze anos frequentemente reagiram
argumentando que a expressao estava ao contrario e modificavam-nas para 3 + 4 = [].
Essas reacdes, conforme os autores, demonstram que os alunos estdo interpretando o
sinal de igualdade como um simbolo operacional. Behr, Erlwanger e Nichols (1980)
ressaltam, ainda, que as criangas com uma concepg¢ao operacional do sinal de igualdade
demonstraram uma forte tendéncia em nao aceitar expressdes que nao houvesse sinais

e

de operacao (+, -, X, =) precedendo o simbolo

Embora Ginsburg (1977) e Behr, Erlwanger e Nichols (1980) tenham utilizado
em seus estudos expressdes do tipo [ = a + b, que entendemos ser semelhante a
expressdo do item d do nosso instrumento de investigagdo 2, lembramos que a
abordagem e os sujeitos das pesquisas deles foram diferentes da nossa abordagem e dos
nossos sujeitos. Enquanto estes pesquisadores analisaram as reagdes dos alunos bem
como o discurso deles, em nosso estudo nos apoiamos na andlise das respostas

CC__9%

correspondentes a interpretagao do significado do simbolo em expressoes do tipo

=a+b.

Mesmo assim, quando classificamos as respostas dos nossos sujeitos ao item d
do instrumento 2 como concepgao operacional também verificamos, em alguns casos, a
re-escrita da expressdo = 10 + 5 para 10 + 5 = como pode ser observado logo abaixo, no

protocolo instrumento2/36.

d)

Fi
1) Como vocé explica essa expressio? v Aebnvet roacko ci i tn
r i
i '
Corde secorlhoh aseg Hery M4 ;!l X I"')..J..lﬂ_g’} 3

¥
4

g - / -
2) Qual v significado do simbolo ‘=" nessa expressio? f: XA G ONECUIIG con
weors Clelonerdvade walen. 10+5= qual e wamltde. Ae

Quadro 09 — Protocolo (instrumento2/36)

Como podemos observar, este exemplo aponta que, mesmo entre alunos do 3°

ano do Ensino Médio, existe a tendéncia de que antes do sinal de igualdade deve vir a
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operagao, assim como foi evidenciado por Ginsburg (1977) e Behr, Erlwanger e Nichols

(1980) com criangas de seis a doze anos.

Além desta reagdo demonstrando uma concep¢ao operacional, observamos
também que, tanto a explicagdo do aluno sobre a expressdo = 10 + 5, quanto sua
interpretacao do simbolo “=", nesta expressdo, demonstram a idéia de que o sinal de

igualdade indica a procura pelo resultado.

) F10+5

1) Como vocé explica essa expressdo? o bes LENIPED) o T,
Fi | v
. s /
Mooy o deratdh vuienom 4 jach o B 20001 0 +enSlen

7
/

. - - /! 3
2) Qual o significado do simbolo ‘=" nessa expressao?_ S, ORI <TVe! eIy —Ae

Aoy swputtocles

Quadro 10 — Protocolo (instrumento2/58)

No protocolo instrumento2/58, o aluno reconhece que a expressdo representa
uma soma na qual o resultado deve ser encontrado. Em relagdo ao sinal de igualdade, o
aluno deixa claro que a fungdo dele ¢ calcular o resultado. Tais respostas, como ja
mencionamos antes, estdo sendo classificadas, nesta pesquisa, como manifestagdes de

uma concepgao operacional.

A concepgao relacional nome-simbolo foi identificada em um tergo das
respostas dos alunos ao item d do instrumento 2. Esta concepg¢ao, tal qual a definimos a
priori, leva em consideragdo respostas do tipo “igual”, “igualdade”, no sentido de que
estas respostas sugerem apenas um possivel reconhecimento da relagdo entre o simbolo

CC__9%

e o nome igualdade.

1) Como vocé explica essa expressio?

2 AQ 45,

/
2) Qual o significado do simbolo *=’ nessa expressio? _[((Q {BL’AE’,

Quadro 11 — Protocolo (instrumento2/1)
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As respostas do aluno representada no protocolo instrumento2/1, mostram que
a explicagdo que ele da a expressdao = 10 + 5, confunde-se com uma leitura ou traducdo

9

da respectiva expressdo. Quanto ao significado do simbolo o aluno apenas escreve

“igualdade”.

d)

1) Como vocé explica essa expressao? /€ oo (. .a

/
/

A i o / # [
2) Qual o significado do simbolo =" nessa expressao? ool

Quadro 12 — Protocolo (instrumento2/76)

Na mesma diregdo, o protocolo instrumento2/76 demonstra que a interpretacao
do aluno sobre o significado do sinal de igualdade, neste contexto, corresponde apenas

e

ao nome do simbolo . Assim, esses tipos de respostas ndo nos permite tirar outras

conclusdes, a ndo ser a de que o aluno parece simplesmente atribuir o nome igual ao

cC__9

simbolo “=", quase que de maneira espontanea.

Por ltimo, mesmo sendo representada por um pequeno percentual de 2,9% das
respostas, identificamos também a concepcdo simbolo separador. Lembramos que a
idéia correspondente a esta concepcao ¢ a de que o significado do simbolo “=" implica

em “separar”, por exemplo, dois membros de uma igualdade.

No entanto, na expressdo = 10 + 5 temos apenas um lado. Dessa maneira,

poderiamos questionar: afinal, o que ele poderia estar separando se s6 um lado ¢ dado?

/!
. . r £
2) Qual o significado do simbolo ‘=’ nessa expressao? S 1oana AANTR
]

i

L5200 olt. oudno..

Quadro 13 — Protocolo (instrumento2/86)
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A resposta representada no protocolo instrumento2/86 chamou-nos a atengao
pelo fato de que o aluno ndo reconhece a expressdo = 10 + 5 como uma operagdo
aritmética, na qual um lado ¢ dado para ser calculado, e o outro deve ser preenchido
com o resultado, mas sim como uma das partes de uma outra expressdo, implicita,

9 1

composta de duas partes. Nessa direcdo, o aluno escreve que o significado do ¢

separar uma parte da outra.

Apenas com os elementos contidos neste protocolo nao foi possivel avangar nas
razdes que encaminharam o aluno a conceber = 10 + 5 como uma das partes de uma
suposta expressao que foi separada, mas sugerimos algumas hipoteses. A primeira é que
este aluno pode compreender que igualdades com operacdes nos dois lados do “=" (a +
b = ¢ + d), podem ser resolvidas separadamente. Na literatura, encontramos estudos (ex.
DENMARK, BARCO e VORAN, 1976; BEHR, ERLWANGER e NICHOLS, 1980;
SHOECRAFT, 1989) indicando que alunos jovens, com idades de seis a doze anos, as
vezes, consideram igualdades deste tipo como se fossem dois problemas separados.
Shoecraft (1989), por exemplo, discute que muitas criangas alteram a expressao 2 + 7 =

4+5para2+7=9e4+5=90u2+7+4+5=18.

Nesse caso, os alunos parecem sentir a necessidade de modificar o esquema
operacao = operacao” para “operacdo = resposta”, no qual o sinal de igualdade ¢ sempre
precedido por uma operagdo e seguido por uma resposta, comumente, com um Unico
numero. Essa tendéncia foi interpretada em razdo de uma concepg¢do operacional
(DENMARK, BARCO ¢ VORAN, 1976; BEHR, ERLWANGER e NICHOLS, 1980;
SHOECRAFT, 1989) ou possivelmente a uma limitagdo cognitiva correspondente a
aceitagcdo da falta de fechamento. Dessa maneira, entendemos que estas consideracdes
ndo se aplicam, ou ndo sdo adequadas, para a resposta representada no protocolo
instrumento2/86, pois o aluno demonstra nao ter problemas em aceitar o fato de que
depois do sinal de igualdade tenha uma operag¢do. Poderiamos entdo pensar em uma

__9

segunda hipotese, na qual este aluno compreende o como um simbolo relacional.

Se a ndo aceitagdo do esquema “operagdo = operacdo” e sua modificagdo para
“operacao = resultado” ddo indicios de uma concepgdo operacional, a aceitagdo

€C_9%

demonstraria que o aluno pode estar compreendendo o como um simbolo que
relaciona duas operagdes com o mesmo valor. Se por um lado fica claro que o aluno

aceita o esquema “operagdo = operagao”, por outro os dados ndo permitem concluir que
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cC__9

0 esta sendo interpretado como uma relagdo de igualdade, no sentido de que ambos

os lados, mesmo diferentes, representam o “mesmo valor”.

Como nao hé evidéncias claras de uma concepgao igualdade relacional, podemos
entdo justificar que a evidéncia maior ¢ a de que este aluno esteja interpretando o
simbolo “=" apenas como um separador, como ele bem escreve sobre o significado do

sinal de igualdade.

d)

o

% ~ . = Vi ¥ = 3 3 Y.
1) Como vocé explica essa expressio? s gfx’y'-m? MED P o

/
/
7
b
! A

ke 5 / . £
2) Qual o significado do simbolo ‘=" nessa expressio? \yvis ) MU M

Quadro 14 — Protocolo (instrumento2/71)

Diferentemente da andlise do protocolo instrumento2/86 que sugeriu uma
discussdo sobre trés possibilidades de concepcdes (operacional, igualdade relacional e
simbolo separador) e, por eliminacdo, classificou-se como concep¢do simbolo
separador, na resposta do aluno representada no protocolo instrumento2/71, uma
discussdo seria desnecessaria, pois a escrita do aluno deixa bastante evidente sua

concepg¢ao simbolo separador.

4.1.3 Operagdes aritméticas: cruzamento dos resultados nos instrumentos 1 e 2

Para verificarmos as concepcdes dos alunos acerca do sinal de igualdade no
contexto das operacdes aritméticas, utilizamos um item do instrumento 1 e um item do
instrumento 2, representados pelas expressdes 10 + 5 = e sua forma invertida = 10 + 5,
respectivamente. ApoOs analisarmos estas duas questdes de maneira isolada,
apresentaremos, em seguida, algumas consideragdes articulando os resultados destes

dois itens.

Antes de realizarmos quaisquer comparagdes entre os resultados obtidos nos

instrumentos 1 com os obtidos no instrumento 2, esclarecemos que os alunos que
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responderam o instrumento 1, ndo responderam o instrumento 2 e vice-versa. Portanto,
as comparacdes ndo devem ser entendidas da forma, aluno A teve uma concepcio C
quando analisou a expressdao 10 + 5 =, ¢ 0 mesmo aluno A teve uma concepcio Cl
quando analisou a expressdao = 10 + 5. Portanto, nossa analise comparativa ¢ relativa aos
resultados obtidos no dominio do grupo de alunos do 3° ano que participou da pesquisa.
Dados estes esclarecimentos, vamos prosseguir com as consideragdes provenientes dos

resultados obtidos pelos dois itens (item d do instrumento 1 e 2).

Levando em consideragao os resultados obtidos em ambos os instrumentos 1 (10
+5=)e2 (=10 +5), verificamos que mais da metade das concepgdes dos alunos sobre
o significado do sinal de igualdade nos contextos aritméticos corresponderam a

concepgao operacional e mais de um quarto a concepgao relacional nome-simbolo.

Particularmente, comparando os resultados em ambos os instrumentos 1 e 2, a
concepcao operacional foi, aproximadamente 25%, mais identificada no item d do
instrumento 1 (10 + 5 =), enquanto que, neste mesmo contexto, a concepg¢ao relacional
nome-simbolo foi, aproximadamente 10%, mais identificada no item d instrumento 2 (=

10 + 5).

Podemos dizer que, no contexto das operagdes aritméticas, a maior tendéncia, no
que diz respeito as concepgdes dos alunos do 3° ano do Ensino Médio que participaram
desta pesquisa, foi referente a uma concepgao operacional do sinal de igualdade. Esta
tendéncia, por sua vez, foi mais evidente na expressdo 10 + 5 =, quando o sinal de
operacao (+) encontrava-se antes do simbolo “=", do que na expressdao = 10 + 5, com o

ce__9

sinal (+) apds o simbolo

4.1.4 Sintese dos resultados: operagdes aritméticas

Esta sintese corresponde a categorizacdo da soma de todos os dados obtidos no
instrumento 1 e 2, concernentes ao contexto das operacgdes aritméticas. A tabela a seguir
demonstra os percentuais respectivos as concepcdes definidas “a priori” e “a posteriori”,

bem como os percentuais relativos as ndo respondidas e nao identificadas.
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Concepcoes %

Operacional 51,2%
Relacional nome-simbolo 28.,3%
Simbolo separador 1,5%
Igualdade relacional 1,0%
Operacional sintatico 0%
Equivaléncia em igualdade condicional 0%
Funcional 0%
Nao identificada 15,1%
Nao respondeu 2,9%
Total 100%

Tabela 04 — concepgdes no contexto das operagdes aritméticas

Como podemos observar na tabela 04, no contexto das operagdes aritméticas
foram identificadas, nas respostas dos alunos, quatro concepgdes sobre o significado do
sinal de igualdade, sendo elas, a operacional, a relacional nome-simbolo, a simbolo
separador e a igualdade relacional. Mais da metade das respostas foi categorizada como

concepgao operacional e mais de um quarto como concepgao relacional nome-simbolo.

Estes dados permitiram-nos argumentar que, no contexto das operagdes
aritméticas, os alunos do 3° ano do Ensino Médio que participaram da pesquisa, tiveram
maior tendéncia em compreender o sinal de igualdade de maneira operacional.
Identificamos, nas concepcdes dos alunos, varias idéias ja evidenciadas em outras
pesquisas, como por exemplo, a de que sinal de igualdade indica a resposta, o resultado,

precede o resultado, indica célculo, o final da conta.

Outra tendéncia bastante evidente foi a de compreender o significado do sinal de
igualdade apenas como igual, igualdade, simbolo de igualdade sem, contudo,
demonstrar que o simbolo “=" estava sendo interpretado como simbolo relacional. As
respostas destes tipos ndo estavam sendo categorizadas em outras pesquisas como

concepgdes dos alunos sobre o sinal de igualdade.

Mesmo o significado do simbolo “=" nao correspondendo, nas expressdes que
representaram o contexto das operacdes aritméticas, a uma relagdo de igualdade, nem
estando visivelmente separando termo algum, identificamos respostas que
demonstravam idéias correspondentes as concepgdes igualdade relacional e simbolo

“»

separador. Isto indica que caracteristicas e significados do simbolo “=" referentes a

outros contextos também foram mobilizados nas concepgdes dos alunos em relagdo ao
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significado do simbolo “=" no contexto das operacdes aritméticas. Por ultimo, achamos
importante ressaltar que, se tratando de alunos do 3° ano do Ensino Médio, esperavamos

um percentual maior de respostas identificadas como concepgao operacional.

4.2 Igualdades aritméticas

As caracteristicas do simbolo “=” numa igualdade aritmética, conforme a
discussdo tedrica desta pesquisa, corresponde a idéia de relagdo de igualdade que inclui:
identidade Unica de significado e equivaléncia dos diferentes significantes
(VERGNAUD, 1994). Segundo Behr, Erlwanger e Nichols (1980), o simbolo “=" como
um simbolo relacional, neste contexto, sugere uma comparagao entre os dois membros

ce__%

de uma igualdade. Dessa maneira, entendemos que o significado do simbolo numa
igualdade aritmética pode ser compreendido como indicando que o que esta no lado

direito do “=" ¢ igual, idéntico ou equivalente ao que estd no lado esquerdo.

4.2.1 Item a do instrumento 1: “14 + 8 =22”

Tanto no instrumento 1 quanto no 2, o item referente ao contexto das igualdades
aritméticas foi o item a. No instrumento 1, o contexto das igualdades aritméticas foi
representado pela expressdao 14 + 8 = 22. A tabela abaixo, demonstra os resultados

obtidos com a analise das respostas dos alunos a este item.

Expressiao | Igualdade aritmética

Concepcoes 14 +8 =22

Operacional 51,0%
Igualdade relacional 15,6%
Relacional nome-simbolo 30,4%
Separador 2,0%
Nao identificada 1,0%
Néo respondeu 0%
Total 100%

Tabela 05 — Igualdade aritmética (Instrumento 1)
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Como podemos observar na tabela 05, todos os alunos responderam este item e
apenas 1% das respostas ndo foram identificadas. Assim, identificamos quatro
concepgdes dos alunos acerca do sinal de igualdade. Sao elas: a operacional com 51,0%
das respostas, a igualdade relacional com a porcentagem de 15,6%, a relacional nome-

simbolo com 30,4% e a separador com 2,0%.

\

Iniciando pela discussdo dos resultados correspondentes a concepcao
operacional, esclarecemos que utilizamos os mesmos critérios para categorizacdo das
respostas dos itens referentes ao contexto das operacdes aritméticas. Em outras palavras,
nos orientamos por idéias como, sinal para fazer algo, comando para executar a

operacao, sinal para mostrar a resposta ou resultado.

Quadro 15 — Protocolo (instrumento1/23)

O protocolo instrumentol/23 ilustra a concepg¢do operacional e,

__%

particularmente, quando o aluno escreve que o soma tudo antes dele, reconhecemos

a idéia do sinal de igualdade como um comando para executar a operacao.

Quadro 16 — Protocolo (instrumento1/36)



142

€9

Quando o aluno responde que depois do vem o resultado das questdes,
conforme ilustrado no protocolo instrumentol/36, fica clara a idéia do sinal de

igualdade como sinal para mostrar a resposta ou resultado.

Aproximadamente 30% das concep¢des dos alunos que responderam o
instrumento 1 foram correspondentes a concepgao relacional nome-simbolo. Os alunos,

69

com esta concepcao do sinal de igualdade, interpretam o simbolo apenas como
igual ou igualdade, sugerindo que podem estar apenas reconhecendo a relagdo entre este

simbolo e o seu nome, conforme ilustra a figura abaixo.

Quadro 17 — Protocolo (instrumento1/79)

Observando o protocolo acima, percebemos que o aluno ndo reconhece a
expressao 14 + 8§ = 22 como uma igualdade, mas sim como uma soma, provavelmente

por causa do simbolo (+).

C__9

Em relagdo ao significado do simbolo , ele escreve apenas igualdade. Este

C__%

aluno pode estar além de interpretando o em razdo do seu nome, igual, utilizando
esta estratégia ao interpretar a igualdade em razao do sinal de operacdo (+) contido na

expressao.

COLOCAR OUTRO PROTOCO E COMENTAR.... SOBRE NOME SiMB

Quadro 18 — Protocolo (instrumento1/54)
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Semelhantemente, acreditamos que na resposta representada no protocolo
instrumento1/54, o aluno também interpreta a expressdo como uma adi¢cdo/soma, em
razdo do simbolo (+), ndo a reconhecendo como uma igualdade. Por conseguinte, a
resposta deixa claro que, em relagdo ao significado simbolo “=" na igualdade 14 + 8 =

e

22, o aluno esta considerando apenas o nome do simbolo “=", no caso, igual. Tanto nas
respostas representadas no protocolo instrumento1/79, quanto no instrumento1/54, as
evidéncias apontam para o fato de que a concepgdo destes alunos ¢ baseada na relagao

9

entre o simbolo e o nome igual/igualdade. Por este motivo, classificamos as

respostas deste tipo como concepgao relacional nome-simbolo.

e

O percentual de alunos que interpretaram o significado do simbolo na
igualdade aritmética 14 + 8 = 22 como simbolo relacional foi de aproximadamente
16%. Para categorizarmos as respostas dos alunos como concepcdo igualdade
relacional, fundamentamo-nos em Vergnaud (1994) e em Behr, Erlwanger e Nichols

(1980).

Behr, Erlwanger e Nichols (ibid.) apontam que as criangas participantes de sua

69

pesquisa considerariam o como um simbolo relacional se compreendessem este
simbolo como uma comparagdo entre os dois membros de uma igualdade. J& Vergnaud
(ibid.), define uma relagdo de igualdade afirmando que ela representa, ao mesmo tempo,

uma identidade unica de significado e uma equivaléncia dos diferentes significantes.

Consideramos estas duas posi¢des como compativeis e, em nosso entendimento,
englobam a idéia de que os dois lados da igualdade t€m o mesmo valor, ainda que os
simbolos sejam diferentes. Os protocolos instrumentol/39 ¢ instrumentol/80 sdo

exemplos desta idéia associada a concepcao igualdade relacional.

Quadro 19 — Protocolo (instrumento1/80)
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A resposta do aluno explicando a expressdo 14 + 8 = 22 e interpretando o

ce__9

significado do , no protocolo acima, demonstra que ele estd considerando que os
dois lados da igualdade, mesmo com representagdes diferentes, se referem ao mesmo
valor, e quem indica esta relagdo de igualdade entre os dois lados ¢ o sinal de igualdade.
Compreendemos que a idéia contida nesta resposta se apdia em uma concepgao
igualdade relacional, pois estabelece uma comparagdo entre o valor da soma do

primeiro membro e valor representado no segundo membro.

Quadro 20 — Protocolo (instrumento1/39)

Tanto a resposta do aluno no protocolo instrumento1/39, quanto a do aluno
representada no protocolo instrumentol/80, demonstram que os alunos nao estdo
compreendendo o sinal de igualdade como um sinal para fazer algo, nem como um
simbolo que indica o lugar da resposta, mas sim estdo levando em consideracdo o fato
de que o simbolo “=" representa uma relacao estatica entre os lados da igualdade. De
fato, eles parecem perceber que mesmo sendo diferentes os nimeros ou valores
expressos nos dois lados da igualdade, o que € invariante ¢ a relacdo estabelecida entre

__%

eles pelo simbolo “=", isto ¢, a igualdade.
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Por altimo, identificamos em 2% dos alunos que responderam o instrumento 1, a

concepe¢do do sinal de igualdade como um simbolo separador.

Quadro 21 — Protocolo (instrumento1/26)

No protocolo anterior, o aluno explica a expressdao 14 + 8§ =22 como um “monte
de numeros”, ndo a reconhecendo também como uma igualdade. Em relagdo ao
significado do sinal de igualdade, ele escreveu que correspondia a separagdo dos

numeros.

Quadro 22 — Protocolo (instrumento1/13)

Na resposta do aluno, representada no protocolo instrumentol/13, podemos

__9

dizer que ele ndo estd interpretando o significado do como sinal para fazer algo,

indicar a resposta, nem, tampouco, como sinal para expressar uma relacdo de igualdade
entre os lados esquerdo (14 + 8) e direito (22). Igualmente entendemos que, nesta
resposta, ndo ha uma especificagdo da relacdo entre o significado do sinal de igualdade

e

e o contexto no qual aparece, nem o reconhecimento da relagdo entre o simbolo eo
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nome igualdade. Por esta razdo, classificamos as respostas envolvendo a idéia de
separar, por exemplo, os nimeros em uma adi¢do, como ilustrada nos protocolos
instrumento1/13 ¢ instrumentol/26, como correspondentes a concep¢do simbolo

separador.

4.2.2 Item a do instrumento 2; “22 =14 + 8”

Neste item, o contexto das igualdades aritméticas foi representado pela
expressdo 22 = 14 + 8, isto ¢, a forma invertida da expressao 14 + 8 = 22, utilizada no

item a do instrumento 1.

Se a operacdo aritmética = 10 + 5 ndo ¢ considerada uma expressdo comum no
ensino de Matematica nas séries iniciais, conforme discutimos na analise do item d do
instrumento 2, podemos dizer na mesma direcdo que o estudo de igualdades aritméticas
representadas por expressdes tais como, 22 = 14 + 8, também ndo ¢ trivial. No que
concerne aos resultados, identificamos as concepgoes, operacional, igualdade relacional,
relacional nome-simbolo e simbolo separador, conforme os dados apresentados na

tabela abaixo.

Expressao Igualdade aritmética

Concepcoes 22=14+8

Operacional 25,2%
Igualdade relacional 34,0%
Relacional nome-simbolo 31,1%
Simbolo Separador 2,9%
Nao identificada 5,8%
Nio respondeu 1,0%
Total 100%

Tabela 06 — Igualdade aritmética (Instrumento 2)

A porcentagem de respostas ndo identificadas foi de 5,8% enquanto que a de
alunos que ndo responderam foi de 1,0%. Desta vez, a maior parte das respostas nao foi
categorizada como concep¢do operacional, mas sim como concepcdes igualdade

relacional e relacional nome simbolo.
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Nos itens que ja analisamos, discutimos os resultados iniciando pela concepgao
com maior percentual obtido na andlise. Assim, vamos iniciar nossa discussdo com o0s
resultados referentes a concepgao igualdade relacional, em seguida com os resultados da
concep¢do nome-simbolo, concepgdo operacional e, por ultimo, com os resultados

correspondentes a concepgao simbolo separador.

A concepgao igualdade relacional ¢ fundamentada nas idéias que discutimos
acerca de Vergnaud (1994) e Behr, Erlwanger e Nichols (1980). Nesta direcao,
consideramos que um aluno tem uma concepgao igualdade relacional quando considera

__9

0 como um sinal de relagdo entre membros da igualdade na qual, por exemplo,

ambos os lados tem o mesmo valor ou, representam o mesmo nimero.

a)22 =14+8
/

: X ) /
iy e
1) Como vocé explica essa expressiio? i D Asprreud  cds L0 atdndle
z
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7
/

/
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2 . . r B - )
2) Qual o significado do simbolo ‘=" nessa expressio?_ & e ol ~ernOelo

Aa.  arccicoele € crusvae  nlet  aeen ambod pousdin
L]

Quadro 23 — Protocolo (instrumento2/87)

No protocolo acima, o aluno reconhece a expressdao 22 = 14 + 8§ como uma
igualdade e, por conseguinte, considera o sinal de igualdade, neste contexto, como sinal
que indica 0 mesmo valor em ambas as partes. Assim, compreendemos que o aluno esta

com uma concepc¢ao referente a igualdade relacional.

a)22=14+8
i

A ~ . /
1) Como vocé explica essa expressio? _/td¥ o, s T) o o ol tads

7 .
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/

!
!

2) Qual o significado do simbolo ‘=" nessa expressfio? o5y 1o )y
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Quadro 24 — Protocolo (instrumento2/58)
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Analisando a resposta ilustrada no protocolo instrumento2/58, podemos ver que
o aluno fala em resultado de uma soma de dois nimeros, possivelmente levando em
conta 22 como o resultado de 14 + 8. Em relagdo ao significado do sinal de igualdade,
ele também fala em resultado, contudo, quando esse aluno escreve que o nimero que
esta no primeiro membro, no caso, 22, ¢ equivalente ao resultado da soma do segundo
membro, deixa subtendido que o resultado desta soma também ¢ 22. Logo seu
pensamento estaria discorrendo sobre uma possivel identidade ou equivaléncia de

conteudo, valor, tal como 22 = 22.

Assim, destacamos que, mesmo este aluno utilizando a palavra resultado em sua
resposta, ndo implica, necessariamente, em uma concepgao operacional. Por outro lado,
quando ele compara o nimero que estd no primeiro membro com o resultado da soma
do segundo membro em termos de equivaléncia estd, em nosso entendimento,
considerando o sinal de igualdade como uma relagdo correspondente & concepgdo

igualdade relacional.

Em seqiliéncia, na categorizacdo dos dados, quase um terco das respostas
corresponderam a concepgao relacional nome-simbolo. Ao longo de toda a analise

CC__9 L4

temos discutido que, quando os alunos escrevem que o significado do ¢

igual/igualdade, estamos reconhecendo que sua concepcdo estd sendo guiada pelo

__9

reconhecimento da relagdo entre o simbolo e o nome igual/igualdade. Cada
protocolo analisado, por sua vez, vem confirmando que ¢ bem especifica a idéia
referente a relacdo nome-simbolo, que neste trabalho designa a concepgao relacional

nome-simbolo.

a)22 = 14+ 8

/!
1) Como vocé explica essa expressdo? J/J\fwadi;o\ CEJL;_Q @ Wa 1IN Y. T,
L2 o~ O mmciasr /

7
/
/
/

2) Qual o significado do simbolo ‘=" nessa expressio? C_‘)frm%OQ_,O ol
PIAY AC&&
0

Quadro 25 — Protocolo (instrumento2/22)

Na figura acima, podemos argumentar que o aluno ndo percebeu a expressao 22

= 14 + 8 como uma igualdade. Com efeito, ao afirmar que o numero 22 ¢ o maior, ¢
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possivel que ele tenha observado apenas os nimeros da expressao, uma vez que, 22 ¢

maior que 14 e 8.

C__9%

Quanto ao significado do simbolo em 22 = 14 + 8, o aluno apenas escreve
simbolo de igual, isto ¢é, parece identificar apenas o nome do simbolo, e dessa maneira,

a concepeao subjacente € a que denominamos de relacional nome-simbolo.

a)22 =14 +8

. 5 : i S 5
1) Como vocé explica essa expressio? Sy PRESCAI NU MERICA

/
/
7
/
/
/

2) Qual o significado do simbolo ‘=" nessa expressao? [ &0 Bl DAD/.

Quadro 26 — Protocolo (instrumento2/47)

Na resposta representada no protocolo instrumento2/47, observamos que o
aluno também nao reconhece 22 = 14 + 8 como uma igualdade. Quanto ao significado
do “=”, ele apenas escreve “igualdade”, indicando-nos uma concepg¢ao relacional nome-

simbolo.

Por conseguinte, aproximadamente 25% dos sujeitos escreveram respostas
indicando uma concepgdo operacional. Apresentamos em seguida, os protocolos
ilustrando esta concepcao, em relacdo ao contexto das igualdades aritméticas,

representado pela expressdo 22 = 14 + 8.

)22 =14 +8

/ .
1) Como vocé explica essa expressio? / oo 6 Down,
P EGe -
A Kt f igud, 0/99 e
4
/

/
2) Qual o significado do simbolo ‘=" nessa expressdo? __DINL %ﬂ}]g, : g&; M
J\mee/ Q. oW

Quadro 27 — Protocolo (instrumento2/17)
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Diversos estudos (DENMARK, BARCO e VORAN, 1976; GINSBURG, 1977,
BEHR, ERLWANGER ¢ NICHOLS, 1980; SHOECRAFT, 1989) demonstram que
criangas jovens, com idades entre seis e doze anos, t€ém uma tendéncia em re-escrever
expressdes na forma “c = a + b” para “a + b = ¢”, em razdo de uma concepgio
operacional do sinal de igualdade. Behr, Erlwanger e Nichols (1980), por exemplo,

e

explicam que para os alunos aceitarem uma expressao contendo um simbolo “=", parece

que precisam ver antes dele sinais de operagdes (+, -, +, X) e depois dele um resultado.

Como podemos ver no protocolo acima, o aluno quando vai explicar a expressao
22 = 14 + 8, apenas reescreve-a na dire¢do (operagdo = resultado). Este protocolo
confirma assim, que a tendéncia de re-escrever expressoes na forma “c = a + b” para “a

+b=c”, também foi verificada com alunos do 3° ano do Ensino Médio.

Quanto ao significado do sinal de igualdade, o aluno responde que ‘“‘serve para

dar o resultado da soma”. Analisando as respectivas respostas referentes a expressao 22

9

= 14 + 8 e ao significado do simbolo nesta expressdao, podemos inferir que, para

este aluno, 14 + 8 ¢ igual a 22, 14 + 8 =22 e 14 + 8 da 22, teriam o mesmo sentido, isto

99 €9

¢, em sua concepgao, “¢ igual a”, e “da” teriam o mesmo atributo.

Este aspecto também foi evidenciado no estudo de Stacey e Macgregor (1997)
quando verificaram que varios alunos compreendiam o sinal de igualdade como uma

CC__9%

acdo indicada do tipo dar ou faz. Por exemplo, o em 3 + 5 = 8§, ¢ comumente lido
como 3 mais 5 da 8, ou 3 mais 5 fazem 8. Semelhantemente, observamos as respostas

escritas no protocolo instrumento2/16, logo abaixo.

a)22 =14+ 8
g . 5
P
~ . - / —
1) Como vocé explica essa expressio? ’,/ RV W o O e B Y
/
ke peL b ]-”
5 /
/
/ R is
2) Qual o significado do simbolo ‘=" nessa expressio? ) . . . B B G i 1Y

Quadro 28 — Protocolo (instrumento2/16)

Na mesma direcdo do que discutimos em relagdo a concepgdo operacional
representada  pelo  protocolo instrumento2/17, observamos no protocolo

CC__9%

instrumento2/16 que, antes do aluno escrever que o significado do simbolo
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corresponde a idéia de resultado, ele reescreve a expressao 22 = 14 + 8 modificando-a

para 14 + 8 =22.

Admitimos que estes dados ndo sejam suficientes para fundamentar a afirmagao
de que alunos do 3° ano do Ensino Médio ndo aceitam igualdades nas quais ndo existam
sinais de operagdes antes do sinal de igualdade. Contudo, permitem refletir sobre a
possibilidade de que exista certa tendéncia, ndo em rejeitar igualdades sem sinais de

€C__9

operagdes antes do , mas ao menos, preferir ou considerar mais adequadas,
igualdades nas quais encontrem um ou mais sinais de operagdes antes do sinal de

igualdade.

Por ultimo, demonstramos os protocolos que exemplificam as respostas dos
alunos que correspondem a uma concepgao relacional nome-simbolo, no contexto das

igualdades aritméticas na forma c=a +b.

a)22=14+8"
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Quadro 29 — Protocolo (instrumento2/39)

Como podemos observar, no protocolo instrumento2/39 a expressao 22 = 14 +
8 ndo ¢ reconhecida como uma igualdade. Também ndo encontramos nenhum elemento,
que faga alusdo a qualquer concepg¢des que ndo seja a que definimos como simbolo

separador.

4.2.3 Igualdades aritméticas: cruzamento dos resultados nos instrumentos 1 e 2

Para investigarmos a concep¢do dos alunos sobre o sinal de igualdade no

contexto das igualdades aritméticas utilizamos dois itens, um no instrumento 1 € um no
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instrumento 2, com as respectivas expressoes 14 + 8 = 22 e 22 = 14 + 8. Na andlise
comparativa dos resultados obtidos em relagdo a estas duas igualdades aritméticas,
verificamos, em ambas, as mesmas concepgoes, isto ¢, a operacional, a igualdade
relacional, a relacional nome-simbolo e a simbolo separador. Conseguimos identificar
certa diferenga nos percentuais destas concepgdes em fungdo da forma (operagdo =
resultado) (e resultado = operacdo). A maior diferenca em funcdo da forma da
expressao, assim como na analise das operacgdes aritméticas, foi referente aos resultados

obtidos na categoria concep¢ao operacional.

O percentual de respostas referentes a igualdade aritmética 14 + 8 = 22 (item a
do instrumento 1) categorizado como concepgao operacional foi de 51,0% enquanto que
para a igualdade aritmética 22 = 14 + 8 (item a do instrumento 2) este percentual foi de

25,2%.

Em linhas gerais, os dados fornecem evidéncias de que o sinal de igualdade ¢
mais compreendido como simbolo operador, no contexto das igualdades aritméticas,
quando as expressdes correspondem a forma (operagdo = resultado). Por outro lado, o
percentual de respostas categorizadas como concepcao igualdade relacional, em relagao
ao item a do instrumento 1, foi de aproximadamente 16%, enquanto que em relagdo ao
item a do instrumento 2, foi de 34%. Podemos conjeturar que as igualdades na forma

__9

(resultado = operagdo) foram mais favoraveis a uma compreensao do como simbolo
relacional, do que as igualdades na forma (operacao = resultado). Quanto as concepgdes
relacional nome-simbolo e simbolo separador, os resultados demonstraram que quase

ndo houve diferenga em razao da forma da expressdo (14 + 8 =22 ou 22 = 14 + 8).

Por ultimo, observamos ainda que o percentual de alunos que ndo responderam e
que escreveram respostas ndo identificadas foi de 0% e 1,0% no item a do instrumento
1, e 1,0% e 5,8% no item a do instrumento 2. Dessa maneira, podemos pensar sobre a
possibilidade de que estes alunos tiveram mais dificuldades em escrever sobre o

CC__9

significado do simbolo em igualdade na forma (resultado = operagdo), do que em
igualdades na forma (opera¢do = igualdade). Uma provével razdo para este fato ¢ que
igualdade como 22 = 14 + 8 s@o bem menos comuns no ensino de Matematica do que

igualdades como 14 + 8 = 22.
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4.2.4 Sintese dos resultados: igualdades aritméticas

O que vamos discutir neste topico, concerne a uma sintese dos dados obtidos nos
instrumentos 1 e 2, em relagdo ao contexto das igualdades aritméticas. Nesta sintese,
ndo trataremos de questdes como, ha ou ndo diferengas nos resultados em razdo da
estrutura da expressao? Portanto, nossa questdo aqui ¢ analisar os resultados no que diz

respeito ao contexto das igualdades aritméticas.

Concepcoes %

Operacional 38,1%
Relacional nome-simbolo 30,7%
Igualdade relacional 24,9%
Simbolo separador 2,4%
Operacional sintatico 0%
Equivaléncia em igualdade condicional 0%
Funcional 0%
N3o identificada 3,4%
Nao respondeu 0,5%
Total 100%

Tabela 07 — concepgdes no contexto das igualdades aritméticas

A tabela 07 apresenta os percentuais referentes as concepgdes operacional,
relacional nome-simbolo, equivaléncia em igualdade condicional, funcional e igualdade
relacional, definidas a priori e as concepgdes simbolo separador e operador sintatico,
definidas a posteriori. Também demonstra os resultados referentes as nao respondidas e

ndo identificadas.

No contexto das igualdades aritméticas foram identificadas quatro concepgdes: a
operacional, a relacional nome-simbolo, a igualdade relacional e a simbolo separador.
Os maiores percentuais, assim como no contexto das operagdes aritméticas,
corresponderam as concepgdes operacional e relacional nome-simbolo, embora que, em
menores propor¢des. Por outro lado, se apenas 1,0% das respostas referentes ao
contexto das operagdes aritméticas foram respectivas a concepcao igualdade relacional,

no contexto das igualdades aritméticas, este percentual foi de aproximadamente 25%.
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De acordo com a discussdao que realizamos em nosso quadro tedrico, o

CC__9

significado do simbolo em uma igualdade aritmética corresponde a uma relacdo de

igualdade, sugerindo uma comparacdo entre os dois membros de uma igualdade, de

__9

maneira que o que esta no lado direito do ¢ igual, idéntico ou equivalente ao que

esta no lado esquerdo. Nesse sentido, uma concepcao adequada em relacdo ao

e

significado do simbolo nas igualdades aritméticas, seria a concepcdo que

denominamos de igualdade relacional. No entanto, apenas um quarto dos alunos

__9

interpretou este significado do simbolo , demonstrando assim, a concepgdo

igualdade relacional.

Podemos analisar que, a concepgdo relacional nome-simbolo ndo compreende

(Y1)

caracteristicas do simbolo em um contexto particular. Esta concepc¢ao seria como
uma concepc¢do ‘“genérica”’, independente do contexto no qual o sinal de igualdade
aparece. Assim, ndo ¢ de se estranhar que 30,7% das respostas tenham sido
categorizadas como concepcao relacional nome-simbolo. Entretanto, a concepgdo
operacional ¢ baseada, principalmente, em aspectos referentes a utilizagao assimétrica

do simbolo “=" no contexto das operagdes aritméticas.

Isto quer dizer que a auséncia de um dos lados do sinal de igualdade, sugere, ao
mesmo tempo, que ele seja encontrado; e o sinal de igualdade envolve, neste contexto,
as idéias de calculo (no caso, da operacao de um lado para achar o outro lado), de

e

mostrar que depois do vem o resultado, a resposta. Por essa razdo, esta concepgao
nao seria adequada no contexto das igualdades aritméticas, por que nao falta nenhum

lado para ser encontrado.

Segundo Baroody e Ginsburg (1983), em um sentido estritamente matematico,
“‘igual’ em 4 + 3 = 7 tem apenas um sentido relacional. Psicologicamente, existe outro
sentido no qual o sinal de ‘igual’ ndo pode ser divorciado da visdo operacional” (p.

200).

De fato, nossos resultados apontam que este aspecto “psicologico” em relacao ao
sinal de igualdade e a visdo operacional, parecem ndo se limitarem aos alunos das séries
iniciais, tendo sido identificado algo semelhante nas concepg¢des dos alunos do 3° ano

do Ensino Médio que participaram de nossa pesquisa.
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4.3 Equacoes

O contexto das equacdes foi representado pelas expressdes x +9=15¢e 15=x+
9, correspondentes aos itens b do instrumento 1 € b do instrumento 2, respectivamente.
Uma equagao ¢ comumente definida como uma igualdade condicional. Na resolugdo de
uma equacao, a utilizacdo da idéia de equivaléncia ¢ imprescindivel, principalmente no
que diz respeito a manipulagdo de incégnitas. Nesse sentido, ao elaborarmos os

C__9%

instrumentos de investigagdo, consideramos que o significado do simbolo em uma

equacao correspondia a uma equivaléncia em igualdade condicional.

4.3.1 Item b do instrumento 1: “x +9=15"

Na analise do item b do instrumento 1, identificamos seis concepg¢des dos alunos
sobre o sinal de igualdade. Sdo elas: operacional, igualdade relacional, equivaléncia em
igualdade condicional, operacional sintatica, relacional nome-simbolo e simbolo

separador.

Dando continuagdo, apresentamos, logo em seguida, a tabela 08, que mostra os
resultados correspondentes a cada concepgdo identificada na analise das respostas dos
alunos. Além disso, também apresenta os percentuais referentes as respostas nao

identificadas e os percentuais correspondentes as respostas em branco.

Expressao Equacao

Concepcoes x+9=15

Operacional 30,4%
Relacional nome-simbolo 29.4%
Operacional sintatico 20,6%
Igualdade relacional 5,9%
Equivaléncia em igualdade condicional 2,0%
Simbolo separador 2,0%
Nao identificada 8,7%
Nio respondeu 1,0%
Total 100%

Tabela 08 — Equag@o (Instrumento 1)




156

A discussao dos resultados de cada concepgdo sera realizada na seguinte ordem:
concep¢do equivaléncia em igualdade condicional, concep¢do simbolo separador,
concep¢do igualdade relacional, concep¢do relacional nome-simbolo, concep¢ao
operacional e concepc¢ao operacional sintatico. Em nossa revisdo da literatura, ndo
encontramos referéncias sobre a concepcdo operacional sintatico. Esta denominagao,
por sua vez, foi elaborada a partir da idéia de resultado, por isso o termo operacional, e
de regras sintdticas, comumente presentes no estudo dos contextos algébricos e, por
1ss0, o termo sintatico. Em razdo de, a concepgao operacional sintatico fazer referéncia a
uma idéia que fundamenta outra concepcao, no caso a operacional, decidimos abordar
os resultados na ordem supracitada, para que fosse possivel discutir por ultimo os
resultados concernentes as concepgdes operacional e operacional sintitica e, assim,

esclarecermos e distinguirmos uma concepg¢ao da outra.

O percentual de alunos que escreveu respostas categorizadas como ndo
identificadas foi de 8,7% e o de alunos que ndo responderam foi de 1,0%. Em relagao
aos resultados das concepgdes identificadas, iniciamos com os referentes a concepgao
equivaléncia em igualdade condicional. Assim, como podemos observar na tabela 08,
apenas 2% das respostas dos alunos foi categorizada como concepg¢ao equivaléncia em

igualdade condicional, conforme ilustramos nos protocolos abaixo.

Quadro 30 — Protocolo (instrumento1/82)

No protocolo instrumento1/82, o aluno reconhece a expressao x + 9 = 15 como
uma equacdo de 1° grau e, no que diz respeito ao significado do sinal de igualdade, ele
escreveu: “informa que a forma “x + 9 serd equivalente a 15, e so sera igual se “x” for

igual a 6”. Nas referéncias que analisamos em nossa revisdo da literatura, a resposta
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deste aluno seria comumente categorizada da mesma maneira daquelas categorizadas

como concepcao igualdade relacional.

Na verdade, a maioria dos estudos que abordaram a relagdo entre os significados
do sinal de igualdade e a compreensdo destes significados pelos alunos reconhece,
principalmente, duas concepcdes basicas: uma operacional e outra relacional, entendida
de maneira ampla, incluindo o conceito de equivaléncia (e.g. BEHR, ERLWANGER e
NICHOLS, 1976; 1980; KIERAN, 1981; MCNEIL e ALIBALI, 2005; KNUTH et al.
2006; CAVALCANTI ¢ CAMARA DOS SANTOS, 2007b). Estas duas concepgdes
também sdo muito utilizadas para discutir aspectos de ruptura entre Aritmética e
Algebra, sendo comum considerar a concep¢io operacional ligada ao pensamento

aritmético e a concepgao relacional ao pensamento algébrico.

Na presente analise, nosso objetivo nao ¢ desvincular o conceito de equivaléncia
da concepgdo igualdade relacional como se fossem duas coisas incompativeis mas, por
outro lado, consideramos a concep¢ao equivaléncia em igualdade condicional um tipo
particular da concepg¢ao igualdade relacional, com uma especificidade correspondente a

uma vinculacao direta ao conceito de equivaléncia nos contextos algébricos.

Nessa direcdo, tentamos realizar uma disting@o entre respostas, como a ilustrada
no protocolo instrumento1/82, na qual o aluno explicita uma concepgao do sinal de
igualdade intrinsecamente articulada com o conceito de equivaléncia no contexto
algébrico, e respostas categorizadas como igualdade relacional, no sentido apenas de
comparagdo entre os dois membros de uma igualdade. O proximo protocolo também

demonstra a concepcao equivaléncia em igualdade condicional.

Quadro 31 — Protocolo (instrumento1/74)
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Na resposta do aluno, ao explicar a expressdo x + 9 = 15 no protocolo

ce__9

instrumento1/74, evidenciamos que quando ele se refere ao simbolo , utiliza os
termos “¢ igual” e “equivale”. Quanto ao significado do sinal de igualdade, ele escreve
que indica 0 mesmo valor numérico em ambos os termos. Analisando esta resposta e
levando em conta o que discutimos sobre a distingdo das concepgdes igualdade
relacional e equivaléncia em igualdade condicional, ponderamos que a concepgao deste
aluno poderia ter sido identificada como uma concepgao igualdade relacional, pois faz

uma comparacdo entre os dois termos da igualdade no sentido de que representam o

mesmo valor numérico.

__9

Entretanto, por ele relacionar o aos termos “é igual” e “equivale”,
entendemos que este aluno estd demonstrando a concep¢ao que definimos, a priori, de
equivaléncia em igualdade condicional, pois vincula a idéia relacional na dire¢do de

__9

comparagdo entre os lados do com uma idéia referente, especificamente, ao

conceito de equivaléncia.

As respostas categorizadas como concepcao igualdade relacional, por sua vez,
corresponderam ao percentual de 5,9%. Com os protocolos que apresentaremos em
seguida, esperamos ilustrar melhor a diferenga entre as respostas representadas nos
protocolos instrumentol/82 e instrumentol/74 e categorizadas como concepcao
equivaléncia em igualdade condicional, e as respostas categorizadas como concepgao

igualdade relacional.

Quadro 32 — Protocolo (instrumento1/67)

Como podemos ver no protocolo instrumentol/67, o aluno considera a

expressdo x + 9 = 15 como uma soma de dois termos que tem um resultado. Contudo,
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quando ele vai falar sobre o significado do sinal de igualdade, nesta expressao,
considera que o “=’ indica que a soma, que estd no 1° membro, tem o mesmo valor do
nimero que se encontra no 2° membro da igualdade. Entendemos que, mesmo que este
aluno tenha utilizado o termo resultado em suas respostas, ndo estd, necessariamente,

cC__9

compreendendo o como um simbolo operacional.

Na verdade, quando o aluno escreve sobre o significado deste simbolo na
expressao x + 9 = 15, podemos observar que ele considera que o “=" faz com que x + 9
tenha o mesmo valor de 15, e ndo que o resultado de x + 9 da 15. Por esta razdo,
classificamos esta resposta como concepcao igualdade relacional. Lembramos assim

__9

que uma das idéias fundamentais desta concepcdo ¢ a compreensdo do como
simbolo de uma relacao de igualdade entre dois membros de uma igualdade, € ndo como

simbolo para resolver uma operacao.

Quadro 33— Protocolo (instrumento1/98)

e

No protocolo instrumento1/98, o aluno considera o como um simbolo que
estabelece uma relagdo de igualdade entre as expressdes, no caso, x + 9 e 15.
Compreendemos assim, que este aluno esta tendo uma concepgao igualdade relacional.
Como vemos, neste protocolo, ndo hd uma vinculagdo direta ao conceito de
equivaléncia, enquanto que na concepc¢do equivaléncia em igualdade condicional, essa

relacdo de igualdade entre os membros da igualdade deve ser, necessariamente, em

termos de equivaléncia.

A concepcdo simbolo separador foi identificada em 2,0% das respostas dos
alunos. Os protocolos instrumentos1/60 e instrumento1/69, a seguir, demonstram que,

os alunos mobilizam idéias associadas a diferentes concepgdes. Contudo, entre estas
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idéias, parece destacar-se a de que o significado do simbolo corresponde ao ato de

separar os numeros.

Quadro 34 — Protocolo (instrumento1/60)

Como podemos observar no protocolo acima, o aluno ndo reconheceu a
expressdao X + 9 = 15 como uma equagdo, mas como uma conta de somar. Ainda, ele
destaca que o simbolo “=" ¢ de igualdade. Em relacdo ao significado do simbolo “="
nesta expressao, o aluno da indicios de que esta reconhecendo, ao mesmo tempo, a idéia
de nome do simbolo, correspondente & concepcdo relacional nome-simbolo, e a de

separar, correspondente a concepgao simbolo separador.

No entanto, considerando que a idéia de separar ¢ bem mais especifica do que a

de nome do simbolo, entendemos que mesmo utilizando a idéia nome do simbolo, o

€9

aluno compreende o significado do em termos de separar nimeros.

Quadro 35 — Protocolo (instrumento1/69)

A explicacdo do aluno referente a x + 9 = 15 remete & mesma resposta que este

mesmo aluno escreveu no item anterior, correspondente a igualdade 14 + 8 = 22, onde



161

escreveu ‘“‘sao iguais”. De qualquer forma, podemos dizer que ele nao reconhece a

%
2

expressdo X + 9 = 15 como uma equagdo. Quanto ao significado do simbolo
reconhecemos apenas a idéia de separar os niumeros, que consideramos como concepgao

simbolo separador.

A concepgdo relacional nome-simbolo foi identificada em aproximadamente
29% das respostas dos alunos. Achamos desnecessario muitos comentarios, pois
entendemos que a idéia de relagdo entre o simbolo “=" e 0 nome igualdade, ja ficou bem

esclarecida.

Quadro 36 — Protocolo (instrumento1/57)

A resposta ilustrada no protocolo instrumentol/57, aponta que o aluno
reconhece a expressao x + 9 = 15 como uma equagao do 1° grau e o significado do “=",
nesta expressao, como igualdade. Entretanto, reconhecer o significado do simbolo “="
apenas como igualdade ndo garante que o aluno esté relacionando este significado com
as particularidades do contexto no qual ele aparece. Dessa maneira, a idéia subjacente

corresponde ao que estamos discutindo como concepgao relacional nome-simbolo.

Por ultimo, discutiremos as concep¢des operacional e operacional sintatico.
Iniciando com a discussdao dos resultados referentes a concepg¢do operacional,
esclarecemos que foi possivel distinguir as idéias de mostrar o resultado ou a resposta, e

__9

sinal de fazer algo ou executar, por exemplo, a operacdo antes do . Estas idéias,
como ja destacamos, correspondem a uma concepgao operacional do sinal de igualdade.
Além destas idéias, identificamos também, algumas respostas que apontam para a

existéncia de expectativas referentes as idéias englobadas na concepgao operacional.

Reconhecemos que ndo ¢ nosso objetivo discutir a fundo os mecanismos que

explicam o funcionamento destas expectativas, ressaltamos que elas podem também ser
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entendidas como regras de contrato didatico. Nessa diregdo, resolvemos apresentar trés

protocolos sendo que, dois deles, demonstram, particularmente, estas regras de contrato.

Quadro 37 — Protocolo (instrumento1/38)

Analisando a resposta ilustrada no protocolo instrumento1/38, observamos que
o aluno ndo reconhece a expressdo x + 9 = 15 como uma equagdo, mas sim como uma
soma. Em relagdao ao significado do simbolo “=”, ele nao fala em resultado, mais
destaca que este simbolo serve para “dizer que estas coisas se somam”, sendo que estas
coisas parecem corresponder a operagcdo antes do sinal de igualdade. Na verdade,
associamos esta resposta a idéia de sinal para fazer algo, no caso, somar o quem antes,

cC__9

ou para executar a soma antes do

Quadro 38 — Protocolo (instrumento1/13)

A resposta do aluno representada no protocolo acima também ndo mostra

evidéncias de que ele estd reconhecendo a expressdo x + 9 = 15 como uma equacdo. Ja

Ce__9

em relagdo ao significado do , ele considera a idéia de indicar a resposta e
demonstra, ainda, que este resultado diz respeito ao final da conta. Analisando
particularmente o que o aluno escreveu na segunda pergunta do item b, podemos dizer

b

que para ele, a resposta, ou resultado, deve vir depois do simbolo “=" e que esta
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resposta representa o final da conta. Esta resposta do aluno exemplifica bem a
concepg¢do operacional do sinal de igualdade e uma possivel regra de contrato didatico

representada pela parte na qual escreve sobre o “final da conta”. Acrescentamos que

e

esta regra pode estar ligada a utilizacdo do simbolo em operagdes aritméticas tais

como, 3 + 4 =. Quando os alunos resolvem estas operagdes, geralmente esperam que

__%

depois do venha a resposta e que esta resposta indica o final da conta.

Quadro 39 — Protocolo (instrumento1/55)

No protocolo instrumentol/55, podemos ver que este aluno foi mais um dos
que ndo reconheceram a expressdo x + 9 = 15 como uma equagdo. A idéia que nos
permitiu categorizar esta resposta como concepgdao operacional foi a de indicar o
resultado. O outro ponto que particularmente chamou-nos a atengdo, correspondeu ao
fato do aluno destacar que este simbolo “vem antes” do resultado. A parte “vem antes”
sugere uma possivel regra de contrato didatico associada a concepgdo operacional e,
sobretudo, a maneira comumente utilizada de trabalhar-se nas aulas de Matematica,
principalmente nos estudos aritméticos, com igualdades na forma (operagdo =
resultado), ou seja, igualdades nas quais os “resultados” aparecem sempre depois do

sinal de igualdade.

Questionamos neste sentido que, se o resultado, na expressao x + 9 = 15, esta

_9

sendo representado pelo nimero 15 por ele estar apds o “=", o que poderiamos dizer do
numero encontrado ap6s um processo de resolugdo da equagdo x + 9 = 15 no qual se
determina a condi¢do de x para que esta equacdo seja uma igualdade? Isto remete ao
fato de que a idéia de resultado, referente ao célculo da operacdo que vem antes do “="
¢ especificamente de natureza aritmética.

Conforme Freudenthal (1983), numa expressdao como 5 + = 12 o resultado

correspondente nao seria o 12, mas sim 7. Entendemos que este exemplo pode ser
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estendido para a equacao x + 9 = 15. Consecutivamente, a natureza algébrica do
significado do “=" como, enquanto idéia de resultado numa equacdo como x + 9 = 15,
corresponde ao valor de x, e ndo ao valor da operagdo x + 9.

E nesta direcio que realizamos a distingdo principal entre a concepgio
operacional e a concepgao operacional sintatico. Portanto, esclarecemos que a idéia de

e

resultado associada ao na equagao x + 9 = 15, numa concep¢do operacional ¢ de

__

natureza aritmética e refere-se ao resultado de “x + 97, isto ¢, & operagdo antes do

9

J& a idéia de resultado associada ao simbolo na mesma equagao, numa concepgao
operacional sintatico, refere-se ao resultado ou valor de “x”. Dados estes
esclarecimentos, apresentamos, em seguida, os protocolos que exemplificam a

concepe¢do operacional sintético.

Quadro 40 — Protocolo (instrumento1/1)

Na andlise dos resultados referentes a equagdo x + 9 = 15, temos discutido que a
idéia de resultado correspondente a concepc¢do operacional do sinal de igualdade, diz
respeito ao resultado de x + 9. Nao obstante, esclarecemos que no protocolo acima, o

__9

aluno escreve que o significado do concerne ao “resultado da incégnita”, no caso X,

e ndo ao resultado de x + 9.

Quadro 41 — Protocolo (instrumento1/87)
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Enquanto que no protocolo instrumentol/1 a expressao x + 9 = 15 nado ¢
reconhecida pelo aluno como uma equagdo, no protocolo instrumentol/87 ela €, e o

e

aluno ainda real¢a a presenca do x. Em relagdo ao significado do nesta equagao, o

aluno escreve que ele € usado para “mostrar o valor de x no decorrer da conta”.

Quadro 42 — Protocolo (instrumento1/71)

Por ultimo, escolhemos o protocolo instrumento1/71 por que o aluno menciona
aspectos relativos as técnicas sintdticas comumente utilizadas na resolucdo de equagdes
do 1° grau. Em outras palavras, o aluno associa o significado do simbolo “=" a
manipulagdo de termos entre os membros da equacdo, na qual o produto final ¢ a
assinala¢do de um valor numérico a incognita x. Dessa maneira, justifica-se também o
nome de operacional sintatico, pois operacional refere-se a idéia de resultado, e sintatico

refere-se a vinculagdo desta idéia aos aspectos sintaticos que podem surgir na resolugao

das equagdes.

4.3.2 Item b do instrumento 2: “15=x+9”

O item b do instrumento 2 corresponde ao contexto algébrico das equacdes e foi
representado pela expressdo 15 = x + 9. Comparando com a expressdo utilizada no
instrumento 1 para representar o contexto das equacdes, podemos apontar algumas
diferengas. Entre elas, ressaltamos que a equagdo 15 = x + 9 pode ser entendida como
uma inversao da equagdo x + 9 = 15; a incdgnita nesta ultima equagdo esta no primeiro

membro enquanto que na equagdo 15 =x + 9, estd no segundo membro e, em termos de
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operagoes, na equacgdo do instrumento 1, o sinal de operacao precede o simbolo e na

ce__9

equacdo do instrumento 2, o sinal de operagdo esta apos o

Na andlise do item b do instrumento 1 identificamos cinco concepgdes do sinal
de igualdade, a operacional, a igualdade relacional, a operacional sintdtico, a
equivaléncia em igualdade condicional e a relacional nome-simbolo. Na categorizagao
dos dados referentes ao item b do instrumento 2, por sua vez, foram identificadas quatro
concepgoes. Sao elas: a operacional, a igualdade relacional, a operacional sintética e a
relacional nome-simbolo. Em suma, em comparagdo as concepcdes identificadas no
item b do instrumento 1, apenas ndo identificamos a concepgdo equivaléncia em
igualdade condicional, ou seja, a principal concepcao que esperadvamos identificar neste
contexto. Na tabela 10, a seguir, demonstramos a categorizagao das respostas dos alunos

referentes ao item b do instrumento 2.

Xpressao Equacao

Concepcoes 15=x+9

Relacional nome-simbolo 34,0%
Operacional sintatico 17,5%
Simbolo separador 13,6%
Operacional 12,6%
Igualdade relacional 6.8%
Nao identificada 12,6%
Nio respondeu 2,9%
Total 100%

Tabela 09 — Equacao (Instrumento 2)

Como as distingdes concernentes as idéias que norteiam as concepgdes que
achdvamos necessarias ja foram realizadas, discutiremos os resultados na ordem de
maior percentual de categorizagdo. Antes, disso ressaltamos que observamos, no que diz
respeito as respostas ndo identificadas e as respostas em branco, percentuais de 12,6% e

2,9%, respectivamente.

Em seqiiéncia, observamos que a maior parte das respostas dos alunos, isto €,
um pouco mais de um ter¢o das respostas, foi categorizada como concepcao relacional

nome-simbolo.
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b) 15=x+9
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Quadro 43 — Protocolo (instrumento2/22)

No protocolo instrumento2/22, o aluno nao reconhece 15 = x + 9 como uma

e

equacdo. Ja em relacdo ao significado do simbolo “=", nesta expressdo, ele interpreta no

sentido do que discutimos sobre a concepgao relacional nome-simbolo.

b)15=x+9
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Quadro 44 — Protocolo (instrumento2/84)

A resposta do aluno, exemplificada no protocolo acima, demonstra que ele
reconheceu a expressao 15 = x + 9 como uma equacao. Sobre o significado do simbolo
“=" nesta expressao, o aluno apenas escreveu “igualdade”. Tal resposta ndo permite
analisar a relagdo entre o significado do sinal de igualdade e o contexto no qual esta
contido. Entendemos que esta reposta apenas garante a relacao entre o simbolo e o seu

nome, € por esse motivo, consideramos esta resposta como concepgao relacional nome-

simbolo.

A concep¢do operacional sintatico obteve uma representatividade de

aproximadamente 17,5% das respostas. Como ja discutimos, nesta concepcao, a idéia de
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resultado refere-se, especificamente ao resultado da incdgnita e ndo ao resultado da

operacdo, conforme podemos observar nos protocolos abaixo.

n)is=x+9
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Quadro 45 — Protocolo (instrumento2/28)

Neste protocolo, em relagdo a primeira pergunta, o aluno reconhece 15 =x + 9

_9

como uma equag¢ao do primeiro grau. Quanto ao significado do “=", ele escreve que “o
simbolo indica a resposta de x”. Muito claramente as respostas contidas no protocolo

instrumento2/28 exemplificam a concepg¢ao operacional sintatico.

b) 15=x+9
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2) Qual o significado do simbolo ‘=" nessa expressio?
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Quadro 46 — Protocolo (instrumento2/77)

J& neste protocolo, o aluno ndo escreve a palavra equacdo para referir-se a

expressdo 15 =x + 9, mas por outro lado, ele parece tentar isolar o x utilizando a técnica

de transposicdo de termos. O erro que o aluno comete confirma que o simbolo “=" nao

estd sendo entendido em termos de equivaléncia, pois se x for igual a - 6, ndo ha
equivaléncia na expressdo 15 = x + 9. Assim, fica evidente que este aluno esta

__9

compreendendo o significado do como um operador sintatico que indica o valor da



169

incognita. De maneira similar a resposta do aluno representada no protocolo

instrumento2/28, o aluno no protocolo instrumento2/77, refere-se ao significado do

“_2 €y, 9999
= X

simbolo como algo que indica qual é o “valor da letra . Estes dois exemplos

ilustram bem as idéias englobadas na concepg¢ao operacional sintatico.

A categoria referente a concepc¢ao simbolo separador obteve um percentual de
13,6%. Neste contexto das equagdes, a idéia referente a concepgdo simbolo separador
tem um papel interessante, que também diz respeito aos aspectos sintaticos da resolucao
de equagdes. Contudo, diferentemente da idéia referente a concepgdo operacional
sintatico, que envolve o resultado da incdgnita, a idéia referente a concepgdo simbolo
separador corresponde a separacao entre nimeros e incognitas. Este aspecto ¢ ilustrado

no protocolo instrumento2/83, logo em seguida.

b)15=x+9
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~ / 4 -
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Quadro 47 — Protocolo (instrumento2/83)

No protocolo instrumento2/83, o aluno reconhece a expressdao 15 = x + 9 como

uma equa¢do do 1° grau na qual aparecem numeros naturais e incognitas. Neste

2

contexto, o significado do simbolo “=" é compreendido pelo aluno como referente ao

ato de separar os numeros das incognitas.

b) 15/4=x+9
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Quadro 48 — Protocolo (instrumento2/71)
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Na resposta representada no protocolo instrumento2/71, o aluno reconhece 15 =

CC__9%

X + 9 como uma equagdo, e interpreta o como um simbolo que separa os membros
desta equagdo. Provavelmente, esta resposta vai na mesma direcdo da resposta
representada no protocolo anterior, pois ¢ comum tratarmos que as incognitas devem

ficar primeiro membro e os numeros no segundo membro.

A concepcao operacional, por sua vez, teve uma percentagem de 12,6% das
respostas dos alunos. Diferentemente da concepcao operacional sintdtico que se baseia
na idéia correspondente ao resultado ou valor da incdgnita, na concepgao operacional, a

e

idéia basica ¢ que o indica o resultado de uma operacdo de um dos lados da

igualdade.

b) 15= x + 9
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Quadro 49 — Protocolo (instrumento2/40)

A resposta que o aluno escreveu acima dd a entender que, em relacdo a
expressdo 15 = x + 9, ele interpreta como, qual o nimero que falta a nove (ou que junto

¢e__9

com nove) para completar 15? No que ser refere ao significado do “=", ele explicita que

este simbolo “indica o resultado da soma”.

b)IS=x+9
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Quadro 50 — Protocolo (instrumento2/19)
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Ja a resposta representada pelo protocolo instrumento2/19 aponta que o aluno
considera que a equagdo 15 = x + 9 estd invertida. Esta consideracdo pode sugerir que
este aluno tem dificuldade em aceitar a expressao com o niimero 15 do lado esquerdo e
a operagdo x + 9 do lado direito. Como ja mencionamos antes, na literatura encontramos
que criancas jovens, com uma concepg¢ao operacional, t€ém dificuldades em aceitar

c__%

expressoes nas quais o simbolo nao ¢ precedido por um sinal de operacao.

Por ultimo, a concepg¢do igualdade relacional com 6,8%, foi a que apresentou o
menor percentual de respostas. Lembramos que a idéia principal que norteia esta
concepgdo ¢ a relacdo de igualdade em termos de comparagdo dos lados esquerdo e

Ce__9

direito do simbolo

b)15=x +9
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Quadro 51 — Protocolo (instrumento2/21)

No protocolo instrumento2/21, observamos que o aluno parece nao ter
problemas em aceitar expressdes nas quais a operagao, ao invés de encontrar-se do lado
esquerdo, encontra-se do lado direito, uma vez que ele, ao explicar a expressao 15 =x +
9, faz uma leitura na respectiva ordem, sem necessitar re-escrever para X + 9 = 15. Ao
longo da analise, temos encontrado evidéncias de que os alunos com uma concepgao

operacional as vezes acabam re-escrevendo expressdes do tipoa+b=cparac=a+b.

Em relagdo ao significado do sinal de igualdade, o aluno deixa claro que ele
compara os lados esquerdo (15) e direito (x + 9) em termos de igualdade, mesmo que
um deles tenha utilizado x, ou seja, mesmo sendo representados por simbolos diferentes,

ambos os lados sdo iguais.
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b) 15=x +9
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Quadro 52 — Protocolo (instrumento2/85)

Podemos ver que, no protocolo acima, o aluno reconhece 15 = x + 9 como uma

9

equacdo do primeiro grau. Quanto ao significado do simbolo , nesta expressdo, ele
escreve “igualdade” e completa explicando que essa igualdade quer dizer que “15 tem o
mesmo valor da soma de x e 9”. Esta idéia “mesmo valor”, como ja discutimos, ¢
compreendida no presente estudo como representagdo de uma compreensdo do “=”
como simbolo relacional e, portanto, correspondente a uma concepgdo igualdade

relacional.

4.3.3 Equagdes: cruzamento dos resultados nos instrumentos 1 e 2

Para investigarmos as concepgdes dos alunos sobre o significado do sinal de
igualdade no contexto das equagdes, utilizamos um item no instrumento 1, representado
pela expressdo x + 9 = 15, e um item no instrumento 2, representado pela expressao 15
=x + 9. O objetivo deste cruzamento dos resultados obtidos nos instrumentos 1 ¢ 2 ¢
verificar se as formas das equagdes (operacao antes do “=" ou operacao depois do “=")

influenciaram as concepgdes dos alunos sobre o significado do sinal de igualdade.

A principio, na analise do item referente a equacdo x + 9 = 15, identificamos seis
concepgdes, a operacional, a igualdade relacional, a operacional sintatico, a relacional
nome-simbolo, a simbolo separador ¢ a equivaléncia em igualdade condicional. J& na
analise do item referente a equagdo 15 = x + 9, identificamos cinco concepgdes, as quais

correspondem, a operacional, a igualdade relacional, a operacional sintatico, a relacional
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nome-simbolo, a simbolo separador. Em outras palavras, tomando como base as
concepgdes identificadas no item b do instrumento 1, apenas a concep¢ao equivaléncia
em igualdade condicional ndo foi identificada no item b do instrumento 2. Observamos
também que o percentual de respostas ndo identificadas e de respostas em branco foi

maior no item b do instrumento 2.

Prosseguindo, as duas concepgdes que obtiveram maiores percentuais no item b
do instrumento 1 foram a concepg¢do operacional com 30,4% e a relacional nome-
simbolo com 29,4%. J& no item correspondente ao contexto das equagdes no
instrumento 2, as duas concepcdes com maiores percentuais foram, a concepgdo
relacional nome-simbolo com 34% e a concep¢do operacional sintatico 17,5%.
Contudo, a equagdo do instrumento 1 favoreceu mais a concepgao operacional sintatico,
pois obteve um percentual de 20,6%, enquanto que a equagdo do instrumento 2 obteve

um percentual, como ja vimos, de 17,5%.

A concepgdo igualdade relacional quase ndo apresentou diferengas em razao da
forma da expressao, pois os resultados foram 5,9% para a equacao do instrumento 1 e
6,8% para a equacdo do instrumento 2. A concepcao relacional nome-simbolo obteve o
percentual de 29,4% na equagdo do instrumento 1 e 34,0% na equagdo do instrumento
2, sendo que esta diferenca ndo entendemos como muito distante, para sugerir que

equagdes do tipo 15 = x + 9 influenciam mais esta concepgao.

As maiores diferencas em razao da forma da equagdo, foram correspondentes as
concepgdes operacional e simbolo separador. Em relagdo a equagdo do instrumento 1, a
concep¢do operacional registrou um percentual de 30,4%. Ja4 para a equacdo do
instrumento 2, o percentual referente a concep¢ao operacional foi 12,6%, ou seja, menos
da metade. Dessa maneira, os dados apontam que hd uma consideravel tendéncia, no
contexto das equagdes, na qual a concepgdo operacional ¢ bem mais evidente em
equagdes do tipo x + 9 = 15 do que em equagdes do tipo 15 = x + 9. Continuando, os
resultados demonstram que a concepgdo simbolo separador foi bem mais manifestada
na equacao do instrumento 2. Enquanto o percentual da equagdo do instrumento 1 foi de

2,0% na equagdo do instrumento 2 foi de 13,6%, isto ¢, quase sete vezes maior.

Por ultimo, foi interessante verificar que a concep¢ao equivaléncia em igualdade
condicional, que definimos a priori como a que representaria melhor a relagdo entre o

significado do simbolo “=" e o contexto das equagdes, quase nao foi encontrada como
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concepgoes dos alunos que participaram da pesquisa. Encontramos na literatura diversos
estudos (e.g. KIERAN, 1981; BRITO LIMA, 1996; NCTM, 2000, NORTON e
COOQPER, 2001) indicando a compreensdao do simbolo “=" em termos de uma relagao
de equivaléncia como algo imprescindivel para a aprendizagem em Algebra e,
particularmente, para a aprendizagem do conceito de equacdo. Nossa pesquisa
demonstrou que mesmo aqueles alunos que ja estudaram o conceito de equagdo ndo

CC__9

construiram uma concetualiza¢do adequada do simbolo como um indicador de uma

relacdo de equivaléncia.

4.3.4. Sintese dos resultados: equagdes

Abordaremos, neste momento, um sintese correspondente aos resultados gerais
obtidos referentes ao contexto das equacgdes, tanto no instrumento 1 quanto no 2. Os
dados categorizados na tabela abaixo demonstram que foram identificadas, no contexto

das equagdes, seis concepgoes sobre o significado do sinal de igualdade.

Concepcoes %

Relacional nome-simbolo 31,7%
Operacional 21,5%
Operacional sintatico 19,0%
Simbolo separador 7,8%
Igualdade relacional 6,3%
Equivaléncia em igualdade condicional 1,0%
Funcional 0%
N3o identificada 10,7%
Nao respondeu 2,0%
Total 100%

Tabela 10 — concep¢des no contexto das equagdes

De inicio podemos destacar que houve uma mudanga de status nas concepgdes
dos alunos sobre o significado do simbolo “=". No contexto algébrico das equagdes,
percebemos que surgiram outras concepgdes, que nao haviam sido identificadas nos
contextos aritméticos das operacdes e das igualdades, tais como a concepgao

equivaléncia em igualdade condicional e a concepgdo operacional sintatico. Além disso,
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também verificamos que a concep¢ao que obteve maior percentual ndo foi a

operacional, tal como havia acontecido nos dois contextos aritméticos.

O maior percentual foi o da concepg¢ao relacional nome-simbolo, com 31,7%,
seguido do percentual de 21,5%, respectivo a concepgdo operacional. Em linhas gerais,
destacamos a identificagdo da concepcdo operacional sintitico, com um percentual de
19,0%, uma vez que esta concep¢do nao foi descrita na literatura que fundamentou
nosso quadro teodrico, € que, por conseguinte, surgiu a posteriori, no ambito das
primeiras analises dos resultados obtidos na aplicacdo dos instrumentos de investigacao.
As concepgdes simbolo separador e igualdade relacional, que ja discutimos nas sinteses
dos resultados dos contextos operagdes ¢ igualdades aritméticas, apresentaram, no

contexto das equacgdes, percentuais respectivos de 7,8% e 6,3%.

O outro aspecto que destacamos nesta sintese diz respeito ao percentual de
apenas 1,0% referente a concepg¢do equivaléncia em igualdade condicional que,

__9

definimos a priori, como adequada aos atributos do simbolo correspondentes ao

contexto das equagoes.

4.4 Funcoes

As fungdes podem ser definidas em termos de uma dependéncia causal entre
variaveis (FREUDENTHAL, 1983; MEIRA, 1997). Comumente, o conceito de fungao
afim ¢ representado por y = ax + b, sendo x a varidvel independente e y a variavel
independente. Segundo Meira (ibid.), as fungdes apresentam propriedades dinamicas
correspondentes a dependéncia entre variaveis, no sentido de que as transformacdes

aplicadas na variavel independente provocam mudangas na variavel dependente.

e

Dessa maneira, consideramos, neste trabalho, que o significado do simbolo
em uma fung¢do, ndo indica que nada deve ser preenchido, ou resolvido; ndo representa
uma relacdo de igualdade, nem de equivaléncia em igualdade condicional, mas sim,
refere-se aos aspectos dindmicos correspondentes a dependéncia entre as variaveis

dependente e independente. No instrumento 1, a expressdo que representou o contexto
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das fungdes foi 2x + 8 =y, correspondente ao item ¢. No instrumento 2, a expressao foi

y = 2x +8, também correspondente ao item c.

4.4.1 Item c do instrumento 1: “2x + § =y”

Tanto em nosso quadro tedrico, quanto em nossa metodologia, discutimos que o
simbolo “=" numa expressao como y = 2x + 8 ndo estaria denotando uma operagao a ser
realizada (concepg¢do operacional), nem tampouco estaria indicando que y ¢ a mesma
coisa que 2x + 8 (concepcdo igualdade relacional). Por outro lado, estaria indicando
uma relacao causal de dependéncia entre uma variavel dependente e outra independente.
Entdo, a finalidade dos dois itens que propomos foi identificar as concepgodes dos alunos

C__9%

sobre o significado do simbolo no contexto das funcdes e se a forma (2x + 8 =y ou

y = 2x + 8) influenciaria diferengas entre os resultados obtidos.

Na analise do item ¢ do instrumento 1, identificamos seis concepg¢des dos alunos

e

sobre os significados do simbolo na expressao 2x + 8 =y. Sdo elas: Operacional,
Igualdade relacional, Relacional nome-simbolo, Operacional sintatico, Simbolo
separador ¢ Equivaléncia em igualdade condicional. E importante ressaltar que mesmo

e

identificando vérias concepgdes sobre o significado do simbolo no contexto das

funcdes, ndo conseguimos dados que indicassem a concep¢do que definimos a priori

Ce__9

como concepedo funcional, na qual o aluno reconheceria o simbolo como indicador

de uma relacao de dependéncia entre a variavel independente e dependente.

Os percentuais referentes a cada concepgdo estdo representados na tabela a
seguir, assim como os percentuais correspondentes aos que ndo responderam e as

respostas ndo identificadas.
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Expressao Funcgoes

Concepcoes 2x+8=y

Operacional 37,3%
Relacional nome-simbolo 28.4%
Igualdade relacional 9,8%
Simbolo separador 7,8%
Operacional sintatico 6,9%
Equivaléncia em igualdade condicional 1,0%
Funcional 0%
Nio identificada 7,8%
Nao respondeu 1,0%
Total 100%

Tabela 11 — Func¢des (Instrumento 1)

A porcentagem de respostas nao identificadas e de alunos que ndo responderam
foi de 7,8% e 1,0%, respectivamente. A maior parte das respostas foi referente a
concepgdo operacional. Dessa maneira, apresentaremos dois protocolos demonstrando

as idéias referentes a concepgdo operacional, acionadas em relagdo a expressdo 2x + 8 =
y.
Os protocolos que foram categorizados como concep¢do operacional

apresentaram uma diversidade de idéias sobre o sinal de igualdade como simbolo

operacional, que até fica dificil escolher apenas dois para exemplificar esta concepgao.

Quadro 53 — Protocolo (instrumento1/6)

O aluno expressa, no protocolo instrumentol/6 que a expressao representa “um
gesto simples de célculo”. Nessa direcdo, de maneira condizente, ele interpreta o
significado do simbolo “=" neste calculo como referéncia ao final de uma conta. Esta

idéia também pode ser entendida como uma expectativa que estd intrinsecamente
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associada a uma concepg¢do operacional. Tal expectativa pode ser apoiada pela maneira

e

que o simbolo

calculadoras (GINSBURG, 1977; JONES e PRATT, 2005). Dessa maneira, podemos

¢ introduzido na escola, por exemplo, 3 + 4 =, e pela utiliza¢do de

dizer que quando digitamos, em uma calculadora, alguns nimeros e sinais de operagdo

€9

(+, -, X, ¥), comumente apertamos o simbolo , com a inten¢do de finalizarmos a

operagao e de mostrar o resultado.

Quadro 54 — Protocolo (instrumento1/86)

Na resposta do aluno, representada no protocolo instrumento1/86, percebemos

que ele, ao explicar a expressao 2x + 8 =y, apenas faz uma leitura linear da esquerda

€9

para direita, na qual se refere ao simbolo como ‘“dard o resultado”. A concepgao

operacional deste aluno fica ainda mais realcada quando ele, ao responder qual o
significado do simbolo ‘=" escreve que “precede o resultado”. Os resultados permitem
argumentar que varias idéias que sdo construidas pelos alunos no contexto das

operacdes aritméticas das séries iniciais, podem ser persistentes, surgindo até nas

CC__9

concepgdes dos alunos do 3° ano do Ensino Médio sobre o significado do em

contextos algébricos.

A segunda concepcdo mais identificada na categorizagdo dos dados foi a

relacional nome-simbolo, com 28,4%. Lembramos que consideramos que um aluno esta

__9 A

demonstrando esta concepcao quando escreve que o significado do simbolo ¢

3

“igual”, “igualdade”, sugerindo apenas o reconhecimento da relagdo entre o simbolo

C__9%

e o seu nome, igualdade. Os protocolos instrumento1/57 ¢ instrumento1/43, sdo

dois exemplos da concepcdo relacional nome-simbolo referente ao significado do

__9

simbolo em2x +8 =y.
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Quadro 55 — Protocolo (instrumento1/57)

Quadro 56 — Protocolo (instrumento1/43)

Como podemos observar, ambos os alunos reconhecem 2x +8 =y como uma

e A

equacdo do 2° grau, cujo significado do simbolo ¢ apenas “igualdade” e “igual”. Por
conseguinte, trataremos os resultados obtidos no que diz respeito a concepgao igualdade

relacional.

A concepgdo igualdade relacional foi identificada em 9,8% das respostas dos

__9

alunos. Um aluno com esta concepc¢do compreende o como um simbolo relacional,
que indica uma comparacao, em termos de igualdade, entre os lados esquerdo e direito
deste simbolo, como podemos observar nas respostas dos alunos representadas nos

protocolos abaixo.

Quadro 57 — Protocolo (instrumento1/6)
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No protocolo instrumentol/6, o aluno explica a expressdao 2x + 8 =y apenas

C__%

transcrevendo-a como se realizasse uma leitura. Sobre o significado do nesta

expressao, ele compreende-o como uma relagao de igualdade entre os membros.

Quadro 58 — Protocolo (instrumento1/98)

Na mesma dire¢do, a resposta do aluno, no protocolo acima, também pode ser
entendida como uma leitura da expressdo. Sobre o significado do sinal de igualdade, o
aluno deixa explicito que compreende este simbolo como uma relagdo de igualdade
entre as expressoes. Provavelmente, o termo expressdes estd sendo utilizado para se

referir aos lados esquerdo e direito da igualdade.

e

Prosseguindo, verificamos que 7,8% dos alunos interpretaram o simbolo

como um simbolo separador, tal como demonstramos nos protocolos a seguir.

Quadro 59 — Protocolo (instrumento1/53)

Como podemos observar acima, o aluno explica que a expressdo 2x + 8§ =y
corresponde a uma equagao do 1° grau. Sua resposta sobre o significado do sinal de
igualdade, nesta expressdo, ¢ um pouco confusa, pois ndo fica claro o que ele esta

considerando como classes. Contudo, a sua idéia sobre o sinal de igualdade ¢ relativo ao
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CC__9 4

ato de separar e, portanto, entendemos como uma concep¢do na qual o ¢

compreendido como um simbolo separador.

Quadro 60 — Protocolo (instrumento1/66)

Neste protocolo, o aluno explica que a expressdo 2x + 8 =y ¢ uma equagdo com
duas variaveis que nao se sabe o valor. Ja sobre o sinal de igualdade, a idéia de separar ¢
bem evidente em relagdo ao que ela se refere, no caso, podemos entender que o aluno

(14

estd considerando “2x + 8” como um termo e “y” como um outro termo, os quais sdo

9

separados pelo simbolo . Portanto, também neste caso, o sinal de igualdade ¢

entendido como um simbolo separador.

A concepgdo operacional sintatico, por sua vez, obteve um percentual de 6,9%
das respostas. Em outras palavras, este percentual corresponde aos alunos que
interpretaram o sinal de igualdade como um simbolo que d& o resultado, ndo da

expressao que vem antes dele (2x + 8), mas sim das letras, no caso, x e y.

Quadro 61— Protocolo (instrumento1/85)

O aluno quando sugere que substituindo uma incognita por um nimero qualquer

para que seja possivel descobrir o valor da outra incdgnita, parece estar reconhecendo a
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idéia de relacao de dependéncia correspondente ao conceito de fun¢do. Entretanto, no

%

que diz respeito ao significado do simbolo na expressdo 2x + 8 =y, ndo fica

9 N

evidente que o aluno associa o significado do a idéia de relacdo de dependéncia. De

fato, entendemos que a idéia que parece estar mais real¢cada na resposta do aluno € que,

ce__9

nesta expressao, a finalidade do simbolo ¢ descobrir, ou tornar possivel descobrir, o

valor das incognitas. Dessa maneira, compreendemos que esta idéia sobre o significado
do sinal de igualdade corresponde a concep¢do que denominamos de operacional

sintatico.

Mesmo assim, para que pudéssemos decidir, neste caso, qual seria a concepgao

__9

deste aluno sobre o significado do “=", recorremos a sua resposta sobre o significado do

€C__9

simbolo na expressao anterior (item b do instrumento 1), que correspondia a

equacdo x + 9 = 15. A razdo para analisarmos a resposta do aluno neste outro item ¢

__9

porque ele escreveu que o era um sinal de igualdade, como os outros. Assim, no

item b do instrumento 1, a resposta deste aluno foi classificada como concepgao

cC__9

operacional sintdtico, pois, para ele, o simbolo servia para descobrir o valor da
incognita x. Entdo, decidimos classificar o protocolo instrumento1/85 como concepgao

operacional sintatico.

Quadro 62 — Protocolo (instrumento1/75)

No protocolo acima, podemos perceber que o aluno esta considerando a
expressao 2x + 8 =y como algo que deve ser resolvido achando o valor das incognitas x
e y. De maneira um pouco diferenciada da resposta do aluno, representada no protocolo
instrumento1/85, percebemos que, este aluno, quando fala do sinal de igualdade se

refere, num primeiro momento, ao y como valor a ser encontrado. Apenas esta
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informacao poderia ser confusa, pois o y também corresponde, numa concepgao
operacional, ao resultado da expressdao 2x + 8. Contudo, o aluno complementa dando a
idéia de que o valor de y ¢ um valor que sera encontrado assim como o de x. Outro
motivo que nos levou a categorizar este protocolo como correspondente & uma
concepgdo operacional sintatico, ¢ que, quando o aluno explica que primeiro descobre-
se uma incdgnita e isola-se a mesma para que seja possivel descobrir a outra, estd na
verdade utilizando conhecimentos associados aos aspectos sintaticos comumente

presentes na resolugdo de equagdes.

Por ultimo, a concepcdo equivaléncia em igualdade condicional surgiu, mas

apenas em 1,0% das respostas, representada a seguir, no protocolo instrumento1/82.

Quadro 63 — Protocolo (instrumento1/82)

Os resultados demonstram que ndo houve alunos que compreenderam o simbolo
“=” em 2x + 8 =y como simbolo que relaciona y & x ou indica uma relacdo de
dependéncia entre x e y. Uma possivel razdo para isto, poderia ser o fato a maior parte
dos alunos nao reconheceu a expressao 2x + 8§ =y como uma fung¢do. No entanto, o
protocolo instrumento1/82 aponta que mesmo compreendendo 2x + 8§ = y como uma

c__%

funcdo, a interpretacdo do significado do simbolo ndo foi correspondentemente
associado a concepcao funcional, que tinhamos discutido como provavel concepcao dos

alunos sobre o sinal de igualdade no contexto das fungdes.
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4.4.2 Ttem ¢ do instrumento 2 “y = 2x + 8”

Dando continuidade a discussdo dos resultados referentes ao contexto das
fungdes, esclarecemos que no instrumento 2, este contexto foi representado pela

expressao y = 2x + 8 (item c).

Na andlise dos resultados obtidos, identificamos as mesmas concepgdes que
foram discutidas em relacdo a expressdo 2x + 8 =y, ou seja, as concepgoes:
operacional, igualdade relacional, operacional sintdtico, relacional nome-simbolo,

equivaléncia em igualdade condicional e simbolo separador.

Expressao Funcgdes

Concepcoes y=2x+8

Relacional nome-simbolo 39.8%
Operacional sintatico 12,6%
Simbolo separador 11,6%
Igualdade relacional 9,8%
Operacional 8,7%
Equivaléncia em igualdade condicional 1,0%
Funcional 0%
Nao identificada 13,6%
Nio respondeu 2,9%
Total 100%

Tabela 12 — Fung¢des (Instrumento 2)

As respostas ndo identificadas corresponderam a 13,6% e as ndo respondidas a
2,9%. Na categorizacdo das respostas deste item, a maior parte, isto ¢, 39,8%, foi

identificada como concepgao relacional nome-simbolo.

c)y;—'—“2x+8
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Quadro 64 — Protocolo (instrumento2/11)
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No protocolo instrumento2/11, o aluno interpreta a expressao y = 2x +8 como

e

uma equacdo do segundo grau. J& o significado do simbolo , nesta expressao, ele
escreveu que “representa o sinal de igualdade”. Na presente resposta ndo ha nenhuma
evidéncia sobre a relacdo entre o significado do sinal de igualdade e o contexto no qual
esta inserido. Em verdade, podemos perceber que esta resposta sugere que o aluno esta

apenas reconhecendo a relacdo entre o simbolo “=" e seu nome, “sinal de igualdade”.

Portanto, classificamo-a como concepgao relacional nome-simbolo.

c)y=2x+8
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Quadro 65 — Protocolo (instrumento2/84)

A expressdo y = 2x + 8 ¢ compreendida, no protocolo instrumento2/84, apenas

como um calculo matematico. O significado do simbolo “=”, mais uma vez, ¢

>

interpretado, em nossa opinido, na perspectiva da concepgao relacional nome-simbolo.

Continuando, um percentual de 12,6% compreendeu o significado do simbolo

cC__9%

em y = 2x + 8 como indicando a resposta/valor/resultado da(s) incognita(s). As

respostas deste tipo foram categorizadas como concepcao operacional sintatico.

c)y=2x+8
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Quadro 66 — Protocolo (instrumento2/3)
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A resposta do aluno no protocolo instrumento2/3 aponta que a expressao foi
entendida como um tipo de equagdo para descobrir o valor de y. O significado do “=”,
nesta dire¢do, também foi relacionado ao valor de y. Em nossa compreensao, “o valor
de y” estd no sentido de “o resultado de y”, sendo que esta idéia, por sua vez,

corresponde a concepgao operacional sintatico.

yT2x+8
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Quadro 67 — Protocolo (instrumento2/75)

Neste protocolo, o aluno por um lado explica a expressdo y = 2x + 8 como “o
valor de y € 2x + 8”, ndo a reconhecendo como uma func¢do. Nesta explicacdo, podemos
dizer que a particula “¢€” esta representado o simbolo “=". Porém, o aluno ¢ prescritivo e
claro quando afirma que o significado deste simbolo na expressao, ¢ dar “o resultado de
y”. Neste sentido, consideramos tal idéia como demonstragdo da concepgdo operacional

sintatico.

Em ordem decrescente, levando-se em conta os percentuais obtidos na
categorizacdo dos dados, a proéxima concepcdo € simbolo separador, que obteve um
percentual de 11,6%. Como simbolo separador, ja verificamos que o aluno vem

CC__9

reconhecendo o como um simbolo para separar, por exemplo, os membros da

igualdade, os nimeros, as letras, etc.

)y=2x+8
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Quadro 68 — Protocolo (instrumento2/71)
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No protocolo instrumento2/71, acima, podemos ver que o aluno considera a
expressdo y = 2x + 8 como uma funcao. No entanto, o significado do simbolo “=", nesta
expressdo, ndo foi reconhecido levando-se em conta suas caracteristicas no conceito de
funcdo. Na verdade, o aluno estava olhando para o “=" no sentido de um simbolo

separador, neste caso, dos membros.

c)y?2x+8
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Quadro 69 — Protocolo (instrumento2/83)

Diferentemente, o aluno que escreveu a resposta no protocolo acima nao
reconheceu y = 2x + 8 como uma fun¢do, mas sim como uma equagao com numeros €
duas incognitas. Ja sobre o significado do simbolo “=", o aluno considerou-o como um
simbolo para separar uma incognita da outra. Esta idéia, como temos discutido, faz parte

da concepcao que chamamos de simbolo separador.

Na andlise do item ¢ do instrumento 2, expressdo y = 2x + 8§, o percentual
correspondente a concepgdo igualdade relacional, em y = 2x + 8, foi de 9,8%.
Lembramos que nesta concepgao, o aluno identifica o “=" como um simbolo relacional
que indica idéias, como por exemplo, mesma coisa, igualdade entre os membros,

mesmo valor, etc.

c)y;‘—Zx+8
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Quadro 70 — Protocolo (instrumento2/50)
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No protocolo instrumento2/50, o aluno quando explica a expressao y = 2x + 8,
utiliza o termo “¢ igual” no lugar do “=". Entdo, o aluno esclarece em seguida que este

simbolo “simboliza a igualdade entre os dois lados da expressao”.

c)y:‘—-2x+8
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Quadro 71 — Protocolo (instrumento2/10)

J& neste protocolo, o aluno parece realizar uma tradugao linear (esquerda-direita)
também utilizando “¢ igual” no lugar do “=”. Na mesma direcdo, este aluno

e

complementa explicando que o significado do simbolo corresponde a “igualdade de
ambos os lados da expressdao”, acrescentando, ainda, “mesmo y e x sendo letras”. Este
exemplo representa a idéia de relagdo de igualdade referente a concepgao igualdade

relacional.

Se no item ¢ do instrumento 1 (2x + 8 =y) o maior percentual de respostas foi
respectivo a concep¢do operacional, no item ¢ do instrumento 2 (y = 2x + 8) o
percentual correspondente a esta concepgdo, no caso 8,7%, foi o segundo mais baixo.
Nesta concepc¢do, os alunos compreendem o sinal de igualdade como um sinal de fazer

algo, dar a resposta, indicar o resultado, etc.

c)y?2x+8

™ o . f
I) Como vocé explica essa expressio? f(\a\rawq{qm 2auacte A '-}x-
/ Y T +
W Y CAGH C!C. Fl!?% QQPM’YM C'huf ’P!Q;» CQT'{;!'T) »
/

/

/
2) Qual o significado do simbolo ‘=" nessa expressﬁu?%ﬁ@ﬁm@m
w de unro conde. oo e i e v Hodb

Quadro 72 — Protocolo (instrumento2/36)
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O aluno nao reconheceu, no protocolo instrumento2/36, y = 2x + 8§ como uma
fun¢do, mas sim como um tipo de equacdo. O significado do “=" foi interpretado
associando-o a resolucdo de problema, particularmente, no que concerne a iniciagdo de
uma conta para obten¢do de um resultado. Entdo, o sinal de igualdade indica tanto o

inicio da conta, quanto que se deve obter um resultado.

c)yff2x+8
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Quadro 73 — Protocolo (instrumento2/99)

Neste protocolo, o aluno considera y = 2x + 8 como uma expressao do valor da
soma de dois nimeros. Nesse sentido, o aluno compreende o simbolo “=" associado ao
resultado da soma de dois numeros, que no caso, provavelmente seriam 2x e 8. Todos
os elementos neste protocolo apontam para uma concepcdo operacional do sinal de

igualdade.

Finalmente, ressaltamos que também identificamos, em 1% das respostas, a
concepgdo equivaléncia em igualdade condicional. Esta concepcao envolve além de
uma compreensao relacional do sinal de igualdade, a vinculagdo direta com o conceito

de equivaléncia.

c)y?2x+8
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Quadro 74 — Protocolo (instrumento2/75)

Como podemos observar na resposta do aluno, apresentada acima, o aluno

e

reconhece diretamente, o significado do simbolo como equivaléncia. Dessa
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maneira, podemos dizer que quando o aluno explica a expressao y = 2x + 8, ele acaba

e

utilizando, no lugar do , a palavra equivaléncia, demonstrando que o aluno esta

mobilizando idéias referentes a concepgao equivaléncia em igualdade condicional.

4.4.3 Fungoes: cruzamento dos resultados nos instrumentos 1 e 2

Acabamos de apresentar os resultados obtidos no item ¢ dos instrumentos 1 € 2,
que foram correspondentes ao contexto das fungdes. As expressdes que utilizamos
foram 2x + 8 =y, no primeiro instrumento, ¢ y = 2x + 8, no segundo instrumento. A
finalidade em comparar os resultados obtidos no instrumento 1 com os obtidos no
instrumento 2 foi verificar se as formas das expressoes (2x + 8 =y, operagao antes do

CC__9%

“=") e (y = 2x + 8§, operacdo depois do ), influenciaram as concepg¢des dos alunos

sobre o respectivo significado do sinal de igualdade no contexto das funcdes.

Primeiramente, observamos que, tanto no item ¢ do instrumento 1 (2x + 8§ =y),
quanto no item ¢ do instrumento 2 (y = 2x +8), foram identificadas as mesmas
concepgoes: operacional, igualdade relacional, equivaléncia em igualdade condicional,
relacional nome-simbolo, simbolo separador e operacional sintatico. Mesmo que as
mesmas concep¢des tenham sido identificadas em ambos o0s instrumentos,
evidenciamos também, algumas diferenciagdes nos percentuais destas concepgdes, em

razdo da forma da expressdo (2x + 8§ =y) e (y = 2x + 8).

A concepg¢ao operacional, por exemplo, no item referente a expressao 2x + 8 =y

cC__9

(operagdo antes do ), obteve um percentual de 37,3%, enquanto que no item
referente a expressdo y = 2x + 8, o percentual correspondente a esta concepcao foi de
8,7%, ou seja, quatro vezes menor. Os percentuais das concepcdes igualdade relacional
e equivaléncia em igualdade condicional permaneceram os mesmos para ambas as
expressoes, nao demonstrando, assim, diferencas em razado da forma da expressao.
Diferentemente dos percentuais da concepg¢do operacional, que foi bem maior na
expressao do item ¢ do instrumento 1, os percentuais das demais concepgdes,

operacional sintético, relacional nome-simbolo, ¢ simbolo separador, foram maiores no

item ¢ do instrumento 2.
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Na concepgdo operacional sintatico, os resultados obtidos no instrumento 2,
foram quase o dobro dos obtidos no instrumento 1. Isto é, enquanto o percentual
referente a expressdo 2x + 8 =y foi de 6,9%, na expressdo y = 2x +8 foi de 12,6%.
Com os percentuais correspondentes a concepcao simbolo separador foi semelhante.
Para a expressdo 2x + 8 =y, o percentual foi de 7,8%, enquanto que para a expressdo y
= 2x + 8 foi de 11,6%. Destacamos também a diferenga entre os resultados obtidos em
relacdo a concepgdo relacional nome-simbolo. Na expressdo 2x + 8 =y, o percentual foi
de 28,4%. Ja na expressdo y = 2x + 8, o percentual correspondente foi bem maior,
atingindo 39,8%. Acrescentamos ainda, que foi verificada certa diferenca nos
percentuais correspondentes as respostas ndo identificadas e ndo respondidas. Na
expressdo 2x + 8 =y, o percentual de ndo identificadas foi de 7,8% e de ndo
respondidas de 1,0%. Na expressdo y = 2x + 8, o percentual de ndo identificadas foi de
13,6% e o de nao respondidas foi de 2,9%. Estes resultados sugerem que, na expressao
y = 2x + 8, os alunos parecem ter mais dificuldades em interpretar o significado do

simbolo “=", do quem na expressdo 2x +8 =y.

4.4 .4 Sintese dos resultados: funcoes

Na analise dos resultados referentes ao contexto das fungdes, foi possivel

CC__9%

identificarmos seis concepc¢des dos alunos sobre o significado do simbolo . Foram
elas: relacional nome-simbolo, operacional, simbolo separador, igualdade relacional,

operacional sintatico e equivaléncia em igualdade condicional.

Por estranho que pareca, a unica concepc¢ao ndo identificada nas respostas dos
alunos, aos itens que representaram o contexto das fungdes, foi a concepgao funcional,
que por sua vez, definimos a priori como a que corresponderia, mais adequadamente,
aos aspectos dinamicos correspondentes a relagdo causal entre as variaveis dependente e
independente. Um fato observado em nossa analise foi que a maioria dos alunos
reconheceu as expressdes 2x + 8 =y e y = 2x + 8, como operagdes, somas, equagdes do
1° e 2° graus, e apenas alguns as consideraram como representagdes do conceito de

funcao sem, contudo, observarem os aspectos relativos a dependéncia entre variaveis.
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Concepcoes %

Relacional nome-simbolo 34,1%
Operacional 22.8%
Simbolo separador 9,8%
Igualdade relacional 9.8%
Operacional sintatico 9,8%
Equivaléncia em igualdade condicional 1,0%
Funcional 0%
N3o identificada 10,7%
Nao respondeu 2,0%
Total 100%

Tabela 13 — concepgdes no contexto das fungdes

Prosseguindo, as duas concepgdes com maiores percentuais foram a relacional
nome-simbolo e a operacional com, respectivamente, 34,1% e 22,8%. Achamos
importante ressaltar que, estas duas concepcdes sdo as que também demonstraram os
maiores percentuais nas sinteses dos resultados dos outros trés contextos. As
concepg¢des simbolo separador, igualdade relacional e operacional sintatico
apresentaram o percentual de 9,8%, cada uma. A concep¢do equivaléncia em igualdade

condicional, por sua vez, apresentou o percentual de 1,0%.

Em linhas gerais, podemos dizer que os alunos, ao interpretarem o significado
do simbolo “=" nas expressdes 2x + 8 =y e y = 2x + 8, mobilizaram concepg¢des
caracteristicas dos outros contextos, operagdes aritméticas, igualdades aritméticas e
equagdes, demonstrando assim, que nao reconheceram, o significado do simbolo “=",
no contexto das fungdes, como indicacao da relacao de dependéncia entre as variaveis

dependente e independente.

No contexto das fungdes, partindo do principio de que os participantes da
pesquisa sdo alunos do ultimo ano do Ensino Médio e que, provavelmente ja estudaram
o conceito de fungdo, esperavamos identificar principalmente a concepgdo funcional,
que definimos a priori. Entretanto, ndo identificamos esta concep¢ao em nenhum
protocolo, mas, pelo contrario, os dados apontam que a maior parte dos alunos traz para
o contexto das fungdes, concepcdes referentes a outros contextos, como por exemplo, a

e

concepgao operacional que corresponde ao significado do simbolo no contexto das

operagoes aritmeéticas.
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4.5 Sintese dos resultados: instrumento 1

A finalidade desta sintese, ¢ discutir os resultados obtidos no instrumento 1, no
qual, as expressdes que representaram os contextos, operacdes aritméticas, igualdades
aritméticas, equacdes e funcgdes, apresentaram, em sua estrutura, a operacdo antes do
simbolo “=" (10 + 5 =; 14 + § =22; x + 9 = 15; 2x + 8 =y). Esclarecemos assim, que
esta sintese ndo corresponde ao significado do simbolo “=" na perspectiva dos contextos

particulares.

O que realmente esta em evidéncia é a estrutura (operagdo antes do “=") das
expressoes que representaram os contextos. Assim, discutiremos as concepgdes dos

alunos em razdo da estrutura (operagdo antes do “=").

Concepcoes %

Operacional 45,6%
Relacional nome-simbolo 27,9%
Igualdade relacional 8,4%
Operacional sintatico 6,9%
Simbolo separador 2,9%
Equivaléncia em igualdade condicional 0,7%
Funcional 0%
Nao identificada 6,9%
Nao respondida 0,7%
Total 100%

Tabela 14 — concepcdes x estrutura das expressdes (operagao antes do “=")

Como podemos observar na tabela 15, em relacdo a estrutura, operagdo antes do
“="_ quase metade dos alunos apresentou uma concepcdo operacional acerca do
significado do sinal de igualdade. Pouco mais de um quarto dos alunos demonstrou uma
concepcao relacional nome-simbolo. No demais, as concepgoes igualdade relacional,
operacional sintaticos, simbolo operador e equivaléncia em igualdade condicional
obtiveram, cada um, percentuais menores que 10%. Os percentuais correspondentes as

nao respondidas e nao identificadas foram de 6,9% e 0,75, respectivamente.
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Dessa maneira, estes resultados permitem argumentar que a estrutura, operagao
antes do “=", favoreceu, em especial, a interpretacdo do significado do simbolo “=”
como simbolo operacional. Estes resultados ndo surpreendem por que, na literatura, a
maioria dos pesquisadores que investigaram a compreensdo dos alunos sobre
significado do sinal de igualdade também evidenciou a forte tendéncia relativa a

concepcao operacional. Igualmente, foi evidenciado, que esta concep¢do ndo se

restringe aos alunos das séries iniciais, mas persistem por outras séries.

4.6 Sintese dos resultados: instrumento 2

Lembramos que as expressoes (= 10 +5,22=14+8; 15=x+9; y =2x + §)
que representaram, no instrumento 2, os contextos das operagdes aritméticas, das
igualdades aritméticas, das equagdes e das funcgdes, apresentam a estrutura, operagao
depois do “=". Nesta sintese, vamos observar principalmente, as concepgdes dos alunos

sobre o significado do sinal de igualdade, em razao desta estrutura, operagdao depois do

C__%

Concepcoes %

Relacional nome-simbolo 34,5%
Operacional 21,4%
Igualdade relacional 12,6%
Simbolo separador 7,8%
Operacional sintatico 7,5%
Equivaléncia em igualdade condicional 0,2%
Funcional 0%
N3o identificada 13,1%
Nao respondida 2,9%
Total 100%

Tabela 15 — concepgdes x estrutura das expressdes (operagao depois do “=")

9

Os resultados demonstram que a tendéncia em considerar o como um

simbolo operacional ¢ menor quando a estrutura da expressdo ¢, operacdo depois do
igual, do que quando a estrutura da expressdo €, operagdo antes do igual. Estes

resultados ja eram esperados, pois como ja discutimos, um dos fortes aspectos que
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permeiam a concepgdo operacional corresponde a expectativa de que a operagdo vem

CC__9

antes do e a resposta depois.

Como muitas das idéias e expectativas correspondentes a concepcao operacional
sd0 mais comuns nas expressdes com estrutura (operagdo antes do “="), observamos
que esta concepgdo, com um percentual de 21,4%, ndo foi mais a majoritaria, como foi
na andlise realizada no topico anterior. No entanto, proveu evidéncias de que, mesmo
alunos do 3° ano do Ensino Médio, podem ter uma concepgdo operacional em
expressOes nas quais a operagao sucede o “=", tal como, ¢ = a + b, e alguns acabam até
re-escrevendo expressoes deste tipo para a estrutura, operagdo antes do igual, tal como,
a + b = c, assim como varios pesquisadores (e.g. GINSBURG, 1977; BEHR,
ERLWANGER e NICHOLS, 1980; SHOECRAFT, 1989) verificaram com criangas de

seis a doze anos.

Por ultimo, podemos observar que a concepgdo relacional nome-simbolo, com
34,5%, foi a que apresentou maior percentual em razdo da estrutura das expressoes
sendo, operacgao depois do “=". A concepgao igualdade relacional, com 12,6%, foi a que
obteve o terceiro maior percentual, seguida pelas concepcoes simbolo separador, com
7,7%, operacional sintatico, com 7,5%, e equivaléncia em igualdade condicional, com

0,2%.

4.7 Sintese geral dos resultados

Os resultados que discutimos, até o momento, demonstraram que as concepgoes
dos alunos ndo coincidiram, na maior parte das vezes, com as caracteristicas particulares
dos significados do sinal de igualdade no contexto no qual ele estava inserido. Apenas
no contexto das operagdes aritméticas € que verificamos que mais da metade dos
sujeitos apresentaram concepgdes que foram compativeis com as caracteristicas do
significado do simbolo “=" nas expressdes que o representavam. No contexto das
igualdades aritméticas, apenas em um quarto dos sujeitos, as concepgdes foram

__9

compativeis com o significado do como simbolo relacional.
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Nos contextos algébricos, este desencontro foi ainda mais evidente. Se
considerarmos o significado do sinal de igualdade no contexto das equacdes que
definimos a priori, podemos dizer que apenas 1,0% dos sujeitos tiveram uma concepgao
na mesma dire¢dao. Contudo, se considerarmos a concepcao que definimos a posteriori,
no caso, a operacional sintdtico, podemos observar que mais de 19% dos sujeitos
tiveram uma concepgao proxima dos atributos do sinal de igualdade que permeiam o
contexto das equagdes. Finalizando, evidenciamos que, no contexto das fungdes,
nenhum aluno apresentou uma concepg¢ao compativel com o significado do simbolo “="

nas expressdes que representam este contexto.

Concluindo a parte da analise, apresentamos, em seguida, uma categorizagdo dos

dados sem distinguir os contextos nem as estruturas das expressoes (operacao antes do
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=" e operacdo depois do “=") que representaram o0s quatro contextos, operagoes
aritméticas, igualdades aritméticas, equagdes e funcdes. Esclarecemos, assim, que
somamos todos os resultados, provenientes dos oito itens investigados, categorizando-os
nas concepgdes que definimos a priori e a posteriori, bem como em relagdo as nao

respondidas e ndo identificadas.

A tabela abaixo apresenta a freqiiéncia relativa a cada concepg¢ao, demonstrando
que, apenas a concepcao funcional ndo foi identificada nas respostas dos alunos sobre o

significado do sinal de igualdade.

Concepcoes %

Operacional 33,4%
Relacional nome-simbolo 31,2%
Igualdade relacional 10,5%
Operacional sintatico 7,2%
Simbolo separador 5,4%
Equivaléncia em igualdade condicional 0,5%
Funcional 0%
N3o identificada 10,0%
Nao respondida 1,8%
Total 100%

Tabela 16 — Sintese geral dos resultados

Como podemos ver, entre as seis concepgoes identificadas, mais de dois tergos

dos sujeitos apresentaram uma concepgdo operacional ou relacional nome-simbolo.
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Lembramos que em quase todos os cendrios de categorizacdo de dados, estas duas
concepgdes sempre foram as que apresentaram os maiores percentuais. A concepgao
igualdade relacional obteve um percentual geral de 10,5%. Logo em seguida, a
concepgao operacional sintatico, apresentou um percentual geral de 7,2%, a concepgao
simbolo separador, 5,4% e, por ultimo, a concep¢do equivaléncia em igualdade
condicional foi representada por apenas 0,5% das respostas. As respostas ndo

identificadas foram 10,0% enquanto que o percentual de ndo respondidas foi de 1,8%.

Voltando as duas concepgdes que foram, ao longo de toda a andlise, e também
nesta sintese geral dos resultados, apontadas como as que mais representaram as

concepgdes dos alunos, gostariamos, entdo, de articular alguns comentarios.

e

Segundo Brousseau e Antibi (2000), os primeiros usos do simbolo permitem
que o raciocinio e o discurso tratem a igualdade como um procedimento. Assim, “o
simbolo “=" anuncia simplesmente o resultado de um célculo” (p. 30). De fato, esta
afirmacdo vai de acordo com a maior parte das pesquisas ja realizadas com a
problematica envolvendo o sinal de igualdade. Behr, Erlwanger e Nichols (1980), por
exemplo, evidenciaram que criancas de seis a doze anos consideram o “=" como um
“»

sinal de fazer algo. Kieran (1981), no mesmo sentido, afirma que esta idéia do

como sinal de fazer algo persiste por todo o Ensino Fundamental.

Prosseguindo, Brousseau e Antibi (2000) admitem a possibilidade de que, no
decorrer do curso escolar de um aluno, nao seja efetuado nenhum estudo explicito sobre
os diferentes status do sinal de igualdade. Ainda, os proprios professores podem, entdo,

“ndo terem verdadeira consciéncia das diferentes regras do sinal “=""" (p. 31).

Concluindo, admitindo-se que: os primeiros usos do sinal de igualdade permitem
pensar no sinal de igualdade como um simbolo operacional que anuncia o resultado de
um calculo, ou como um sinal de fazer algo; que esta concep¢@o nao se limita as séries
iniciais, mas persiste por todo o Ensino Fundamental; que os alunos podem chegar, por
exemplo, ao Ensino Médio sem que tenham vivenciado nenhum estudo explicito sobre
os diferentes significados do sinal de igualdade, argumentamos, a partir destas
consideracdes, que os resultados de nossa pesquisa, que demonstram que a maior parte
dos alunos tém uma concepg¢do operacional do sinal de igualdade, sdo consistentes e
acompanham a tendéncia que vem sendo descrita pela literatura que discute a

problematica do sinal de igualdade.
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Wilhelmi, Godino e Lacasta (2007), por sua vez, destacaram que a pratica
matematica, para evitar que cada tipo de igualdade seja designado com um termo
diferente, tem assumido um fendmeno de homonimia com relagdo a no¢do de igualdade.

Ce__9

Decorrente deste fato, o nome igualdade assim como o simbolo sd0 mantidos em
todos os contextos nos quais ¢ utilizado, aceitando, dessa maneira, o significado
especifico que se atribui a no¢do de igualdade, em cada um destes contextos. Em outras
palavras, convenciona-se pensar em igualdade para qualquer expressdao com o simbolo
“="_ mesmo que os atributos deste simbolo ndo sejam plenamente compativeis com a
no¢do de igualdade. Entendemos assim, que estas consideragdes podem justificar e
ratificar os resultados de nossa pesquisa que demonstraram que, a segunda maior parte

e__%

das concepgdes dos alunos, correspondeu a relagdo entre o simbolo € 0 nome

“igual”, “igualdade”, isto ¢, a concepcao que denominamos nome-simbolo.



CAPITULO 5
CONSIDERACOES FINAIS
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CAPITULO 5

CONSIDERACOES FINAIS

O objetivo principal desta pesquisa foi investigar as concepgdes dos alunos de 3°

ce__9

ano do Ensino Médio sobre o significado do simbolo em contextos aritméticos e
algébricos. Para atingirmos este objetivo buscamos identificar alguns aspectos
especificos, tais como as concepgdes dos alunos sobre o significado do simbolo “=" em
quatro contextos, dois aritméticos (operacdes e igualdades) e dois algébricos (equagdes
e funcdes). Procuramos também identificar se as estruturas das expressoes (operagao

CC__9

antes do ou operacao depois do “=") influenciavam estas concepgdes.

O aporte teorico que fundamentou esta pesquisa foi constituido de dois quadros.
Um referente ao estudo das concepgoes, € o outro ao estudo do sinal de igualdade. No
quadro tedrico das concepgdes, discutimos trés aspectos principais. O primeiro aspecto
foi acerca da utilizagdo do termo concepgdo, o segundo correspondeu ao termo
concepgdo como uma nhog¢do teodrica nas pesquisas em Educagdo Matemadtica, € o

terceiro aspecto, foi sobre a maneira que este termo seria utilizado em nossa pesquisa.

No quadro tedrico do sinal de igualdade, realizamos um estudo enfatizando a

9

historia do simbolo , conceitos matematicos associados a este simbolo, os

e

significados deste simbolo, os significados do na perspectiva dos alunos e, por fim,

realizamos algumas consideragdes gerais sobre o sinal de igualdade.

Em nossa revisdo da literatura evidenciamos que a maior parte das pesquisas
acerca das concepgoes dos alunos sobre o significado do sinal de igualdade investigou,
principalmente, aspectos referentes aos contextos das operagdes aritméticas, das
igualdades aritméticas e das equagdes. Nao encontramos na literatura nenhum estudo

Ce__9

investigando as concepgdes dos alunos sobre o significado do no contexto das
fungdes. E importante ressaltar que os estudos anteriores identificavam freqiientemente,

apenas as concepg¢des operacional e relacional (incluindo a nogdo de equivaléncia).

Podemos dizer que nosso estudo permitiu avangar, pois, acrescenta, no cenario

__9

das pesquisas sobre as concepgdes dos alunos acerca do significado do simbolo “=", um

novo contexto que ainda ndo foi investigado, correspondente ao conceito de funcgao.
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Também destacamos que, com a realizagdo deste estudo, foi possivel definir cinco

C__9%

concepgdes a priori sobre o significado do simbolo em quatro contextos distintos. A
concep¢do operacional, correspondente ao contexto das operagdes aritméticas; a
concepcao igualdade relacional, referente ao contexto das igualdades aritméticas; a
concepgdo equivaléncia em igualdade condicional, que foi respectiva ao contexto das
equacdes; a concepcao funcional concernente ao contexto das fungdes e a concepgdo
relacional nome-simbolo que ndo corresponde, particularmente, ao significado do “=”
em nenhum contexto, mas pode ser entendida como representando um significado

e

genérico atinente a relagdo estabelecida entre o simbolo e o nome igualdade.

Numa primeira analise dos dados, percebemos que, estas cinco concepgdes
definidas a priori, ndo estavam sendo suficientes para agrupar as respostas dos alunos.
Nesse sentido, conseguimos distinguir mais duas concepcdes que denominamos de

9

operacional sintatico, particularmente associada as caracteristicas do simbolo no
contexto das equagdes, e simbolo separador que, assim como a concepg¢do relacional
nome-simbolo, ndo corresponde ao significado do simbolo “=" em nenhum contexto em
particular. Em sintese, os dados foram categorizados em sete concepgdes, sendo que
cinco (operacional, igualdade relacional, equivaléncia em igualdade condicional,

funcional e relacional nome-simbolo) foram definidas a priori e duas (operacional

sintatico e simbolo separador) a posteriori.

Prosseguindo, em nossa investigacdo evidenciamos aspectos importantes das
concepgoes dos alunos do 3° ano do Ensino Médio sobre o significado do simbolo “=",
que ja foram descritos em pesquisas anteriores realizadas com diferentes sujeitos, como
por exemplo, o fato de a concepgdo operacional persistir além das séries iniciais sendo
identificada até nos contextos algébricos. Também foi possivel identificarmos outros
fatos relevantes que ndo encontramos no levantamento bibliografico que realizamos e
que, possivelmente, ndo tenham sido até o momento, demonstrados, tais como, a

concepgao operacional sintatico.

Em relagdo ao contexto das operagdes aritméticas, nossos resultados
demonstraram que mais da metade dos sujeitos apresentaram uma concepgao

e

operacional. Lembramos que neste contexto, o simbolo tem um aspecto assimétrico,
pois um lado ¢ dado e o outro deve ser encontrado, que juntamente com outras

caracteristicas, denotam um significado operacional. Nesse sentido, podemos dizer que,
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como era esperado, a maior parte dos alunos apresentou uma concepg¢ao compativel

9

com o significado do simbolo no contexto das operacdes aritméticas. No entanto,
esta compatibilidade entre as concepc¢des da maior parte dos alunos e o significado do
“="no contexto no qual estd inserido, ndo aconteceu nos demais contextos. Em outras
palavras, os resultados demonstraram que as concepg¢des que apresentaram maiores

c__%

percentuais ndo foram compativeis com os significados do simbolo nos contextos

das igualdades aritméticas, equagdes e fungdes.

Assim, no contexto das igualdades aritméticas, os resultados demonstraram que
a maior parte dos sujeitos apresentou uma concepcao operacional ou relacional nome-
simbolo. Deste modo, compreendemos que estes resultados indicam que a tendéncia
maior foi os alunos demonstrarem uma concepg¢ao associada a outro contexto particular,
no caso, a concepg¢ao operacional que ¢ associada ao contexto das operagdes aritméticas,
ou, uma concepg¢do associada a relagdo entre o simbolo “=" e o nome igualdade, no
caso, a concep¢ao relacional nome-simbolo. Conseqiientemente, estes resultados
indicam que a maioria dos sujeitos ndo demonstraram a concepcao igualdade relacional,

ce__%

compativel, em nosso entendimento, com o significado do simbolo no contexto das

igualdades aritméticas.

Nos contextos algébricos das equacdes e fungdes, este desencontro entre o

__9

significado do simbolo no contexto no qual estd inserido e as concepg¢des dos
alunos, foi ainda mais evidente. No contexto das equacgdes, a maioria dos sujeitos
demonstrou as concepgdes relacional nome-simbolo e operacional. A concepgao que
definimos a priori como compativel ao significado do simbolo “=" neste contexto foi a
concepgdo equivaléncia em igualdade condicional. Entretanto, observamos que apenas
1,0% dos sujeitos demonstraram esta concepgao. Estes resultados surpreendem, pois,
por serem alunos do 3° ano do Ensino Médio, esperavamos que a idéia de equivaléncia,
requisito essencial para a aprendizagem da Algebra e, particularmente, das equacdes,
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seria reconhecida no significado do simbolo pela maior parte dos sujeitos e ndo

apenas por 1,0% deles.

Por outro lado, identificamos outra concepcdo, que definimos a posteriori e
denominamos de operacional sintdtico. Esta concepcao pode ser entendida como uma

versdo algébrica da concepg¢do operacional, com caracteristicas particulares
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correspondentes ao contexto das equagdes, no sentido de que decorre de manipulagdes

de regras sintéticas no processo de resolug¢do de equacdes.

Se levarmos em consideracdo que a concep¢dao operacional sintatico esta
essencialmente associada ao contexto das equagdes, podemos dizer que, agregando o
1,0% respectivo a concepcdo equivaléncia em igualdade condicional com os 19%
correspondentes a concepgdo operacional sintatico, podemos concluir assim, que um
quinto dos sujeitos demonstrou, no contexto das equagdes, concepgdes compativeis com
os significados do simbolo “=". Embora nossos dados ndo déem conta de avangarmos
nas discussdes acerca das rupturas e continuidades entre Aritmética e Algebra

__9

envolvendo os significados do simbolo , salientamos que estes resultados ainda
estdo aquém do esperado para o contexto das equagdes, sugerindo assim, que a ruptura
necessaria em relacdo a concepcdo operacional, particularmente aritmética, ndo foi
realizada pela maior parte dos sujeitos. Dessa maneira, entendemos que esta questdo

pode ser mais bem investigada em novas pesquisas.

Por 1ultimo, no contexto das fung¢des, lembramos que denominamos de
concepgao funcional a concepgao que definimos a priori como sendo compativel com a
idéia de relagdo causal entre as variaveis dependente e independente que, por sua vez,
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consideramos um significado essencial do simbolo neste contexto. Contudo, os
resultados obtidos demonstraram que os alunos ndo reconheceram esta idéia, ndo sendo
possivel, entdo, identificarmos em nossa analise a concep¢ao funcional. Nesse sentido,
destacamos que as concepgOes mais identificadas no contexto das fungdes foram a
relacional nome-simbolo e a operacional, assim como no contexto das equagdes. Da
mesma maneira que no contexto das equagdes, os resultados referentes ao contexto das
funcdes também sugerem que ndo houve a ruptura com a concepgao operacional. Além
disso, nao houve nenhuma evidéncia que desse a entender que os alunos estavam
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reconhecendo a idéia de relacdo de dependéncia no significado do simbolo no

contexto das fungdes.

Em linhas gerais, das cinco concepgdes (operacional, igualdade relacional,
relacional nome-simbolo, equivaléncia em igualdade condicional e funcional) que
definimos a priori, apenas nao identificamos a concepgao funcional, e, além destas
concepcdes também identificamos mais duas a posteriori que denominamos de

concep¢do operacional sintatico e concep¢do simbolo separador. Mesmo com a
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identificacao de diferentes concepgdes, os resultados que obtivemos permitiram concluir
que a maior parte dos alunos ndo demonstrou concepgdes compativeis com o

9

significado do simbolo no contexto no qual ele estava inserido.

e

Este desencontro entre o significado do simbolo , o contexto no qual esta
inserido, e as concepcdes dos alunos, pode ser entendido como aquilo que parte da
literatura sobre concep¢des denomina de concepgoes erroneas. No entanto, elucidamos
que ndo vamos aprofundar esta discussao, pois ndo caberia aos objetivos que propomos
para nossa investigagdo. Esclarecemos que a nossa pesquisa ndo nos permite atribuir
causas a estas concepgdes erroneas. Nesse sentido, entendemos que novas investigagdes

podem ser realizadas com a finalidade de estudar as possiveis causas referentes a

problematica das concepgoes erroneas acerca dos significados do “=".

As concepcoes operacional e igualdade relacional, particularmente associadas
aos contextos aritméticos, foram identificadas nos contextos algébricos das equagdes e
das fungdes. Ja as concepgdes equivaléncia em igualdade condicional e funcional,
particularmente associadas aos contextos algébricos, ndo foram identificadas nos
contextos aritméticos das operagdes e das igualdades. Isto quer dizer que as concepgoes

caracteristicas dos contextos algébricos ndo foram “transferidas” para o significado do
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simbolo nos contextos das operacgdes e das igualdades, enquanto que as concepgoes

caracteristicas dos contextos aritméticos foram “transferidas” para o significado do

e

simbolo nos contextos das equagdes e das fungdes.

Refletindo sobre esta consideragdo podemos levantar a hipotese de que as
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primeiras concepgdes construidas pelos alunos sobre o significado do simbolo no

ensino de Matematica das séries iniciais, onde o foco ¢ aritmético, ndo foram

substituidas por outras mais adequadas aos contextos algébricos.

No que diz respeito a influéncia da estrutura das expressdes (operacdo antes do

__9 (13

simbolo ou operacdo depois do simbolo “="), verificamos que, em todos os
contextos, os percentuais correspondentes a concep¢do operacional sdo maiores nas
expressoes com operacdo antes do simbolo “=" do que nas expressdes com operagao

9

depois do simbolo . Resumindo, observamos que o percentual de alunos que
demonstraram a concep¢do operacional no instrumento 1, no qual as expressoes

apresentavam a estrutura operacdo antes do “=", foi mais que o dobro do percentual de
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alunos que demonstraram a concep¢ao operacional no instrumento 2, no qual as

9

expressao apresentavam a estrutura operagao depois do

Estes resultados permitem conjeturar que a estrutura da expressao exerce
influéncia nas concepgdes dos alunos sobre o significado do simbolo “=7,
particularmente no que diz respeito a relag@o entre a concepg¢ao operacional e a estrutura
das expressdes operagdo antes do “=". Por fim, podemos argumentar que existem dois
fatores importantes que parecem exercer grande influéncia em relagdo a concepgao

operacional: o contexto das operagdes aritméticas, no qual um lado ¢ dado e o outro

deve ser encontrado, e, a estrutura da expressao operacao antes do “=".

Na sintese geral dos dados provenientes dos dois instrumentos de investigacdo
que utilizamos na coleta de dados, verificamos que das sete concepgoes utilizadas para
categorizacdo dos dados, apenas a concep¢do funcional ndo foi identificada nas
respostas dos alunos. Todavia, nossos resultados permitem argumentar que, os alunos
do 3° ano do Ensino Médio que participaram desta pesquisa, apresentaram uma
tendéncia maior em demonstrarem a concepgdo operacional e a concepg¢do relacional
nome-simbolo. Lembramos que a concep¢ao operacional € associada as caracteristicas

%

particulares do simbolo no contexto das operagdes aritméticas, enquanto que a

concepcao relacional nome-simbolo ndo ¢ associada a nenhum contexto em particular,
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mas, remete a relagcdo entre o nome igualdade e o simbolo

Ressaltamos que o fato de a concepgdo operacional ter sido predominante nao
foi muito surpreendente, pois, na maioria das pesquisas sobre o sinal de igualdade,
encontramos conclusdes semelhantes. J& o fato do percentual referente a concepgao
relacional nome-simbolo ter sido bastante proximo do percentual de alunos que
apresentou a concepgdo operacional, foi realmente inesperado. Acreditamos que a falta

e

de esclarecimento sobre o fato do ter varios significados pode justificar o alto
percentual de alunos que demonstrou a concepgao relacional nome-simbolo. Segundo
Brousseau e Antibi (2000), ¢ possivel que durante a vida escolar de um aluno ndo seja
realizado nenhum estudo explicito sobre os diferentes significados do simbolo “=" e que
até mesmo os professores podem nao ter consciéncia real dos varios significados deste
simbolo. Assim, estes autores indicam que a instru¢cdo pode influenciar de modo
especial, as concepcdes dos alunos sobre o significado do simbolo “=", levando-os a

acreditarem que este simbolo tem apenas um status.
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Com a realizagdo desta pesquisa foi possivel identificar, nas concepgdes sujeitos
que participaram da pesquisa, dois fatores importantes relacionados a concepgdo
operacional: o contexto das operacdes aritméticas que sugere um calculo a ser realizado
e que se coloque o resultado, comumente depois do “=", e, a estrutura da expressao
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operagdo antes do “=". Argumentamos que estes dois fatores representam uma
influéncia muito forte nas concepgdes dos alunos sobre o significado do simbolo “=”,
pois remetem as primeiras, e, talvez as unicas, idéias que sdo explicitamente instruidas

69

sobre o significado do simbolo “=".

Por exemplo, podemos dizer que ¢ no contexto das operagdes aritméticas que o

€9 L =

simbolo ¢ introduzido. Justamente por neste contexto as expressdes apresentarem
apenas um lado, tal como 3 + 4 =, a instru¢do mais comum destaca as idéias de que esta
expressdo ¢ para resolver, calcular, achar o resultado, ou seja, sugere acdo e nesse
sentido o “=" tem status de um operador (KIERAN, 1981; BOOTH, 1995). Ao mesmo
tempo, as expressoes que sdo comumente resolvidas pelos alunos no contexto das
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operagoes aritméticas apresentam a estrutura operagdo antes do , sugerindo que este
simbolo seja interpretado de maneira unidirecional, no sentido da esquerda para a
direita, realgcando, assim, as idéias de que, antes do “=" vem a operacdo, e, depois do

“=" vem o resultado/a resposta.

O contexto das igualdades aritméticas pode ser entendido como uma
conseqiiéncia da resolucdo das expressdes do contexto das operagdes aritméticas. Em
outras palavras, apos resolver a expressao 3 + 4 = e colocar o resultado depois do “=",
temos a igualdade aritmética 3 + 4 = 7. Como a literatura que discutimos demonstra,
ndo ¢ comum que os alunos estudem igualdades com estruturas diferente da operagao
antes do “=", e, assim, freqiientemente os alunos ndo aceitam expressdes nas quais nao
aparece sinal de operagdo antes do “=", tais como 3 = 3 ¢ 7 = 3 + 4 (BEHR,
ERLWANGER e NICHOLS, 1980) e costumam modific4-las para0 +3 =3 ou3 +4 =
7 (BEHR, ERLWANGER e NICHOLS, ibid.; SHOECRAFT, 1989). Nesse sentido,
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ressaltamos que as experiéncias que as criangas adquirem sobre o simbolo no
decorrer de suas primeiras experiéncias aritméticas conduzem a uma concepgao

operacional.

No contexto das equagdes, por sua vez, o significado do sinal de igualdade

deveria ser compreendido pelos alunos como indicador de uma relacdo de equivaléncia
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ao invés de um simbolo para “escreva o resultado”. Sobre este aspecto, Booth (1995)
explica que a concepcdo referente a equivaléncia pode ndo ser logo de inicio percebida
pelo aluno, contudo, ela destaca que esta concepgdo ¢ necessaria para a compreensao
algébrica. De fato, a ruptura da concepcdo operacional do sinal de igualdade ¢

considerada imprescindivel para a aprendizagem em Algebra.

Assim como no contexto das equacdes, no contexto das fungdes, a concepcao
operacional, referente aos aspectos do sinal de igualdade no contexto aritmético das
operacdes ndo ¢, stricto sensu, a mais adequada as particularidades associadas aos
significados do simbolo “=". No entanto, mais de um quinto dos alunos apresentaram

esta concepgao.

Como nosso estudo foi do tipo diagnostico, os resultados nao nos permitem
aprofundar uma discussao das possiveis causas que determinam o fato de a concepgao
operacional, freqiientemente desenvolvida no processo de ensino-aprendizagem de
expressdes no contexto das operagdes aritméticas, nas séries iniciais, persistir nas
concepgdes dos alunos cursando o 3° ano do Ensino Médio e em contextos nos em que

esta concepgao nao ¢ a mais adequada.

De fato, Kieran (1981) ja apontava que a concepgdo operacional persiste além
das séries iniciais e tal fato vem sendo verificado por diversos estudos que investigaram
a compreensdo dos alunos sobre o sinal de igualdade (ex. FALKNER, LEVI e
CARPENTER, 1999; DEMONTY e VLASSIS, 1999; McNEIL e ALIBALI, 2005;
KNUTH et. all., 2006; CAVALCANTI e CAMARA DOS SANTOS, 2007b). Todavia,
nenhum destes estudos aprofunda o porqué desta concepgao ser resistente e conservar-
se além das séries inicias e do contexto das operacdes aritméticas. Dessa maneira,
reconhecemos que ha um amplo espago para outras pesquisas investigarem e
explicitarem o porqué da concepcdo operacional ser tdo estavel no sentido de que
continua sendo bastante identificada nas concepcodes de alunos em séries adiantadas,

mesmo em contextos que requerem outro tipo de concepgao.

Dadas estas consideracdes, indicamos que a questdo da concepg¢do operacional
do sinal de igualdade ndo se restringir ao contexto das operacdes aritméticas e ser
freqiientemente identificada em outros contextos, pode ser estudada a luz dos
fenomenos didaticos. Por exemplo, recorrendo novamente a Brousseau e Antibi (2000),

notamos que estes autores acreditam que a instrugdo pode influenciar de modo especial,
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as concepcoes dos alunos sobre o significado do simbolo “=", levando-os a acreditarem
que este simbolo tem apenas um status. Acreditamos também que a instrucdo pode
exercer forte influéncia sobre as concepgdes dos alunos, mas, sobretudo acerca do
desencontro que evidenciamos em nossa pesquisa entre as concepgoes dos alunos e o
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significado do no contexto no qual esté inserido.

Nessa dire¢do, indicamos que algumas pesquisas poderiam ser realizadas
empregando-se o modelo teorico da Transposi¢ao Didatica e do Contrato Didatico para
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investigar como acontece a utilizagdo do simbolo nas aulas de Matematica, mais
particularmente focando como sdo abordados os aspectos que permeiam o significado
do simbolo “=" nos contextos das operacdes aritméticas, das igualdades aritméticas, das

equagdes e das fungdes.

Em outra direcao, concordamos com Brousseau e Antibi (2000) quando sugerem
que a possibilidade de que os proprios professores podem ndo ter consciéncia de que o
sinal de igualdade tem vérios significados. Com efeito, ndo encontramos na literatura
nenhum estudo sobre o sinal de igualdade na perspectiva dos professores. Assim,
entendemos que futuras pesquisas poderiam também explorar, por exemplo, as

concepgdes dos professores sobre o significado do simbolo “=”, e, at¢é mesmo a

influéncia destas concepgdes em sua pratica pedagogica.

C__%

Na perspectiva de rupturas entre os significados do simbolo “=", a literatura
aconselha que se deva ampliar, no ambito da Algebra, o significado do sinal de
igualdade para além da concepg@o operacional, comumente realcada na Aritmética. Na
perspectiva de nosso estudo, sugerimos a realizagdo de pesquisas para investigar os

C__9%

aspectos de ruptura dos significados do simbolo ndo apenas em relagdo a Aritmética
e Algebra, mas sim em relagdo aos contextos, operagdes aritméticas, igualdades
aritméticas, equagdes e funcdes. Acreditamos assim, que em cada contexto ha
caracteristicas particulares que sdo essenciais para uma compreensao adequada dos
significados deste simbolo “=" no contexto ao qual esta inserido. Nessa dire¢do, outros
aspectos poderiam ser estudados, investigando-se a relagdo envolvendo o desencontro

(Y]

entre o significado do simbolo e as concepgdes dos alunos, a exemplo do que
evidenciamos em nossa pesquisa, com possiveis erros ou dificuldades na aprendizagem

de conceitos matematicos.
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ApOs a literatura avangar nos estudos dos fendmenos didaticos que permeiam a
construcao de significados acerca do simbolo “=" no contexto no qual esta inserido,
acreditamos que, entdo, poderdo ser realizadas outros tipos de pesquisas, partindo da
elaboracdo e experimentacdo de seqiiéncias didaticas. Tais pesquisas podem auxiliar a
compreensdo de como realizar adequadamente as rupturas necessarias dos significados
do sinal de igualdade nos contextos, em particular, algébricos, e, favorecer ao mesmo
tempo a ampliagdo das concepgdes apropriadas a cada contexto evitando, assim, o
»

desencontro que verificamos na presente pesquisa entre os significados do simbolo

e as concepgdes dos alunos.
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