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Resumo

Os modelos ndo-lineares da familia exponencial sdo uma extensdo dos modelos generali-
zados, abrindo um leque de opcdes para a distribuicao da varidvel resposta e permitindo maior
flexibilidade para a ligacdo entre a média e a componente sistemdtica. Estes modelos, por
serem menos restritivos, tém sido utilizados para modelar diversos fendmenos na natureza.
Para estimar os parametros destes modelos, varios procedimentos sdo propostos. Usualmente,
o método de mixima verossimilhanca, que tem propriedades assintéticas de ordem n-1, onde
n é o tamanho da amostra, € o mais utilizado. Neste trabalho faremos uma abordagem geral
dos modelos ndo-lineares da familia exponencial. Serd introduzida a teoria da familia exponen-
cial sendo apresentada a funcdo de densidade de probabilidade, fun¢do geratriz de cumulantes,
func¢do de verossimilhanga, razdo de verossimilhanca e desvio do modelo; tais resultados apre-
sentados facilitardo e/ou serdo necessdrios na compreensdo do que serd feito para os modelos
ndo-lineares da familia exponencial. Serd definido o modelo nio-linear da familia exponencial
sendo apresentadas as suposicdes do modelo, sua fun¢do de verossimilhanca e algoritmo da
estimagdo dos parametros. Faremos a abordagem da andlise de diagndstico e de influéncia dos
modelos nao-lineares da familia exponencial. Por fim, faremos aplicagdes e mostraremos a efi-
ciéncia e importancia na utilizac@o desta classe, uma vez que diversos fendmenos apresentam

comportamento nao-linear.

Palavras-chave: Familia Exponencial, Fun¢do de Verossimilhanca, Modelos ndo-lineares da

Familia Exponencial.
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Abstract

The exponential family nonlinear models are an extension of the generalized models, open-
ing various options for the distribution of the variable answer and allowing larger flexibility for
the connection between the average and the systematic component. These models, for being
less restrictive, having been used to model several phenomena in the nature. To estimate the
parameters of these models, several procedures are proposed. Usually, the method of maximum
likelihood, that has asymptotic properties of order n-1, where n is the size of the sample, it is
the used. In this work we will make a general approach to the no-linear models of the expo-
nential family. The theory of the exponential family will be introduced presenting the function
of density of probability, function cumulantes geratriz, likelihood function, likelihood ratio and
deviation of the model; such presented results will facilitate and/or they will be necessary in the
understanding of what will be done for the nonlinear models of the exponential family. The ex-
ponential family nonlinear models will be defined by presenting the suppositions of the model,
its likelihood function and the algorithm for the estimate of the parameters. We will make the
approach of the diagnosis analysis and of influence of the exponential family nonlinear models.
Finally, we will present some applications and we will show the efficiency and importance in

the use of this class, once several phenomena present nonlinear behavior.

Keywords: Exponential family, Likelihood function, Exponential family nonlinear models.
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1 Introducao

Os modelos nado-lineares da familia exponencial (MNLFE) generalizam os modelos de re-
gressdo normal linear e ndo-linear, abrindo um leque de op¢des para a distribuicdo da vari-
avel resposta e permitindo maior flexibilidade para a ligacdo entre a média e a componente
sistemdtica. Os MNLFE sdo caracterizados por uma componente aleatdria, que € o vetor res-
posta Y com elementos Yi,...,Y, pertencentes a familia exponencial, € por uma componente

sistemadtica, que € o preditor ndo-linear 7 dos modelos normais ndo-lineares.

Para estimar os parametros vérios procedimentos podem ser empregados. Porém, usare-
mos a teoria da verossimilhanca apresentada por Cordeiro (1999). Este método baseia-se nos
principios de suficiéncia, fraco de verossimilhanga e forte de verossimilhanga. As definicdes

desses principios sdo apresentadas a seguir:

e O principio de suficiéncia diz que vetores de dados distintos com os mesmos valores das
estatisticas suficientes para um vetor de parametros 0 fornecem conclusdes idénticas para
0;

e O principio fraco da verossimilhanca estabelece que vetores de dados com verossimilhan-

¢a proporcionais produzem as mesmas conclusdes sobre 0;

e Por sua vez, o principio forte da verossimilhanca garante que para varidveis aleatorias dis-
tintas X e Y, que dependem de um mesmo parametro e de um mesmo espaco paramétrico,
as conclusdes sobre 6 obtidas destes dois vetores de dados serdo idénticas, uma vez que
dois modelos sdo adequados aos vetores de dados x e y em questdo e que fornecem

verossimilhangas proporcionais.

Na etapa de inferéncia do modelo deve-se verificar a precisao e a interdependéncia das es-
timativas, construir regidoes de confiancga e testes sobre os parametros de interesse, fazer anélise
dos residuos e realizar previsdes, podendo assim, avaliar a bondade de ajuste dos modelos.
Nesta etapa € necessario conhecer a distribui¢ao de probabilidade do estimador, que, em geral,

€ obtida através de resultados assintdticos, que sdo necessarios em dois casos distintos:
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1. Quando ndo se tem solugdo exata para o problema estatistico ou ela é complicada.

2. Quando ndo se tem solucdo exata sendo, assim, inevitdvel a obtencdo da solu¢@o aproxi-

mada.

Para utilizacdo da teoria assintética de primeira ordem considera-se que o tamanho da
amostra seja grande (n — oo) tendo como base a expansdo da série de Taylor e os teoremas

centrais do limite.

Portanto, neste trabalho, temos o objetivo de fazer uma abordagem geral dos modelos nao-
lineares da familia exponencial. No Capitulo 2 serd introduzida a teoria da familia exponen-
cial sendo apresentada a funcdo de densidade de probabilidade, fun¢do geratriz de cumulantes,
funcao de verossimilhanga, razao de verossimilhanca e desvio do modelo; tais resultados apre-
sentados neste capitulo facilitam e/ou sdo necessarios na compreensao do que serd feito para os
modelos ndo-lineares da familia exponencial. No Capitulo 3 serd definido o modelo nao-linear
da familia exponencial apresentando as suposi¢cdes do modelo, sua funcdo de verossimilhanca
e algoritmo da estimacdo dos parametros. No Capitulo 4 faremos a abordagem da andlise de di-
agnostico e de influéncia dos modelos ndo-lineares da familia exponencial. Por fim, no capitulo
5, faremos aplica¢des e mostraremos a eficiéncia e importancia da utilizacao desta classe, uma

vez que diversos fendmenos apresentam comportamento ndo-linear.
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2 Familia Exponencial

2.1 Definicao

Uma familia de distribui¢do Py 4 com vetor da varidvel aleatéria Y = (y1, ..., ya)T e fungio

de densidade de probabilidade

p(y:0,9) = exp{@ly’ 6 —b(6) —c(y,9)]} 2.1

a respeito de uma medida finita &, é chamada de familia exponencial, onde b(-) e ¢(+,-) sdo
fungdes especificas, 8 = (0y,...,6,)" é um pardmetro natural definido em um espaco de pa-
rametros naturais ® C R", e T denota a transposta de um vetor ou matriz. O parametro de

dispersio ¢, definido em um subconjunto ® da reta real R, é denotado por ¢ = 2.

A notag@o para uma varidvel aleatdria que pertence a familia exponencial (2.1)) € dada por
Y ~ED(6,¢)ouY ~ ED(i,06?), em que i = E(Y) é vetor de média (Jorgensen, 1987). Uma

forma equivalente para a equagao (2.1 é dada por

p(y:6.0) = exp{9ly" 0 —b(8) ~c(y)] ~ 55(x.0)} @2

em que b(-), c(-) e s(+,-) sdo fungdes especificas (Cordeiro e McCullagh, 1991).

Quando o parametro de dispersdo ¢ é conhecido, as equagdes (2.1) e (2.2) definem a familia
exponencial linear introduzida por Barndorff-Nilsen (1978) e Morris (1982). Neste caso, ® é
um subconjunto convexo do R" e a fun¢io geratriz de cumulante b(0) é convexa e analitica no

ponto ®° de ®. Quando ¢ é desconhecido, as equacdes (2.1)) e (2.2) sdo chamadas de modelos

de dispersao exponencial (Jorgensen, 1987).

O modelo (2.2) normalmente ocorre em dois casos especiais:

(a) Sendo y =y; e O = 6; escalares, considera-se que a forma (2.2)) depende de uma varidvel
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conhecida e independente y;. Logo, a funcdo de densidade é expressa por

p(i; 6,9) = exp{9[yi6; — b(6;) — c(vi)] — %S(yi, 9)}. (2.3)

(b) As componentes de Y em (2.2)) sdo independentes e cada componente y; possui uma dis-
tribuicdo que pertence a familia exponencial da forma (2.3). Logo, a distribuicdo de Y =

(y1,-..,y)T continua sendo da forma (2.2) denotada por

p(y;:6,9) —eXP{Z [yi6; — b(6, —C(yi)]—%ZS(yW)}, (2.4)
=1 i=1

n

emque b(0) =YY" b(6),c(y) =X cyi)es(y,¢) =Y"s(yi,9), respectivamente.

Conclui-se, entdo, que a familia exponencial (2.I)) ¢ equivalente a familia exponencial (2.2)),
enquanto (2.3) e (2.4) sdo casos especiais de (2.2). Em alguns casos, a fungdo s(-) pode assumir

a forma

s(y, @) = s(¢) +1(y) (2.5)

Combinando (2.4) e (2.5)), temos que a familia exponencial habitualmente usada ¢ dada por

I\Jlr—‘
M=

t yl)} (2.6)

=1 i=1

p(y:6, ¢>—exp{2¢yle b(6) — el 1——2s

Na Tabela [2.1] sdo apresentados os componentes da familia exponencial para algumas dis-

tribui¢des conhecidas.
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2.2 Funcao geratriz de momentos e cumulantes

Na familia exponencial da forma (2.1) ou (2.2)), a fungdo geratriz de momentos € expressa

por
M(t;6,9) = E(e" V) = exp{9[b(6 +t/9) — b(6)]}. @.7)

Tomando a derivada de M(7;0,¢) em 7 = 0, pode-se encontrar os cumulantes de Y de

ordem (iy,--- ,iy) como segue
o all+ —Hnb 0
f4,(0,0) =gt L)
8911 cct aenn
Em particular, temos

E(Y)=u="0(0), Var(Y) = 6?b"(6) = 6>V (u), (2.8)
em que i = ( [Jl, ,,LLn Téo parametro esperado definido em um subconjunto U C R" quando
0o’ v ( ) é um vetor de tamanho n e b”(0) = geb(ge) é uma matriz

nxn. Cons1derando U= b’(@), tem-se @ = 5'~'(u), em que b'~!(-) é a funcdo inversa de (),
mostrando uma ligagdo entre i e 8. A funcio de variancia b”(8) = b”(b'~! (1)) é denotada por

V(u), além disso, nota-se que para os modelos (2.4) e (2.6)), Vs sdo matrizes diagonais.

De forma similar a (2.7)), obtém-se a fun¢do geratriz de momentos para os erros aleatdrios,

e=Y—u=(e,...,e,)", adquirindo os momentos centrais de Y. De fato, tem-se
E(e") = exp{9[b(6 +7/9) —b(8)] — " }.

Ap0s alguns célculos, obtém-se

E(e)) =0, E(ejej) = c*Vij, (2.9)
E( ) =0k, S _9°(6) (2.10)
eieier) = jiks Oijk = ) .
T kPR 960,00;06;
€
E(eiejeve;) = 6" (VijVia + ViVji + ViVix) + 6°Aiju, (2.11)

9*b(6 .
cm que V(I’L) = (Vlj)a Aijkl = Wg@)ﬁ@ e l7J7k7l =1,...,n
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Lema 2.2.1. Para os modelos e (2.2), as formulas das primeiras e segundas derivadas sdo

on o%u

00 N 26 o] ecr—
a—“T:V Hw), W:—[V Nvisv] (2.13)

(3) . aZM 829 - 8317(6) azﬂ[
em que b2 (0) =, 30007 € JuouT S0 vetores nXnxn com elementos 36,90,06, 26,00, ©

2%6;
I’
1989).

respectivamente. A expressdo |-|[-] denota o produto de dois vetores (Seber e Wild,

Lema 2.2.2. Se o modelo satisfaz e as derivadas de c(-) e s(-) existem, entdo as
derivadas de b(-) e c(-) satisfazem b’ (-) = /=1 (-) (McCullagh, 1983; Smyth, 1989).

2.3 Verossimilhanca

No modelo (2.2), a log-verossimilhanga para o pardmetro 6 ou u é denotada por [(U,y) =

log p(y; 0, ¢) para um valor fixo do pardmetro ¢. Tem-se que

1

Hu,y) = 9ly" 0 —b(0) —c(y)] = 55(y,9); (2.14)

em que 8 = b'~! (1) e ¢ estdo implicitos em /(u,y). Segue do Lema que a funcgéo escore

de Y para 0 e u sdo, respectivamente,

ol(u,y)

lo=—pg = 0(Y—1)=0ge (2.15)
€
dl
ly = gzy)le(u)(Y—u):Wle, (2.16)

em que usa-se ‘e’ para denotar o erro aleatério (Y — i). As caracteristicas de ‘e’ estdo nas
equagdes (2.9) a (2.11). Verifica-se facilmente que os estimadores de maxima verossimilhanca

(EMV’s)de ue 6 siofi =ye 0 =b'~!(ji), respectivamente.

Lema 2.3.1. Para o modelo (2.2)), as derivadas de segunda ordem do logaritmo da fungdo de
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verossimilhanca de Y para 0 e U sdo, respectivamente, representadas por

1 821 9 /i
—lgg = — &9(591) =0b (9) = (I)V(/.L) (2.17)
e
" 821(“73’) - — — _
~lin =g =0V HOlTVIV ISV, (2.18)

A matriz de informacao de Fisher para 0 e para i pode ser expressa como

Jo(Y)=9¢V(0), Ju(Y)=9V ' (n). (2.19)

Por fim, consideramos o parametro de dispersao ¢ = o~ 2. Além disso, através de (2.14),

verifica-se que

/ al ) 1 /
ty = 2 (570 b(6) —cly)] - 3'3.0),
" azl ) 1 !/
~log = —$ =55"(v,9),

_l;)ll-) =Y U, _l(/])/u :V_l(y_.u)v

em que s'(y,¢) e s”(y,¢) sdo as primeiras e segundas derivadas de s(y,¢) com rela¢do a ¢.
Assumimos que ¢(Y) e s(Y,¢) satisfazem E(l;) = 0. E facil verificar que o parimetro de

2

dispersdo ¢ = o~ € ortogonal aos parametros 6 e u (Cox e Reid, 1987), isto &, E(—lge) =0e

E(=l§,) =0. OEMV ¢ de ¢ satisfaz
s'(Y,0) =2[YT6—b(6) —c(Y)].
Considerando que a condigdo (2.6)) é satisfeita, entdo, s'(y, ) e s”(y,¢) serd simplificado
por s'(¢) e s”(¢), respectivamente. Logo, ¢ serd denotado por
¢=s5"102[Y"6—-b(8)—c(Y))).

A informacao de Fisher de Y para ¢ € representado pela forma

1//

Jo(Y) = —lgy = S (9) (2.20)

assumindo s”(¢) > 0 em ®.
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2.4 Razao de Verossimilhancas e Desvio

O desvio € uma estatistica importante € muito conhecida em problemas relacionados com
a familia exponencial. Inicialmente, introduzimos o desvio através da estatistica da razdo de
verossimilhanga. Para o modelo (2.2)), com o pardmetro de dispersdo ¢ fixo, considere-se o

teste de hipdtese

Ho:u=po; Hy:u# .
Sendo [i =y, a estatistica da razdo de verossimilhancas do teste é

LR(to) = 2[I(f,y) —1(Ho,y)]
= 20[y" 0 —b(60)]u=y —20[y" 6 — b(6)]u=y,
= 20y q(y) — b(q(y))] — 20[y" q(10) — b(q(to))],

em que O = b'~'(u) = q(u). Sabe-se que LR(ly), assintoticamente, tem distribuicio x>(n)

(Cox e Hinkley, 1974). Logo, pode-se reescrever a equagao como

LR(u) = D*(y,ut) = ¢D(y, 1) ~ x*(n),

em que

D(y,u) = 2[y"q(y) —blq(y)]—2[y" q(u) — b(g(n))]
= 270 b(8) — c(y)]umy — 270~ b(6) —(y)] 21)

A quantidade D(y, i) é chamada desvio do modelo, que é uma estatistica importante em
modelos lineares generalizados e em MNLFE. De fato o desvio D(y, 1) € a parte do niicleo da

fun¢do log-verossimilhanga I(i,y) em 1D

(n,y) = ——¢D(yu) (y $)+9ly" 6 —b(60) —c(y)]u=y-

Além disso, tem-se a seguinte representacdo de Hoeffding:

Lema 2.4.1. A familia exponencial (2.1) ou (2.2) e o logaritmo da fungdo de verossimilhanga

podem ser representadas por

p(y;u,¢) = p(y;y,ti))exp[—%w(y,u)] (2.22)
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I(u,0:y) =1y, 0:y) — %(PD(y,u), (2.23)

respectivamente.

O Lema mostra que o logaritmo da func@o de verossimilhanga para u ou 6 € de
fato proporcional ao desvio D(y, it). Entdo, pode-se encontrar o EMV para u e 6 através da
minimizagdo de D(y, i) ao invés de maximinizar /(u, ¢;y), enquanto o EMV para ¢ pode ser

obtido através da equacdo (2.23). Além disso, é facil verificar que

miny D(y, 1) = D(y,y) = 0.

Da equagio (2.21)), obtém-se as derivadas de D(y, it) expressas por

d
py = PR iy = 20714,

d

Na familia exponencial, hd uma relac@o entre o desvio e a distancia de Kullaback-Leibler,

que € definida por

p(y;t1,9) }

K(u, =FE, <lo
(:ul ,le) My { gp(y,,uZ,d))

em que U e Uy sdo dois valores de u e os valores correspondentes de 6 sdo denotados por 6; e
0,, respectivamente. De (2.1)) ou (2.2)) temos que

K (i, 1) = ¢[uf 61— b(61)] — o[ 62— b(62)].

Considerando u; =y, U = p e comparando com o resultado com (2.21)), temos

K(y. 1) = 50D(y 1) = 3LR(1).

A partir desta equagdo, (2.22)) pode ser escrito da forma

p(y; i, ) = p(y:y,0)[—K(y, 1))
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Algumas propriedades dos modelos (2.4) e (2.6) sdo importantes. Para estes modelos, o

desvio pode ser representado na seguinte forma

-

~
—

D(y,u) = ) {2[yi6i —b(6:) — c(vi)|yi=y; — 2[yi60: — b(6;) — (i)}

I
M=

di(yia.ui)a

~.

em que
di(yi, i) = 2[yi6i—b(6;) — c(yi) w=y; — 2[yi0i — b(6;) — c(yi)]
= 2[yiq(yi) —b(q(yi))] —2[yi6; — b(6;)]

e q(vi) = b ~1(y;). A tabela mostra o desvio para alguns elementos comuns da familia

exponencial.

As equagdes (2.4) e (2.21) mostram que a parte principal da distribui¢do da familia ex-
ponencial é a quantidade 2[y;6;, — b(6;) — c(yi)], i =1,...,n. Smyth (1989) propds o uso da

notacao
di(yi, i) = —2[i6;—b(6;) —c(v:)],
Dy = Ydiim)
f
Logo, tem-se
divi i) = di(vi, ti) — i (vi, i), (2.24)

D(y,u) = D'(y,u)—D'(y.y).

De (2.22)), a familia exponencial (2.4) pode ser representada por

1 1 &
p(y;k,9) = exp | =5 0D (y, 1) = 5 ) s(vi,9) | - (2.25)
i=1

Além disso, para o modelo (2.6), pode-se reduzir (2.25]) de acordo com o lema seguinte.

Lema 2.4.2. Para o modelo (lZZS]), d'(vi,yi) € uma constante, digamos k, independente de y; e
satisfaz
divi i) = di(vio i) =k, (2.26)
D(Y?.u') = D/(YMU’) —l’lk,
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e
1 n 1 &
(Y1, @) = exp[=59D(y, )] - exp[—5(s(9) +k¢) — 5 Y ()] (2.27)
i=1
A Tabela (2.1) mostra que d.(y;,y;) = k = 0 para familia normal e normal inversa. Neste
caso temos

diyi i) = di(yi, i) = —2[yi6i — b(6;) — c(yi)],
D(y,u) = D'(y,u).

Para familia Gama, d’(y;, ;) = 2, entdo

di(yi, i) = —2[yi6i—b(6;) —c(yi)] — 2,
D(y,u) = D'(y,u)—2n.

Em algumas situagdes praticas, o parametro de dispersio ¢ = 62> em (2.4) pode ser pon-
derado por pesos w; (McCullagh e Nelder, 1989; Smyth, 1989), isto é, y; ~ ED(L;, sz; 1),1’ =

1,...,n. Neste caso, (2.4) é expressa por

i=1 2i=1

p(y;0,9) =exp {Xn: Ow;lyi6; — b(6;) — c(yi)] — 1 Zn: s(yi, q)w,-)} : (2.28)

Obviamente, o comportamento estatistico desta familia € idéntico ao da familia (2.4) a ndo

ser que cada log-verossimilhanca de y; em (2.4)) seja ponderado por w; em todas equagdes (2.14))
a (2.27). Por exemplo, o desvio d!(y;, ;) definido em (2.24) passa a ser

di(yi, i) = —2w;[yi6; — b(6;) — c ().

As outras equagdes sdo tratadas semelhantemente.
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3 Modelos Nao-Lineares da Familia
Exponencial

3.1 Definicao do Modelo

Suponha que os componentes de Y = (yy,...,y,)? sdo varidveis aleatérias independentes,
em que cada y; possui distribui¢do da familia exponencial dada por (2.3) e pode depender de

uma varidvel conhecida x; (i = 1,..., n). Entdo, a distribuicdo de Y € da forma (2.4).

Suponha agora que o parAmetro de interesse em (2.4), B = (Bi,...,Bp)", definido no sub-

conjunto B de R? (p < n) e a distribui¢do de y; que depende de x; satisfaz a seguinte condig@o:

niEg(aui):f(xi;B)Efi(B)vi:17"'?”? (3.1)

em que g(.) é uma fungdo de ligacdo monétona conhecida; f(.;.) é uma fungdo conhecida de
um vetor B de parAmetros desconhecidos e uma varidvel explanatdria conhecida "x;", respec-
tivamente. Entdo, os modelos (3.1) com (2.4) sdo denominados de modelos ndo-lineares da

familia exponencial (MNLFE) ou modelos ndo-lineares generalizados (MNLG).

Desta definicao, muitos modelos de regressao sdo encontrados como casos particulares. Os

dois exemplos a seguir sdo casos especiais de interesse:

(a) Se f(x;;8) = xiT B, entdo 1} representa os modelos lineares generalizados (MLG), os
quais foram completamente estudados nas ultimas duas décadas (McCullagh e Nelder, 1989;
Firth, 1991).

(b) Se g(u;) = w;, entdo (3.1) representa uma classe geral de modelos néo-lineares de re-
gressdo. Em particular, se g(1;) = y; com b(6;) = 6? /2, entio (3.1) representa o modelo normal
nao-linear (Bates e Watts, 1988; Seber e Wild, 1989; Ratkowsky, 1990).

Para utilizacdo destes modelos € necessdrio que sejam satisfeitas as seguintes suposicoes:
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Suposicoes A
(a) Quando B1 # Ba, ¢1 # ¢2. E{p(Y: B1,91) # p(Y: B2, 2)} > 0
(b) Seja I(B,9;y) =logp(y;0(B),¢). Para B e ¢ fixados, dl/dP, (a=1,...,p)edl/d¢

sdo linearmente independentes.

(c) Os momentos das varidveis aleatérias d/df, (a=1, ..., p) e dI/J ¢ existem pelo menos

até a terceira ordem.

(d) As derivadas parciais d/df, (a=1, ..., p), d/d¢ e a integral em relagdo a medida
&(dy) sempre pode ser substituido por qualquer fungéo integravel h(y;0,¢). Em particular,

&(dy) = dy, a medida de Lebesgue no R” é suposta na maioria das situagdes.

(e) A fungdo g(.) é diferencidvel, pelo menos, até a terceira ordem. f(x;;8) em (3.1) é uma
fungdo de x; definida em um subconjunto compacto X contido no RY, € func¢io de 8 o qual é
definido em um subconjunto aberto B contido em R? e é diferencidvel pelo menos até a terceira

ordem. Todas as derivadas anteriores sdo continuas em X X B.
(f) infb' (8) > 0, supe b (0)] < +oo.

As condicoes de regularidades anteriores, (a) até (f), sdo requeridas para os modelos (3.1)
com (2.4). A defini¢do feita acima mostra que o parAmetro 3 pode ser conectado com um

parametro natural 6; e o parametro de média y; como segue.

(a) Para p; = '(6;), g(1;) = g('(6;)) = f(xi; B), temos:
6, =6,B)=b"og o flxsB),

em que o’ denota o produto de duas fungdes. Se a fungdo de ligacdo g(+) estd condicionada tal

I'¢ a funcdo identidade, isto é g()=b"1;

que 6; = n; = f(x;; B), essa medida dada por b~ o g™
entdo ambas fungdes g() e o modelo (3.1) sdo chamados de ligacdo candnica, que é mais fécil

de se trabalhar do que com as ligacdes ndo candnicas (McCullagh e Nelder, 1989).

(b) A equagio (3.T) também pode ser denotada pelo pardmetro de médias u;, como

i =wi(B) =g "o f(xi:B).

Normalmente, estuda-se o comportamento estatistico de 3 em termos do pardmetro de mé-
dia u = pu(B) (McCullagh, 1983; Efron, 1986; Jorgensen, 1987; Cordeiro e Paula, 1991; Mc-
Cullagh e Nelder, 1989). Neste trabalho, usa-se tt = p(f8) na maioria das situagdes. Assim, os
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modelos (3.1)) com (2.4)) podem ser representados por

nwmm}
=1

emque, i; = Wwi(B)ou 6;=6;(B); i=1,...,n. (3.2)

1
2!

1

p(y;u(B),9) = exp { i O[yi0; —b(6;) —c(yi)] —
i=1

A notagio vetorial é, freqiientemente, usada. Entdo, a equacdo (3.1)) pode ser escrita na

forma
n=g)=rf(B) ou p=pn(P), (3.3)
em que
n=em)’s g() = (g(),- -, 8(kn))"
fB)=(fi(B)s--- BN, fi(B) = f(xi: B),
e

u(B)=g o f(B)=(ti(B),--..m(B))".

Por fim, dada a estrutura dos MNLFE (3.1)), as propriedades da familia exponencial sio

vdlidas para qualquer valor fixado de 1 = p(f3). Neste caso, tem-se

pl:1a(B).0) = plyiy. )exp |~ 30Dly. ()] 34)

Esta equacdo mostra que podemos encontrar o EMV f3 de 8 minimizando o desvio D(y,u(B))
ao invés de maximizar o logaritmo da fung¢io de verossimilhanca /(i (B), ¢;y) e que o estimador

de mdxima verossimilhanga ¢ de ¢ pode se obtido de (3.3) usando ft = u(fB).

Lema 3.1.1. Para o modelo com (3.2), a média e a variancia do D'(Y,u(B)) para qual-

quer B pode ser representado por
ED(YV.u(B)] = — Y ElS (i 0)]
VarlD/(Y.w(B))] = 2 EIY(5:.0)]

em que D' (Y, 1) segue de (2.24).
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Aplicando o Lema[3.1.T| para o caso em que n = 1, temos o seguinte coroldrio.

Corolario

Para qualquer f e d;(vi, ti(B)) = —2[yi6i — b(6;) — c(yi)], temos

E[d; (yi, ui(B))] = —E[s' (v, 9)],

Varld;(yi, wi(B))] = 2E[s" (yi, 9)].

Em particular, para o modelo especifico (2.6), podemos conseguir resultados mais diretos.

Lema 3.1.2. Para os MNLFE com distribui¢cdo do tipo (2.6), a média e a varidncia de
D(Y,u(B)) e di(vi, wi(B)) para qualquer B é representado, respectivamente, por

ED(Y,u(B))] = —n[s'(¢)+K],
Var[D(Y,u(B))] = 2ns"(9);
Eldi(yi,1i(B))] = —[s'(9)+4,
Varldi(vi, ii(B))] = 25"(¢);

em que d(y;,y;) é uma constante.

E relevante salientar que para o modelo 1} com |i a média e a variincia do desvio

dependem do pardmetro de dispersdo mas ndo dependem do pardmetro f3.

3.2 Verossimilhanca

Seja [§ e ¢ os EMV de 8 e ¢ para os MNLFE e as quantidades correspondentes de
6 e 1, denotadas, por 6 = 6(B) e fi = u(B), respectivamente. A equagdo mostra que
podemos encontrar 3, ¢ = ¢([§) separadamente, a partir de um primeiro 3 Utilizando um
esquema iterativo para obtencao de B, e algumas proposicdes tedricas, iniciamos com o calculo
da primeira e segunda derivadas da log-verossimilhanga para o pardmetro . Para simplificar,

denota-se para ¢ fixo, [(u(B),y) oul(6(B),y) por I(B), o qual é expresso como

1(B) = (u(B).¥) = 6 {y" 0~ b(6) —c(y)} ~ 35(y.0), 11 = () 3.5
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B) = —50D/(y.1(B)) ~ 55(r.0)

2
= —S0D(.u(B) ~ 35(y.0) ~ 50D/ (y.y).

A primeira e segunda derivada de /() com relagio a  é denotado por I'(B) e I"(B),
respectivamente. Note que no modelo (3.1) com (3.2), a fung¢do de variancia b”’(0) =V é a

matriz diagonal. Normalmente, definimos por

V =diag(V;), Vi =V

parai=1,...,n. Além disso, definimos
u(B) Pu(p)
DB) =g WB) = 35pr
_96(B)

Do(B) =557 WolB) =555t

em que D e Dy sdo matrizes n X p, e W e Wy possuem dimensdo n X p X p, respectivamente.
Através das Suposicoes A, todas essas derivadas existem. A relacdo entre essas derivadas é

dada por
Dy=V 'D, Wy=[V!][W-TIJ, (3.6)
em que
r=D’v-Isv-'D. (3.7)

Lema 3.2.1. Para os MNLFE, a funcdo escore e a matriz de informagdo relacionadas com o

logaritmo da funcdo de verossimilhanca sdo dadas, respectivamente, por

I'(B) =9D" (B)V(B)(y— 1(B)) = ¢Dg(B)(y — 1(B)), (3.8)

~1I"(B) = ¢D'V D¢’V |[W-T]
= ¢DLVDg —¢le’][W). (3.9)

Além das suposicdes ja enunciadas, sdo necessdrias mais algumas.
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Suposicoes B

O verdadeiro pardmetro de estimag@o de f3 a ser calculado é um ponto interno de B (subcon-

junto de R?, p < n). Os EMV 3 e ¢ de B e ¢ existem e sdo dnicos em B e ®, respectivamente.

Unificando as suposi¢des A e B, temos as seguintes conclusoes:

(a) O EMV 3 satisfaz

D (B)(Y—u(B))=D"(B)V(B)(Y-pu(B))=0. (3.10)

Note que a equagdo nao envolve nenhum ¢, ou seja, a estimativa 8 nao depende de ¢.

(b) A matriz de informagéo para § em MNLFE é

Js(Y)=J(B) = ¢D"V'D = ¢D§VDy. (3.11)

(c) O pardmetro de dispersédo ¢ é ortogonal a 8 (Cox e Reid, 1987), isto é E( 37 aa

Considere 0 EMV do parimetro de dispersdo ¢, ¢. Ha uma relagio entre ¢ e o desvio. De
fato, segue de (2.25) que

al 1

1 n
=3¢ = 32 ) =5 Lo 00

Assim, ¢ satisfaz

s'(vi,90) = —D'(y, 1) (3.12)

-

N
I
—_

e pode-se obter ¢ como funcdo de ﬁ Em particular, para o modelo ll com |b ¢ satisfaz

—s5'(¢) = n'D'(Y,0)=n"'D(Y,0)+k
12
= LY i)+, (3.13)
nl 1

A matriz de informagdo observada e a matriz de informagéo de Fisher para ¢ em (3.1)) com

(2.6), pode ser representada por

1
—lgy =Jp(Y) = Ens”(q)). (3.14)

Depois de calcular 3, pode-se encontrar fI = it(f), 6 = 6(B) e o desvio D(Y, 1). Entdo ¢
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pode ser calculado de (3.12) ou (3.13).

Exemplo (Modelos nao lineares Normal, Normal Inversa e Gama).

Através da Tabela para o modelo normal e modelo normal inverso, tem-se que s(¢) =
—log¢, s'(¢) = —¢ ! e k= 0. Consequentemente, de (3.13)), tem-se

No caso do modelo gama, s(¢) = —2[¢plog¢p —logT(9)], s'(¢) = —2[1 +logd —F(¢)] e

k = 2. Conseqlientemente, de (3.13)), temos

log$ —¥(§) = 5 DY, ).

em que W(¢) é a fungdo digama. Uma aproximacdo de ¢ é dada por

5 ML [1+2D(Y 0)/30]' )
a 1)

2D(Y,

(Cordeiro e McCullagh, 1991).

Existem outros métodos para estimar o pardmetro de dispersio 62 = ¢—!. O resumo

seguinte € de Jorgensen (1987):

(a) 67 = (n—p)~'D(y, ft) que é um estimador assintético ndo viciado de ¢2.

(b) 67 =(n—p) X%, emque X = (y— )T V()" (y — Q1) é a estatistica de Pearson ge-

neralizada. Este é de fato um estimador de momento.

(©) 632 que maximiza a seguinte modificagdo na verossimilhanca perfilada para o pardmetro
o? (Barndorff-Nilsen, 1983): L°(6?) = 6”p(y;[1,62), em que p(y;u,0?) é a densidade da
distribuicio ED(u, 62).

Para realizar teste de hipétese nos parametros do modelo, tem-se
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(a) Seja o teste Hy : g(u) = f(PB) para um valor fixo de ¢, a estatistica da razdo de verossi-

milhancgas é
LR(f) = 2[1(ft,y) = 1(,y)]-
Sendo fi =y, LR([1) é expresso por
LR(f1) = D*(y, ) = ¢D(y, f1).

Consegiientemente, D(y, {) possui, assintoticamente, distribuicdo ¢ ~!x?(n — p).

(b) Seja o teste Hy : B = Py para um valor fixo de ¢, a estatistica da razao de verossimil-

hangas é

LR(Bo) = 2[1(u(B),y) —1(11(Bo),¥)]
2[1(B) — 1(Bo)]. (3.15)

que, assintoticamente, tem distribuicio x> (p) para valor fixo de ¢. E facil verificar que

LR(Bo) = 2[1(@,y) —1(1(Bo),y)] —2[I(,y) — L(u(B),y)]
= ¢D(y,1(Bo)) — ¢D(y, 1(B)).

(c) Seja o teste Hy : o = Boo para um valor fixo de ¢, em que B sdo os p; dltimos pardmet-

ros de f3, a estatistica da razdo de verossimilhangas é

LR(Bo) = 2[1(B) — (o),

em que B = (BT,BT)7. Bo = (BT (Bx),BL) e B (Bao) maximiza £(By, Bao) para o valor fixo
Bao. Entdo, LRs() tem, assintoticamente, distribui¢do x2(p;) para ¢ fixo, em que p; = p — p»

¢ a dimensdo de f3; (Cox e Hinkley, 1974).

A equag@o anterior serve para qualquer valor fixo de 9. Em geral, introduzimos a veros-
similhanga perfilada de y para o subconjunto de pardmetros ;. A verossimilhanca perfilada é

freqiientemente utilizada sendo definida como

L,(B2) = 1(B1(B2), Ba),

em que f1(B.) maximiza I(By, B>) para cada valor de . Seja f = (31TaBZT)T ¢ facil verificar
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que

Bi(B2) =P e 1p(B2) = 1(B1, B2) = 1(B).
Assim, LRy(B20) pode ser expresso por

LR(B20) = 2[1,(B2) — 1p(B20)].

Esta equagido serve para qualquer 3, = 359, assim podemos escrever

LRy(B) = 2[1,(B2) — 1,(B>)].

3.3 Estimacao dos Parametros

Considere que os parAmetros 3 sdo ortogonais ao pardmetro de dispersdo ¢, podemos cal-
cular [3’ e ¢ separadamente. Na prética, calculamos 3 usando o método iterativo de Newton
baseado na () e I"(B) ou entdo em Jg(Y) visto em , e . ApGs obter 3,
¢ é encontrado através da equacdo ou . Vamos comecar introduzindo o método

computacional usado para encontrar f3 .

Considerando a aproximacao de primeira ordem da Série de Taylor na equagdo de verossi-

milhanga I'(3) = 0, temos

Q

'(Bo) +1"(Bo) (B — o) ~ 0
Bo+{~1"(Bo)} 1" (Bo)

I'(B)
B

Q

Entdo, o processo iterativo do método de Gauss-Newton pode ser expresso por
BUtY =B+ {—1"(B)}'I(BY), i=0,1,2,...

em que f3 () ¢ o valor de B na i-ésima iteragdo. Na equacdo de iteracédo, a informacédo observada
—1"(B) é substituida pela informag@o esperada J5(Y) = E(—1"(B)) = ¢D"V'D. A substi-
tuicdo é conveniente e aceitdvel (Jennrich, 1969; Seber e Wild, 1989). Entdo, o processo de

iteracdo do método Gauss-Newton para encontrar 8 é dado por
B = g0 L [(DTV-'D) DTV e, (3.16)

em que {-}\¥) é a poténcia da i-ésima iteracdo, isto &, D, V e e = y — it(B) sdo avaliadores para
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BUH) =p (), Esta equacdo de iteragdo pode ser reescrita como

B(H—l) _ [(DTV_ID)_IDTV_IZ](i), (317)

z=Df +e. (3.18)

A equacdo (3.17) mostra que o processo de iteracdo pode ser considerado na forma dos

estimadores de minimos quadrados generalizados. Em geral, segundo a regressao ndo-linear
z=u(B)+6, 6~(0,V),

emque E(0) =0, Var(6) = V.

Em geral, a convergéncia na iteragdo (3.16) é rapidamente alcangada, mas isso depende
fortemente da escolha do valor inicial (), Jennrich (1969) apresentou um conjunto de condicoes
de regularidade que garante ao processo iterativo de estimagdo por minimos quadrados nao-
linear de Gauss-Newton, estabilidade numérica assintotica (isto é, ﬁ(i) — 3 quando i — o),

quando o valor inicial B estd préximo do valor de ﬁ(o).

Teorema 3.1

Para o modelo (3.2), se as suposi¢des A e B forem satisfeitas, entdo existe um conjunto
N(&) de By com raio & e valores inteiros no('Y) para quase todo Y, tal que 8 — B, (Y) quando
i — oo, para qualquer 1 > ng(Y) e B0 € N(8), em que By ¢ o valor verdadeiro do estimador
de B, Ba(Y) é o estimador de mdxima verossimilhanca de Sy baseado em Y = (yy,...,ya)7 e

ﬁ(o) € o valor 1nicial do processo de iteracdo (3.16).

Nestes termos, assumimos que ﬁ(i) em |i converge para B Entao, segue de Qi €
(3.18) que

B =DV 'D)"'DTV 4, (3.19)

z=Dp +é, (3.20)

em que D,V ¢ z sdo avaliados em 3, ¢ & = e(f) =y — u(B). Estas equacdes sdo bastante
utilizadas em aplicagdes. Uma vez estabelecida a equagéo (3.19)), muitos resultados importantes
s@o conseqiiéncias imediatas (Andersen, 1992). Em (@[), os elementos de D sdo considerados
"varidveis explanatdrias"e z pode ser visto como "resposta”, entao B pode ser considerado como

"estimador de minimos quadrados generalizados"usando como pesos os elementos de V~!. Em
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outras palavras,  é considerado o estimador de minimos quadrados generalizado do seguinte

modelo linear
z=Df+e, e~ (0,V); (3.21)
ou o estimador de minimos quadrados ordinério do seguinte modelo linear
1 1
V7 2z=V DB +¢, €~ (0,1,), (3.22)

em que I, é a matriz identidade.

Como exemplo, definimos o residuo de Pearson da seguinte forma (Andersen, 1992)
1 1A 1,
rp=V 2z—V 2D =V 2¢&
Consequentemente, temos

rp = (rpi) = V2 (B)(y — (),

i =V, 2 (B) (v~ mi(B)). (3.23)

Baseado em (3.21) e (3.22), verifica-se o problema da andlise de diagnéstico para os mode-

los ndo-linear da familia exponencial.

Lema 3.3.1. Para qualquer B que satisfaca I'(B) # 0, existe um valor A* > 0, tal que 1( +
AG(B)) > (B) para 0 < A < A*, em que G(B) € o segundo termo da equagao (3.16), ou seja

G(B) = [D"(B)V~'(B)D(B)]~'D" (B)V'(B)(y — 1(B))-

Através deste lema, resumimos o método de iteracdo de Gauss-Newton nos seguintes pro-

cedimentos.

(a) Escolhe um valor inicial By e calcula Go = G(fp). Encontra um 0 < Ay < 1 tal que

1(Bo +A0Go) > 1(Bo)-

(b) Seja B1 = Bo + AGo. Calcule G; = G(f) e encontre um 0 < A; < 1, tal que

I(B1+A1G1) > 1(Br).

(c) Seja B = B1 + MGy, - ..
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E fécil verificar que neste procedimento, temos /(B;,1) > [(B;) para i = 1,2,..., e ainda

temos que /(B;) — I(B) sobre determinadas condi¢des de regularidade. Ha vérias formas de

escolher o valor de A; a cada iteracdo. Alguns valores simples sugeridos para os As, sdo A =
2-1.272 273 ... (Gallant, 1987).
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4 Analise de Diagnoéstico dos Modelos
Nao-Lineares da Familia
Exponencial

4.1 Introducao

O MNLFE apresentado em (2.1)) e (2.2)) pode ser denotado por

g(.ul):f(xlaﬁ)zfl(ﬁ)? l:17277n7 (41)

em que E(y;) = y; e y; ~ ED(1;, 6%) é implicito. Uma aproximacio fundamental do diagnéstico
de influéncia baseia-se na comparagdo dos parametros estimados ﬁ e 62 com os pardmetros
estimados 3(,-) e 6(21') correspondente ao ajuste do modelo 1} com o i-ésimo caso deletado,

também chamado de modelo de casos deletados (MCD), expresso por

g(uj)=f(xjB), j=12,....,n, j#i. (4.2)
Para o calculo de ﬁ(i) e 6(21.), considera-se o método introduzido na secdo 3.3 executando
0 programa com a i-ésima observacgdo deletada, i = 1,2,...,n. Para o diagndstico proposto,

usa-se a aproximacdo de primeira ordem 3(11) e 6(11.) para 3(i) e §(;) apresentada a seguir.
Lema 4.1.1. A aproximagdo de primeira ordem ﬁ(i) de B no MCD € expresso por
_1
s A | (DIVTID)TIV, 2aprp,

1 — hi; 7
B

4.3)

em que

_ 1

rp; = [V; *(vi—wi)ls

€ o residuo de Pearson introduzido em , hji € o i-ésimo elemento da diagonal da matriz
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H= V_%D(DTV*ID)*IDTV_% ed! éai-ésima colunade D =39u/opT.

Ap6s obter 3(11.), 6(1 ) pode ser calculado a partir de (3.12) e (3.13). Para encontrar os pontos

i

influentes, calcula-se uma distancia entre (ﬁ,é) e (3(,~),6(,~)) ou 3 e ﬁ(i). Este dltimo € usado na

pratica pois se um caso € influenciado por 3, entdo este caso também € influenciado por (f3,6).

Serdo introduzidos dois tipos de distancias as quais sao bastante usadas em diagndstico de

influéncia e também podem ser usadas para MNLFE.

(a) Distancia Generalizada de Cook

Esta distancia € uma norma de ﬁ — ﬁ(i) com respeito a matriz peso M > 0 e definida como

2 N N T N N
C; ~ = (B —Biy) M(B —Bi))-

B—B

E natural escolher M = J(B) = ¢DTV~!D, a matriz de informacdo de Y para 3, que resulta

cm

(B— 3(:‘))T(DTV*1D)[§ (B—Bu)

62

Ci= ) 4.4)

que pode ser chamado de distancia da informacdo. Através do Lema verifica-se que a

aproximacao de primeira ordem de C; é

hii 2, com rj= P
v eV —hy

em que r; € chamado de residuo estudentizado ou residuo estudentizado padronizado (McCullagh

e Nelder, 1989).

cl =
b=y

4.5)

(b) Distancia de Verossimilhanca

Esta € definida como (Cook e Weisberg, 1982, p.183)

LD;(B) = 2[1(B) —1(B»)] (4.6)

para 3 e definida por

LD;(Bi|B2) = 2[lp([§1)—p(l§1(i))]
= 2[(B1.B2) — 1(Bp). B2(Bri)] 4.7)

A

para um subconjunto de parimetros 81, em que ﬁl(,-) = (ﬁlT(l.), ﬁZT(i))T e B2(B1) é o estimador de

~ A
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mdxima verossimilhanca de 3, para um valor fixo de f3;. Calcula-se LD; diretamente baseando-

se em 3, ﬁ( ;) © na log-verossimilhanga / (B). A aproximagdo de primeira ordem para a expressao

¢ dada por

LD; =2 1" (B)(B — By + 5B —Bip)" (=1"(B))(B—Biy) | -

N =

Considerando I'(f) =0, (—1"(B)) ~ J(B), tem-se que

LD!(B)=C;~ . (4.8)

Mais adiante serd apresentado um resumo de algumas estatisticas de diagndsticos utilizadas

em MCD e que podem ser usados para os modelos nao-lineares da familia exponencial.

4.2 Analise de diagnostico de modelos

4.2.1 Diagnostico do modelo

O modelo de diagnoéstico € a base para constru¢do de estatisticas de diagndstico eficientes.
O MCD visto em (4.2)) é o mais importante na prética, por ser direto e de facil implementagdo.
Outro método de diagndstico de modelo bastante usado € o denominado mean-shift outlier
model (MSOM) (Cook e Weisberg, 1982). Para o MNLFE , o MSOM pode ser representado
por

{g(uj) = fi(B), j=1,....,mj#i,
gw) = filB)+7

ou usando notagado vetorial

g(u) = f(B) +vei, (4.9)

emque g(i) =g(ui) e f(B) = fi(B) sdo vetores de dimesao n, ¢; é um vetor de dimensao n con-
tendo da primeira até a i-€sima posicao o valor 1 e nas demais o valor zero e ¥y € um parametro
extra que representa a presenca de valores discrepantes. E facil verificar que 7y diferente de zero
implica que a i-ésima observacdo pode ser um valor discrepante, pois a observacao (x;,y;) ndo
pertence ao modelo (4.1)). Este modelo é normalmente mais facil de formular que o MCD. Para
detectar valores discrepantes utilizando pode-se estimar o parametro ¥ ou fazer o teste
de hipétese Hy : ¥ = 0. O estimador de méxima verossimilhanca de 8, ¥ e 62 em (4.9) sdo
denotados por ﬁmi, Ymi € 6”21

;» respectivamente.

O terceiro modelo de diagnodstico bastante utilizado é o modelo casos-pesos (MCP). Para
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este modelo, as estimativas ﬁw e 6% maximizam
n
lW(B? G) = Z Wﬂj(ﬁ? G)
j=1

em que /;j(,0) =logp(yi;B,0) e w; € o peso usado para indicar a importancia do efeito de
cada observacao no ajuste (Belsley, Kuh e Welsch, 1980; Pregibon, 1981). Um caso especial do

MCP é quando w; = w e w; = 1(j # i), entdo a expressdo passa a ser

Lv(B,0) =Y 1;(B,0)+wli(B,0). (4.10)
J#

A

Os estimadores para (4.10) sdo denotados por 3W,~ e 62.. E facil verificar que /§W,- = B,

wi*

6'2

2. = 6% quandow = 1 ¢, B; — B, 62, — 62 quando w — 0.

4.2.2 Coeficiente de regressao

Para os MNLFE (4.1) o logaritmo da funcio de verossimilhanca pode ser denotada por (3.5)

e representado por

1(B.0) =~ 502Dy 1(B)) ~ 55(3.02) ~ 307D/ (y.y), emque g(u) = /(B).

E facil verificar que o estimador de maxima verossimilhanga 8 minimiza o desvio D(y, tL(B))

o qual ndo inclui o parametro de dispersdo e pode ser expresso por

D(B)=D(y,u(B)) = idj(yj,uj(ﬁ)), com ;=g '(fi(B)), (4.11)
j=1
em que
dj(yj,1j(B)) = —2[y;0; — b(8;) —c(v;)] +2[y;0; — b(8;) — c(y;)]=y;-

Da equacdo apresentada acima, tem-se o seguinte teorema.

Teorema 4.1

Para os MNLFE (4.1), se assumimos as Suposi¢oes A e B (apresentadas na se¢do 3.1 e
3.2), sempre tem-se que ﬁmi = ﬁ'(,-) (Wei e Shi, 1994).
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Corolario 1

Para o0 modelo de regressao nao linear normal e GLM, se as suposicdes Suposicoes A e B

forem satisfeitas, sempre tem-se que 3,11,- = ﬁ(,-).

Corolario 2

Se o MSOM ¢ modificado para a forma geral

{g(uj) = fi(B), i=1,...,mj#i,
g(ul) = f(xi;B7Y)Efi<B7Y)a (412)

A

em que Y é um vetor de pardmetros e d f;/dy # 0 para todo f;, entdo tem-se que 3,,1,- = ﬁ(i) (note

que se df;/dy = 0 estd em alguma regido, entdo f;(f3,7) ndo depende de 7).

Corolario 3

Para o MCP l) tem-se que 3,”,- = ﬁwi quando w — 0.

O Teorema 4.1 e os coroldrios apresentados podem ser estendidos para o caso multiplo, em

que k observagdes sdo deletadas, substituidas ou proporcionadas. Estes modelos sdo, respecti-

vamente, representados por

MCD: g(u;) = fi(B), j€l,

MSOM:{ guj) = fi(B), jel
gu) = filB)+vy, i€l

MCP: 1,(B,0) = Yelj(B,0)+Liciwili(B,0),

em que I = (iy,...,i) é um subconjunto de indices para 1,...,n. O estimador para estes mo-

delos sdo denotados, respectivamente, por B(I), 3,”1 e 3W1. Através de derivagdo semelhante a

apresentada no teorema 4.1, tem-se o seguinte coroldrio.

Corolario 4

Para o MCD, MSOM e MCP miuiltiplos, sempre tem-se que 3(1) = 3,,11 = ﬁWI (quando

w; —o,i €1).
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Corolario 5

Suponha-se que B e 6 minimizam a fung@o objetivo
n
Z (fi(B,0))

em que p;(-,-) e fi(-) sdo fungdes conhecidas. Se p;(fi(B,0)) = a(c)&(fi(B)) +bi(o) e &()
¢ uma funcdo conhecida, entdo tem-se que B’mi = 3(,-), em que [§m,~ e ﬁ(i) sdo estimadores de f3,

respectivamente, correspondente a0 MSOM e MCD expressos por:

MSOM : Qi(B,0) = Y, .ri(fi(B),0)+pi(fi(B.7).0),
MCD : Q(,’)(ﬁ,c) = Zj;éipj(fj(ﬁ)vo-)'

4.2.3 Desvio e parametro de dispersao

Normalmente ndo se tem 6311- =

6(21') para o estimador de maxima verossimilhanga, até
mesmo no caso do modelo de regressdo linear normal. De fato, para o modelo de regressao
linear normal, temos que 6,1211- =n"'SOR e 6(21.) =(n— 1)_1SQR(i), em que SQR é a soma de
quadrado residual associada ao MCD. Entao tem-se que 6(21.) =(n— 1)‘516311. ~ 63“.. Similar-
mente, para os MNLFE, nao € possivel adquirir 6”2”- = 6(21.), porém, tem-se 6"2“- = 6(21')’ pois, 0s
desvios com os quais possuem conexao direta com os estimadores de mdxima verossimilhanca

o2 sdo todos iguais para o MCD e MSOM.

Teorema 4.2

Considerando as condigdes citadas no Teorema 4.1, sempre tem-se D, ( 3(,»)) Dpi( ﬁ( ) Fini)

em que D(;)(B) € Dyi(B, ) sdo, respectivamente, os desvios para MCD e MSOM.

Corolario 6

Os desvios para MCD e MSOM sdo iguais para o MLG e as somas residuais quadraticas do

MCD e MSOM sio iguais ao do modelo de regressao nao-linear normal.

Teorema 4.3

Considerando as condic¢des estabelecidas no Teorema 4.1 e sendo s(y;, @) = s(¢) +¢(vi)
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para todo 7, entdo tem-se
s (@) = (n=1)""ns'(dmi) + (n— 1)k, (4.13)

em que k = d;(y;,y;) é definida no Lema Além disso, para 0 modelo nio-linear normal e

normal inversa, tem-se

60y = (n—1)""n6y,; ~ 6. (4.14)

4.2.4 Estatistica escore de outlier

Nesta secao serd mostrada a estatistica escore para detectar valores discrepantes baseada no

MSOM. De fato, para o modelo (4.9), pode-se fazer um teste de hipétese:
Hy:y=0; H;:y#0.

Se Hj é rejeitada, entdo o i-€simo caso pode ser um possivel valor discrepante, pois, 0 caso
0
pode ndo vir do modelo original (4.1]).

Teorema 4.4

Para o MSOM, a estatistica escore para o teste de hipotese Hy : y =10 ¢é

2
rp;

SCi= =17 4.15
1 62(1 o hii) rl Y ( )
em que h;;, rp; e r; sao vistos em (4.3) e (4.5).
Considerando-se o modelo
g(u) =f(B,7), (4.16)

em que Y é um vetor de pardmetros. Assume-se que existe Yy = Y tal que f(B, %) = f(B). Neste

caso, g(l;) = f(xi; B,7),i=1,...,n.

Teorema 4.5

Para o modelo (#.16)), a estatistica escore sobre Hy é

1

SC=6%TV 2 (H" —H)V ¢, (4.17)
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em que H foi vista no lema |4.1.1, H™ € a matriz projecdo de (V_%Dﬁ,V_%Dy)B e Dg =
ou/BT, Dy=au/ay".

Este resultado pode ser estendido para modelos em geral (Davison e Tsai, 1992). A estatis-

tica escore (4.17) pode ser vista como uma mudanga na soma de quadrado dos residuos quando

o parametro Y é adicionado ao modelo. De fato pode ser expresso como
SC=6"2(SOR—SOR™)
em que

SOR = &'V 3(I,—H)V 2¢
SORT = &'V 2(I,-H")V~

4.3 Diagnéstico de influéncia baseado em casos apagados

Foi introduzido a distancia generalizada de Cook (C;) e a distancia de verossimilhanga (LD;)
na Secdo 4.1; e introduzida a estatistica escore (SC;) na Secdo 4.2. Nesta secdo, serdo resumidas
as estatisticas de diagndsticos aplicdveis aos modelos ndo-lineares da familia exponencial. As

derivacdes sdo baseadas nos modelos de casos deletados argumentado por Andersen (1992).

4.3.1 Diagnoéstico baseado em minimos quadrados ponderados

A idéia basica descrita aqui € primeiramente introduzida implicitamente por Pregibon (1981)
para MLG e desenvolvido por Andersen (1992) o qual discute o diagndstico em andlise de dados

categdricos e obtém vdrias estatisticas de diagndstico.

Denota-se 0 modelo (4.1I)) por (A) que serd comparado com o modelo linear (B) obtido
na forma do procedimento de repeticdo do estimador de méaxima verossimilhanca de 8 para o

modelo (A). Os modelos (A) e (B) sdo dados por

(A) g(w)=f(xi,B), yi~ED(u;,c?)
(B) V 2Z=V iDB+ee~ (0,1,

em que Z ¢ dado pelas equagdes (3.20) a (3.22). Para derivar a estatistica de diagndstico
para o modelo (A), enfatiza-se o fato de que os modelos (A) e (B) apresentam dois pontos em

comuns.
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(a) O i-ésimo caso de ambos os modelos corresponde a observagdo (x;,y;) (note que V é a

matriz diagonal).

(b) O estimador de méaxima verossimilhanga de 8 no modelo (A) € igual ao estimador de

minimos quadrados de 8 na forma obtida para o modelo (B).

Através das duas propriedades acima, tem-se o seguinte resultado: avaliar a influéncia da
i-ésima observagdo (x;,y;) no estimador de maxima verossimilhan¢a no modelo (A) é equiva-
lente a avaliar a influéncia de (x;,y;) no estimador de minimos quadrados no modelo linear (B).
Entdo pode-se achar estatisticas de diagnostico apropriadas para o modelo (A) baseando-se no
modelo (B) que pode ser considerado na forma de um modelo de regressdo linear com pesos.
Seguem algumas estatisticas de diagndstico normalmente utilizadas nos modelos do tipo (A),

obtidas da mesma forma dos modelos de regressao lineares.

(a) Residuo e residuo estudentizado

1

N

rp = (V’%Z—V*%Dﬁ)ﬁ =V 2¢,

rp,
ri =

= o T
(b) Matriz chapéu (Matriz de projecio)
H={V_:D(D'V_'D)"'D'V 1},
Caso (DTV’le)ﬁ =0, tem-se

Hrp=0, (I, —H)rp=rp.

(c) Distancia de Cook

.2
c = L (4.18)
;P

/ z . ~ . .
em que C; € aproximagao de primeira ordem de C;.
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(d) Estatistica AP

X3 X!
A= {W :

p

] 1 1 3 . L
em que |- | denota o determinante, X* = (V7 2D, V7 2Z) e X?i) ¢ obtida através de X* com a

i-ésima linha excluida.

Teorema 4.6

Seja h’; o elemento da diagonal da matriz de proje¢do H* obtida através de X*, entdo tem-se
que

2
rp;

AP, =1—hj=1—h;— TUT

(4.19)

4.3.2 Diagnoéstico baseado em desvio

Os diagnosticos relacionados para os desvios introduzidos aqui sdo totalmente similares aos

introduzidos por Pregibon (1981) para o MLG.

(a) Desvio residual
rD; = {sinal (y; — fi;) Y (vi, ti(B) ). (4.20)

Facilmente verifica-se que rD; reflete a qualidade do ajuste para a i-ésima observacgao,

utilizando-se o modelo reduzido (McCullagh e Nelder, 1989).

(b) Diferenca de desvio

AD =D(B) Dy (By). (4.21)
em que D(3) e D(;)(f) sdo expressos como

D(B)=D(y.u(B)) = Y. d;(yj.1i(B)), emque p; =g~ (f;(B)),

n
j=1

D (B) E;dj(yj,uj(ﬁ)), emque p; =g ' (f;(B)).
JFi

respectivamente.
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A;D reflete a diferenca do estimador de méxima verossimilhanga de 6> no modelo original

e no modelo com casos deletados. De fato, para o modelo linear € modelo ndo linear, tem-se

D() =SQT e

AD = SOR—SOR :n62—(n—1)6(2i)
= (n—1)(6*-6())+6”. (4.22)

De forma similar, considerando o caso em que s(y;, ¢) = s(¢) +1(y;) é satisfeito no modelo

1| Segue de 1} que § e (]S(i) satisfazem, respectivamente,

—ns'(¢) = D(B)+nk,
—(n=1)s'(d3)) = D (By)+(n— 1)k, (4.23)

que conduzem a

AD = —(n—1){s'(9) —5'(9))} — {s'(9) +k}.
Que também reflete a diferenca entre ¢ e (ﬁ(i).

Pregibon (1981) obtém a formula de A;D para MLG com liga¢do candnica. Pode-se esten-

der este resultado para o caso geral dos modelos ndo-lineares da familia exponencial.

Teorema 4.7

Para 0 modelo (#.T)), a aproximacéo de primeira ordem de A;D pode ser expressa por

AD! = di(yi, ) + hiir?. (4.24)

A tabela 4.1|resume o diagndstico de influéncia introduzido na secdo (4.1) a (4.3) para os
modelos ndo-lineares da familia exponencial. H4 oito estatisticas de diagndstico de modelos

nesta tabela. Em resumo, estatisticas rp;, p;, rD;, hj;, hj;, € AP; que refletem a influéncia da
i-ésima observagdo no modelo estimado; C; e LD;(8) que medem a diferenca entre 3 e ﬁ(l-);
enquanto A;D que mede a diferenga entre 62 e 6(21.). Na pratica, para o diagndstico proposto,

ndo hé grandes diferencas entre essas medidas de influéncia.
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Tabela 4.1: Resumo das estatisticas de diagndstico para os modelos nao-lineares da familia

exponencial

Diagndsticos Férmula Notas
Residuo de Pearson rpi = V_%éi Lemal4.1.1
Residuo Estudentizado ri= G 4.15
Desvio entre residual D; = {sinal (yi — ) Yd; (i, 1i(B)) 4.21
Matriz chapéu H=V :DD'V'D)"'D'V-z  Lemald.1.1
Elemento diagnal hi; =V 'd’(DTV-'D)"'d;

2
Estatistica AP AP =1 —hj;=1—hij— s 4.19

* _ 1. rp%
hiy = hii + (rp’rp)

Distancia de Cook cl = lf_l;ln% ‘. e (4.18
Distancia entre verossimilhanga LD!(B) = pC; (4.6) e (4.8)
Distancia de desvios AD=d;+ hl-iri2 Teorema 4.7

4.4 Analise de influéncia local

A influéncia local aproximada foi apresentada por Cook (1986) e desenvolvida mais adiante
por varios autores (Thomas e Cook, 1989; Wei, Lu e Shi, 1991; Escobar e Meeker, 1992; Wu e
Wan, 1994). Nesta secao serd revista a idéia basica e férmulas da influéncia local aproximada,
e entdo serdo aplicadas aos modelos ndo-lineares da familia exponencial considerando uma

perturbacdo aleatdria sistemadtica.

4.4.1 Modelos perturbados

Seja a = (BT,0%)T e I(ax) a log-verossimilhanca que correspondente a (4.1), chamado de
modelo postulado. Seja w um vetor n-dimensional definido em um subconjunto aberto 2 em
R", utilizado para colocar uma perturba¢do no modelo (Pregibon, 1981). Seja [(a|w) a log-
verossimilhanca correspondente a perturbagdo do modelo para um certo valor de w e &, =
(BT,62)T o estimador de méxima verossimilhanga sobre /(a|w). Assume-se que existe wo em
wtal que I(at|wg) = I(@), Gi0 = 6. As derivadas de I(a|w) com relagdo a a e w séo assumidas
de forma a existir até a terceira ordem. Nota-se que &,, satisfaz

adl(o|w)
da 5

o=0,,

=0, weQ. (4.25)

Para avaliar a influéncia da perturbacdo de w no estimador de méxima verossimilhanca

o= B T &2)T, a distancia de verossimilhanca é usualmente preferida (Pregibon, 1981; Cook e
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Weisberg, 1982). Segundo Cook (1986), considera-se
LD(w) =2{i(&) — I(Cuy)} (4.26)

que mede a distincia entre & e &, em termos da diferenga de logaritmos de verossimilhancas.
Se LD(w) > x*(p+1,1 — ), entdo a perturbacio w resulta em um &, que fica fora de regiio
de probabilidade de perturbagdo nula para o (ao nivel de 1 - ). Assim, um grande LD(w)
indica grande influéncia de w no ajuste para o modelo postulado. Na prética, pode-se usar
LD(w) > 32*(p+1,0.5) como sinal de adverténcia a perturbagdo bastante influente (Escobar e

Meeker, 1992). Para um modelo com perturbacao especifica |i ,se w — 0, entdo &,,; — d(i)
e (4.26)) torna-se (@.6).

Para analisar o comportamento local de LD(W ), o método mais direto utilizado € a expansio

em série de Taylor. E facilmente verificado de (4.26) que LD(w) =0e

{8LD(W) }WO _ (2 {81(06) 904, }<wo,a) _o. (4.27)

owT oo owl

Agora considere

JdLD(w) d%1(én,)
" _ — R "_
A" = {—8w8wT }WO 2F", emque F {—8w8wT .

Entdo A” e —F” sdo positivas definidas e sdo chamadas de matrizes de influéncia. Mais
adiante, w = wy +h em que h é uma direcdo de perturbagdo em Q e pode-se assumir ||hH2 =

h”h = 1 sem perda de generalidade. Entio, tem-se o seguinte teorema.

Teorema 4.8

A aproximacgao de segunda ordem da distincia de verossimilhanga LD(w), vista em (4.20),

pode ser expressa por
1
LD (w) = 5hTA”h = —h'F’h, (4.28)
em que

F'=AT1I""Y(@)A=GT1"(&)G, (4.29)

921 (ce|w) 6,
A= {W}(Wm&) e G= (m)wo. (430)
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Este teorema pode ser usado para identificar os casos influentes. Agora seja w = wqo + h;
em que /; € um vetor unitdrio contendo 1 na i-€sima posi¢do e zeros nas outras posi¢des, que
significa que o i-ésimo caso € perturbado. Entao passa a ser

LD (w) = Eh,TA”h, = 5A
em que A;' € o i-ésimo elemento da diagonal de A". O Teorema 4.8 tem uma interpretacao
geométrica apresentada por Cook (1986) em que a idéia € baseada na direcdo da curva e a cur-
vatura maxima € definida por Bates e Watts (1980). Agora serd dada uma breve introducio.
Seja uma perturbagdo w, 1(w) = (W', LD(w))T pode ser considerado como uma superficie n-
dimensional 7, em R**!, o qual é referido no grifico de influéncia por Cook (1986). Seja
Nu(b) = N(wo + bh) em que b é um nimero real e h foi definido anteriormente. Entdo, a
curvatura normal direcional a wy ao longo de h e a curvatura méxima sao definidas, respectiva-

mente, por

™|

Cp=
Il

C :maxHhH:lCh? (4.31)

em que N, = {dny(b)/db}p—o, N} = {d*Np(b)/db*}p—¢ € ;'Y é 0 componente normal de 7;’.

Ambos Cj, e Cy,4 sd0 chamados de curva de influéncia.

Teorema 4.9

A curvatura normal de 7, para wy definia em pode ser expressa por
Cy=h"A"h=—2n"F'h. (4.32)
Em resumo, para influéncia local aproximada descrita aqui, a matriz influéncia A" =_2F
€ muito importante para identificar os casos influentes. Para um dado método de perturbacdo,
o elemento diagonal de A" ea dire¢do h,,,, podem ser aplicados para andlise de influéncia
de diagnéstico de acordo com o Teorema 4.8 e o Teorema 4.9. A seqii€éncia do processo é:
(a) calcula-se a informacao observada I ( ) para o modelo postulado (b) considera-se uma
perturbacgdo especifica e entdo calcula-se A e G dados em ) sobre o modelo perturbado; e

(c) calcula-se A" = —2F" através de (4.29) e constroi-se o grafico de dispersdo de (i,AH) ou

(i, (hmax)i), ou ambos, i = 1,...,n.

Agora esses resultados serdo aplicados aos modelos ndo-lineares da familia exponencial.
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(a) Para o modelo postulado lb a informacdo observada ~1 (&) é expressa por

" Z2RT(I,—Bg)R 0
(@) = (G ((f oR 0 > , 433)
~lg (B.62)

em que l;; 0 € um escalar.
(b) Calcula-se a matriz influéncia A" para uma dada perturbacdo no modelo. Como exem-

plo, considere a perturbagdo na varidvel resposta Y somando-se um vetor w € R" em Y. Entdo

a log-verossimilhanca correspondente a esta perturbagdo no modelo é

(O{0n+ )8 —b(8) + clitwi)} — 35(0) — 31li+w)] @434

M=

I(atlw) =
1

~.

"

em que o = (B7,02)T, g(1;) = f(xi,B) e wo = 0. Neste caso, —l;‘p = Ins (¢). Segue-se de

@ que

Iy =0D"V ! (Y+w—pu(B)), tg, =D V' =987,

() <o co-as
Usa-se a expressdo ¢ (v;) =5 (yi) e 8 = (6;) = (v~ '(y;)). Entdo tem-se l;w =67 —67, logo
T=(¢0',6 0)(5.62)-
(¢) Substituindo —l ) e Aem ( - encontra-se
=20V 'Q(I, —Bp) 'QTV ! +an 1" 1($)(6 - 6)(6 - 6)" (4.35)

Entdo calculam-se os valores de A;; € (Amax)i» i = 1,...,n e encontram-se os pontos influentes.

4.4.2 Esquema de perturbacio aleatoria

Um modelo de perturbacdo aleatdria foi apresentado por Wu e Wan (1994) para extrair a
informacao entre casos em um estudo de influéncia local em regressdo nao-linear. Este esquema

de perturbacdo também pode ser aplicado aos modelos ndo-lineares da familia exponencial.

O modelo postulado (@.I)) pode ser representado por

Y =pu(B)+oVie, £~ (0,I,), (4.36)
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em que € é o erro aleatério padrio e Y ~ ED(u(B),0?) é o vetor observacdo. Considere
a perturbacdo € somado a outro vetor aleatério p para indicar a itera¢do entre casos. Entdo, o

modelo perturbado com ruido aleatério p pode ser expresso por
1
Y=u(B)+oVvVi(e+p). (4.37)
Para discussdo futura, assume-se que

E(p) =0, Var(p) =d’l,, E(pe)=Q,

em que a é uma constante e Q = (wy;) = (Qp,---,Q,) com wy; = E(p€;) reflete a iteragdo
das observagdes k e j com um ruido na k-ésima observagdo, e Q; = E(py€) reflete a iteragdo
entre as observagdes considerando um ruido na k-ésima observagdo, em que p; € o k-ésimo

componente de p. A variancia de € + p e Y sdo respectivamente

Var(e+p) =Zpp =L+ Q+ Q7 +4°1,, (4.38)
Var(Y) = GZVRP = GZV%ZRPV%.

O estimador [§Rp de B é definido como solu¢@o da seguinte equagio quase-escore
EQE(B.Zxp) = D" (B)Vrp(B)(Y — u(B)) =0. (4.39)
Aqui, 67 é considerado um pardmetro de perturbagio, estimado por
Sip =1 &kpVp(Brr)erp

em que égp =Y — /,L(BRP). Assim, 3Rp pode ser calculado através do processo de itera¢do visto
em (3.16). Caso a perturbacdo aleatdria desapareca, o modelo (4.37)) volta para o modelo nulo

(4.36) em que temos Xrpl,, VRp =V, ﬁRp = ﬁ e €égp = €, respectivamente.

Seguindo (4.26)), a distdncia de verossimilhang¢a dentro do modelo com perturbagdo aleatéria

¢ denotada por
LDgp(Q) = 2{1(B) — 1(Brr)}

o qual é fungdo de Q = (wy;) e a. Para adquirir estatisticas de diagndstico valiosas, considere-
se o ruido p; (k= 1,---,n) separadamente. Significa que LDgp(Q) é considerado como uma
funcdo da perturbacao wk) = Q= (Wgp,- - ,wkn)T para o tempo, k = 1,...,n. Em outras

palavras, consida-se o grafico de influéncia parcial.
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(k)
LDgp(Q)
(k)

comw®) = Qe wy = 0. De fato, wk) corresponde ao modelo em que s6 a k-ésima observagao

¢ perturbada pelo ruido aleatério p;. Além disso, a matriz de influéncia e a curva de influéncia

para a equagdo (4.40) sdo denotadas por A”¥ = —sF"®), C (k), ,(,i}x e hﬁ,f),x respectivamente.

Através do Teorema 4.8 e da equagdo quase-escore (4.39)), ndo € dificil encontrar estas quanti-

dades. Tem-se o seguinte teorema.

Teorema 4.10

Para o grifico de influéncia parcial (4.40), A”* pode ser expresso por

A" =20 {hy.(xp) (rp)” + rpyfrp” + rpyrph] + rp;H}, (4.41)

em que

~ ~ ~ _1 _ _1
H= (hh"' 7hn) = (hkj) = {V ZD(_ZZ;BI)DTV 2}3

A matriz de influéncia A”* pode ser utilizada na anlise de influéncia local como mostram

0 Teorema 4.8 e o Teorema 4.9. Na prética, a informacdo observada —lg B pode ser aproximada

pela matriz de informagéo de Fisher J5(Y) = ¢D'V-'Dem 1i Assim, temos que H= ¢!

e logo

A" 20" {hi(rp) (rp)” + rpylyrp” + rprph] + rpiH}. (4.42)

. . ~ Lo k s~
No teorema a seguir € apresentada a aproximagao para a curvatura maxima C,E,,sz e a dire¢do

(k)

correspondente /..

Teorema 4.11

No grafico de influéncia parcial (4.40), C,ﬁﬁﬁx =W ¢ h,(,]fgx = k) sdo, aproximadamente,

expressos por

W ~2¢{(rp;)* + hu(rp)” (rp)} (4.43)

1

h®) & (26)7 (herpy + hygrp) { ) 2. (4.44)
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O Teorema 4.11 pode ser usado para medir interacdo entre casos como descritos por Wu
e Wan (1994). Pela aproximacao da influéncia local de Cook (1986), o vetor h*) reflete a

interacdo entre os casos quando o k-ésimo caso € perturbado por um ruido aleatério p;. O
(k)
J

c para o caso j quando o k-ésimo caso € perturbado. Para medir a influéncia, € introduzido a

tamanho do j-ésimo elemento h'"’ representa a parte da contribui¢do para a curva de influéncia

matriz interagdo Z = (Z;), com elementos

Zij=COM)?, kj=1, ,n.

O elemento Z; ; mede a influéncia do j-€simo caso quando hd um ruido no caso k. A matriz
Z ¢ muito til para detectar a interacdo e a influéncia em comum entre os casos. Para usar
a matriz Z mais efetivamente, define-se os vetores ACZ e ARZ que mensura a interacdo entre

casos e as demais observacoes:

n n
ACZj=n""Y Zi;, e ARZy=n""Y Z;. (4.45)
k=1 j=1

Nota-se que os vetores ACZ e ARZ possuem medidas diferentes. ACZ; mede a contribuic¢ao
média do caso j para a influéncia das outras observagdes, enquanto ARZ; mede a contribui¢dao
média das outras observacdes para a influéncia do caso k. Uma outra forma de calcular essas

medidas € apresentada no Teorema 4.12.

Teorema 4.12

Se o pardmetro de dispersdo ¢ é estimado por ¢ ! = 6% =n~!(rp)” (rp), tem-se que

ACZ; =2(rp"rp) {p(rp;)* + Y 1z (rpy) 2! (4.46)
k=1

ARZ; = 2{hyy+ (rp)*(rp’rp) ).

Para detectar a influéncia conjunta dos casos a € b, pode-se comparar os valores de Z,,, Zp,

Zpa € Zpp com outros valores das colunas de a e b. Assim, introduz-se as seguintes medidas

n

Ziap)a = Zaa+Za)] Y, Zaj, (4.47)
j=1

Ziapy o = Zoa+Zwp)] Y, Zpj-
=1

Se os valores de ambos Z(, 3) , € Z(4) s80 bastante grandes, diga-se maiores que 0.5,
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e os valores dos outros elementos Z,;, Zy,;, j # a,b, sdo pequenos, entdo os casos a € b sdo

conjuntamente influentes.

4.5 Influéncia generalizada

Influéncia é uma parte importante do diagndstico de modelos de regressdo linear. E me-
dida pelo elemento diagonal h;; da matriz estimada H e pode ser usado para avaliar a im-
portancia de observagdes individualmente. Na secdo 4.3, foi introduzida a matriz estimada
H= V_%D(DTV*ID)*IDTV_% para os modelos ndo-lineares de familia exponencial. Porém,
esta matriz ndo é bem ajustada quando hd existéncia de pontos influentes. De fato, em re-
gressdo linear, ou seja, y; = xiT B+¢€,i=1,---,n, ainfluéncia tem vérias propriedades boas,
como Var(y;) = 62hy;, Var(é;) = 6>(1 —hy), p(yi,$i) = Vhii hij = 99/ dy; dentre outras, em
que y; = xiT 3, éi =y —xl-T 3 e p(yi,¥i) € o coeficiente de correlagdo de y; e V. E facil verificar
que estas propriedades nio sdo vélidas para H = V’%D(DTV_ID)‘IDTV*% = (hj;), em mod-
elos ndo-lineares da familias exponencial. Sendo assim, € necessdrio encontrar uma definicao
mais adequada de influéncia em modelos ndo-lineares da familia exponencial. Nesta secdo, €
introduzida uma defini¢do geral para classe geral de modelos. Esta definicdo pode ser aplicada
aos modelos ndo-lineares da familia exponencial e (a) é consistente com a influéncia ordindria
dos modelos de regressao linear; e (b) pode ser usado como uma medida para avaliar a im-
portancia individual de observagdes. Também € uma conexdo fechada entre esta influéncia e a

influéncia local de uma perturbag¢do que alavanca a média.

4.5.1 Definicao e computacao

Como apontado por muitos autores, a propriedade h;; = d7;/dy;, reflete diretamente a in-
fluéncia da observacgdo y; no ajuste (Cook e Weisberg, 1982; Hoaglim e Welsch, 1978; Yoshizoe,

1991), a defini¢@o abaixo baseia-se nesta idéia.
Definicao 4.1

Seja Y = (y1,---,y»)T um vetor n-dimensional de observagdes com a fungio de densidade
de probabilidade dada por p(y; o) e E(Y) = . = u (o), em que & é um parametro desconhecido.
Um estimador de « é denotado por & = &(Y) e Y = u(&) é o vetor de resposta ou vetor

estimado. Entdo define-se

GL(8) = —— = (ay,-) : (4.48)
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como a influéncia generalizada de &

Assim, a influéncia generalizada ainda mede a influéncia de observagdes no ajuste do mode-
lo sobre o estimator &. Obviamente, a defini¢cdo pode ser usada para muitos estimadores
e modelos em geral, incluindo os modelos ndo-lineares da familia exponencial. A observagao
com valor grande em GL;; = d5y;/dy j também serd chamada de ponto de influéncia. Além disso,

é facil verificar de Y = u(&) e & = a(Y) que

~ du da(Y
GL(“F{aTtLT gs(ﬂ)}’

que € invariante sob reparametrizacao, isso € se @ = o/(y) é ligado um aum e ¥ = (&), em que

Y(e) é ainversa de a(y), entdo

GL(&) = {(9p/dy")(N(Y)/oY" )}y = GL(D).

Lema 4.5.1. Seja l(a;y) a log-verossimilhangca de Y e & = @(Y) seja o uinico estimador de
mdxima verossimilhanga de . Se [(at;y) possui derivada de segunda ordem com relagdo a o

e y continua, entdo tem-se

GL(6) = {(Da)(~lore ) lay) }a (4.49)
em que
Dy =du/dal, I, =d*(o;Y)/dadal, Iy =d*(a;Y)/dadY?.
Este lema revela a ligacdo essencial entre influéncia generalizada e matriz de informacao,
que conduz a curvatura em modelos ndo-lineares. A equagdo (#.49) pode ser aplicada para

classe geral de modelos. Mais adiante, serd usado este lema para encontrar uma expressao util

da influéncia para modelos ndo-lineares da familia exponencial.

Teorema 4.13

Para os modelos ndo-lineares da familia exponencial (.1, a influéncia do estimador de

maxima verossimilhanca & = (3T, 6T)T & expressa por
GL(&) = {Q(I,~Bg) 'Q"V '} 4. (4.50)

Através deste teorema, varios resultados uteis sdo decorrentes:
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(1) Desde que u = b'(8(B)) nio dependa de 6 o qual é ortogonal a 3, tem-se
. A ou _
GL(&) = GL(B) = {a’ﬁ(—lb’ﬁ) %Y}B:ﬁ

em que GL(f3) é a influéncia de 8 com o2 conhecido. Isto significa que a influéncia de & =

([§T, 02)T ¢ independente do parimetro de dispersio G2.

(2) Em li se a matriz de informagdo observada —lg B for substituida pela informacao
de Fisher J(Y) = ¢D"V~!D, entdo GL(&) ~ D(D"V~'D)~'DTV~1.

(3) Para os modelos lineares generalizados com ligacio candnica, tem-se 8 = X3, AL =0
e Bg = 0. Assim, GL(&) = X(XV-1X)"1X7V-! e H= V2X(XTV~!X)~!X7V~2 possui 0

mesmo elemento diagonal, como esperado.

(4) Para o modelo de regressao nao linear normal, desde que V=1,,, Bg = B tem-se H =
D(D'D)"'D? e GL(&)

= QI (I, - B)~'Q. Além disso, para o modelo de regressio linear
normal, tem-se GL(&) = H = X(X"X) X7,

A defini¢do geral de influéncia para uma ampla classe de modelos introduzida pode ser apli-
cada para outros estimadores ¢ modelos. E importante enfatizar que a influéncia generalizada

independe da varidvel resposta Y e que € normalmente ligado a nao linearidade do modelo.

4.5.2 Influéncia generalizada e influéncia local

Como mostrado por St. Laurent e Cook (1993), hd uma ligacdo intima entre influéncia e
andlise de influéncia local. Considere o modelo perturbado (4.34), ou seja o vetor Y é pertur-
bado somando um vetor w. E fécil verificar de (4.34) que A = 9%1/dad @’ visto em (4.30).

Assim, segue de (4.29) e (4.49) que
~F' = AT(DiDo) ' (DgDo)(~lgq')A
= AT(DIDy) 'DLGL(&) (4.51)

se DgDa € ndo singular, e

GL(6) = Dg(AAT)™(AAT)(~1}hA

= Do(AAT)IA(—F) (4.52)
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se AAT ¢ ndo singular. Agora considera-se um caso geralmente encontrado em que s(y;, ) =

s(¢)+1(y;) em (4.1). Entéo, segue de (4.35) e (4.50) que

A" =20V GL(6) +4n~ 5" ($) (8 — 8)(H— §)T.

Em particular, para os modelos ndo-lineares normais, tem-se s(¢) = —log(¢), V =1,

U==0¢efi=Y.Entio A’ se reduz a

A" =2672GL(&) +4n 167 4eé .

4.6 Diagnosticos para dispersao da variancia

Teste para detectar a ndo constincia da variancia (heterocedasticidade) é um problema co-
mum em diagndstico de regressdo. Para os modelos lineares generalizados e modelos nao-
lineares da familia exponencial, por causa da variancia nominal Var(y;) = 62V (i;),i=1,--- ,n
que sempre sao ndo constantes (exceto quanto ao caso da distribuicdo normal), ndo € necessario
descobrir a ndo constancia da varidncia. Porém, o problema de discrepancia ainda existe com
estes modelos. A preocupacdo com a superdispersiao foi um problema comum de nos recentes
anos. O termo superdispersdao média ocorre quando a variancia da média estimada excede a
variancia nominal. Em contrapartida, o termo subdispers@o média ocorre quando a variancia da

média estimada é menor que a varidncia nominal.

Considere o seguinte modelo de dispersdo da variancia

g(w) = f(xi;B), yi~ED(w,0tw; "), i=1,--,n, (4.53)

em que @;s sdo pesos conhecidos e Var(y;) = o7 @, 'V (). Se 67 = o para todo i, entdo a
dispersao € fixa, caso contrdrio € variante. Para simplificar, assume-se que @; = 1 par todo i,

pois sdo conhecidos. Um teste natural para dispersao da variancia é

HO:G,-2:62, i=1,---,n.

Obviamente hd muitos pardmetros ligados com o modelo (#.53)), assim os pardmetros de
dispersao normalmente sao modelados através de outro parametro Y a fim de simplificar o pro-
blema (Efron, 1986; Smyth, 1989). Baseando-se nesta idéia, propde-se o seguinte modelo da

dispersdo da variancia para os modelos ndo-lineares da familia exponencial:



4.6 Diagnosticos para dispersdo da varidncia 60

o o] = Om;
{yz ED(ui,¢; ), ¢i = ¢mi, (4.54)

g(ti) = f(xi,B), mi=m(z,7);

em que z;s sdo covaridveis, ¥ € um vetor com g parimetros e m(-,-) é uma fungdo co-
nhecida. Neste modelo, ¢ = 62 pode ser considerado como a dispersdo nominal e m;s sdo
adicionados para refletir a variacdo da dispersdo. E assumido que hd um tnico valor 7y, de 7y tal
que m(z;; %) = 1 para todo i. Se ¥ =}y entdo Var(y;) = 6>V (y;) para todo i e a dispersio é

constante. L.ogo, o teste para variacao da dispersdo € equivalente ao teste de hipotese
Ho:y=%,Hi:7# %

E fcil verificar que se y; é normalmente distribuido, ou seja, y; ~ N (xlT B, szi_ l) no mode-
lo (4.54), entdo Hy é reduzida ao teste de heterocedasticidade em regressdo linear. No restante
desta secdo s@o mostrados vdrios testes estatisticos para Hy baseado no modelo de dispersao da

variancia.

4.6.1 Razao de verossimilhancas e estatistica score

Para simplificar, assume-se que s(y;, @) = s(¢) +(y;). Segue de (2.6) e (2.25) que a log-
verossimilhanga do modelo (4.54) pode ser expressa por

1
EI(YI') (4.55)

D=

107.0.8) = X [omi{0i6,~b(6) )} ~ y5(om) -

~.

Zn:{(pmld +s(@m;) +1(yi) },

i=1

I
NI*—‘ -

em que d; = —2{y;6;, — b(6;) — c(y;)}. Nesta se¢do, fixamos a = (Y7, ¢, B7)7 e os estimadores
de maxima verossimilhanga de o para o modelo (4.54) sdo denotados por & = (y7, ¢, B7)7.

Teorema 4.14

Para os modelos de dispersdo da variancia (4.54)) e (4.55)), a estatistica da razdo de verossi-

milhanga para Hy é
LR = n{s(9o) = fos'(d0)} — {1" s — 91" Ms], } (4.56)

em que M = diag(mi,--- ,my), sp = (s(@m1), -~ ,s(pmn))7, s, = (s'(¢m1), - ,5'(9my))"
17 = (1,---,1), respectivamente.
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Corolario 7

Para o modelo normal e normal inverso, (4.56)) se resume a

1

n

LR = nlog($rg/ o), mg = (ﬁm,> : (4.57)
i=1

No modelo (4.54), ¥ é o pardmetro de interesse e (¢,37)7 sdo os pardmetros de variagio.

Assim, pode-se obter a estatistica escore para Hy. Como usual, a estatistica escore para Hy é

1A ol
_ Y Z—
SC = { (_ay) J (ay) }ao (4.58)

em que J?” é o lado esquerdo superior de J=' e J = J(7, ¢, ) é a matriz de informacio de

fisher de Y para .. Entdo tem-se o sequinte teorema.

Teorema 4.15

Para 0 modelos de dispersdo da variancia {.54) e (4.55), a estatistica escore para testar Hy

pode ser expressa por

SC = %s"l (¢0)(d"P.d)q, (4.59)

em que d = (dy,---,dy)", di = di(yi, ;) = d; + k, P, é a matriz proje¢do de ¥, = (I,, —
117 /n)¥Pe ¥ = (Vi) com Wiy = dm; /Iy, i=1,--- ,na=1,--- q.

Através deste teorema varios resultados uteis sdo obtidos.

(1) A equagdo (4.59) pode ser usada para modelos ndo-lineares. Para o modelo normal,
tem-se s”(¢) = ¢ 2 = o* e d; = ¢? = (y; — W;)?, entdo (4.59) torna-se

1
SC = 5(uTPCu)éCO (4.60)

em que u = (i;), u; = e7 /6. Como esperado, este resultado coincide com a equagdo de Cook e
Weisberg (1982) para o teste de heterocedasticidade em regressao linear normal. Para o modelo
nio linear gamma y; ~ GA(;, 62m; '), tem-se s(¢) = —2{¢log(¢) —log'(9)}, d; = 2{(yi —
i)/ (1i —log(yi/1i))}. e SC pode ser calculada através da equacdo (4.59).

(2) Pode-se reescrever (4.59) como uma forma padronizada de (4.60). Seja E(d;) = —s'(¢) —
k, Var(d;) =25"(¢) e P.1 =0, se for fixado d; = (dy;) com dy; = {d; — E(d;)}/\/Var(d;), entdo

tem-se SC = (dsTpcds)@O, isso € a norma do desvio padronizado d; avaliado em &.
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(3) A expressao ({.59) pode ser estendida para modelos mais gerais em que a condigio

s(yi, @) = s(¢) +1(y;) ndo é satisfeita. Através de alguns célculos tem-se
1 ! ! ~ ~ o~ ! !
SC={(d +s )78 3PS 3 (d +5 )},

em que § = diag(51), §i = E{0%s(0,31)[00%},5 = (5). 5, = 0s(0,31) /29, B = B(¥TF) 19T
¥ = (In — f)l)s%‘l‘ e 131 — S*%l(lTsl)fllTS,%.

4.6.2 Razao de verossimilhancas ajustada e estatistica escore

E fécil verificar que o pardmetro ¥ é ortogonal ao parimetro  mas nao ortogonal ao
parametro ¢. Para adquirir a verossimilhanca perfilada ajustada, precisa-se de uma transfor-

macio para (¢, 7)T para um vetor de parAmetros A tal que 7y é ortogonal a A.

Agora considere o = (o |,a’2)T emque o’ | =7, a5 = (¢,B1) e a’ 10 =Y, &2 =

((ﬁo, [§OT )T. Entio a log-verossimilhanca de Y pode ser expressa por

la, ) =1a,0n(a,A)=0(a,A). (4.61)

Os estimadores de maxima verossimilhanga de o, e A para qualquer o sdo denotados por
n(ay) e ft(al), respectivamente. Entdo & (0) = 0p, 0 (0o) = Opp € 1(&1) — ). Fixa-
se A(Gug) = Ao e a(on) = (al',al(a))T, entdo @(on) = (&l ,al)T, a(oo) = (aly, ad,)T
(em que ajp = Y%). A matriz de informacdo de Fisher correspondente a I* (o, A) é denotada
por J*(a1,A4) a qual suas partigdes sdo Ji;, Jj, e Jj3,, respectivamente. Da mesma forma,

J=1J(oq, ) é particionada por J;1, J12 e Joo, respectivamente. Entdo, tem-se o seguinte lema.

Lema 4.6.1. Suponha que 0 = o(aty, ) transforma oo = (al ,al)T para (ol ,AT)T tal que

oy é ortogonal a A, entdo, ap = op(ay,A) satisfaz

8a2

S =T (4.6

Mais adiante, J*(a,A) e [53 sdo expressos por
Ji=Ju-J0)nJa =0 J5, =0, (4.63)

. o do
Tia = (o) Ia(537). (4.64)
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. x do o
it ha) = { (GG} (65)
oA (0

Através do Lema [.6.1] pode-se adquirir a verossimilhanga perfilada ajustada para o; da

seguinte forma:

Ia(on) = () — 3 loglder {14 (e, A (on)}] (4.66)

log[der {73 (1, A(en))}] = loglder{—13; (o, Gn(en))}] + (4.67)

Zlog[det{8062/a7LT}] (o, A (ap))?

em que [,(o) = I(ay,0(0y)) =I(&). Obtida a verossimilhanga perfilada /4 (o), outros re-
sultados importantes sdo conseqiiéncias imediatas. A estatistica da razdo de verossimilhanga
ajustada LRy pode ser obtido de (4.66) enquanto a estatistica escore ajustada SC4 € a aproxi-

macao de primeira ordem de LR4.

Para testar Hy : o — oty (isto €, Y = ), tem-se

LRy =2{ls(01) —la(a10)} = LR — ALR, (4.68)

ALR = log [det{~1}; (e, A)}/der {~1} (a0, 20)}]

SCy = SC —ASC,

em que ASC € a aproximagdo de primeira ordem de ALR e SC é expresso por (4.58). Esses
resultados podem ser aplicados no modelo (4.54). Porém, a estatistica escore pode ser obtida

de forma indireta sem resolver a equac¢do (4.62)). O lema abaixo resume este resultado.

Lema 4.6.2. A estatistica escore baseada em pode ser expressa por SCy = CS — ASC

con

q 0 . 0 . .
ASC = Z tr{lpy 5 —J22(¥, @ (7))} — 21 T T J2180)H  (Fe— 100), (4.69)

em que O é um vetor unitdrio contendo 1 para a k-ésima posicdo e zeros para demais, Q) =

T A A A AN\T .
0 = (Y1, ,}’Oq) e =9= (N, - ,}/q) , respectivamente.

O Lema [4.6.2 pode ser usado para modelos paramétricos em geral. Para o modelo (4.54),

tem-se o seguinte teorema.
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Teorema 4.16

Para o modelo de dispersdo da variancia (4¢.54) e (4.55), a estatistica escore ajustada para

testar Hy pode ser expressa por
1 .
SCy = 5s”—l (¢0){(d+2¢""h)P.d}4, (4.70)

em que h = (hyy,--- ,h,m)T, hi; é o i-ésimo elemento diagonal de H e P € definida no Teorema
4.15.

Este teorema pode ser aplicado para testar a dispersao da variancia nos modelos ndo-linear

normal, normal inverso e gama.

Corolario 8

Para o modelo ndo-linear normal e normal inversa, a estatistica escore ajustada (4.70) pode

Ser reescrita como
1
SCy = E{(u—i—Zh)TPCu}@O, (4.71)

em que u € definido em (4.60).

Como um caso particular do corolério anterior, pode ser utilizado para o teste de
heterocedasticidade em modelos de regressdo linear e ndo-linear. Para obtencdo da estatistica
de razdo de verossimilhanga ajustada é necessdrio resolver a equacao (4.62)), o que é praticavel

somente em alguns casos especiais.

Lema 4.6.3. Para o modelo de dispersdo da varidncia com distribui¢do normal ou nor-
mal inversa, o pardmetro 'y é ortogonal ao novo pardmetro A = (y, BT)T segundo a transfor-

magdo

W= omg(y). my(y) = fg{mxmi. “.72)

A matriz de informacio de Fisher correspondente para (Y7, y, B7)T é

Jy,v.B) = diag(%‘PTMl (L, — 117 /n) M1y, %nl//z, ym;'6TVMO). (4.73)

Através deste lema, obtem-se a estatistica da razdo de verossimilhanca ajustada.
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Teorema 4.17

Para os modelos normal e normal inverso, a estatistica da razdo de verossimilhanca ajustada

para Hp no modelo (4.54) pode ser expresso por

Ry = (1- T 2)IR - logldet (R, ~BEIm D)+ @474)

log[det {R*(1) (I, — B(10))}],

em que LR é dado em (4.57)), R(y) é determinado pela decomposi¢do de Cholesky
0TV:M(7)V26' =R (PR()
e B(y) é definido como

B(y) = {["M(D]R™" (n)0"R™'(7)]}a-
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Na literatura, existem varios modelos nao-lineares usados para modelagem de dados. Na

tabela[5.2] sdo apresentados alguns deles

Tabela 5.1: Alguns modelos ndo-lineares.

Modelo

Equacao

Modelos de Gompertz

Y = aexp{—exp[B — yX]}

Modelos Logistico

_ o
Y= I+exp(B—yX)

Modelo de Richards

Y — a
{I+exp(B—vX)} 3

—

Modelo Morgan-Mercer-Flodin (MMF)

_ Bytox®
V= y+X9

Modelo Weibull-type

Y = a— Bexp(—7X?)

Modelo de regressao assintdtica

Y —a- Byt

Os modelos nao-lineares da familia exponencial podem ser usados em vdrias dreas. Abaixo,

mostramos alguns estudos onde o uso destes modelos sdo necessdrios, uma vez que, a variavel

resposta possui uma relacdo ndo linear com as varidveis explicativas. O modelo utilizado no

exemplo é o modelo de regressao assintdtica (Ratkowsky, 1983), expresso por

Y = o — By~

Para ilustrar a utilizagdo do modelo de regressdo assintdtica, utilizamos 7 conjuntos de
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dados (Ratkowsky, 1983), os quais estudam as seguintes relacdes:

(1) Comprimento (Y) versus idade (X) para as espécies Dugong dugon Muller capturados

proximos de Townsville ;

(2) Nimero de folhas por lavrador por dia (Y) versus brilho refletido (X);

(3) Rendimento de trigo (Y) versus nivel de fertilizantes (X);

(4) Reacdo quimica, quantia de N, O5 que é decomposto (Y) versus tempo (X);

(5) Rendimento de trigo (Y) versus taxa de aplicagcdo de lima (X);

(6) Rendimento de batata (Y) versus taxa de aplicacdo de P,O; (X);

(7) Cinturao de arvore de borracha (Y) versus taxa de aplicacao de fertilizante (X).

Abaixo, temos o grifico de dispersdo para cada estudo. Verifica-se através do grafico que

a relagdo entre as varidveis é nao-linear. Na tabela[5.2]temos as estimativas para os pardmetros

do modelo em cada banco ajustado. O programa utilizado no ajuste dos dados foi o R-project.

Tabela 5.2: Estimativas dos parametros dos modelos ajustados para os bancos 1 a 7, respectiva-

mente.

Conjunto de dados \ (9% B 4 62
@)) 2.666630 | 0.972536 | 0.873499 | 0.778163 (10~?)
2) 0.335021 | 0.295512 | 0.983830 | 0.201878 (10~3)
3) 41.70790 | 15.83880 | 0.956284 | 1.454470 (10°)
4) 33.80230 | 26.69800 | 0.752994 | 0.349154 (10~ 1)
5) 72.43260 | 28.25190 | 0.596790 | 1.784400 (10°)
(6) 539.0780 | 307.5420 | 0.537460 | 28.06250 (10°)
@) 22.48700 | 1..95860 | 0.705539 | 0.587643 (1072)
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Figura 5.1: Grafico de dispersio e reta de regressdo estimada para o ajuste dos bancos de dados

1,2,3e4.
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6 Conclusoes

Neste trabalho, o principal objetivo foi apresentar a teoria dos modelos nao-lineares da
familia exponencial de uma maneira geral. Primeiramente introduziu-se a teoria dos mode-
los da familia exponencial e seus principais resultados como: fun¢do geratriz de momentos,
verossimilhanca e teste razao de verossimilhanga. Logo apds, introduziu-se a defini¢cdo de mo-
delos ndo-lineares da familia exponencial, suas propriedades e a estimag@o dos parametros para
estes modelos. Além disso, foram apresentados métodos de analise de diagndstico para os mod-
elos ndo-lineares da familia exponencial. Na aplicacdo, foram apresentados alguns resultados
para conjunto de dados reais, mostrando que os modelos nao-lineares da familia exponencial
abrem um leque de opg¢des para a distribuicdo da varidvel resposta permitindo maior flexibili-

dade para a ligacdo entre a média e a componente sistemdtica.

Em resumo, os exemplos utilizados neste trabalho comprovam que a classe de modelagem
apresentada € bastante condizente a realidade, o que garante a sua aplicabilidade em diversas
situacOes reais. No entanto, para trabalhos futuros, é necessario verificar se alguma transfor-
macao nesta classe de modelos os deixariam mais eficazes no que diz respeito a estimacgdo
dos parametros e otimizacao do tempo de modelagem. Além disso, é importante realizar sim-
ulacdes para comparar os métodos de diagnésticos apresentados. Ainda, pode-se estender o
estudo desses modelos em busca de correcdo de viés para os pardmetros, uma vez que oS re-
sultados apresentados possuem propriedades assintéticas de ordem n-1. Além dos possiveis
estudos a serem realizados, existem uma série de idéias voltadas para o estudo dos modelos

nao-lineares da familia exponencial que sdo grandes possibilidades de dreas de estudo.
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